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13. Februar 1&79. Gesammtsitzung der Akademie. 

Hr. Websky las folgende Abhandlung: 

Über die Wahl der Projections-Axen in einer Normalen
Projection für triklinische Krystalle. 

In meinem Vortrage in der Sitzung der physikalisch- mathe
matischen Klasse am 17. Jan. 1876 über di~ Relation der Winkel 
zwischen vier Krystallflächen in einer Zone etc. bin ich von dem 
Satze ausgegangen, dass in einer Neumann 'sehen Normalen-Pro
jection eines triklinischen Krystalls die planimetrischen Projections
Axen so gewählt werden können, dass die Coordinaten (- axo-

parallelen Abstände - ) des Flächenortes einer Fläche f = ~ : ~ : c 
µ. " 

die Längen 

µ. V 

~ sin ß-siD.-c b sin a sinC 

erhalten, wo a, b die Einheitswerthe der Krystall-Axen OA, OB, 
'C = 1 den Einheitswerth der Axe OC, a, /3 die Axenwinkel BOG, 
AOG und G der Winkel zwischen den Axenebenen AOG und BOG 
im positiven Octanten bedeuten. 

Obgleich die Ausdehnung der Betrachtungsweise Neumann 's 
(Beiträge der Kry.stallonomie. 1823.) auf schiefwinklige Krystall
Axen keine besondere Schwierigkeiten darbietet, ist dieselbe doch 
bisher nicht durchgeführt worden und scheint es mir daher noth
wendig den damals von mir benützten Ausgangspunct näher zu 
begründen. 

Aus den Ausführungen Neurnann's geht hervor, dass bei 
rechtwinkligen Axen die Coordinaten des Flächenortes einer Fläche 

a b , „ fJ. V · · f = - : - : c die Langen - , - erhalten, wenn man den Abstand der 
µ V a b 

Projectionsebne vom Ausgangspuncte der Nomalen = c = 1 setzt, 
die Projectionsebne senkrecht auf die Axe OG legt und als Pro
jections-Axen die Normalen auf die beiden mit OG parallelen, hier 
vertical gestellten Hexaidfiächen wählt. 
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Fig. 1. 

+ß 

Durch die in den rechtwinkligen Axen OA, OB, OC (Fig. 1) 

belegenen Abstände OM = ~ , ON= ~, OC = I sei die Ebne MON 
(J. V 

gelegt, welche dem Flächen-Symbol f = a: b: c entsprechen wird; 

'" " in dem Abstande C01 = c = 1 der Verlängerung von OC über C 
sei senkrecht auf OC die durch den Unendlichkeits- Kreis ange
deutete Projections-Ebne gelegt; die durch C auf CMN senkrecht 
gelegte Normale treft:e die Projections-Ebne im Puncte F 1 und in 
entgegengesetzter Richtung die Axenebne AOB im Puncte F. 

Die als PrÖjections-Axen dienenden aus 0, gezogenen Nor
malen 0 1 A1 , 0 1B1 der Axenebnen BOG und AOC gehen mit 
OA und OB parallel und werden, da OC = C01 ist, die Coordi
naten (- axoparallelenAbstände -) von F 1 , nämlich F;R1 , F;S1 

gleich den auf die Krystallaxen bezogenen Coordinaten von F, 
nämlich FR, FS bis auf die entgegengesetzte Richtung vom Aus
gangspuncte gleich sein, so dass die für FR, FS sich ergeben
den Relationen mit Berücksichtigung des letzteren Umstandes auch 
für F; Ri und F 1S1 gelten. 

Man verlängere FS soweit nach U, dem Durchschnitt mit der 
Verlängerung von MN und ziehe CS, CU. Wenn CF eine Nor-

1' 
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male auf MCN ist, so steht die durch CF gehende Ebne CFU 
senkrecht auf MCN und sind die Winkel in CU= 90°. 

FS ist Coordinate, parallel OA, und senkrecht auf BOG, daher 
die Ebne CFS senkrecht auf BOG und die Winkel in CS= 90°. 

Dann ist NC senkrecht auf UCS und Winkel NCS = 90°, 
demnach 

und 

Analog wird gefunden 

NO:OC = OC:OS, 
b 
-: 1 = 1 :-OS 
" 

µ. 
-OR = FiS1 = 

a 

1 1 
Man kann die W erthe - , - als Einheiten der Projections - Axen, 

a b 
µ , 11 als Coefficienten ansehen. 

Um diese Betrachtung auf triklinische Axen anzuwenden, ist 
es zweckmässig, zunächst von einem Axen- System auszugehen, 
dessen V ertical - Axe OC senkrecht auf der Axenebne .AOB steht, 
in welcher aber die Axen 0.A und OB den Winkel "/;; 90° ein 
schliessen, der auch gleichzeitig die Grösse der Axenebnen-Win
kels C besitzt (Fig. 2). 

Die Einheitswerthe a, b, c der Axen seien wieder so ausge
drückt, dass c = 1 ist. Legt man nun durch die drei Axen-

schnitte OM = ~, ON=~, OC = 1 eine Ebne, so entspricht 
µ. " 

„ a b 
dieselbe dem Symbol der Flache f = - : - : c; durch den Punct 0 1 

µ. " 
in der Verlängerung der Axe OC über C um die Länge 001 = 1 
gehe die durch den U nendlichkeits -Kreis angedeutete Projections
Ebne der Flächen-Normalen, deren Ausgang in C zu denken ist. 

Die durch C auf die Fläche CM N gezogene Normale treffe 
einerseits die Ebne der Krystall-Axen O.A, OB im Puncte F, an
derseits die Projectionsebne im Puncte .z;;. 
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Fig. 2. 

+.B 

+-.:do 

Um den Punct F 1 nach Coordinaten (- axoparallelen Ab
ständen -) zu bestimmen, seien aus 0 1 die Linie 0 1 A1 als Pro
jections-Axe senkrecht auf die Axenebne BOG gezogen und mit 

·ihr parallel die Linie OA8 aus 0, ferner: 
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aus 0 1 die Linie 0 1 B1 als zweite Projections-Axe, senkrecht auf 
die Axenebne AOC und mit ihr parallel aus 0 die Linie OB0 ; 

weil sowohl die Projectionsebne, als auch die Axenebne A.OB 
senkrecht auf OC stehen, fallen die Projections-Axen 0 1A1, 01B1 
in die Projectionsebne, die Linien 0 A0 , 0 B0 in die genannte 
Axenebne. 

Es sind nun die Coordinaten von F;., nämlich 
F;.81, parallel 0 1A1, 
F1Ru parallel 0 1B1, 

durch die Elemente der Krystallgattung und die Axenschnitte 

a b d „ k - , - auszu ruc en. 
/J. V 

Verlängert man die Linie CS1 und CR1 nach der Axenebne A.OB, 
so treffen sie diese in den Puncten S und R der Linien OB0 und 
OA0 und zwar wird FS = F 1S 1 und FR= Fi.Ru in entgegenge
setzter Richtung gemessen. 

Wir verlängern MN nach Tim Durchschnitt niit OA0 , ziehen 
MU parallel OT, FW parallel OB und bezeichnen den Durch
schnitt \"On FS in der Axe OB mit V; weil Winkel AOB = "/ = C, 
so ist auch 

TOS= FSO = FRO = "/ = C. 

Man kann OA0 , OB, OC als ein rechtwinkliges Axensystem 
betrachten, auf welches bezogen die Ebene CMN = CTN die Axen
schnitte OT, ON, OC und F die Coordinaten FV = OW, FW= 0 V 
erhält. 

oder 

folgt 

Aus der Proportion 

OT: UM= ON: UN 

a . b b a 
OT:-smC = -: - - -cosC 

/J. V V /J. 

a b . C 
-·-Sill 
l.A. V 

OT= -b--a--
---cosC 
V p. 

und daher nach Maassgabe des für rechtwinklige Axen festge
stellten: 
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b a 
--.,-cosC 

OW=-v '"' 
a b . C -·-Sm 
fJ. V 

OV=-~· 
' b 
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Die auf die Axen OA 0 und OB0 bezogenen Coordinaten \'On F sind 
OR = 0 W + WR und OS und zwar ist 

und daher 

OS= ov = V 

sinC - b.sinC' 

WR = FRcosC = OS C v.cosC 
cos = - bsinO 

b a 
- - - cosC 

OR = _v "" 
a b . C -•-Sm 
/J. V 

v.cosC 1.1. 

- b.sinC = - asinC; 

daher ist auch 

/J. 
01R1 = + --;--C , asm 

V 

01S1 = +-b. c sm 

Von einem triklinischen Axensystem OA, OB, OC mit den 
Axenwinkeln a, ß, 'Y• die sämmtlich :;;: 90°, gelangen wir aber zu 
einem Axensystem von der Art des hier vorausgesetzten, wenn 
wir die Axe OC beibehalten, an Stelle der Axe OA eine andere 
OAr 'einführen, welche in der Axenebne AOC belegen und auf OC 
senkrecht steht, und an Stelle der Axe OB die in der Axenebne 
BOG belegene, auf OC Senkrechte OBr gebrauchen; das auf die 

triklinischen Axen bezogene Flächensymbol f = ~: ~: c geht, be-
1.1. V 

zogen auf OC und die substituirten Axen OAr , OBr über in das 
Symbol 

1 . n 1 b • -- ·-·---- • a sm ~: ------- · sm a: c , 
µ.-- acosß v - b cosa 
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Bei diesP.r Substitution wird die Richtung der Normalen auf 
die Axenebne A.OC resp. Ar OG einerseits, um BOG resp. Br OG 
andererseits nicht verändert. 

Verlegen wir nun die substituirten Axen OA.r und OBr in die 
bisher benützten Axen OA. und OB und suchen die Werthe der 

a b 
Coordinaten des Flächenortes der Fläche F = - : - : c des triklini-

1.1. V 

sehen Systems, bezogen auf die Normalen 0 1A.1 , 0 1 B1 der unver
ändert gebliebenen triklinischen Axenebnen .AOG resp. ArOG, 
BOG resp. BrOC, gezogen aus 0 1 , als dem Puncte, wo die trikli
nische Axe 00 die Projections-Ebne trifft, so haben wir 

für 1.1. im früheren Sinne: µ.-acosß 

" 
V 

" " " 
v - bcosa 

" 
a 

" " " 
asinß 

" 
b 

" " " 
bsina 

des triklinischen Systemes einzusetzen, so dass nunmehr 

O R _ µ. - a cos {3 ,.,. cotß 
=-------, 

1 1 - a sin ß sin G a sin ß sinG sin C 

v - bcosa v cota 
0181 = bsinasinC = bsinasinG- sinG 

wird. 
Da nun aber auf diese Weise die Coordinaten aller Flächen

orte die von den Coefficienten µ. , v unabhängigen Summanden: 
cotß cota 

- -;--C, - -;--C erhalten, so kann man dieselben dadurch besei-
sm sm 

tigen, dass man den Ausgangspunkt der Projections- Axen um die 

Stücke - ~~tß - cota also auf P.inen Punct 0 2 verschiebt0
, der 

sin C' sinC 
die Coordinaten 

cotß cota 
01Ro = - -.- , 0180 = - -.-

smC smG 
besitzt. 

Nach dem so verschobenen Projections-Axensystem werden 
nun die Coordinaten des Flächenortes einer allgemeinen Fläche 

a b != -:-:c 
µ. V 
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µ V 

02R2 = asin/3 sinC' 0282 = ---bsina sinC 

lauten, in welchen hinwiederum die W erthe 

1 

asin .l3 sinC ' bsin a sin C 
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die Rolle der Einheiten der Projections -Axen übernehmen, wäh
rend die mit ihnen zu verbindenden Coefficienten, wie bei den 
rechtwinkligen Krystallaxen lediglich in den Reciproken der Coef
:ficienten der gleichnamigen Krystall-Axen-Schnitte bestehen. 

Die so gewählten Projections - Axen schliessen nach der posi
ven Seite hin den Winkel 180° - C ein. 

• 
a b 

Für die Basis c = oc a : oc b : c = - : - : c wird 
0 0 

0 0 
0 2 R2 = a.sin.l3sinC' 0282 = b.sinasinC; 

der Ausgangspunkt der verschobenen Projections-Axen ist daher 
das Flächenort der Basis. 

Für die Dodecaidfiäche e = ~ : oc b : c wird 
µ 

b 
und für die Dodecaidfiäche d = oc a : - : c wird 

II 

Man kann also die so beschaffenen Projections -Axen auch de:finiren 
als zusammenfallend mit den Zonenlinien der nicht mit der Axe 
00 parallelen Hexaidzonen, für welche der Mittelpunkt des Un
endlichkeits -Kreises die Coordinaten 

cot.l3 
+sinC 

cota 
+-

sinO 

2 
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erhält, alles unter der Voraussetzung, dass die Länge = 1 den 
Normalabstand der Projectionsebne vom Ausgangspunkt der Flä
chen -Normalen bedeutet. 

Unter so bewandten Verhältnissen haben die Distanzen von 
drei Flächenorten in einer Zonenlinie das V erhältniss 

F1F2:F1F5 = µ1-µ2:1.1.1-l"a = V1-v2:v1-Vs 

wie dies loco citato angenommen wurde. 

Ich will noch hinzufügen, dass die Verwendung der hier ent
wickelten Coordinaten -Ausdrücke bei der correcten Ausführung 
einer stereographischen Kugel-Projection erhebliche V ortheile dar
bietet. Einmal sind für diese die Flächenorte der nicht sehr ge-• gen die Basis geneigten Flächen leicht zu finden, indem die V er-
bindun$slinie des Flächenortes F 1 mit dem Puncte 0 1, d. h. Mit
telpunkt des Unendlichkeits-Kreises - die Richtung des Polab
standes für das entsprechende Flächenort der Kugel-Projection 
giebt, und das letztere in ihr lediglich durch das Ziehen der Seh
linie gefunden wird. Anderseits hat aber die Verbindungslinie von 
F1 mit 0 2 , d. h. dem verschobenen Ausgangspunct der Projecti~ns
Axen, die Richtung, welche in der Kugel- Projection der Diameter 
zwischen den Flächenorten der Säule der proportionalen Axen
schnitte in O.A , OB besitzt, den man sodann unmittelbar der Con
struction des Zonenbogens zu Grunde legen kann. 

Buchdrucker.ii der Königlichen Akademie der Wissenschaften (G. Vogt). 
Berlin, Universitiitsstr. 8. 
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