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Auflenraum und Innenraum
(Schlichtung des Streites um die Schwerkraftreduktion)

Von Robert Schwinner, Graz — (Mit 2 Abbildungen)

Aller Streit um die richtige Reduktion der Schweremessungen, um die Undulationen
des Geoides usw. wird gegenstandslos, wenn man auf zwei Niveauflichen reduziert,
auf eine die ganz im Innern, und eine die ganz auBerhalb des Erdkérpers liegt; etwa
durchzufithren ersteres nach Prey, letzteres nach Faye; beidemal mit gewissen, aber
nicht sehr groflen Verbesserungen des betreffenden Verfahrens. Je weiter auBen, desto
geringer sind die Undulationen der Niveauflichen. Daraus folgt, daf Senkung des
Geoides und Minderschwere, Hebung und Uberschwere zusammengehen miissen.

In der Lehre von der Erdschwere ist eine Art babylonischer Sprachverwirrung
eingerissen; es gibt wenig — von einfachen Rechenvorschriften (wie die Reduktions-
formeln) bis zu schwierigen Theoremen der Potentialtheorie — iiber das séimtliche
Fachménner einig wiren. Es gibt aber ein einfaches Aushilfsmittel, das noch dazu
das Ubel an der Quelle faBit. Die Uneinigkeit beginnt offenbar eben schon bei den
einfachsten Rechenvorschriften, mit denen jede Verarbeitung der Schweremessungen
beginnen mul}, den Reduktionsverfahren. Dal man fiir die Niveaufliche, auf die
man alles bezieht, aus Gewohnheit der sonstigen geoditischen Arbeit das Meeres-
niveau gewihlt hat, das zum Teil frei liegt, zum Teil (3/;, der Fliche) aber im
Innern des Erdkorpers verlduft, bringt schwer auflosbare potentialtheoretische
Verwicklungen. Es hatte zur Folge, dafl man sich nicht einmal dahin einigen
konnte, was mit der Reduktionsrechnung eigentlich gemeint und beabsichtigt sein
sollte. Daraus ergaben sich naturnotwendig eine unabsehbare Reihe von Mib-
verstdndnissen.

Man wihle dagegen zur Vergleichsbasis eine Niveaufliche, die ganzauBerhalb
des Erdkorpers liegt. Dann fallen die potentialtheoretischen Verwicklungen
weg, die Reduktion 1Bt sich einfach und unzweideutig definieren als die Be-
stimmung jenes Wertes von ¢, welchen ein Beobachter messen wiirde, der sich
lotrecht tiber der Station auf jenem Niveau befinde. In der Praxis wiirde dafir
die Annahme 5000 m @ber dem Meer wohl geniigen; was dariiber liegt, sind Gipfel
und Zipfel von geringer Masse, die man einfach wegdenken kann; wenn Stationen
nicht unmittelbar drauf oder dran liegen, kommt ihre Attraktion nicht in Betracht.
Man mubB ja streben, mit moglichst geringer Meereshohe auszukommen; denn mit
dieser wichst die Unsicherheit der Reduktion, ein. Ubelstand, der ohnedem schon
gegen diesen Vorschlag eingewendet worden ist™).

*) Gegen den Vorschlag von Brillouin, der allerdings 10 km wollte, Prey
(A.Prey, E.Mainka, E.Tams, Einfithrung in die Geophysik 1922, S.60/61):
., Die Ungenauigkeit der Reduktionsgrofien wiirde das ganze Resultat in Frage stellen®.
Ahnlich Helmert.

— 241 —

Die Meereshohe des gewihlten Bezugsniveaus sei H; wenn in einer Station
mit Meereshohe & die Schwerebeschleunigung g gemessen wird, so ist die auf
jenes Niveau reduzierte Schwere

g=9g—(H—h.9J.

Der vertikale Gradient der Schwere soll konstant angenommen werden, und zwar
¥ = 8.086 . 10-* (Meereshohe h in Metern angegeben), wie das in den Tabellen-
werken (Borrass, Schiitte, Ackerl usw.) fir die Hohenreduktion allgemein
iiblich ist. Bedeutet nun y, die Normalschwere im Meeresniveau lotrecht unter
der Station, so wird die Normalschwere oben auf dem mneuen Bezugsniveau
Yy =% —H.9 und die Schwereanomalie dortselbst

Ag=g—H—1).9—(p—H.0) = g+h.9—p,

Mit anderen Worten: die Schwereanomalie, welche sich nach der hier vorge-
schlagenen ,,AuBBenraum-Reduktion ergibt, ist dieselbe, welche sich nach
dem ,,Freiluftreduktion* genannten Verfahren von Faye ergéibe. NB. unter
den vereinfachenden Annahmen: Konstanz des Vertikalgradienten der Schwere
und Aquidistanz der Niveauflichen.

Diese Annahmen werden bei allen anderen gebriiuchlichen Reduktions-
verfahren ebenfalls gemacht, aber diese rechnen mit geringeren Hohenunterschieden.
Wir miissen daher diskutieren, was in unserem Fall jene Korrekturen ausmachen
konnen. Der vertikale Gradient der Schwere indert sich mit der Breite (®).
Es ist (nach Prey, L. c., 8. 66, und mit seiner Bezeichnung) :
@{1+3(C—A) w?rd

9 =2 pe RS (1—33in‘l¢p)+%—2E-cosﬁ¢p};

daraus folgt:
¥ = 9, (1 —0.011452 sin? ¢).

Nehmen wir H = 5000 m, wie im folgenden immer verstanden sein soll, so be-
wirkt das im Maximum — zwischen Aquator und Pol — eine Anderung in ¢ auf
einem Bezugsniveau jener Hohe um rund 17 milligal. Eine beziigliche Korrektur
muf also jedenfalls angebracht werden, aber sehr groB ist sie nicht.

Der Vertikalgradient der Schwere #ndert sich ebenfalls mit der Meereshohe;
wir konnen da die ganze Erdmasse E im Mittelpunkt vereinigt denken, und be-
kommen

ﬁzmQ_%)

Es ist nun h/a = 5/6371, und daraus ergibt sich, daB eine beziigliche Korrektur
in g dullerstens 1.8 Milligal ausmachen konnte, in den meisten Fillen also ver-
nachldssigt werden kann.

Wohl aber konnen durch lokale UnregelmiBigkeit der Massenlagerung
Storungen im Vertikalgradienten hervorgebracht werden. Eine Beriicksichtigung
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derselben kommt im Wesen darauf hinaus, daf fiir die vorgeschlagene Reduktions-
weise die topographische Korrektur anders berechnet werden mul} als sonst.
Von groBem Einfluff kénnen solche lokale Storungen des Vertikalgradienten nicht
sein, sie klingen nach oben schnell ab. Ferner ist die topographische Korrektur
fiir Flachland und sogar Mittelgebirgsrelief unbedeutend, sie kommt also nur auf
einem ganz kleinen Teil der Erdoberfliche®) in Betracht. Uberhaupt, eine allseits
ausgedehnte storende Platte erzeugt — wie leicht zu verifizieren — gar keine
Storungen des Vertikalgradienten. Das trifft alle an der Erdoberfliche vorkommen-
den groflen MassenunregelmiBigkeiten, die alle sehr ausgedehnt sind; hohe
Massenkonzentrationen, welche den Gradienten stark beeinflussen wiirden, sind
in der geologischen Wirklichkeit selten und nur in kleinem MaBstab moglich.

Schlieflich auch die Niveauflichen sind nicht genau &dquidistant.
Nach dem Energiesatz mull sein ¢ .d = const (wenn mit d der Abstand zweier
bestimmter Niveauflichen bezeichnet wird). Die Schwere ist nun in erster Linie
wieder von der Breite abhingig, ungefihr

g = ¢o (1 - 0.0053 . sin? ¢).

Daher liegt unser Vergleichsniveau am Pol rund 26 m verhéltnismalig tiefer als
am Aquator, was in ¢ etwa 8 Milligal ausmachen wiirde. Natirlich auch den
lokalen Schwerestérungen entsprechen Verinderungen der Distanz zwischen den
Niveauflichen. Aber solche lokale Schwerestorungen sind sicher kleiner als
o000 - 9» die sich daraus ergebende Korrektur bleibt unter 1 Milligal, also unter
der Genauigkeitsgrenze der Schweremessungen.

Nach dem Vorstehenden konnen die Einwinde, welche gegen die vorge-
schlagene AuBenraumreduktion erhoben worden sind, nicht als stichhaltig an-
gesehen werden. Gewil}, es miissen einige Korrekturen beriicksichtigt werden,
welche bei anderen Reduktionsverfahren nicht notig zu sein scheinen. Aber die
,,geometrischen' Korrekturen konnen streng berechnet werden, und die topo-
graphische Korrektur braucht dabei nicht schlechter auszufallen, als sie allemal
sonst zu sein pflegt (s. oben). Von einigen Ausnahmefillen abgesehen, fir die ganz
iiberwiegende Zahl der Stationen sind jene Korrekturen klein, und auch eine
prozentuell bedeutende Unsicherheit derselben bleibt unter der Genauigkeitsgrenze
der Messungen. s ist etwas mehr Mithe damit verbunden, aber auch das kann
nicht so arg sein, wenn man sich einmal einen praktischen Rechenvorgang ein-
gerichtet hat. Einzig die topographische Korrektur wird — wie immer man es
auch einrichtet — merklich mithsamer sein; denn wenn der Aufpunkt weiter vom
Relief entfernt ist, mull man einen groBeren Umkreis beriicksichtigen; dafiir
gleicht sich manches aus und der Absolutbetrag wird meistens geringer ausfallen
als bisher.

*) Dort aber, im Hochgebirge, ist schon die jetzige Art der topographischen
Korrektur eine Kalamitit (vgl. Schwinner: Gerlands Beitr. 29. 357 (1931)]; vielleicht
wiire eine wie angedeutet begriindete Rechnung besser, es kénnten die Gipfelstationen,
die sonst herausfallen, besser ins Milieu passend kommen ?
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Eine Unsicherheit haben wir allerdings noch nicht in Beriicksichtigung ge-
zogen, jene nimlich, welche betreffs der Undulationen des Geoides herrscht.
Aber diese ist fir die gewihlte Bezugstliche nicht grofer als fiir irgendeine andere,
das Meeresniveau eingeschlossen. Es ist wberall dasselbe, der grundsitzliche
circulus der Geodésie, dafl die Unbekannte, welche erst gesucht werden soll,
schon in den Bestimmungsstiicken drinsteckt. Eben zur Behebung dieser Schwierig-
keit wird ja der vorstehende Vorschlag gemacht. Die hier vorgeschlagene Bezugs-
niveaufliche kann als ganz im AuBenraum liegend angesehen werden, daher kann
auf sie ohne Bedenken die Formel von Stokes angewendet werden:

R"H ¥
N 4ngmj Ag.F (y).do.
Darin bedeutet: N die Erhebung des Geoides iiber das Sphiroid, R,,,g¢,, die
Mittelwerte von Erdradius und Schwere, do ein Flichenelement der Einheits-
kugel, F (y) eine gewisse Funktion des sphirischen Abstandes y, den do vom
Aufpunkt hat. Fir die Schwereanomalie Ag sind natiirlich jene Werte ein-
zusetzen, welche sich bei Reduktion auf die von uns gewiihlte AuBenfliche ergeben.
Wir haben nun vorstehend gezeigt, dal} diese sich nur um einige nicht sehr betriicht-
liche Korrekturen unterscheiden von den Schwereanomalien, welche sich nach
der gebriuchlichen ,,Freiluftreduktion® ergeben. Hirvonen, welcher die Ondula-
tionen des Geoides nach jener Formel berechnet hat*), verwendet als Ag die
Schwereanomalien, welche man durch Reduktion auf das Meeresniveau nach der
Freiluftformel (Faye) erhilt. Es miissen daher die Werte, die er fiir die Undula-
tionen des Geoides im Meeresniveau angibt (und die dort angezweifelt werden
konnten, weil das keine saubere dullere Niveaufliche ist), jedenfalls im Sinne,
Verteilung und GroBenordnung, die Undulationen unserer AuBenraumniveau-
fliche geben. Selbst in den absoluten Betriigen kann der Unterschied nicht allzu-
groB sein; denn Hirvonen stellt nur einen Streifen von geringer Breite dar, in
dem die auf die Breitenunterschiede begrimmdeten Korrekturen nicht arg ver-
schieden sind, und die Wirkung der entfernteren Illemente wird sich, wie er meint,
in der Summe einigermallen von selbst kompensieren, jedenfalls wird sie in dem
ganzen dargestellten Ring ziemlich gleichméfig zur Geltung kommen. Und die
»exzeptionellen Stationen® (Tiefseegriben, Bergesgipfel), die ndmlich, welche
grofle topographische Korrekturen haben konnten, hat Hirvonen von vorn-
herein nicht in Rechnung gezogen.

Zum zweiten wire ein Bezugsniveau-zu wihlen, das ganz im Innern des
Erdkorpers liegt. Das erste dieser wiire das ,,Meeresniveau' : die auf hoher See
gemessenen Werte konnen ebensogut fitr innen wie aullen gelten (sie sind ja wirklich
innen gemessen worden!) und im Bereich der Kontinente hitte man — ebenso
wie oben — die auf dem Bezugsniveau wirklich zu messende Schwere zu be-

*) R. A. Hirvonen: Uber die kontinentalen Undulationen des Geoids. Vor-
liufige Mitteilung. Gerlands Beitr. 40, 18—23 (1933).
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stimmen, also nach der Methode von Prey zu reduzieren, und aus den so ge-
wonnenen Werten der Schwereanomalie wire wieder die Form der betreffenden
Niveaufliche zu bestimmen; das ist genau jene Aufgabe, die sich Ackerl gestellt
hat*), dessen Berechnungen sich somit auf die erste (iuberste) Niveaufliche
bezieht, die bereits ganz dem Innenraum angehort. Uber die Anwendbarkeit
der Formel von Stokes auf diese Niveaufliche des Innenraumes mochte ich als
Laie ein Urteil nicht wagen, ich glaube aber annehmen zu diirfen, daf diese Auf-
gabe, wenigstens niherungsweise, so oder so gelost werden kann *¥).

Die Schar der Niveauflachen, die sich derart ergeben, ist leicht zu iiber-
sehen. Ganz auflen, fern von allen irdischen UnregelméfBigkeiten, miissen es
glatte Sphiroide sein. Riickt man nidher an die Erdoberfléiche heran, so erscheinen
,,Undulationen® und wachsen an, wenn auch vorerst nur zu geringen Betrigen.
Die Darstellung von Hirvonen kann — wie oben gezeigt — eine gewisse Vor-
stellung vom 5000 m-Niveau geben***¥). Weiter nach innen fortschreitend kommt
man in immer grofere Nihe, zum Teil unmittelbare Berithrung mit den storenden
Massen, und da muf} auch der Betrag, um den die Niveauflichen gestort werden,
immer zunehmen, nicht blof bis an das Meeresniveau, die erste ganz im Innern
liegende Niveaufliche, sondern noch weiter; die grofiten Undulationen mufl wohl
jene Niveauflache zeigen, welche unmittelbar unterm Ozeanboden liegt. Schon
wegen der Figenart unseres Schwerefeldes, das Singularititen durchaus abhold
ist, wird man vermuten, dal} diese Steigerung der Undulation allgemein ganz
allméhlich und gleichsinnig vor sich geht. Is lift sich das aber auch direkt zeigen.
Wegen ¢ . d = const (s. oben) kann d ebensowenig wie g Unstetigkeit oder Sprung
zeigen. Gegen innen nimmt ¢ auch in der festen Kruste gleichsinnig zu, also d
ebenso ab. Die Variationen in der Waagerechten sind naturgemifl noch viel
geringer. Sind die Undulationen durch die ganze Fliachenschar durch gleich-
sinnig — was die Regel sein muf, fiir Meer und Flachland, also etwa fir 4/ der
Fliche —, so sind sie auch oben kleiner, unten grofier, und wie leicht zu sehen
(Fig. 1), folgt aus ¢g.d = const dann, dal Einsenkungen des Geoides mit
Minderschwere, Aufwolbungen des Geoides mit Uberschwere auf allen

*) F. Ackerl: Die Ergebnisse der Entwicklung des Schwerkraftfeldes der Erde
nach Kugelfunktionen bis zur 16. Ordnung. Zeitschr. f. Geophys. 9, 263—275 (1933);
Derselbe: Die Bestimmung der mathematischen Erdfigur aus Schwerkraftmessungen.
Petermanns Geogr. Mitt. 79, 173—175 (1933); vgl. auch die Zusammenstellung der-
selben mit Hirvonen bei: R. Schwinner: Die neuen Geoide. Gerlands Beitr. 41,
214—224 (1934).

*¥) Vgl. F. Hopfner: Die praktische Losung der zweiten Randwertaufgabe der
Geodésie. Zeitschr. f. Geophys. 9,.281 (1933).

#4%) Weiter einwiirts gibt eine Rechnung nach der Art der von Hirvonen natiirlich
nicht die Niveauflichen, die wirklich da sind, sondern jene, die auflen zu beobachten
wiiren, wenn man die Aufragung des Festlandes aufs Meeresniveau kondensiert hitte;
diese Flichenschar ist reine Fiktion, insbesondere darf man von ihr aus nicht
weiter, gegen das Erdinnere, extrapolieren. Dieses MiBiverstindnis ist die reale Grundlage
der Differenzen zwischen Ackerl und Hirvonen.
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Niveaus zusammengehen mull. Dal} die Undulation oben und unten verschiedenen
Sinn hat, ist nur moglich, wenn gleichzeitig die Schwereanomalie oben und unten
verschiedenes Zeichen hat. Das ist im einen Falle z. B. denkbar bei einer Gebirgs-
masse mit einem Massendefekt unter ihr in der Tiefe (Fig.2): das gébe in den
Niveaus aulen eine miafige Aufwolbung, unten im Meeresniveau starke Senkung.
Fiur den zweiten Fall finden wir

Beispiele in der Vergleichung von ~——o0mom O  ——————* ——
Hirvonen (Aubenraum) mit _\+/__x___/l\_
Ackerl (Innenraum). So hat : ;

ersterer in Turkestan eine Senkung _\_L/__,—/'\_
des Geoides um 100 m, der letztere

ebendort eine Hebung um 400 m; g L

das wiirde eine Verkleinerung der
Distanz unserer beiden Vergleichs-

niveaus um oo = e

deuten; und um ebensoviel miilite Fig. 2

der Mittelwert der Schwere auf

dieser Strecke grofler sein als in der Nachbarschaft! In Wirklichkeit sind in
ganz Turkestan die Schwerewerte allgemein abnorm niedrig. Ich sehe keine
Moglichkeit, diesen Fall anders als durch Umkehrung des Vorzeichens bei Ackerl
in Ordnung zu bringen.

Uberdies ist es schwer vorzustellen, wie eine solche Anordnung der Niveau-
flichen zustande kommen sollte. Denkt man sich der Hinfachheit halber eine
homogene (oder homogen geschichtete) Kugel und legt auf diese (oder in ihre
obersten Schichten) eine positive storende Masse, so werden alle &ulleren Niveau-
flachen uber dieser aufgewolbt, und oben auf der Kulmination ist die Schwere
grofer als normal (d. h. auf der Kugelfliche fern von der Storung). Bei Ackerl
dagegen ist fast als Regel Hebung des Geoides und Minderschwere verkniipft und
umgekehrt. Es miite wohl erst dargetan werden, wie das in der Erdkruste
realisiert werden kann.
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