
Son,ler-Ah1lrucl, aus dem 1.1. llile. 1ler Silzungsh. der kais. Akad. der WiHsensf'.hnflPn. 

Beitrag zu den Berechnungsmethoden der Zwillingskrysta11e. 

Von Dr. Albrecht Sc h ran r, 
UniYenität1ulocent und Custosatljunct am k. k. Hof-Mineralit>n-Cabio,te. 

(Vorgelegt In der Sitzung vom 19. Jänner 1865.J 

(Mit 1 Tafel.) 

§. 1. Zn jenen Problemen, welche trotz ihrer Wichtigkeit 
bisher in der Krystallographie vernachlässigt, ja beinahe vollständig 
unberücksichtigt geblieben si11d, ist auch das allgemeine Problem 
der Zwillingsberechnung zu zählen, für welches in einzelnen 
speciellen Fällen nur Na um an n (Krystallographie 1830) Berech­
nungsformeln mittheilt. 

In nachfolgenden Zeilen sind die Gleichungen angegeben, 
welche die Ermittlung allt>r mathematischen Verhältnisse dtlr Zwil­
lingskrystalle gewähren. 

Das allgemeine Problem der Zwillinl?sherechnung besteht in 
der Aufgabe „die Kerrntniss der Zwillingsfläche und den morphologi­
schen Elementen der Species genüge, um die Winkel jeder Fläche 
des lndiv. (II) gegen jede Fläche des lndiv. (1) zu berechnen" und 
erfordert hierzu zwei vorhergehende Bestimmungen. 1. Die Ermitt­
luug der Lage der Krystallaxen X' Y 'Z' von (II) gt>gen die Krystall­
axen XYZ von (1) und ldentifieirnng der ersteren mit Normalen auf 
Flächen vo11 (1). 2. Die Transformation der Flächeui11dices von Ind. (II) 
in solche Zahlen, welche Functionen der Krystallaxen XYZ sind. 

Zur Beantwortung dieser Fragen sind nebst den allgemeinen 
krystallographischen Relationen nur zu benützen die Gesetze der 
Zwillingsbildung: ,,d:1ss die gleichnamigen Pole beider Individuen in 
einer Zone mit der Zwillingsaxe liegen und letztere deren Winkel 
halhirt." 

§. 2. Zur Ermittlung der Lage der Krystallaxen des Indiv. II 
dient die Figur 1 und 2, in welchen XYZ die Axe11 des Indiv. (I); 
X' Y' Z' die des In div. (II) .;, YI, s, a, b, c, die Axen11eigur1gen und 
Parametergrössen des Systems sind, P die Zwillingsaxe und daher 
der Pol der Zwillingsfläche (hkl). 
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In dieser Figur ist 

XX'= 2PX 

Schrnuf. 

cos X'Z = cosr, cosXX'+sin TJ sin XX' cos PXZ 
cos Z'X = cosX'Z. 

Entwickelt man n•m hieraus mittelst dPr bekannten Gleichung 1), 

welche die Lag.e eines Poles als Function von ;YJ( likl abc darstellt, 
alle Cosinuse, so erhält man folgende Gleichungen: 

1. Triclinisches System: 

A1 = 1 +2 cos; COSY/ cos s-cos2;-cos2T}-COS2' 
M1 = h2b2c2sin 2(+k2a2c2si11 2YJ+Z2a2b2sin 2s 

- 2ahc [ chk ( cos C-cos; COSYJ) + hltl ( rOST/ - cos; cos s) 
+ akl ( cos ;- cos s cos TJ)] 

M,, cos X'X = 2h2b2c2A1-M1 

M1 cos Y' Y = 2k2a2c2A1 -M,_ 
Mt cos Z'Z = 2t2a2b2A1 -M1 

M1 cos X'Z = Mi, cos Z'X = 2/ilah2cA1 - M,.cos'f) 
Mi cos X' Y = M,_ cos Y' X= 2ltkahc2A1 -M1 cos s 
M1 cos Y' Z = M1 cos Z' Y = 2kl a2hcA1 - M1 cos ,; 

2. M o n o c l i n i s c h e s S y s t e m : 

M2 cos X' X= 2h2b2c2 sin i'f/-M2 

M2 cos Y'Y = 2k2a2c2sin 2'fJ-1"12 

M2 cos Z'Z = 2l2q,2h2 sin 2'f/-M2 

M2 cos X'Z = M2 cos Z'X = 2/ilab2csin 2YJ-M2 COSY/ 
M2 cos X' Y = M2 cos Y' X= 2/tk abc2 A2 
M2 cos Y'Z = M2 cos Z'Y = 2kl a2bcA2 

3. P1·ismatisches System: 

Ms cos X'X = 1t2b2c2-k2a2c2-[2a2b2 
Ma cos Y' y = k2a2c2-1t2b2c2 __ z2a2b2 
Ha cos Z' z = z2a2b2 -1t2b2c2-k2a2c2 

M8 cosX'Y = Ms cos Y'X = 2hkitbc2 

M3 cos X' Z = M3 cos Z'X = 2/tl ab 2c 
M, cos Y' Z = M8 cos Z' Y = 2kl a,.2hc 

1) Verg·I. Schrauf Lehrbuch der physikalischen )lincralogic. 1. Thcil. Mineral­

"101·phologie. Cap. IX. 
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4. 0 r t hohe x a g o n a I es System: 

M„ cos X' X = h2c2 -3k2c2-3l2a= 
M„ cos Y' Y = 3k 2c2-h2c 2 -3l2 aa 
M„ cos Z' Z = 3l2a2 -h2c2 --3k2ca 
M~ cos X' Y = M„ cos Y' X= 2hk V:Jc2 
M4 cos X' Z = M„ cos Z' X = 2hl Väac 
M"' cos Y'Z = M„ cos Z'Y = 2kl 3ac 

ö. Pyramidales System: 

Ms cos X'X = /t2c2-kzc2-zzae 
Ms cos Y'Y = k2cz-/iic2-z2a1 
Ms cos Z'Z = l2aa -h2c2-k2cs 
Ms cos X' Y = M5 cos Y'X = 2hkc2 

Ms cos X'Z = 1H5 cos Z'X = 2/ilac 
Ms cos Y' Z = Ms cos Z' Y = 2klac 

6. Tesserales System: t) 

M8 cos X'X = hZ-kZ-l• 
M, cos Y'Y = k2-h2-l2 
M6 cos Z' Z = fa -k2 -ha 
M6 cosX'Y = M8 1:os Y'X = 2hk 
M6 cos X'Z = M6 cos Z'X = 2hl 
M6 cos Y'Z = M6 cos Z'Y = 2kl 

§. 3. Diese Gleichungen machen es möglich, die Lage der 
Kry~tallaxeu X' Y' Z' du durch zu hes'timmPn, d~ss man die~elhe11 :-ils 
Normalen auf Fläehen d~ lndiv. (1) befrachtet uud die Iu1lices 
dieser letztereu bestimmt. Seien also die Indices jener Fläehe von 
ludiv. (1), deren Normale mil X' parallel ist 

analog für Y' 

und für Z' 

1
) Die Werthe M2 M6 ergeben sich durch Specialisirung von a, b, c, S, YJ, I;, 

aus M1 - Behufs ihrer Ableitung vergl. Sch rou f phys. Miner. 1, Cap. IX. 

1 • 



4 Schrouf. 

wobei sich .r1 • z3 der numerischen Ordnung nach auf X, Y, Z, 
bezieht, so gelten nachstehende Bestimmuugsgleichungen: 

x 1 = acosX'X 
y1 = a cosY'X 
Z1 = (t cos Z'X 

x 2 = b cosX'Y 
y2 = b cos Y'Y 
Z2 = Ö cos Z'Y 

x 3 = c cosX'Z 
y 3 = c cos Y'Z 
Z3 = C cos Z'Z. 

§. 4. Mittelst der erlangten Kenutniss der Indices x 1x 2 •• • z3 

ist es möglich, die Indices der Flächen des Indiv. (1) als Func­
tionen der Axen X' Y' Z' des lndiv. (II) darzustellen. 

Sind nämlich uvw die Indices der Fläche M vom lndiv. (1) 
bezogen auf clie Axen XYZ nnd sollen nun die Indices u'v'w' -
die Indices bezogen auf X' Y' Z' - gefunden werden, so müssen die 
nachfolgenden Gleichungen gelten: 

• a MX' b MY' c MZ' ------,- cos = - cos = -- cus 
u v' w' 

cos MX'= cos (uvwx1 x2 x 3 ) 

cos MY'= cos (uvw Y1 Y2 y~) 
cos MZ' = cos (uvw z1 z2 z3 ) 

welche aus der wech~elseitigen Transponirung der Axen~ysteme 
folgen. Aus der Auflösung dieser Gleichungen erhält man dann 
( u'v'w') als Funclion von (uvw); da aber die Individuen (I) und 
(II) ident sind, so müssen die Transformationsgleichungen allgemeine 
Gültigkeit haben, also auch die Relationen der Indices von Fläehen 
des lndiv. (II) auf die Axen (XYZ) des Iudiv. (1) darstellen. 

Es gelten somit zur Transformirung der Indices folgende 
Glcichungen: 1 

1. Triclinisches System: 

, u (2h2h2c2A1-Mi) + v (2hkabcZA1 - cos I; Mi) +w (2hlab 2cA1 - cos') Mi) 
u = ..... -=-------------------------'c-jl[ (2/t2b2c2A 1 -M1) 2+ (2hkabcZA1 -cosl;Mt)2+ (2hlab2cA1 -cos.,,M1)2] 

u (2hkabc2 A1 - cos /; M1 ) +v (2k2a2c2 A1 -M1) + w (2kla 2bc A1 -cos s M1 ) v' - ~~---------'-----___.:_ _ ___.:_ ______ -= - vT (2ltkahc2A1 -cosl;llf1)2+ (2k2a2c2Ai-.ltli)2+ (2k{a2bcAi-cos;hl1P] 

, u (2hlab 2cA1 - cos.,, lllt)+v (2kla2hc A1- cos s 1'/i) +w (2l2a2h2 A1 -1'/i) 
w= •• ~----------------------a-Ji''[ (2Mab2cA1-eosdfi)2 + (2kla2bcA1-cos ~1'/i)2 + (2l2a2h2A1-1'/i)2] 



ßeitr:1:; 1.11 d1~n Rcrt•t'hnung-t-.ml•thodt·n der Zwillingskrystalle. 

2. Mo n o c I i n i s c h es S y s t e m: 

u (2/i2b2c2sin 2-,i-11/2) +v (2hkabc8 sin 2YJ) + w (21tlab 2csin 1 YJ - eos'I) M2 ) 
u'- --.-:-,=-------=--_:_----'---------------, - v[ (2h2b2c2sin 2Y)-1'12)2 + (2hk abc2sio 2>,)2 + (2hl ab2csin 2'1)-COS 'llM2)2] 

u (2hkabc2sin2YJ) + v(2k3a2c2sin2'1)-M2) + w(2kla2bcsin 2YJ) 
v'- --=-':=-----..c._'-----=-------'--'----=-------,;-- Ji[ (2/1kabc2sin2>i)2+(2kaa2c2sin 2'1l-M2)2+(2kla2bcsin 2'1l)2] 

, u (2hlab2csin 2YJ -cos 'll M2) + v (2kla2bcsin 2YJ) + w (2l2 a2b2sin 2YJ-Jf2) 
w-- y[ (2hlab2csio2-,i-cosYJM2)2+(2kla2bc sin 2YJ)2 + (2l2 a 2b2sin 2YJ-M2)] 

3. Prisma t i s c h es S y s t e m : 

u' = u (h2b2c2-k 2r1,2c2-[2a2b2) + 2lia2 ( vkc2 +wlb•) 

v' = v (k2a2c2-h2b 2e2-l2a2b2) + 2kb 2 (wla2+uhc2) 

w' = w(l2a2b2-h2b2c2-k2a2c2)+ 2Zc2 (uhb2+vka 2) 

4. 0 rt h oh ex a g o n a I es S y s t e m: 

u' = u (h2c2 -3k2c-3Z2a2) + 6h (vkc2 + w[az) 

v' = v (3k2c2-/i2c2-3[2a2) + 2k (3w[az+ u/w2) 

w' = w(3Z2a2-h2c2 -3k2c2) + 2Zc2(uh + 3vk) 

ö. P y r am i d a I es S y s t e m : 

'li = u (h 2c2-k2c 2 -l2a2) + 2h ( vkc2 + wla2 ) 

v' = V (k2c2-h2c2-[2a2) + 2k ( wla2 + u/ic2) 

w' = w(l2a2-h2c2-k2c2)+ 2lc2(uh + vk) 

6. T es s er a I es S y s t e m : 

u' = u (h2-k2-t2) + 2h (vk+wl) 

v' = v (k2-/i2-[2) + 2k ( wl +uh) 

w' = w(Z2-1i2-k2) + 2l (u!t+vk) 

§. ö. Durch diese Transformationsgleichungen werden die 
Indices der Flächen beider Individuen des Zwillings als Functionen 
eines Axensystems dargeslt>llt; und hierdurch ermöglicht, die 
allgemeinen Berechnungsformeln für die Winkel zweier Flächen 
auch auf die Flächen der beiden Zwillingsindividut>n anzuwenden. 



6 S r h r a u f. 

Denn ist P (pqr) eine Fläche des Individuums (1) und Q ( uvw) 
eine Fläche des Individuums (11), ferner (u'v'w') die auf (XYZ) 
transformirten Indices von Q, so ist 

cos(PQ) = cos (pqr) (u'v'w') 

~ omit das Problem gelöst ist, da bekanntlich (1. c.) 

pu'b2c2 sin 2(+qv'a2t,2 sin 2Yi+rw'a2l,2sin 2{ 

- (ru' +pw') ab2c [ cos YJ-cos ( cos {] 

- (rv' +qw') a 2bc [ CO): ~-cos Yi cos {] 

- (qu' +pv') ahc2 [ cos {-cos.; cos Yi] 
cosPQ= ---------------------

l
p2b2c2 sin 2(+q2a2c2 sin 2YJ+r2a~l,2sin 2{ l_!_ 
-2ahc[prh( cos YJ-cos.; cosq + qra( cos .;-cos YJ cos;) 2 

+ pqc ( cos ~-cos YJ cos;)] 

l
u'2b2c2sin 2(+v'2a2b2sin 2Yi+w·2a2t,2sin 2.; l t 

X -2ahc[u'w' h( cosYJ-co~.;cuss) + v'w' a( cos.;-cosYJcoss) 2 

+u'v' c ( cos {-cos YJ cos .;)] 

§. 6. Im nachfolge11den sind einige Beispiele der Transfor­

mation der Indices ~urchgeführt. 

Die variablen Elemente der früheren Gleichungen sind die 

Werthe von (.;r,{ ahc) und der Indices (hkl) der Zwillingsfläche: 

Die Formeln Wt'rden daher sowohl mit den Systemen als auch mit 

det· Verei11fachuug der Zwillingsfläche weniger complicirt. In der 

Natur sind auch immer die möglichst einfachen Indices für die 

Zwilling~flächen vorkommeud und nur i11 den wenigstan Fällen treten 

Pyramiden als solche auf. 

V ofllus berechnen lassen sieb aber nur die Transformationen 

des tesseralen Systemes, da für dieselben die Axenverhältnisse und 

Neigungen elimiuirt sind. Im tesseralen Systeme kommen zwei 

Zwillingsflächen vor a (110) und h (11 t). Die Gleichungen sind für 
diesr Fälle: 

a) u' = v 
v'=u 
w'=-w 

b) u' = ( - u + 2v + 2w) 
v' = ( - v + 2u + 2w) 
w' = ( - w + 2u + 2v) 
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Es ergibt sich somit für <len gewöhnlichen Fall der Zwillings­
bildung im tesseralen Sys11:>me, Octaederfläche ( 111) oder (III) 
gleich Zwillingsfläche folgende Pa1·allelstt'llung von Indices des 
positiven QuadrantPn: 

(uvw)=100. 110 111,211,221.321. 

(u'v'w') = 122, 114, 111, 255, 447, 123. 

Diese Parallelstellu11g itilt jedol'h nur für die sprcielle Fläche 
uvw und nicht für den vollständigen Cornplex der Form [ uvw]. 

Für diP Figur (3), welche einen Hexaeder Zwilling nach (HI) 
darstellt, haben daher die Flächen des Individuums (II) eine solche 
Lage gpgen die Axen ( XYZ) von (l), dass nachfolgende Indices 
gelten können: 

uvw = 100, 
u'v'w' = 122, 

010, 
212, 

001 
22I. 

Dieser Zwilling ist zugleich derje11ige, der am Golde von 
Vörös-patak vorkommt und Missverständnisse veranlasste. 

Einen zweiten Zwilling will ich hier noch erwähnen, den dPs 
Tetrakishexaeder (Zwilling nach III), welcher an Kupfer beob­
achtet wird. Fig. ( 4) stellt denselben dar. An demselben ist inter­
essant, dass die Fläl'hen des positive11 Quadrllnten von einem Indi­
viduum parallel sind Fläclte11 des positiven Quadranten vom zweiten 
Individuum. Es ergibt sich nämlich durch Transformation: 

{ 
uvw = 210, 120, 201, 102, 021, 012, 

u'v'w' = 012, 102, 021, 120, 201, 210, 

{ 
uvw = 210, 120, 201, 102, 021, 012, 

u'v'w' = 452, 542, 425, !i:24, 245, 254. 

Während für das tesserale System die Indices ziemlich einfach 
sind, nehmen sie mit den höheren Systemen an Complication zu. Als 
Beispiel für das pyr11midale System kann Rutil gelten, dessen Axen­
verhältniss infolge (001) (101) = 32°47' als 

a : a : C = 1 : f : 0 · 64409 = 1 : 1 : v2-
f 7 

angenommen wnden kann. 



8 Schraa(. Beitrag zu den Berechnungsmethoden der Zwillingskrystolle. 

Die Transformationsgleichungen werden hierfür, da die Zwil­
lingsfläche für die Figur ö und 6 (101) ist: 

u' = u ( c2-1) - 2w = - 10 u -· 34 w 

v' = -v (c2-1) 
w' = 2uc2-w (c2-t) = 

10 V 

14u+tow. 

Man erhält hiedurch folgende Transformationen für die Flächen 
des zweiten Individuums: 

{

u
1

v
1

w
1 

= 100, 010, 110, Ho, 
UV W = 507, 010, ?iÖ7, ÜÖ7, 

101, 101, 

II,06, 601, 

111, ft 1 

2"2,ö,12 I2 ö, 2. 

Diese Indices sind mit den genäherten Werthen c = V 
1
7
7 

berechnet worden und die Grenzwerthe für die, zum Zwecke der 
absoluten Winkelbestimmung aus dem W erthe c = 0 · 64409 zu 
ermittelnden, Indices. 

Auf analoge Weise können die genäherten W erthe zur Con­
struction und Definirung der Krystalle, die genauen hingegen zur 
Berechnung verwendet werden. 

Weitere Beispiele anzuführen, halte ich für unnöthig, indem 
durch die beiden durchgeführten der Gang der Untersuchung wohl 
genügend erläutert ist. 

Aus ller k. k. Huf- un,1 Staatsilruckerei iu Wien, 
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