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Uber die Theorie der Landbriicken und
die Viskositit der Erde

Von
Adalbert Prey
(Mit 3 Abbildungen)

(Vorgelegt in der Sitzung am 26. Juni 1947)

Einleitung.

Viele geologische und paldobiologische Tatsachen haben
uns gezeigt, daB die Kontinente und Inseln, die heute durch
weite Meere voneinander getrennt sind, in friiheren Zeiten .der
Erdgeschichte in Zusammenhang gewesen sein miissen. Zur Er-
klirung dieser Erscheinung liegen 'heute im wesentlichen zwei
Ansichten vor. Die erstere und &ltere ist die Landbriicken-
hypothese, nach der die Landverbindungen zwischen den heute
noch bestehenden Landmassen in der Tiefe versunken sind,
und die Wegenersche Hypothese von den Kontinentalverschie-
bungen, nach der die einst vereinten Landmassen auseinander-
geriickt sind. Die erstere Ansicht verlangt also Vertikal-
bewegungen, die zweite Horizontalbewegungen. Daraus folgt
schon eine bessere Position der ersten Hypothese gegeniiber
der zweiten. Die Vertikalbewegungen, die meist isostatisch sein
werden, hingen weitgehend von der Schwere ab, die eine un-
geheure Kraft ist, wihrend fiir die Kontinentalverschiebungen
kaum etwas anderes als die Westdrift der Gezeitenbewegung
in Betracht kommt. Nun ist die Flutkraft ihrer GroBenordnung

M (r\3 -7 .
nach =g .3 z (—D—) =g.107", wenn M und E die Massen des

Mondes und der Erde und r und D der Radius der Erde und
die Entfernung des Mondes sind. Die Kraft, mit welcher die
Westdrift auf die Erdoberfliche wirkt, ist aber noch im Ver-
hiltnis 7-3.107° kleiner’. Von einer so kleinen Kraft kann

! G.H. Darwin, Problems connected with the tides of a viscous spheroid.
Scientif. papers II.
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man wohl nicht erwarten, daB sie imstande sei, die Kontinente
gegen den ungeheuren seitlichen Widerstand des Sima merklich
zu bewegen. Nur in Zeiten, da die Viskositit noch sehr klein,
etwa 1013—10'%, war, konnten wesentliche Verschiebungen auch
in kiirzerer Zeit entstehen?, spiter, bei hoherer Viskositit, nicht
mehr. Dabei darf nicht libersehen werden, daB die Kraft der
Westdrift an dem Sima ebenso angreift wie an dem Sial. Die
Kontinentalschollen bewegen sich daher im Sima nicht wie
Schiffe, die das Meer durchneiden, sondern wie Eisberge, die
mit dem Wasser schwimmen. Ein Auseinandertreten der Schollen
kann also nur eintreten, wenn UnregelméBigkeiten und Hinder-
nisse vorhanden sind.

Auch die Polfluchtkraft, die herangezogen wird, ist
wenigstens fiir isostatisch gelagerte Schollen unmerklich3.

Bei beiden hier betrachteten Hypothesen tritt aber die
Frage an uns heran, warum nicht die ganze Erde mit einer
einheitlichen Sialschicht bedeckt ist, warum nur Bruchstiicke
vorhanden sind. Viele Geophysiker sind heute der Ansicht,
daB dieses Triimmerfeld von der groBen Katastrophe herriihrt,
die mit der Abtrennung des Mondes von der Erde verbunden
war. Der Stille Ozean soll die Narbe sein, die diese Katastrophe
an der Erde gelassen hat®. In der Tat haben die Erdbeben-
forschungen festgestellt, daB hier die Sialschicht ganz fehlt,
wihrend bei den iibrigen Ozeanen der Boden mit einer diinnem
Sialschicht bedeckt ist. Auch mit dem Volumen des Mondes
und seiner Dichte besteht Ubereinstimmung.

Der Mechanismus, der zur Abtrennung des Mondes ge-
fithrt hat, ist allerdings noch ungeklirt. DaB sich eine Masse
auf Grund ihrer Rotationsverhiltnisse in zwei Teile spalten
kann, hat Poincaré® nachgewiesen, und diese Theorie findet

1 A.Prey, Uber Flutreibung und Kontinentalverschiebung. Gerl. Beitriige,
Bd. XV, 1926.

3 A.Prey, Uber die Polfluchtkraft. Gerl. Beitrige, Bd. 48, 1936. '

4 W. H. Pickering, The place of origin of the moon. Journal of
Geology, 15. Bd.

5 H. Poincaré, Figures d’équilibre d’'une masse fluide. Paris 1903;
G. H. Darwin, The pearshaped figure of eliquilibrium of a rotating masse of
liquid. London, Phil. Trans. A 198, 1902.
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auch bei Doppelsternsystemen ihre Anwendung. Wir haben
Systeme, bei denen die Komponenten so nahe stehen, daB sie
sich mit der Oberfliche beriihren. Die Kraft, die die Sterne
dann auseinandertreibt, ist nach Darwin® die Fluttreibung.
Hierher gehoért auch Darwins Resonanztheorie’.

Auf das System Erde-Mond darf man aber diese Theorie
nicht ohne weiteres anwenden. Das Rotationsmoment des
Systems, jene GroBe, die sich nach den mechanischen Gesetzen
nicht indern kann und also heute noch den gleichen Wert
haben muB wie zur Zeit der Entstehung, ist nicht groB genug,
die Teilung herbeizufiihren. Welche Einfliisse dazu gefiihrt haben
konnten, das Rotationsmoment zu verkleinern, ist uns derzeit
noch unbekannt. Ich- glaube aber nicht, daB man deshalb diese
Entstehungsweise des Mondes ganz ablehnen darf®. Reine Gra-
vitationskrifte kommen nicht in Frage, denn fiir diese gilt der
Satz von der Konstanz des Flichenmomentes, aber es kann
noch anderes in Frage kommen, was wir vielleicht noch gar
nicht kennen.

Jedenfalls diirfen wir die Hoffnung, das Problem der Mond-
entstehung auf diesem Wege vollstindig zu kliren, nicht auf-
geben und wenigstens vorliufig an den Anfang der Erd-
geschichte eine Katastrophe setzen, bei welcher die Sialschichte
gesprengt und ein Teil derselben weggerissen wurde, wobei
man sich kaum denken kann, wo die losgerissenep Teile hin-
geraten sind, wenn nicht auf den Mond.

Nach der Mondablésung miite die Erde in einem Zustand
zuriickgeblieben sein, der je nach der angenommenen Hypothese
verschieden war. In beiden Fillen aber miissen wir davon aus-
gehen, daB die Schollen zu Anfang nicht eingesunken waren,
sondern oben auf dem Sima auflagen.

Wir finden also fiir die Hypothese der Kontinentalverschie-
bung eine Anfangssituation entsprechend Fig. 1a, die nach ent-
sprechender Zeit etwa in 1b iibergehen miiBte.. Uber die Krifte,

¢ G. H. Darwin, On the Precession of a viscous spheroid and the remote
history of the earth, London, Phil. Trans. 170,+1879.

? G.H. Darwin, Lec p.1.

8 F. N6lke, Der Ursprungsort des Mondes. Gerl. Beitr., Bd. 41.
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die das Auseinanderriicken bewirken konnten, haben wir keinen
Anhaltspunkt.

Orean|  gour Orean Ozean| sia1 |Oreanl s
JSima Jima Sima

Fig. 1a. Fig. 1b.

Im Falle der Landbriickentheorie erhalten wir die schema-
tischen Darstellungen 2a, 2b, 2c.

R
I _ r Jial W
Jima

Jima Jima

Fig. 2a. Fig. 2b. Fig. 2c.

Man kann annehmen, daB nur die oberste Schicht fest
und spréde ist. Bei der Katastrophe werden die Schollen ge-
dehnt, aber nur die oberste Schicht bricht und behilt bis heute
die Konturen, die unser bekanntes geographisches Bild zeigt.
Die unteren Schichten werden auseinandergezogen und bilden
die Landbriicke. Die Schollen bleiben dort liegen, wohin sie
zu Anfang gelangt sind, und beginnen nun einzusinken. Fig. 2b
stellt einen Mittelzustand vor; in Fig. 2¢ ist die Landbriicke
versunken, wihrend die hoheren Teile der Scholle noch heraus-
ragen. Das Sinken hort natiirlich auf, wenn das hydrostatische
Gleichgewicht soweit erreicht ist, daBl der Widerstand des Sima
nicht mehr iiberwunden wird. Die Scholle ist dann fast in iso-
statischer Lagerung. Zum Erreichen der vollsténdigen Isostasie
ist theoretisch unendlich viel Zeit nétig; daB der beim Ein-
sinken stets wachsende hydrostatische Druck zur Gebirgs-
bildung fiihren kann und wohl auch muB, habe ich in einer
anderen Arbeit gezeigt®.

Es scheint- mir, daB die Landbriickentheorie bei dieser
Art des Einsinkens verstindlicher ist als die Wegenersche

% A.Prey, Uber die Méglichkeit der Gebirgsbildung durch den hydro-

statischen Druck in der Erdkruste. Sitz.-Ber. d. Akad. d. Wiss. in Wien, math.-
nat. KL, Abt. ITa, 151. Bd.
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Theorie. Wir wollen uns daher im folgenden auf den Boden
der ersteren stellen und versuchen, an einem konkreten, sche-
matischen Fall die Schnelligkeit des Einsinkens in Beziehung
zu setzen zur Viskositit des Simas, um fiir diese beiden GréBen
jene zusammengehoérigen Werte zu finden, welche dem geo-
logischen Geschehen am besten entsprechen.

Die Entstehung des Mondes war natiirlich eine Katastrophe
von riesigem AusmaBe. Ein groBer ‘Teil der Erdkruste wurde
weggerissen,. der iibrige Teil der Sialschichte wurde gesprengt
und in einzelne Schollen zerrissen, und in die Liicken muBten
sich die Wassermassen des Ozeans ergieBen in Wasserfillen
von 30 bis 50 km Hohe, die ein Chaos von' unvorstellbar
groBen Wasserbewegungen erzeugten, dem wohl auch ein Teil
der Schollen zum Opfer gefallen sein diirfte. Mit dem Wasser
mubBte auch die Atmosphire in die Tiefe stiirzen. Es entstanden
Hochplateaus von phantastischer Hohe, die, von Luft und Wasser
entbloBt, bald einer eisigen Kilte ausgesetzt waren. Die Ge-
wisser aber werden sich in Beriihrung mit ehemals tief liegen-
den Schichten der Erde bald erwirmt haben. Hier konnte sich
also bald eine Meeresfauna entwickeln. Diese wire also etwa
ebenso alt wie der Mond.

Die Schollen, soweit sie nicht ganz auseinandergerissen
wurden, blieben miteinander in Verbindung, wie es Fig. 2a zeigt.
Diese Verbindungen sind die Landbriicken. Zu welcher Zeit die
einzelnen Landbriicken versunken sind, hingt davon ab, wie
‘tief sie eingerissen waren. Auf dem Grunde dieser Mulden
konnte sich eine Land-Fauna und -Flora entwickeln, sobald
sie so_tief gesunken waren, daB sie eines wirmeren Klimas
teilhaftig wurden.

I.

Als schematisches Beispiel stellen wir uns einen Kkreis-
formigen Kontinent vor oder eine Insel von 2000 km Radius,
also etwa von der GroBenordnung von Australien, von der
Dicke 30 km und der Dichte des Sial — 2-7, welche in das
darunter befindliche Sima der Dichte 3'0 langsam einsinkt.
In einem zweiten Fall wurde die Dicke gleich 50 km genommen.

Sitzungsberichte der mathem.-naturw. K1. Abt. IJa. 156 Bd. 9. u. 10. Heft. 41
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Wir machen den Mittelpunkt der Erde zum Anfangspunkt eines
Koordinatensystems und legen die Z-Achse in die Richtung
nach der Mitte der Scholle. Indem wir diese als vollstindig
fest betrachten, behandeln wir ihre Bewegung als die eines
starren Korpers, der unter dem EinfluB seines Gewichtes und
des Auftriebes in eine zihe Iliissigkeit einsinkt. Bezeichnen wir
also mit 7 und U lebendige Kraft und Potential, so lautet die

Energiegleichung:
dM+U)_ _ p
di '
F ist also der Energieverlust, der durch die innere Reibung
in dem langsam verdringten Sima entsteht. Fiir den Energie-

verlust pro Zeiteinheit und Volumeneinheit (Dissipation) gibt
Stokes!® die Formel:

_fo (0w)? ov\? |, [(dw\® [dw 0_1))2
o=={a(55) 2 (Gp) +2 (52 (G + 52+
du . ow\® (0v |, Ou\®
SRR R CER
oder wegen der Kontinuititsgleichung

ou , dv | ow _
R te=" M

ow dv)z (du dw)‘ (dv du)2 (01) ow
I Y o_Z AN ] I’
°{(ay az) T\oz — o) o —ay) — 46y 52
_0v 0w | 0w du Jdw Ou | du 0v_ Ou @)}
52 0y T 9z 9z oz 0z Voz oy oy ol @
s ist der Koeffizient der Viskositit und ,.v, w sind die Ge-
schwindigkeitskomponenten.
Wenn man die von der Tréigheit herriihrenden Glieder
vernachlissigt, was in unserem Problem, in dem die Entwick-

lungen nur in Jahrmillionen vor sich gehen, gestattet ist, haben
die ‘Bewegungsgleichungen einer zihen Flussigkeit die Form!!

10 Stokes, On the Effekt of the Internal Friction on the Motion of
Pendulums (Papers III, 1). Siehe auch Horace Lamb, Lehrbuch der Hydro-
dynamik, 2. Aufl., p. 635.

! Lamb, 1. c. p. 672,
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__Op
g Au = (ﬁ
__0q
sAv= dy (3)
or
g A w = a—z
mit PR
[ w__
02: + 0y + 35 dz
wo p der Druck ist. Durch Differentiation erhilt man
Ap=0, (4)

woraus folgt, daB sich p nach- raumlichen Kugelfunktionen
p =Zp. entwickeln liBt. Die allgemeine Losung des Systems
lautet nach Lamb!*:

1 2 Opn nrints
—?2{2 CTES Y ERNCES) (2n+1)(2n+5)ax(r2n+l)l+“*
,n,r2n+3

”ZEZ{WZU (391?/”+(n+1) @n+1)(2n+3) 0y (mﬂ)}‘“‘ ©)

y? 09 prin+s ( )
w= 2{2(271,-1-1) 0z T T D@ T @n T 3)as \rn )| T
wo #;, v, W, gegeben sind durch

0n
oz

2 0% (6)
wl_E 0@,,,

und ¢ eine willkiirliche Funktion ist, die ebenfalls nach rium-
lichen Kugelfunktionen entwickelt werden kann. ® — Zo, hat
also den Charakter eines Geschwindigkeitspotentialesis., Wenn
wir Oberflichenfunktionen durch einen Querstrich bezeichnen,
so konnen wir .setzen
N p=%2A4,7"Pa 9 =2 Bur" P,. O
12 Lamb,
13 Lamb, 1. c. p. 41.

U, —

41%
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Auf Grund der Kreissymmetrie in unserem Problem kénnen
wir das Problem auf zwei Dimensionen zuriickfiihren, indem wir
die zweite Gleichung in (5) ganz weglassen. Die Kugelfunktionen
P, hingen nur mehr von p— cosd ab. # und w bezeichnen
dann im weiteren die Geschwindigkeiten parallel und senkrecht
zur z-Acbse, und es sei

x =rSsindY,

(8)

2 =—7rCcos J.

Es ist dann in gewohnter Bezeichnung

dr x O0r 2 0z =z oz x . — ,
5;:;., d—z:;" 52;20053‘:}’-, 07:;:51]1:9-:1/1_”2:(}.
op. z20r  wpp
5= a7 ®)
op. 2z Or 1 22 2
At S

Setzen wir nun (7) in (5) ein, so finden wir

2

-—1 v 1‘2 a—1,’P n— ’
“_E'{A2(T+1)(A”” WP —Aart T

;r2‘n+3

+2 (n+1)(2n+1) Zn+3) (A" (n+1)r—"=2p P, —

— A r—"2p OP) EB nr*—1y P,— Bpr*—1! 0P}

b g
1 N r2 0P,
{42(2n+1)(*‘1 nrn=ty Py Agrnt 20u)+
r nr2n+3 o B
+2(n+1)(2n+1)(2n+3) (—An(n+1)r *uP,+
4+ An 2 'ZoP")+EB nr*=1p P, + B,r*—1pu 001;"}.
Nun ist
2@nTD) (i) (@nTt1)@n+3) 2n+1\2 2nt3l

n

= 2(n 3y (9
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1 n _on (1 n )_
5t T mF ) @t D @nF3) 2nt12  mF1)@nt3)
2n2+Tn+3 . (2n+1)(n+3)

T 2m+D)2nt))(@nt3) 2(m+1)(2n+1)2n+3)
daher

R N T T T 0P,
U= D Aer PeEnFa A e I En e M o T

+'B'"'rn_lln M’l—)n—Bnr"‘llk l“‘l 0'P"}’

op. (11)
1 N n 5 n n+3 .50 P,
_;{2‘4"’ BT LR A Trea o) L e

+ Byr"='np. Pyt Byre! '201:}

Wenn wir annehmen, daB die Scholle wie ein fester Korper
einsinkt, also ohne>Gestaltsinderung, so ist w fiir die ganze
Scholle konstant. Setzen wir also

?’rn—l (An2(2 +3)T +B n) C (12)
1 n_l( n+3 )_
T e T @ B = Dn
so erhalten wir die linearen Gleichungen
N\’ 2] 'i?fﬂ__
LC’,,;LP,H-D,.;:. 0;}._w°’ (13)

wenn w, die zu einer bestimmten Zeit ¢ gehorige Geschwindig-
keit der Scholle ist.

Als zweite Serie von Bedingungsgleichungen stellen wir
die Forderung auf, daB an der unteren Seite der Scholle kein
Gleiten des Sima stattfinden soll, sondern daB hier das Sima
an der Scholle haftet. Bezeichnen wir also die Geschwindig-
keit in der Richtung des Radius W, in der Richtung senkrecht
dazu mit U, so ist

W—wy.—|—,u,u., (14)
U=—wy+up.
41%*
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Hier sind U und # in der Richtung vom Pole der Kugelfunktion,
d.i. von der z-Achse weg, Wund w nach ,Siiden“ positiv ge-
zahlt (Fig. 3).

b4
Die Bedingung lautet also:
U=—wp+tup=0 (13)
oder
w=" u,
2
somit lings der ganzen Unterseite
der Scholle:
P‘ rD _ - @) _ - J‘
Fig. 3.
oder . D
Z(C,.p. P,—D,p? 001;") = w, (16)

wenn w, die augenblickliche Sinkgeschwindigkeit der Scholle ist,
Subtrahieren wir (16) von (13), so bleibt wegen p?4-p*=1

0P,
21),,—" =0
o ’
D,=0 (17)
1 _
%2 Cop Pa(p) =1 (18)

ein System linearer Gleichungen, das zunichst nach den Unbe-

daraus folgt

und

kannten % aufzuldsen ist. Es bestand zuerst die Hoffnung, mit
] .

wenigen Kugelfunktionen auskommen zu konnen. Wenn man
sich aber z. B. auf » =8 beschrinkt und die Darstellung der
Insel versucht, wihrend auf der ganzen iibrigen Erde die Hohe
gleich Null sein soll, so wird die Darstellung noch so schlecht,
daB der Inselcharakter gar nicht zum Ausdruck kommt. Es
wurde daher beschlossen, wieder bis zur 16. Ordnung zu gehen
wie in meiner Darstellung der Hohen- und Tiefenverhiltnisse
der Erde.

Wir nehmen an, daB die kreisformige Insel von der
z-Achse, dem Pole der Kugelfunktionen, bis zur Breité
d=90 —18° 4" 14" ="11° 55" 46" reicht, d.i. bis zu der zweiten
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Wurzel der Gleichung P,;(x) =0 und nehmen auf einen
Meridian 16 iquidistante Punkte, fiir welche die 'Kugelfunk-
tionen berechnet werden miissen.

Das Resultat dieser Berechnung ist in Taf. 1 zusammen-
gestellt; Taf. 2 gibt die GroBen p P,(p). Die Auflosyng der
Gleichungen (18) gestaltet sich sehr langwierig und miihevoll;
verlangt doch die Rechnung einen Aufwand von mehr als
zwanzigtausend Ziffern. Bei der sukzessiven Elimination sinkt
die Zahl der verliBlichen Stellen immer mehr. Obwohl die
Rechnung sechsstellig gefiithrt wurde, ist doch das Resultat
auf nicht mehr als vier Stellen sicher. Taf. 3 gibt das Resultat:

= 19
= (19)
Es ist also nach (12)
1 e n 2 ):
;rl I(An'—2 (2n—+ 3)7'1 +Bnn Zn Wy
1 n-+3 )
e n—1 2 | —
ot (A"2(n+l) @n3 T B|=0
wo r, der Radius der unteren Scholanbegrenzung ist, wozu
auch die GroBe w, gehort.
Durch Elimination von B, wird:

A,.( n 2 n(n—+3) ),.12)_11‘”10

(20)

IR T 2+ ) @nt3) )T T
Nun ist
1 n+3 o 2
2n+3 (m+1)2n+3) w1 (2n-+3)
daher
Anz—:—’:ﬁ—ﬁ (n+1) (2n+3) @1)
und
B— 4 n-t3 . x,,wlcn-}—.?»' (22)

"T@FD@n I arpt 2

II.

Wir wenden uns nun zur Bestimmung der Dissipation.
Wegen der Kreissymmetrie! konnen wir in dem Ausdruck (2)
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alle Glieder mit » oder y weglassen. Dadurch erhilt er die Form:

i A

Wir behandeln zunichst das erste Glied. Es wird
ou_dw_ou oyt ow, dw
0z 9z  Or o or o
Nun ist nach (14) ,
u=Wp+ Uy, (14)
w=Wun— U,

l.L’

daher

0 0 ow , .U oW
ou__ ow__ _M+0_H P«-l— hadd
0z Ox or

()

d_pu_’
op

+(5, +W—‘f,— —U

‘2
—}-ﬂu—i-U)p' _
0@)9#
op] r
oder wegen
ap'_ow——?_1 1
op op VTZZT
ou Ow 0W ,,0U oW p’3 p.pu' oU p 2
oz oz 0r Tdr +dp r _+0_p~7

e , , oW u2p, p U pp?
+U7—o—r““+o—r“2+ o TV T

U | oWy U
T =ntn T #)

.—2p=_%, (24)

Bilden wir nun
. . T"—l ”n . _

W=wptup=y (4n2(2n_|_3)r—|—Bn)Pn(u), (26)
'__ , _ yn—1 ”—‘I"3 2 ) IOP‘ILM

U=—wy +““—2 s (A"z(n+1)(2n+3)’ T8 =5

so konnen wir die Funktionen von r» und die von p trennen.

Es ist

Aa n n1r2+r 1 n+3 -t

41— =
c 2(2%—}—3)r B R BT R c”B" Tt g et
A n-+3 n-—+ 3 rrtt .
_ = - 27
¢ 2@nt 1) @n13) "1 T2n gl (27)
”+3 rﬂ—l

g
G

2 r"
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Setzen wir also

n+1 n—
fo=—zaw, (n_;—l ! +1_n+3 r _11) und
T" 2 ,rln
f,_%_ (n-l—l)2 rm (n+3)(n—1)r"—2
" or 2 gt 2 r» 1)
n4 n—
gn = Zn W, nt3 ot __n—{—?)r : und (28)
2q0 ’I‘”+1 2n rn—l
g'z% (n—l—zi)(n—l—l) re (n—{—d)(n—l) rn—2
T o 2n r," ! 2n r,"!
So wird
- , 0P,
W= fa(r) Pa() U=Yg-() ¥
oW - oU w10 Pn
s =2 FOPG G =) (29)
oP (p) U o[ 0P,
= gt (v W)-
Setzen wir (29) in (25) ein, so wird
ou ow n n
5———z(n+f+g) L (30)
rn—2
=anw1[’%(<n+1>—— <n—1>——)—
n+1 rn n—|—3 rn—2 n+3
— 79 o " 1+ u+l—
r=2\| 0P,
—n_"—_‘)]“ op” 0
. . ™ n+3)n+1)—u(n+1)4+n43
_anwl ﬂ+1 on -
rn—2 n—|-3 dP _
— = (n—l—n+1>] (30)
Das letzte Glied fillt weg, und es bleibt
on  ow r» 2n43 ,0P,

Dieser Ausdruck ist nach (17) zu quadrieren, mit dem Volum-
element r>drdardp und mit ¢ zu multiplizieren und iiber die
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ganze Kugel zu integrieren. Dabei wird der Raum der Erdkugel,
der von der sinkenden Scholle eingenommen wird, vernach-
lassigt. Uber die Berechtigung dazu mubB spiter noch gesprochen
werden.

Sind nun ¢ und % zwei beliebige Indizes, so wird

r+121t
ou g ritk+e (21-}-3)(27«:—}—3)
O e T
0—10

. [)fd—Pk drdndy.
_ op.

u"od—l:' ist die erste adjungierte Kugelfunktion zu P; sie wird
gewohnlich mit P;, bezeichnet. In dem obigen Ausdruck ver-
schwinden nun ale Integrale mit ¢+ &= # nach den Integral-
eigenschaften der Kugelfunktionen, und es bleiben nur die Aus-
driicke mit i =%

+12n _

,dPikr 4 (G+R! g

ff("‘ on] AP = T Ry (32)

fir k=1 -t°¢

+1. 2%

0P\, 4= (i+1)! 4z
ff(p 0M)dp.d/\=2i+1.éi_l))‘ T +1@(@+l) (33)

Fiihren wir auch die Integration nach.r durch zwischen der
Grenze r =0 und r =r,, wo r, der Radius der Erde sei, so
wird epdlich

du Jw\| __ \ r2it:  (2043) 4=
(oz _)_“sz' wy? @y ¢ Emgieth=
_ 2(2@-!—3)(1—!-1) r,3i+3
=), tra T@GiT 1) nEE -(34)

Wenn 2, die momentane Tauchtiefe ist, so ist r, =7, — &,.
Daher ‘
1 _ 1 1% (—2‘“’)_ 1+zl(2z—l—2)
rl2i+2 r02l'+2 7, r2l+2

1 +(2@+2)z1

,-2;+2 7 2i+?
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Wir erhalten also endlich

c(d—u—d—w)?_—_f;EAj,Tx. 2(21"'_3)(7'“‘1) ro+

dz  dx 1(2i41)
.2(214-3) (¢ 12
+624m‘ w2 24 Z(;_)F(I;L Y (35)

Das Zusatzglied also erhalten wir, wenn man den Koeffizienten
des Hauptgliedes mit 2 (i 4 1) multipliziert und r, durch 2,
ersetzt.

Die Werte der hier verwendeten Koeffizienten sind aus
pg- 14 zu entnehmen. Die beiden Glieder in (35) werden hier wie
in den folgenden Fillen mit m und » bezeichnet.

Wir wenden uns nun zu dem zweiten Gliede in (23). Es ist

ow _ ow ow 12 ow _Jdw , Ow pp
=Ty wmar anr _
ou _ ou " ou pp ou 0u ou p'2 (36)
oz or ™ op 1 9z or " T op Ty
Somit: -
ow Ju ow Jdu , Jw Ju pip ow ou ©w?* Jow oJu p.pa
ﬁ'ﬁz_'ﬁuu_ﬁ'dp r 0p “orTr dp Top” 2
_dw du__dw Ju ., Jw Ou p 0u u ow Ju w3
T oz oz or or™™ T oy tou” ++ oo r
Daher
ow ou Jdw Ju__  OJdw Ju p | dw Jdu p'
E'cﬁ_ﬁ'ﬁ__ﬁ'ﬁ’7 o orTr !
"[ow ou ou Jow
v \ow or —au W)‘,
Es ist weiter nach (18)
ou oW , oU
ﬁz‘.a—rp.—{—d—r.p.
gu 0W -}—Wd”—{— +U__V_V W‘i',—}—ﬁu—i—U
P pooop
ow dW U, A (37)
or oy Mot
ow oW oU . oy oW oU .
E:WP+W—$ . — ﬂzﬁu—i—w—ﬁp«—l—(f—,,
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Daher
p[ow ou_ o dw)
T \opor opor)"
oW oW OW 0U 1y OW OW 9U, w0 U, ut
= [ e W e = S S v S e W e Sl
W OW, on oW U , oW oW U , 0U 0T . U
e = Uk G =W 5 e U ]
OW 1 oW oU oW oU , U 1
| Tr?‘dr'o—ﬁW'WJon_r'E]'
Setzen wir nun hier (28) und (29) ein, so erhalten wir

SSarnr YN g b

0P 0P
+22 (f-l-g«)yk( —)( (m")
Dieser Ausdruck ist wieder mit s 2 dr dA dp. zu multiplizieren

und iiber die ganze Kugel zu integrieren
Das erste Glied ist wieder quadratisch, denn es ist fiir ¢ = %

+1 2xn

fjﬁ-?kdudk:O
dagegen fir : =% e
+1 2= dn
jJPz(u-)dp«dl—m (39)
-10
Es wird nach (28)
1., 113 r2ite2 12(i+3) »¥
7ﬁﬂr2=xi2w [(+ ) r2.+2 (@+ )( ) ,.21_
_GH+DGE—1)(i43) » <z+3)2<e—1) rei= ]
4 r2t r2l 2

Nach Integration von r=0 bis r=r,
‘rol , (7’+ 1)3 r 2i+3
Zff 2 —_ 2 2 (1]
f,.ftfz" dr =’ w, [4(2,;'_'_3)‘,,12”2

OB et
4(2i—1) “r2i-2f

(i-4-1) (4 38) rp2i+1
2@itL) < nE T
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Ersetzen wir wieder r, durch r,— 2, so wird mit Hilfe von (39)
e +127w
WAL ) s g 4zry | 1 +3)°
fEf,ka,Pkrdrd:\du_x‘ 0o +1[4(2H_3)
T _iENGE) | G43ra—)
221+ 1) 42i—1)

—b (40)
(43P @i+2) i(+1(+3)

et s +1[ 42i+3) - 2@+ 2t
L G3Pa—1) <2z—2>]
4(2¢0—1)
Die Werte der Koeffizienten finden sich auf pg. 14..

Komplizierter wird das 2. Glied, weil die Kugelfunktionen
nicht in so einfacher Form eintreten. Es ist

oPk 01.& 0Pk ,02Pk 0Pk ,202Pk
”m( du) [dp dp.+y'—0p.2 ——MW—HL PR

Nun gilt fiir die Kugelfunktionen die Differentialgleichung
oP; 02 P,

k(k+1)Pk—2pa—+p'20 2:0,
daher "
de' ,20 Pk_ 0Pk . .
S L e TUR S VB W CEY

Um wieder die Integraleigenschaften der Kugelfunktionen
anwenden zu konnen, muB das erste Glied rechts durch einen
Ausdruck in P, oder in den zugehdrigen adjungierten Funktionen

. . . 0
ersetzt werden. Wenn P; eine gerade Funktion ist, so ist w di;k

ebenfalls eine gerade Funktion; der Ausdruck rechts enthilt
daher nur gerade Eunktionen, oder nur ungerade. Die geraden
und ungeraden Funktionen trennen sich also von selbst.

Nach der bekannten Formel fiir die Kugelfunktion
., 1.3.5...2k—1 Ic(k—l)
Pelw)=—"—7 [ —g@r—n* Tt

k(k— 1)(k—2)(lc—3)
3.4 Ck—1) (2k—3) " _]

Sitzungsberichte der mathem.-natorw. K1. Abt. 1Ia. 156. Bd. 9. u, 10. Heft. 42
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Finden wir fiir gerade %

0-666667
0228571
6-92641

1-98912 .
554245 .
1-51470.
4-08410 .
1-09030 .

p! — 0-021645

pé — 019580 p? | 5-53898 .
ps —0-65015 ut -+ 7-50179.

P,=1

P, — p? — 0333333

P, — p* — 0-857143 p2 | 0085741
10-2 P, == u§ — 1-363636 ¢ - 0-45455
10-2 P, = u8 — 1-866667 us - 1-07692
103 P, — p10 —"2-36842 u® | 1-95046
10—% P, — ui* — 2:86957 ul® -+ 3:07453

10—4 P, — pi¢ — 3-37037 12+ 4-44889
10—4 P, = p!6 — 3-87097 ¢+ 6:07341

fir ungerade k:

1-00000
0-40000
0-12698
372960
1:05306 .
290319 .
7-87647 .
2:11246 .

P =
P, = p3 — 0-60000 p.
P, — p5 —1-11111 p3 4 0-33810
.10-2 P, = 7 — 1-61538 pd -} 7-34266
10—2 Py = p® — 211765 7 4 1-48235
10-3 P, = p1t — 2:61905 p® + 2:48120

10—* P,y = pn!13— 312000 p't 4 3-73043
10—4 P y— p15 — 3-62069 p.!3 4 522989

u? — 151030 ps -+ 3-33154

p1®— 290145 p® 4 9-67149.

p12 — 4-94871 p'0 4 2-22692

.10
.10-1 p3 — 815850 .10—2 .

ps — 380089 . 10-1
u? — 1-02167
b9 — 2:13168
plt — 3-83525

Dreht man diese Systeme um, so erhédlt man

]J.o —_— PO

u?= 0-33333 P, 0:66667 P,

pt = 0-20000 P, + 0-57143 P, + 022587 P,

uS = 0-14286 P, + 0-47619 P, + 0-31169 P, -+ 0-06926 P,

u$=0-11111 P, 0-40404 P, }0-33567 P, + 0-12929 P, - 0-01989 P,
u1® = 0-09092 P, -+ 0-34966 P, -+ 0-33567 P, - 0-17112 P, | 0-04711 P, 0-00554 P,
p12= 0-07692 P, 030773 P, + 0-32580 P, + 019813 P, -+ 0-07404 P, 0-01590 P,
W4 = 0-06664 P, 027458 P, + 0-31209 P, + 0-21463 P, '} 009766 P, + 0-02894 P,
u1® = 0-05878 P, 024767 P, + 0-29724 P, 4 022396 P, -+ 0-11720 P, }+ 0-04288 P,

pt=P,

1

p3 = 0-60000 P, 4 0-40000 P,

ud = 042857 P, 4 0-44444 P, | 0-12698 P,

pT= 033333 P, } 0-42425 P, -} 0-20513 P, + 0-03730 P,

p?=0-27273 P, } 0-39162 P, -} 024615 P, -} 0-07898 P, } 0-01063 P,
ptt = 0-23078 P, - 035898 P, | 0-26545 P, + 0-11431 P, 002758 P, 0-00290 P,
p13 = 0-20002 P, | 0-32941 P, 027242 P, + 0-14152 P, - 0-04677 P, 0-00906 P,
p15=0-17651 P, }- 0-30333 P, }- 0-27239 P, 0-16151 P, -} 006549 P, |- 0-01762 P,,

10—
10—
.10-
10-

®
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(42)
— 1-36396 . 103
— 2:66523.10-2 y2 | 3-46133 10—+
— 152708 . 10— 1 4 - 898282 . 10—3 y2 — 8-55506 . 10~*
— 542206101 5 | 6:45484 . 10-2 ys — 2:91196 . 10— u2 | 2-14115 . 105

(43)
1152 .10—2 .
)279. 10—t 3 — 785902 .10 -3
J017.10-1 5 — 692961 .10~ p3 -} 2:30987 10—3
Y075 bl — 300149 . 10— 5| 2:63289 .10~ 3 — 663764 . 10—+,

(44)
0:00151 P,,

0-00509 P,, -+ 0-00041 P,,
0:01053 P,,+ 0:00159 P,, -+ 000011 P,

(45)

0:00079 P,
0:00285 P,, | 0-00021 P,
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Bilden wir nun aus (42) und (43) die rechte Seite von (41)
und ersetzen dann die .auftretenden Potenzen von » nach (44)
und (45), so finden wir

oP,

Wit —6 P, =P —4P,
%_ 20 P, = P, 5P,—16 P,
p‘% — 42 Py — P, +-5P, - 9P, — 36 P,
,ﬁ% — 12 P, — Py+-5P, 9P, 13P,— 64 P, (46)
y%I%‘?-—].IOPm:PH—5P2—|—9P4—}—13P6+17P3—100P10
,‘3;1_2 166 P,y — P,+ 5P, 49 P, - 13P; 417 P, +21 P,,— 144 P,,
p.%_zlopuzpoJr 5P, 9P, 13 P, 17P,4-21 P+ 25 P,, — 196 P,
w223 919 P, Py 5P, +-9 P, 18P, 4 11P, 421 P,y 25 P,y +-29 P, —256 P,
,
yd;—l’ _ 2 P =—P,
‘ff: 12 P, —3P, —9P,
M‘;_P» — 30 P, =3P, + TP, — 2P,
p%—% P, —3P, TP, +11P, —49P, 47)
p"_d% — 90 P, —3P,4+7P,411P, +15P, —81P,
p“’f;' —132P, —3P,+ 1P, 11P,+15P, +19P, — 121 P,
p,"f;ﬁ_182P13=3P1+7P3+11P5+15P7+19P9+231),, — 169 P,
oP

p1s 240 Py =3P, + TP+ 11 P+ 15 P, + 19 P, + 23 P, + 21 P,; — 225 P

%
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Wenn man die Koeffizienten dieser Ausdriicke logarith-
misch oder mit der Rechenmaschine berechnet, so werden
sie zum Schlusse immer unsicherer erhalten. Man iiberzeugt
sich aber leicht, daB diese Koeffizienten tatsichlich genau
ganzzahlig sind.

Wir haben nun zu bilden

+12x

ffPi (u‘;—IZ‘—k(H-lg Pk) dp. d.

Fiihren wir hier die Ausdriicke (46) und (47) ein, so finden
wir mit Ricksicht auf (39), daB ¢ und % entweder beide
gerade oder beide ungerade sein miissen, ferner daB ¢ < %
sein muB.

Bezeichnen wir den obigen Ausdruck symbolisch mit
4= [ik], so erhalten wir fiir [¢%] das folgende Schema.

\ k 2 4 | 6 8 10 12 14 16
i\l -
2 — i 1 1 1 1 1 1 1
5
4 —_ E 1 1 1 1 1 1
9
6 -— ﬁ 1 1 1 1 1
13
8 B 0] | 1| 1| @48)
17
10 L T
21
12 - % 1 1
25
196
14 = 1
29
256
16 _—
33

Sitzungsberichte der wathem.-naturw. K1. Abt. lla 156. Bd. 9. u. 10. Heft, 43
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Nk 3 3
N 1 4 7 9 1| 1 15
1| =1 1 1 1 1 1 1 1
3 9
3 - 1 1 1 1 1 1
7
5 _» 1 1 1 1 1
.
= 1 1 1 1 49
! B (49)
9 —_— 1 1 1
Bl m
11 -— 1 1
21 160
13 kil 1
27
225
15. * —-—=
| 31
Es ist weiter: nach (28)
[(4 2 3 i+k+2 ’ 3 j—1
e — | D EAB) P G4 3)G—T)(k48)
| 4k rithte 4k
i GHPGED s (49G=DE+Y riet)
: r, 4k it Ak ',.1-‘+k—2

oder nach der Integration und unter Beriicksichtigung von
rn=r—2=
e o, [G+1?E+3) k43
frf.—g,,dr_ x; T, W, r°[4k(i-|—k—|-3) TRl
_(i+3)(i—1)+(i+1)2+(i+3)'(i—1)(k+3)]_
i+ k41 4k(i+k—1)

—x.-kaizl[(?'}_l)il(ck‘*'?’).%:.+k+2_
) ' i+k+3 (50)
_ k43 (+3E=D D itk
- . 4% it h+1
(4+3)G—1)(k+3) (i4+k—2)
" 4k 'i+k_1}

Die hier auftretenden Koeffizienten sind auf pag. 616 gegeben.
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Koeffizienten Koeffizienten
zu (35) zu (40) zu (52)

[ m n m n * 1 mit 7, mit 2z,
1| 33333 | 13-3333 | — 09333 | —2-0647 1 | +0:8000 | +3-2000
2 | 21010 | 12:6060 | + 0:0476 | —2:0476 2 | +0:3453 | +2:1550
3 | 1'7143 | 137144 || + 02350 | —2:2344 3 | +0:1842 | +1:8164
4 | 15278 | 152780 || + 03131 | —2-3134 4 | +01193 | +1'6306
5 | 14182 | 17-0184 | +0'3557 | — 23576 5 | +0:0863 | +1:5140
6 | 1:3462 | 18:8468 | + 0-3826 | —2:3844 6 | +0:0668 | +1-4334
7 | 1-2952 | 20-7232 | + 0-4008 | —2-4068 7 | +0:0541 | +1-3744
8 | 112574 | 226332 || + 0-4159 | — 2-4028 8 | +0-0453 | +1-3296
9 | 1°2281 | 245620 | + 0-4246 | — 2:42 9 | +0:0388 | +1-2934
10 | 1-2048 | 265056 || + 04334 | — 2:42 10 | +00340 | +1-2670
11 | 1-1858 | 28:4592 || + 04401 | — 243 11 | +0°0301 | +1-2424
12 | 11700 | 304200 || + 0-4455 | — 243 12 | +0:0271 | +1-2246
13 | 1°1567 | 32:3876 || +0:4490 | —2-44 13 | +0:0245 | +1-2060
14 | 1-1453 | 34:3590 || + 04538 | —2-44 14 | +00223 | +1-1889
15 | 1-1355 | 363360 || + 04563 | — 2-46 15 | +0-0207 | +1-1818
16 | 11269 | 383146 || +0:4586 | — 2'53 16 | +0°0191 | +1-1686

Koeffizienten zu (50), gerade

Glieder mit 7,

\i< 2 4 6 8 10 12 14 16
2 |+0°0952 0-0000|~0:0087 | —0-0086 | —0-0073 | —0-0060 | —0-0050 | —0-0042
4 +0-0707(+0-0282 | +0°0128 | +0-0063 | +.0:0031 | +0-0015 | +0-0005
6 +0:0476 | +0-0265 | +0-0161 | +0°0104 | +0-0074 | +0-0047
8 +0:0352 | +0-0230 | +0-0158 | +00113 | +0-0082
10 400278 | +0-0199 | +0-0147 | +0-0112
12 +0-0229 | +0-0174 | +0-0135
14 +0-0194 | +0-0154
16 +0:0169

mit 2,

) kIl o 4 6 8 10 12 14 16
2 |-00952 | 0-0000 |+0-0088 |+0-0085 [+0-0073 | +0-0062 | +0-0052 | +0-0045
4 00706 |~0-0235 |-0-0128 |-0-0063 | —0-0032 | —0-0011 | —0-0004
6 -0-0476 | —0-0269 |—0'0161 | —0-0106 | —0-0070 | —0-0052
8 ~0-0355 |-0:0230 | —0-0158 | —0-0110 | —0-0085
10 -0-0276 | —00199 | —0-0148 | —0-0115
12 ~0-0227 | -0-0173 | —0-0136
14 -0-0210 | —0-0167
16 . -0-0178

43*




A. Prey.

Koeffizienten zu (50),
ungerade Glieder

mit 7,
N1 3 b 7 9 1 13 15
| 1 [-0-5333 [-0-1143 |-0-0508 |- 0-0289 |-0-0186 | —0-0131 | -0-0097 | ~0-0075 |
3 +0-0889 [+0-0231 |+0-0069 |+0-0012 | -0-0008 | —0:0015 | —0-0018
5 ‘ +0:0572 |+0-0290 |+0-0153 | +0-0090 | +0-0054 | +0-0034
7 | 400405 |+0-0248 | +0-0162 | +00110 | +-0-0078
‘ 9 : +0-0311 | +0-0214 | +0-0153 | +0-0113
11 +0-0226 | +0-0186 | +0-0141
13 +0-0210 | +0-0166
1 15 ; +0:0181
mit 2,
Nk
R 3 5 7 9 11 13 15
1 |+0'5333 [+0-1142 [+0-0508 |+0-0290 |+0-0189 | +0-0131 | +0-0097 +o-oo71(
3 -0-0888 |-0-0180 |—0-0068 |-0+0015 | +0-0007 | +0-0015 | +-0-0021 !
5 1-0-0571 |-00279 {-0-0151 | —0:0087 | —0-p058 | —0-0029
7 ~0:0403 | ~00226 | ~0-0159 | ~0-0115 | ~0-0078
9 -0-03121-0-0215 | —0-0151 | —0-0116 !
11 -0-0253 | —0-0186 | —0-0141
13 ~0-0210 | —0:0167
15 -0-0178 |
Produkte x; z:
gerade Glieder
N 2 4 6 8 10 12 14 16 ’
2 |+6:9796| 04555 —3:1830|—0-3495 | +0-5207 | +0-4066 | +0-2158| —0-0528
4 +00297 | +02077 | +0-0228 | — 0-0340 | —0-0265 | —0-0141 | +0-0034
6 +1°4515| 401594 {—0-2375 | — 01854 |—0-0984 +o-0241‘
8 +0:0175|--0-0261 | —0-0204 | —0-0108|+0-0026
10 400388 400303 | 4+-0-0161! —0-0039
12 +0-0237| 400126 |—0-0031
14 +0-0067 |—0-0017
15 +0-0004
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ungerade Glieder

,l( 1 3 5 7 9 11 13 15|
1 |4+1-7562|—1-4646|+1-2532| — 06692 | —1-1069| +0-8476 | +0-1438| —0-0375
3 +1:2215|—1-0452 | +05581 | +0-9282| —0-7069 | — 01199 +-0-0313
5 408943 | —0-4776 | —0-7899 | +-0:6049 [+0'1026 — 00268
7 402550 |+ 04218 | —0-3230 | — 00548 +00143
9 406977 | —0-5343 | —0:0906 |+ 0°0236

11 +0-4091 | +0:0694 | —0-0181

13 +0:0118|—0-0031

15 — 00006

Wir wenden- uns zu dem letzten Gliede in (38): Es ist,
soweit die Kugelfunktionen in Betracht kommen, nach (33) zu
behandeln.

Die Funktion von r wird:

e g i+1  i-3) rit2 i+3
r(fi+ 9) 9i = x*w, [(— 5 + Qi)r1‘+1+( o

3—4? rit? | (i43)(i—1)
27 pitt 21 '
r |[6+36+D
'rl‘—l][ 21 'rl‘*“
(43 (@E—1) pi-t
21 .'rli"“]’
— s lw? [(3—%'2) (+3)(E+1 st
442 r 2it+e
(432041 (—1)
+ i e
_ B=)(E+3)G—1) g
41:2 ,’-12i
_ @431y rz"-‘“]

'y e 2i—2
41 r %t

-

= xizlvlz [

2t

<

(51)

43%*
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oder nach Integration

To

Jr (i + 9) gidr = 2w, r, [(3 — (43 41) n

o 4i2(2i 1 3)
L D =) =B+ HG—1)
4820+ 1)
_GEBPEZDT L s, [B=i0GEES G+ o,

49 (2i—1) ]+x‘ " z‘[ si@its ot AT
LGP G D=) =B+ =1,
424 1)

_ @B o
air@ie) 2)]’ %2)

Die hier auftretenden Koeffizienten finden sich auf pag. 616.
Um die Rechnung vollenden zu konnen, fehlen noch die Pro-
dukte der z;. Sie sind auf pag. 616 und 617 angegeben.

Was endlich den von der Scholle eingenommenen Raum
anbelangt, den wir widerrechtlich in die Integrationsgrenze ein-
bezogen haben, so ist die Berechnung seines Einflusses sehr
weitldufig. Da sich ndmlich die Integration nun nur auf die
kleine Kalotte, welche von der Insel eingenommen ist, er-
streckt und nicht mehr auf die ganze Kugel, so kénnen die
Integraleigenschaften der Kugelfunktionen nicht mehr ange-
wendet werden, es kommen daher ¢ und % in allen Kom-
binationen vor. Da aber die einzelnen Glieder in ihrer GriBe
und auch nach den Vorzeichen verschieden sind, so ldBt sich
von vornherein nicht sagen, ob die Summe groB oder klein
ausfillt. Es bleibt also nichts iibrig, als alle Glieder — es sind
mehr als tausend — wirklich zu berechnen. Die Integrale
wurden in einfacher Weise nach der Trapezformel gerechnet.
Bei diesen umfangreichen Rechnungen wurde ich durch meinen
Assistenten Dr. Ferrari wesentlich unterstiitzt. Der Endwert
ist so klein, daB er hitte vernachlidssigt werden konnen. Da er
nun schon berechnet war, wurde er mitgenommen.
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Wir erhalten nach (23), (34) und (38) den Wert
= (4-9021 . 10‘°—|— 595:71 z) cw,? = ®'ow? (53)
‘ dz .
WO w, = n 1st.
1L

Wir brauchen nun die Differentialgleichung fiir den Fall,
daB eine starre Masse m von der Dichte p 'unter dem EinfluB
des Auftriebes in eine zdhe Fliissigkeit von der Dichte ¢’ und
dem Viskosititskoeffizienten ¢ einsinkt. Legen wir ein Koordi-
natensystem mit dem Anfangspunkt in die Erdoberfliche und
mit der z-Achse nach abwirts, so ist die lebendige Kraft

2
gleich %(%) Die nach abwirts wirkende Kraft ist mg. ist f

der Flichepninhalt unserer Scholle, ihre Dicke d und ihre Dichte
und ist diese Scholle bis zur Tiefe z in das Sima von der
Dichte ¢’ emgetaucht so ist der Auftrieb glewh)qud—gfp 7=

=mg(l— p_d 2). Das zugehorige Potential ist gleich mg (z— .5 )

Der Energieverlust ist nach (53) gegeben durch ¢ (Z—;) @', Es lautet

also die Gleichung fiir die Anderung der Energie:

R

Fiihren wir die Differentiation nach ¢ aus, so erhalten wir
mit ¥ =FE -} E'z:

dz d*z dz ¢ dz dz\?
. =mg——mg—2— —c(E+ Ez2)|—
T T TR )(dt)
oder P
d2z o g 2
_ = 1—— -_— E 'E’Z e 55
== G ErE g (55)
Wir setzen
¢ pd
l1— = z=wu oder = (1 —u) —
pd 56)
ds__pd du  ds__ pd dw (

dt o at’  de ¢ de



620 A. Prey.

Somit g
d?u , pd]du

_|_ = E+E 1—u)—]|—=0. 57

de2 g “+ [ ( u) P’] dt 67)

Fiir kleine z ist » nahe gleich 1; wir kénnen dann das Glied
mit 1 — « weglassen, und wir érhalten eine lineare Differential-
gleichung mit konstanten Koeffizienten.

Mit den Zahlen

—=9806cm, p=27, p=230, d=3.10°cm
ergibt sich
30
2:7.3.10°

g. id = 9806 — 3:63185. 107", (58)
P

Fiir die Masse unserer kreisférmigen Insel mit -einem Radius
von etwa 2000 km — 2.10°cm finden wir

m=rlzd.p=10179.10%

ferner
¢ E=40921.10". ¢, ‘% —=4-8159.10" M. 5,
P (5%)
oF PP— =1-60842 . 10°, ¢
Daher lautet nun die Gleichung:
5 " | 4815910~ d“+36319 107%u=0.  (59)

Das Integral hat die Form
u=2Ade* (60)
und « wird bestimmt aus der Gleichung

a4 4-8159 107 "ca -+ 36319.107*=0.

Die Wurzeln dieser Gleichung sind

3-6319.10~*  0-7541. 10"
4-8159.10"". ¢ o

ag=—4-8159 . 107 * ¢,

%

(61)
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Es ist also das vollstindige Integral
u=Ade* | 4,¢™ (62)

Die Integrationskonstanten 4, und 4, miissen aus den Anfangs-
bedingungen bestimmt werden: es muf fiir®s=20

2—=—0 und d—Z=O sein oder u—=1 undd—uz().
dt dt
Also
A1+A2=1
aA —{—az A =0
Daraus folgt ' B
a, o
A2=—m—;A1 und l—a—;Alz .
4 1 " (63)
TlaT e
%

Da «, gegeniiber «, sehr groB ist, da es die groBe Zahl ¢ im
Zzhler hat, so wird der zweite Teil des Integrals in sehr kurzer
Zeit unmerklich.

Wir koénnen also mit % —=e** rechnen. Bei Beriick-
sichtigung des in (59) weggelassenen Gliedes #ndert sich

J— . - . du
bei Einsetzen des jeweiligen » nur der Koeffizient von — und

die Gleichung behilt ihre Form, und daher bleibt auch die Form
des Integrals unge#ndert. Wir kénnen daher bei numerischer
Integration der Differentialgleichung, von Sechritt zu Schritt
immer wieder mit der gleichen Integralformel rechnen. Fiir
eine Scholle von anderem Flicheninhalt wichst die GréBe ®
und die Masse bei gleicher Dicke in demselben Verhiltnisse,
so daB der fiir den ganzen Vorgang charakteristische zweite
Koeffizient in (59) ziemlich ungeéindert bleiben wird. Die Zeit
des Einsinkens diirfte also bei allen Schollen so ziemlich die
gleiche sein.

Den Zusammenhang zwischen der Zeit und der je-
weiligen Tauchtiefe ersieht man aus der folgenden Zusammen-
stellung (pag. 623).
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Die Zeiteinheit ist im Falle ¢ = 10":
10*sec.—= 2:7773* = 2" 47™.

Eine Scholle von 30 km Dicke kann bei den angenommenen
Dichteverhiltnissen nur bis zu 27 km einsinken. Das entspriche
dem Falle der vollstindigen Isostasie. Bei einer bis neun Zehntel
reichenden Isostasie kime die Oberfliche der Scholle noch etwa
6 km iiber dem Niveau der Sima zu liegen. Da der Ozean mit
5 km Tiefe angenommen wird, so liegt die Oberfliche der Scholle
noch 1000 m iiber dem Meere; wir wollen dies als beildufig dem
heutigen Zustand entsprechend ansehen. Eine Scholle von 50 km
Dicke wiirde bei isostatischer Lagerung bis auf 5 km eingesunken
sein, also bis zum Meeresniveau, und im heutigen Zustand noch
1km hinausragen. Im ersteren Falle wiren nach der Zusammen-
stellung 31 Zeiteinheiten, im zweiten etwa 51 notwendig. Bei
der Einheit von nur wenig Stunden miite die Scholle in:
wenigen Tagen versunken sein. Das heifit also, das Versinken
der Schollen finde so gut wie gleichzeitig mit der Entstehung
des Mondes statt, sie bildet einen Teil der groBen Katastrophe
und die hier dargelegte Landbriickentheorie miiBte fallen.

Wihlen wir ¢ groBer, etwa 10%, so erhilt man dieselben
Zahlen wie in (65), aber mit einem 10°mal groBeren Zeiten-
maBstab. Die Einheit ist nun 10°sec. = 3169 Jahre. Auch hier
wiren noch die Zeiten von licherlicher Kiirze gegeniiber dem
geologischen Geschehen.

Nimmt man dagegen ¢ = 10®, so erhdlt man fiir die Dauer
der Entwicklung 100—200 Millionen Jahre und damit auch eine
Zahl, die wenigstens der GroBenordnung nach der Darwinschen
(6D Millionen) entspricht. Es wire sehr dankenswert, die Dar-
winsche Rechnung mit einem anderen Werte der Viskositit zu
wiederholen. Es 14Bt sich gar nicht abschitzen, wie sich das
Resultat dndern wiirde, denn es konkurrieren in der Flut-
reibung zwei nach entgegengesetzter Richtung wirkende Ein-
fliisse. Bei groBerer Viskositit wéchst die Verdrehung des Flut-
berges gegen die Richtung nach dem Monde, wodurch sein
Drehmoment steigt. Dagegen nimmt die Hohe des Flutberges
ab, was das Drehmoment verkleinert.
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Tauchtiefen und Tauchgeschwindigkeiten
als Funktion von -.

T | d=30km d=50km | T | d=30km d =50km
ol o 0 0 0 [ 46 2607 | o002 4341 | o005
1| 196 |+060 | 326 |+099| 47 | 2612 | 002 | 5351 | 004
2| 378| 055 | 629 | 092 48| 2619 | 002 | 4361 | 004
3| 545| 051 | 908 | 085 49| 26:25 | 0-01 | 4372 | 003
4| 701 | 047| 11066 | 078 || 50 | 26:31 [ 001 | 4380 | 003
5| 845| 044 | 1405| 073 | 51 | 26:37 | 001 | 4389 | 003
6| 981 | 041 | 1626 | 067 | 52 | 2641 | 0-01 | 4396 | 003
7| 1102 | 038 | 1831 | 062 53 | 2646 | 001 | 4403 | 003
8| 1217 | 035 | 2021 | 058 || 54 | 26:50 | 001 | 4410 | 002
9| 1323 | 032 | 2197 | 054 55 | 2653 | 001 | 4417 | 002

10 | 1421 | 030 | 2360 | 050 56 | 2657 | 0-01 | 4423 | 002

11| 1513 | 028 | 2511 | 046 || 57 | 2660 | 0-01.| 4428 | 002

12 | 15-98:7" 026 | 2652 | 043 | 58 | 2663 | 001 | 4433 | 002

13 | 1676 | 024 | 2782 | 040 || 59 | 2665 | 0-01 | 4438 | 001

14 | 1749 | 022 | 2903 | 037 | 60| 2667 | 0-01 | 4441 | 001

15| 1817 | 021 | 3015 | 034 | 61| 2670 | 0-01 | 4446 | 001

16 | 1880 | 019 | 3119 | 032 [ 62 | 2672 | 001 | 4449 | 001

17| 1938 | 018 | 3216 | 029 | 63 | 2673 | 001 | 4452 | 001

18 | 1992 | 016 | 3306 | 027 | 64| 2675 | 0-01 | 44'55 | 001

19 | 2042 | 015 | 3389 | 025 | 65| 2676 | 001 | 4459 | 001

20 | 2089 | 012 | 3467 | 024 | 66 | 2678 | 0 4462 | 001

21| 2132 | 013 | 3539 | 022 | 67 | 2679 4464 | 001

22 [ 2173 | 011 | 3606 | 020 | 68 | 2681 4466 | 001

23 | 2210 | 011 | 3668 | 019 69 | 26:82 4469 | 001

24 | 2245 | 011 | 3726 | 0718 | 70 | 2684 4470 | 001

25 | 2277 | 010 | 3780 | 016 | 71 | 2685 4473 | 001

26 | 2302 | 009 | 3830 | 015 72 | 26:86 4474 | 001

27 | 2334 | 008 | 3877 | 014 73| 2687 4476 | 001

28 | 2360 | 008 | 3920 | 013 | 74 | 26:87 4477 | 001

29 | 2384 | 007 | 3960 | 012 | 75| 2688 4479 | 001

30 | 2407 | 007 | 3998 | 011 76 | 2689 4480 | 001

31| 2427 | 006 | 4033 | 011 | 77 | 26:90 4481 | 0

32 | 2447 | 006 | 4065 | 010 78 | 26'91 4483 | .

33| 2465 | 005 | 4094 | 009 | 79 | 26:91 4484

34| 2482 | 005 | 4122 | 009 | 80 | 26:92 44:86

35 | 24'98 | 005 | 4148 | 008 || 81 | 2693 4487

36 | 2513 | 004 | 4172 | 008 || 82 4488

37 | 2556 | 004 | 4194 | 007 | 83 44-88

38 | 2538 | 004 | 4216 | 007 | 84 44-89

39 | 2549 | 004 | 4236 | 006 | 85 4490

40 | 2559 | 003 | 4254 | 006 | 86 4491

41 | 2568 | 003 | 4272 | 005 | 87 4491

42 | 2576 | 003 | 42:88 | 005 | 88 44-92

43 | 2584 | 003 | 4301 | 005 | 89 4493

44 | 2592 | 002 | 4315 | 004 90 4493

45| 26:00 | 002 | 4328 | 004 | 91 4494

Schwinner!* berechnet aus den allerdings recht unsicheren
heutigen Akzelerationen des Mondes und der Sonne fiir das Alter
4 R.Schwinner, Lehrbuch der physikalischen Geologie, Bd. I, p. 300.
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des Mondes Werte von ca. 1-4—3-8.10° Jahre, das geht also
schon bis auf das Alter der Erde, das man heute mit 15 . 10"
annimmt. Dies wiirde dann besagen, daB die Abtrennung -des
Mondes sehr bald nach der Entstehung der Erde, also bald nach
der Entstehung der Erdkruste, stattgefunden hat.

Mit dem Wert ¢ = 3.10® rechnet auch Jeffreysis, aller-
dings fiir die Erdoberfliche, es ist aber nicht. wahrscheinlich,
daB die Abnahme mit der Tiefe gleich mehrere GréBenklassen
betrigt. Gutenberg!¢ gibt als untere Grenze o= 10*".

Eine Landbriicke, die heute 2000 m unter dem Meeres-
spiegel liegt, miiBte nach der obigen Tabelle vor etwa 23 Mil-
lionen Jahren versunken sein, eine Landbriicke, die aber heute
nur 200 m versenkt ist, wdre vor 3 Millionen Jahren versunken,
wenn sie heute aber noch 200 m iiber dem Meere liegt, so
miifte sie nach der gleichen Zeit untertauchen.

Der hier gerechnete Fall ist rein schematisch und so ein-
fach gewihlt, daB er sich noch mathematisch behandeln 148t.
Es ist klar, daB ein reeller geologischer Fall in hundert Be-
langen sich diesem Schema nicht fiigen wird und daB hundert
Zweifel und Schwierigkeiten, die ich als Nicht-Geologe gar
nicht sehe, auftauchen werden. Andererseits steht aber die
physikalische Grundlage so fest, daB man sie jedenfalls nicht
auBer Betracht lassen kann. Ich hoffe also doch, daB es mdoglich
sein wird, die vorliufig noch leere Form mit geologischem
Geiste zu erfiillen.

15.H.Jeffreys, The Viscosity of the Earth. Monthly Notices, Suppl. 1, 1926.
16 Gutenberg, Handboek d. Geophysik II, p. 556.
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