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Uber die Rotation und Précession eines fliissigen
Sphéroids.

Von Dr. S. Oppenheim,

Assistent an der k. k. Sternwarte zu Wien.

(Vorgelegt In der Sitzung am 9. Jull 1885.)

Es ist bisher das Problem der Pricessionshewegung der
Erde nur unter der Annahme vollstéindig gelost worden, dass die
Erde ein vollkommen starrer Korper ist. Da aber diese Annahme
in keiner Weise den auf der Erdoperfliche bestehenden Verhilt-
nissen entspricht, wie dieselben ‘insbesondere durch die Ver-
theilung von Land und Wasser auf ihr bedingt sind, schien es
mir von besonderem Interesse zu seiny das Problem auch noch
filr einen anderen Fall zu losen, speciell aber zu untersuchen,
welchen Einfluss periodische Bewegungen auf der Erde auf die
Pricession und Variation der Schiefe der Ekliptik haben konnen.
Wohl hat Laplace in seiner Mécanique céleste! nachgewiesen,
dass dieser Einfluss ein #usserst geringer ist, dass daher die
Phinomene der Pricession in Linge und Schiefe genau dieselben
sind, als ob das Meer mit dem Sphiroid, das es bedeckt, eine
einzige starre Masse bildet. Doch muss immerhin ein Einfluss in
dieser Richtung angenommen werden, und es scheint vielmehr
nachThomson?derselbe nicht so gering zu sein, wie ihnLaplace
findet. Dass dies auch in der That der Fall ist, ergibt sich aus
den bekannten Untersuchungen G. Darwin’s.?

In der vorliegenden Abhandlung habe ich es unternommen,
.das Problem filr den speciellen Fall zu behandeln, dass die Erde
absolut fliissig ist. Indem es nidmlich als unmdglich bezeichnet

1 Méec. cél. Livre V. Chapt. 1, §. 10.
2 Thomson-Tait. theor. Physik.
3 G.Darwin, On the Precession of a Viscous Spheroid and on the

remote History of the Earth. Phil. Trans. Lond.1879.
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werden muss, wegen der allzu complicirten Verhiltnisse, wie sie
uns die Erde bictct, das Problem in seiner ganzen Ausdehnung
zu besprechen, wihlte ich gerade diesen Fall, hiemit dem
Gedanken Ausdruck gebend, dass, wenn auch dicse Annahme
iber die Constitution des Erdkorpers noch weniger den that-
sichlich vorhandenenVerhiltnissen entspricht als die gewdhnliche,
die von der Starrheit der Erde ausgeht, man doch diese beiden
Fille als die Grenzfiille betrachten, innerhalb welcher der wahre
Zustand der Erde liegt, und dann hieraus wohl mit einiger
Berechtigung schliessen kann, dass die wahren Gesetze der Pri-
cession zwischen den aus diesen beiden Hypothesen sich er-
gebenden zu suchen sein werden.

I.

Bekanntlich sind es zwei Umstinde, durch welche die
Pricessionserscheinungen der Erde hervorgerufen werden, einer-
seits die sphiroidische Gestalt der Erde selbst, anderseits der
storende Einfluss von Sonne und Mond, sowie in zweiter Linie
der tibrigen Planeten des Sonnensystems. Was den letzten
Umstand anlangt, so ist es natiirlich sowohl fiir die Art der Ein-
wirkung, als auch fiir die Berechnung der storenden Krifte
gleichgiltig, ob die Erde als im festen oder im fliissigen Zustande
befindlich angenommen wird. Die in der gewohnlichen Theorie
der Pricession aufgestellten Ausdriicke fiir die stérenden Kriifte
werden aunch fiir den vorliegenden Fall ihre Giltigkeit nicht
verlicren. Anders ist es jedoch mit dem zweiten Factor, der
Gestalt der Erde.

Wird die Erde als starr angenommen, so bietet sie den
storenden Kriften eine unverinderliche, ein fiir alle Male ge-
gebene Form entgegen; geht man aber von der Hypothese
ibrer Fluiditit aus, so fillt diese Constanz der Form und damit
auch die Constanz der Trigheitsmomente weg, da durch den
storenden Einfluss von Sonne und Mond auch Verinderungen in
der Form des Sphiroids hervorgerufen werden.

Es wird daher im Folgenden gerade dieser Factor in beson-
derer Weise in Rechnung zu ziehen scin und zwar nach doppelter
Richtung, indem es sich einerseits darum handelt, die Verinder-
lichkeit der Iform, mit anderen Worten, die Abhingigkeit der
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Trigheitsmomente der fliissigen Erde von der Zeit zu bestimmen,
anderseits darum, die Differentialgleichungen fiir die rotirende
Bewegung eines Korpers von soleh’ veridnderlicher Form im
Gegensatze zu den bekannten Euler’schen Gleichungen, welche
fiir cin starres System gelten, aufzustellen und zu integriren.

II.

Die Figur, welche eine rotirende Fliissigkeitsmasse unter
Einwirkung der Fliehkraft annimmt, ist bekanntlich die eincs
abgeplatteten Rotationsellipsoids. Ist hiebei die Fliehkraft klein
im Verhiltnisse zur Schwere auf der Oberfliche der Fliissigkeits-
masse, d. h. zur totalen Anziehung derselben, so kann, wie dies
zuerst Legendre! und Laplace? gezeigt haben, das Ellipsoid
als ein Sphiroid, d. h. als ein Korper betrachtet werden, der nur
unendlich wenig von der reinen Kugelgestalt abweicht.

Fir die Zwecke der vorliegenden Untersuchung gentigt es
ebenfalls, diese Annahme zu machen, und die Gleichung des
Sphéroids directe in der wohlbekannten Form

r=a(l+S) 1)

anzusetzen, worin ¢ den Radius der Kugel vorstellt, von welcher
das Sphiroid nur unendlich wenig abweicht und die man
allgemein die mittlere Kugel nennt, § wiederum die Abweichung
des Sphiroids von dieser mittleren Kugel bezeichnet und eine
Grosse ist, die, als dem Verhiltnisse der Schwere zur Fliehkraft
proportional, als eine kleine Grosse erster Ordnung angesehcn
werden soll.

Das Coordinatensystem, auf welches sich hiebei diese
Gleichung bezieht, ist in allgemeiner Lage und nur insoweit
beschrinkt, dass dessen Anfangspunkt in dem Mittelpunkt der
mittleren Kugel liegt. Bezeichnet man mit 76¢ die Coordinaten
eines beliebigen Punktes bezogen auf dieses Coordinatensystem,
so ist die Grosse S als eine Function von 0 und ¢ zu betrachten,

1 Recherches sur la figure dcs planétes. Mém. de Paris 1789.
2 Théorie de I’attraction des sphéroids et de la figure des planétes.

Mém. de Paris 1782 u. Mée. cél. Livre IIL
1%
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die wir uns in eine nach Kugelfunctionen fortschreitende Reihe
aufgelost denken und darnach

S=8§+8+S5,+85+.. 2)

setzen. Es ist dann bekanntlich S, eine Constante, ferner ganz
allgemein

— ol 1 g1 i |
S, = s; cosf + s} sinf singp + s; sin 6 cosp
— g2 2 1 2 o1 1 2 qin? 1
S, = s} (cos?0—"/;) + s2 sinf cosf sinp + s sin®Gsin 2 ¢
+ 82 sin 0 cosf cosp + 2 sin®6 cos2p

u. s. w,, welche Ausdriicke in 1) substituirt, die Gleichung des
Sphiiroids in ihrer allgemeinsten Form geben wiirden.

Durch Specialisirung des Coordinatensystems kann jedoch,
wie Laplace gezeigt hat, unbeschadet der Allgemeinheit der
Untersuchung diese Gleichung vereinfacht werden. Nimmt man
ndmlich an, dass der Anfangspunkt des Coordinatensystems
zugleich der Schwerpunkt des Sphiroids ist,! wozu bekanntlich
die nothwendige Bedingung die ist, dass die iiber den Rauminhalt
des Sphéroids ausgedehnten Integrale

Jzdm = [ydm = [zdm = 0

werden, so fallen zufolge einer bekannten Eigenschaft der Kugel-
functionen, alle jene Coéfficienten s aus der Gleichung 2) weg,
welche mit Kugelfunctionen erster Ordnnng multiplicirt sind und
man hat
si=2=8=8,=0
Nimmt man ferner als zweite zu erfiillende Bedingung an,

dass der Rauminhalt des Sphéroids gleich ist dem der mittleren
Kugel,? dass also die Relation besteht,

YoaPn = [ [ [r3sin0 dr df do
so {illt aus 2) noch das Glied S, weg, so dass die Gleichung des
Sphéroids nun einfacher
r=a(l+8,+3S5;..)

1 Laplace, Mée. cél. Livre III, Chapitre IT, §. 12.
2 Ebenda.
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lautet, wobei speciell die Coéfficienten der Kugeifunction zweiter
Ordnung
S, = s, (cos?6—1/;) + s, sinf cosf sin v + s, sin?0 sin2 ¢
+ 8, sinfl cosf cosy + s, sin®fOcos2¢
sein sollen.
IIL.

Zur Bestimmung der Coéfficienten s in der Grosse S, muss
nun das aus der Hydrostatik folgende Princip herangezogen
werden, dass die freie Oberfliche der Fliissigkeit eine Niveau-
fliche ist. Es sind aber die auf die Fliissigkeit einwirkenden
Krifte einerseits die wechselseitige Anziehung der einzelnen
Tliissigkeitstheilchen, anderseits die durch die Rotation ent-
stehende Fliehkraft und schliesslich die Anziehung irgend eines
entfernteren Sternes, wie etwa des Mondes. Bezeichnet man die
Potentiale dieser drei Krifte einzeln mit U, P und V, so spricht
sich das obige Princip unter der Voraussetzung, die auch bisher
stillschweigend gemacht wurde, dass nidmlich die Flissigkeit
homogen ist, in der Gleichung

U+ V+ P = const. 4)

aus. Die erste dieser drei Grossen, d. i. das Potential U, der
Anziehung eines Sphiroids auf einen Punkt seiner Oberflidche,
hat schon Laplace bestimmt.! Setzt man die Gleichung des
Sphiroids in der Form

r=a(l1+ZX8S,)
an, so wird
_4x , 4x ,\"2(n—1)
U=7Frl—5r% 2 50z1 >

wobei p die constante Dichte der homogenen Fliissigkeit ist.
Nimmt man ferner die Z-Axe als Rotationsaxe an, bezeichnet die
Rotationsgeschwindigkeit mit w, so ist das Potential der Fliehkraft

P =1, w?r?sin?f
und nach Substitution der fiir » angenommenen Reihe und Ver-

nachlissigung der Producte «?S als Grossen zweiter Ordnung

1 Méc. cél. Livre III. Ch. II. §. 11—13.
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wa?  wa?

5 2

P=",wa*sin* = (cos*H—1/.)

Was die Entwicklung der dritten Kraft V anlangt, so ergibt
sich diese ebenfalls nach Laplace,! wenn man mit M die Masse
des anziehenden Sternes, als welchen wir hier nur den Mond
betrachten wollen, mit A seine Distanz vom Mittelpunkte des
Erdsphiroids und « und ¢ dessen geocentrische Rectascension
und Declination bezeichnet, und der Kiirze halber

M

=173/, AT
setzt, zu
V = «*x[(cos i sind + sinfl cosd cos (wf + ¢ —a))>—1/,]
oder nach Kugelfunctionen aufgelost:
V = a*r[(cos*s—1/5) (1 —3/, cos?d)
+ 25in6 cos f cos ¢.sin d cosd cos(wi—a)
+ 1/,8in*0 cos2 ¢ . cos?0d cos 2 (wf—a)
—2sin0 cos 6 sing. sind cosd sin (wi—ae)
—1/, sin?6 sin2¢. cos?d sin 2 (wt—c)]
Setzt man diese Ausdriicke in 4) ein, vergleicht die gleich-
artigen Glieder mit einander, so erhilt man

const = dn a? + w'a?
—3f 3

new? . R
8, = — 5 4+ 'rx(l—"j/2 COSZO>
5 = —rsin 20 sin (wf—a) 5)
8 = + 7% 8in 26 cos (wf—«)
8, = — 1/, T c0s* ¢ sin 2 (wt — «)
8, = + 1/, 7% c0s?d cos 2 (wt —«)

5

wobei x — ist. Hierin sind die Grossen « und ¢ als bekannte

8np
Functionen der Zeit zu betrachten, die durch die Bewegung des
Mondes um die Erde gegeben sind. Wird so, was fiir die Zwecke

1 Méc. cél. Livre IV, Ch. 1, §. 4 u. Livre XIII, Ch. 11, §. 2.
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der vorliegenden Untersuchung geniigt, angenommen, dass der
Mond sich in einer kreisformigen Bahn in der Ebene der Ekliptik
um die Erde bewegt, und ist (C seine Linge in dieser Bahn, und
¢ die Schiefe der Ekliptik, so ist

cosa cosd = cos C

sin cos & = sin (C cose

sind = sin (C sine

unter welcher Annahme man den Coéfficicuten s noch die IForm
geben kann
sy =—"/, x4 2t —g,
8o =3/, 7#[(1 +cos2e) + sinZ cos 2 (]
8, = 7x[sine cose cos wf—sine cose coswt cos 2(C—sin: sinwf sin2 (|
8, — tx[sine cos e sin wf—sine cose sinwt cos 2(C + sine coswt sin2 (]

s, = !/ 7x[—sin®esin 2wf—(1+ cos) sin 2wt cos 2(C + 2cosecos 2wt sin2 ]
s, = /,tx[ 4+ sin2e cos2wt +(1 4 cos2e)c0s2wt cos 2(C—2cosssin 2wt sin 2 ]

oder auch
8 = —1 x4+ 3uy—3a, cos2C
8, = a5 coswi+ag cos(wt+2(C)—u,cos(wt—2C) )
83 = @, sinwt+ag sin (wt+2(C)—a, sin (wt—2C) y Ha)
8, = —a,sin2wt—a, sin(2wt+-2(C)—a,sin (2wt—2C)
85 = =+a,C082wt+ 1,608(2wi+2(C) + u,c08(2wt—2C) /

worin

Uy = 1/.;(1-(1/'3_(30825) a, =ay = 1/4 x8in2e

a3 = '/, w2 (1—cose) @, ="'/, w2(1+ cose)?
a, = txsine cose g = t28ils (1—cose) «, =rx8ins(14cose)
ist.

IV.

Den bisherigen Entwicklungen liegt zunichst die Voraus
setzung zu Grunde, dass die das Sphiroid erfiillende Fliissigkeits-
masse homogen ist. Es ist jedoch leicht, die Entwicklungen auch
auf den Fall auszudehnen, dass die Fliissigkeit nicht mehr
homogen ist, sondern sich in concentrischen Schichten von gegen
die Oberfliche Lin abnehmender Dichte lagert. Diese Annalhme
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hat zur Folge, dass, wenn die Gleichung des Sphiroids wie oben
in der Form
r=a(l+Z=8S,)

angeschrieben wird, die Dichte p der Fliissigkeit als eine Function
von a angesehen werden muss, wofern a den Radius der einer
jeden Fliissigkeitsschichte entsprechenden mittleren Kugel vor-
stellt. Das Potential eines solchen Sphéroids auf einen beliebigen
Punkt im Innern ist dann nach Laplace?

] 3 ) ar 2§, M3
U= 3fula+ f{ly(2+1)n+2n£pda

+ 4= al " Sy
(2n+1)a"‘

worin bei den Integrationsgrenzen a den Radius der Schichte
bezeichnet, inerhalb welcher der bezogene Punkt liegt, ¢, dagegen
der constante Werth von a an der Oberfliche des Sphiiroids ist.

Wie Laplace? bewiesen, kann man auch in diesem all-
gemeinen Fall

§=8§=0
setzen, so dass, wenn speciell die Entwickelung von » nur bis auf
Kugelfunctionen zweiter Ordnung fortgefiihrt wird,

r=a(l+5§,)
wird. Durch diese Annahme geht der Ausdruck fiir U iiber in

4z e 4z a 4r a )
U:% pda3—37Sdea3 + Wfp(l(a5S2)+27fpda3
0 0 0
+4rgll.od5

welcher nun in 4) einzusetzen ist, wobei aber an Stelle der
dp
dortigen Constanten das Integral 7 gesetzt werden muss. Die

Gleichung 4) wird daher lauten:

(Ip atw?
J2 3

)+V 4a)

1 Méc. cél. Livre III, Ch. III, §. 14,
2 Ebenda. Ch. IV, §. 20—30.



[536] Uber die Rotation und Priicession eines fliissigen Sphiiroids. 9

und durch Vergleichung der gleichartigen Glieder zerfallen in

2 2

fdp ix da3+2rf,4da3 a3
3 5 47'(1

5S/pda+—— pd(a®S,) + =¥ pdS

+ V——2— (00526—1/3) =0

Die erste dieser Gleichungen bestimmt den auf der Ober-
fliche einer jeden Fliissigkeitsschichte lastenden Druck, die
zweite die Grosse S, in ihrer Abhingigkeit von a und V.

Setzt man

— a?z (cos6—1/,) = a®V,

so ist V, von a unabhiingig und nur aus Kugelfunctionen zweiter
Ordnung der Winkel ® und ¢ zusammengesetzt. Differenzirt man
daher die letzte Gleichung zweimal nach @, so kann man durch
ein geeignetes Verfahren aus den drei sich so ergebenden Glei-
chungen V, eliminiren, und erhilt als Differentialgleichung

a8, _ <6a2_ 6 pa .6pa®_dS,

da® — o

fpda3 jpda da

aus welcher S, als Function von e und dulch Substitution in die
urspriingliche Gleichung als Function von V¥, bestimmt werden
kann. Dem entsprechend kann directe

J— !
S, =hS,
angenommen werden, wo A blos eine Function von a, S} dagegen

nur von 6 und ¢ abhingig sein soll. Fiir die Grosse & gilt dann
die Differentialgleichung

2 2
Th_ (g0 Spn ), _ Sout db

Fiir §, dagegen

Ara?
S'z[ gtfpdh—g—hfpdu:’—{-;—-—f pd(a"/z)]—azlf
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Bezeichnet man die Summe dieser drei Integrale, die von

2
f und ¢ unabhingig sind, mit % so wird
X

8, =x.V,

woraus fiir die Coéfficienten s dieselben Werthe sich ergeben wie
oben. Es bleiben also auchin diesem allgemeineren Falle, dass
die das Spharoid erfiillende Fliissigkeitsmasse von veridnderlicher
Dichte ist, die Gleichungen 5) giltig, nur dass die Grosse » den

Werth
% _in/l)‘o lh—%%lfu‘r(ln + 4-fp(l(n’h)

hat, welcher, sobald ¢ als Function von « gegeben ist, berechnet
werden kann.

V.

Eine zweite beschrinkende Voraussctzung, von welcher die
Giltigkeit der Gleichungen 5) noch abhiingt, ist das der Glei-
chung 4) zu Grunde liegende Princip, nach welchem die freic
Flissigkeitsoberfliche eine Niveaufliche ist. Diese Annahme
vernachlissigt bekanntlich die Wirkung, welche auch die Triigheit
der Molekiile auf die Gestaltung der Oberfliche ausiiben kann.
Nach einem Vorgange, welcher analogen Untersuchungen von
Thomson! und Darwin? nachgebildet ist, ldsst sich auch diese
in einfacher Weise in Rechnung ziehen.

Bezeichnet man mit « » w die nach den drei Coordinaten-
axen genommenen Geschwindigkeitscomponenten eines Moleciiles,
mit p den Druck, mit XYZ die Componenten der dusseren einwir-
kenden Krifte, so bestehen die Differentialgleichungen

1 Thomson, On the Free Oscillations of Fiuid Spheres. Phil. Trans
1863, pag. 6OS.

2 G. Darwin, Problems, connected with the Tides of a Viscous Sphe-
roid. — The Forced Oscillations of a Fluid Spheroid. Philos. Transact. 1579,
pag. 581.
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p[@+u?ﬁ+va—u+ 3"]+§1_7:X

dt ox oy 0z ox
dv ov ov dw ip
[dt+u +v@+w ]+3y Y 6)

N

[dw_'_uaw_*_ 3w+ B_zf]+8p_
Plag *"a 8y T V5 T =

ou v  Odw _
Ist nun die Gleichung der Oberfliche, fiir irgend eine Zeit,
etwa ¢ — £, gegeben durch
r=a(1+S,)
so ist sie in der Zeit # = #,+ df offenbar bestimmt, durch

r+ i—dt =a(l+S,+ 2aft)

so dass
dr dS
@ “at D

wird. Die Grosse Z—; stellt aber die radiale Geschwindigkeits-

componente der Fliissigkeitstheilchen an der Oberfliche vor, und
setzt sich, wie bekannt, aus den Grossen wvw in der Weise
zusammen, dass

dr u v

w

ist. Die Integration der Gleichungen 6) wird also die Werthe

wv w liefern, die in 8) eingesetzt dr

pr und mit Riicksicht auf 7)

S, bestimmen.

Wie aber aus 8) ersichtlich ist, sind die Grossen « v w von
der Ordnung der Grosse S,; es konnen daher, zur Vereinfachung

von 6) die Producte « g—z u. s. w als von der Ordnung (S,)? d. i

des Quadrates der Abweichung des Fliissigkeitssphiroids von der
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mittleren Kugel vernachlissigt werden. Hiedurch werden diese
Gleichungen

du ap \
dv o

far Ty Y 6a)
dw 3

tar T =2

Die einwirkenden Kriifte sind dieselben wie oben, nimlich
die wechselseitige Anziehung der einzelnen Fliissigkeitstheilchen,
die Fliehkraft und die Anziehung des Mondes. Die Potentiale
dieser Krifte sind

U= 2”‘°(32 2)_8”" 28, = U,+U,

V=1V,
und daher das Gesammtpotential
W=0U,+ U, +P+V.
Von diesen geniigen U, und V der Differentialgleichung

02 82 o2

3z? + 52 By Bz =0.

Differenzirt man daher die Gleichungen 6«) der Reihe nach
nach x y z, beriicksichtigt, dass

ou v Ow

bw oy TR T

)
so ergibt sich

32p 321, sz 32
@+W+@:W(U1+P)+ (U +P)+ (U +P),

woraus
p=U+P+C
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folgt, wenn C eine von 6 und ¢ abhingige Grosse ist, die eben-
falls der Gleichung

2C  ¥*C  ¥*C

g e =0

genligen muss.

Zur Bestimmung derselben gehen wir von der Annahme aus,
dass der auf der mittleren Kugel lastende Druck gleich ist der
auf derselben lagernden Fliissigkeitsmasse von der Dicke S,,
d. h. dass firr =«

p = 4rpats,

wird. Fiir » = « ist aber

2,2
P :‘1‘—)”‘0[&2—{-&) * sin 0+ C
9
und daher
2,2
C = 4rpa®S, — 43_1r pat — % sin %,

sowie endlich

2
p= 2—; p(a®—r?) + 4rpa’S, — % (a®—r?) sint0.

Substituirt man diesen Ausdruck fiir p, sowie die fiir X YZ,
némlich
oW oW _aw

Y=g Y=y 2=+

in die Gleichungen 6a, so werden diese mit Hinweglassung der
constanten Theile

du 9 8 |
P =15 Ve — 1o 1Sy —4mpa®S,)
dv 3 2 8n:p .2
dw 8r
= ( rV ———15Pr252—47rpa252)

Unter der Voraussetzung, dass p constant ist, gibt die
Integration dieser Gleichungen beziiglich der Zeit, die Grossen
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u v w, die Multiplication derselben mit -‘—"—, 1‘cspeclive—y—undf—
7 r *

sodann, unter Beriicksichtigung, dass

x 9 yB z 0
r 9z ar

~

r o + r 3y Y
die radiale Geschwindigkeitscomponente

dr 8mp

i 2y 2
= f(lt@ V, 57 S, —4rpa’s,),
worin, nach der Differentiation » — « zu setzen ist. Differenzirt
man nach ¢, so ergibt sich schliesslich mit Riicksicht auf 7) zur

Bestimmung von S, die Differentialgleichung

dZS 16/&4

Insofern der oben angeschriebene Ausdruck fiir V, nur
Glieder von der Form 3 cos (v¢+m»,) enthilt, wo S eine Kugel-
function zweiter Ordnung ist, die von der Zeit unabhingig ist,
ist das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung gegeben
durch

S, =¥, 5b)

also auch hier die Grosse S in derselben Weise abhingig von V,
wic oben, wenn nur wieder

angenommen wird.

Durch die Gleichungen 5) und die ihnen entsprechenden 5«
und 56 ist die Form des Sphiroids in ihrer Abhéngigkeit von der
Zeit vollstindig bestimmt. Es eriibrigt nun die Berechnung der
Trigheitsmomente. Bezeichnet man dieselben mit 4 B C, sowie
dic Triigheitsproducte mit D EF, setzt man also
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A= [Jf+2*)pdxdydz D= [[fyrpdedydz
B= [[f(*+a*)pdxdydz E= [[[zapdrvdydz
C=[[f(@+y®)pdedydx F = [[[faypdzdydz,

so wird nach Einfithrung von Polarcoordinaten und Auflosung
der entstehenden Glieder in Kugelfunctionen

A= [[[pr*sinfdrdidp 2+ }(cos?d —1/3)—1sin?( cos 2¢]

B= [ fpr*sin6 dr didy [+ )(cos?0—/5)+$sin?¥ cos 2]

C = [[fpr*sind drdddp [i— (cos?H— /)]

D = [ fpr*sinf drdbdy sinf cosf sin ¢

E = [[[or*sin drdidysinb cosb cos ¢

F = [ [[pr*sinf drdf dyp sin? sin ¢ cos¢
worin fiir 7 sein Werth « (1+.S,) zu substituiren ist.

Nehmen wir der grosseren Allgemeinheit wegen an, dass

die Flifdsigkeit nicht homogen ist, sondern in concentrischen
Schichten von gegen die Oberfliche hin abnehmender Dichte sich

befinde, so ergibt sich zun#chst, nach bekannten Sitzen aus der
Theorie der Kugelfunctionen,

A= %g Spd(a®) + § f [ pd(a®S,)sin 6 df do [(cos? 6—"/;)—Lsin*fcos2op)
B=_— jpd(a )+ J J pd(@’S,) sin 0d6 dyp [3(cos®O—1/3)+ 1 sin*feos2o)

Cc= % Spd(a®)—J [ { pd(a®S,) sin 6 d dp [cos*6—1/,)

und daraus, da, wie oben gezeigt wurde, S, — £.S) gesetzt
werden kann, wobei A nur von «, S, nur von den Winkelgrossen
f und ¢ abhingt,

_ 8x 5 8x 5 _ 4 5
A=1 Sed(a®) + Y3 (s,—3s;) fed(a®h) D = 15 s, fpd(a®h)
B= 1 fp(l(a %) + 5 (s1 +3s;) fed(a®h) E=2= s3fp(l(a h)

8x o 16m . 8x 5
C= 5 Sed(a®) — 45 51 pd(a’h) F= i5 8, S ed(a®h)



16 ®ppenheim. |543]
oder in kiirzerer Schreibweise,

A= K+ K (is,—s;) D = \Ks,

B = K+ K(3s,+s;) E =K s,

C=K—Kp3s F = Kis,
wenn

., 8= 8n 5
K= 5 fpd(a®) K, = B fpd(a®h)

ist. Fiir den Fall, dass die Fliissigkeit homogen ist, wird

8mad
K=K = 45 7
und stellt das Trigheitsmoment der mittleren Kugel vor.
Substituirt man hierin fiir die Grossen s ihre Werthe aus ,

so erhiilt man schliesslich (K = K, gesetzt)

sz

A=K[1 — R I 2(C—a, cos 2wt—a, cos (2wt +2(C)

—a, c08(2wt—2(QC)]
B= K[1— % + ay— a, cos2(C +a, cos 2wt +a, cos (2wt +2(C)

+a, cos(2ut—2 )] 8)
C=K[1+ % —2a,+2a,c082(C]

D = K[agcoswt + agcos(wt+2C)—a, cos (wt—2C)]
E = Kla,sinwt+ ag sin(wt +2(C)—a,sin (wt—2(C)
F = K[—a, sin 2wt—a,sin (2wt + 2(C)—a, sin(2wt-—2 C)]
Ich fiige noch die Werthe der Trigheitsmomente eines
starren, mit der Geschwindigkeit w rotirenden Sphiroids, unter
denselben Annahmen berechnet, hinzu. Diese sind

xw?

xw?
4, = B, :I{(l—b—,) C, = K(1 +_d_)

VI

Es liessen sich nun leicht die Fille vermehren, fur welche
die Berechnung der Grossen s und speciell des Coéfficienten x in
ihnen, sowie die der Trigheitsmomente durchfiihrbar ist. Die
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bisher behandelten stellen die einfachsten vor, und sind daher
auch die aus ihnen abgeleiteten Gleichungen nur als die ersten
Anndherungen an dic wahren Gesetze jener periodischen Bewe-
gungen zu betrachten, wie sie, auf der Oberfliche der Erde durch
die Wirkung des Mondes, den wir hier einzig betrachten, hervor-
gerufen werden,

Ich will auch den angenommenen Grenzen dieser Abhandlung
gemiss, weitere Fille nicht mehr entwickeln, sondern mich
begniigen, zu zeigen, in welcher Weise diese Gleichungen auf
einem mehr cmpirischen Wege vervollstindigt werden konnen,
und dann als eine zweite Anndherung an die wahren Gesetze
dieser periodischen Bewegungen anzusehen sind.

Vermehrt man némlich die Zahl der Constanten in diesen
Gleichungen dadurch, dass man zunichst dem in den einzelnen
Grossen s auftretenden Coéfficienten » verschiedene Werthe bei-
legt, ferner zu den Winkelgrossen noch andere Constante hinzu-
fiigt, also die Gleichungen 5) etwa in der Form schreibt

§' = —1/, 2?4+ 3e;y—3ey €08 (2C +7,) \

8 = o 08 (wt=1n;) 4 g €08 (wt +2(C -+ig) —0z, c08(wf—2(C + ;)

14
1
2
!
3
/
L]
4
a5

sk = o sin (wt+v;) + o sin (wt 4+ 2(C -+ 1) —, sin (Wb—2C +17;) )
8, = — o, 8in (2wt 4y )—2:,8in(20t 42 (C 411y — &, 8in (2wt —2C +7,)
8} = o, c08(2wt +1,) + o3008(2wt +2(C 475 )+ o, c08(2wt—2C + ) /

so findet man in der That, dass diese allgemeineren Formeln auch
cine grosse Zahl der bei den Ebbe- und Flutbewegungen auf-
tretenden Anomalien erkliren, inshesondere jener, die von mehr
localen Umstinden abhéingen, wie es beispielsweise die wirkliche
Vertheilung von Land und Wasser auf der Erdoberfliche, und die
Tiefe des Meeres sind. !

Entsprechend diesen Formeln, kiinnen wir uns nun noch die
Gleichungen fiir die Trigheitsmomente in derselben Weise ver-
vollstindigt denken, und wollen diese in der Form annehmen:

1 Laplace, Méc. cél. Livre 1V, Ch. 1II; § 15—20 und auch
Thomson-Tait, Theoret. Physik, Baud I, §. 806: ,Correction der Gleich-
gewichtstheorie von Ebbe u. Flut“.

(Oppenheim.) 2

[



2 2
4=K1— ’%) + K [— 2 e —2,08(2(C +7,) — ;008 (20t 4 1,) —eye08( 2wt +2C +7,)

6
—at,c08(2wt—2(C +1,)] + K]

(545]

w2 2
B=K1— i) + KY [— 2 ay—,008(2(C ) + ;€08 (20t +1y) + 23008 (2el 4 2C +7;)

6 6
+a,c08(2wt—2C+n,) ]+ K

N TTTT—

o 1 zw? wl| . %o? 7
C=K(1-+ ) A+ T—2“0+2“1cos(2@+’71)1+1(1
E = K/ [ ase08(wt+mn,) 4 a,c08(wt+ 2(C+7y) — &, €08 (wt—2C +7,)]
f;’ E = K [ asin(wt+x,) + a;sin (wt +2C +74) — &, sin (wt—2C -+7,)] !
5 F= K’ [ —ot,8'n(2wt +7,) — ag8in (2wt + 2(C +73) — &, Sin (20t—2C +7,)| /
S
wobei wir uns etwa vorstellen, als ob
2 a2
(2 0 4 2
B(1—2 {1 + 5

die Trigheitsmomente des starren sphiroidalen Erdkernes, die anderen Glieder aber niimlich K| und K’ die
Trigheitsmomente der auf diesem starren Erdkerne lagernden Wassermasse sind, entsprechend den beidef
Integralen fpd(a®) und fpd(a’h).
Hiebei haben wir die Grossen w, sowie die in den verschiedenen « vorkommenden Coéfficienten x als
% Functionen der geographischen Coordinaten eines Punktes, d. h. als Fanctionen von 6 und ¢ zu betrachten.
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VIL

Die Differentialgleichungen flir die rotirende Bewegung
cines Korpers von verinderlicher Form hat zuerst Liouville®
abgeleitet und gefunden, dass, wenn p ¢ r die Drehungsmomente
des Korpers um drei durch seinen Schwerpunkt gehende, mit
ihm fest verbundene Coordinaten, wenn ferner 4 B C, und D EF,
wie oben die Trdgheitsmomente und Producte um diese Axen,
und schliesslich

B = fjf(zg(ll?—mz) dm
v =55y ) dm

sind, die Differentialgleichungen lauten,

dt (Ap — Fq—Er+ )+ D(r*—q*) +(C—B)qr + Fpr—Epq

1 =
t%(Bq—Dr—Fp +B)+ E(p*—-r*)+(4—C)pr + Dpg—Fqr
+ra—py =M
% (Cr—Ep—Dq+7)+F(qg*—p®)+(B—A)pq+ Eqr—Drp
+pZ—qe =N

worin noch L M N die Drehungsmomente der dusseren Krifte auf
dasselbe Axensystem bezogen, sind.

Man kann diese Differentialgleichungen auch aus dem
Hamilton’schen Principe ableiten, und zwar in genau der-
selbenWeise, in welcher Kirchh off 2 dieallgcmeinen Gleichungen
fir die Bewegung eines starren Korpers um einen festen Punkt
abgeleitet hat. Man gelangt zunichst zu den Gleichungen:

1 Liouville, Journ. d. Math. IIL série. tome 3. 1838. ,Développement
sur une chapitre de la mécanique de Poisson.“
2 Kirchhoff, Vorlesungen iiber mathem. Physik. 1877. Vorl. 6 u. 7.
Q%



20 Oppenheim. [547]

doT ] T oT I

E‘W_T oq MRS or

daT BT BT x

dt oq Py o’p

daT ) T 8T

@t 1% ap R g
worin pgr, LMN dieselbe Bedeutung haben, wie oben, T die
lebendige Kraft des Korpers ausdriickt, und speciell zu berech-
nen ist.

Es seien xyz die Coordinaten eines Punktes in Bezug auf
ein mit dem rotirenden Korper fest verbundenes Axensystem,
&n¢ die Coordinaten desselben Punktes in Bezug auf ein im
Raume festes System, es mdgen ferner zur Transformation der
Coordinaten von dem cinen Coordinatensystem auf das andere
die Gleichungen

l |
=

9a)

=N

€= a,x 4 ayy + ayz )

7= b4 by byz > 10)
{=wgx+cy+cz 5
gelten, denen zufolge dann auch die Relationen bestehen
4+l =1 d+aid+E =1 aa,+bb,+cc, =0
b+ =1 B2 b4l =1 ayag+byby+cye3 =0
az+bi+ci =1 el =1 aya, +byb, +ce, =0 \ 11)

ab, + ayby, + azh, =0

byey + byey + byey =0

cyty + ¢y, 4+ gy = 0

Die Bedingung, dass der Korper von verdnderlicher Form

ist, soll dann gegenitber der gewdhnlichen, dass derselbe starr

ist, dadurch ausgedriickt werden, dass in diesen Transformations-

gleichungen nicht blos die neun Grossen abc von der Zeit ¢ ab-

lhiingen, sondern auch die zyz bekannte Functionen der Zeit sind.

Nimmt man daher mit dem Korper eine virtuelle Verriickung vor,
so wird:

Sz

-
¢ = a0 Ill -+ 1/’)”2 -+ 2’1({3 =+ oy ox el "201] =+ (laOZ E

§4

= x0b, + y3b, + 230 —{—bol+bn/+boz 12)

.L')t, —’-1/’)(2 =+ .o( y = c,uz - ru/+ C. oz
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Die neun Grossen abe, zwischen denen die Gleichungen 11)
oder die daraus durch Variation sich ergebenden

a,0a, + b,0b, +¢,0c, =0 a,0a, + a,0a, + a,da; = 0
a,0a, + b,0b, + c,0c, = 0 b, b, + b,0b, + by0b, = 0
agdag + bgdby + c,0c, = 0 ¢,0¢, + ¢,0¢, + ¢0c; = 0

bestehen, ersetzen wir durch die drei Drehungscomponenien
pqr, indem wir annehmen

pdt = az8a, + b,0b, + c;0¢, = — o, 90— b,0b;,—c,dc,
qdt = x,da; + b,0b, + ¢,0b; = — a8, — by 0b, —cy0¢, 213(1)
rdt = a,0a, + b,06b, + ¢c,0¢, = —a,0a,—b,0b,—¢,dc,

woraus auch noch folgt:

0o, = (ayr— ozq)dt 6b, = (b,r—b,q)dt
0oy = (ayp— o,7r)dt 0b, = (byp— b,r)dt
doy = (a,q— a,p)dt 0b, = (b,q—b,p)dt

130)

8¢, = (cor—eyq)dt
dc, = (eqp—e,r)dt
dey = (e,9—c¢,p)dt
Multipliciren wir die Gleichungen 12 der Reihe nach mit
a, b, ¢,, ferner a, b, ¢,.. und a, b, c,.. und addiren dieselben
jedesmal, substituiren dann fiir die Variationen der abe ihre eben
gefundenen Werthe, so folgt:

a,06 + 0,07 + ¢,0¢ = (zq—yr)dt + oz
a0 + b, 01 + ¢,0¢ = (@r—zp)dt + Jy 14)
@06 + b,07 + €;9¢ = (yp—aq)dt + Oz

N

Nehmen wir nun schliesslich die Variation ¢ als mit der
Zeit erfolgend an, indem wir setzen

U:%(lt

€ dn d¢

T die Geschwindigkeitscomponenten

so stellen die Grossen
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eines Punktes in Bezug auf das im Raume feste, die Grossen

_dg b dv 4 d¢
M= g g T g
dg dy d¢

— a, — b, — =
=% g + 0 @& 2w

— 4 d< - (hj o a'C__
=M T T B

dagegen dic Geschwindigkeitscomponenten in Bezug auf das
mit dem Korper rotirende Coordinatensystem vor, und es wird
die lebendige Kraft des Korpers:

T =fffdm(d+ui+ud)
zufolge der Gleichungen 14) sein

2T = Ap*-+ Bg*+ Cr*—2Dqr — 2Erp—2Fpq +2pa-+2q5+2r;
ssson{ [ () (5] 0
Dieser Ausdruck in 9«) eingesetzt, gibt:
% (Ap—Fq—Fr -+ &)—r(Bg—Dr—Fp+8)+ q(Or—Ep—Dq+7)=L)
7(153 (Bg—Dr—Fp+8) —p(Cr—Ep—Dg+7)-+-r(dp— Fg—Er+ o:):M( 90
,(TIt (Cr—Ep—Dq+7)—q(Ap—Fq—Er+2) -~ p(Bg—Dr—Fp+p)=N

als eine neue Form der Differentialgleichungen fiir die rotirende
Bewegung eines Korpers von veridnderlicher Gestalt.

In diesen Gleichungen sind die ABCDEF zufolge 8) als
bekannte Functionen der Zeit zu betrachten, so dass nur dic
Berechnung der «2y eriibrigt. Da nun

x = rsinf cosg = «(1+S,) sinf cos¢p
¥ = rsinf sinp = a(1+5S,) sinf sing
z = rcosh = a(1+5S,) cosf

ist, worin S,, sowie 6 und ¢ von ¢ abhingen, so werden dic
Grossen «3y aus zwei Gliedern bestehen, nimlich den Varia-
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tionen von S, und denen von 6 und ¢. Die ersteren heben sich
gegenseitig auf, die zweiten konnen als kleine Grossen un-
bedenklich vernachlissigt werden, so dass wir

a:ﬁ:'y::O

setzen konnen.

Unter der Annahme ¢« = =y — 0 nimmt der Ausdruck
fir T die Form an

2T = Ap*+ Bg*+ C2*—2Dqr—2Erp—2Fpq
2 (ly>2 <dz>2]
+”"r[<(lt> <dt ) I

Durch die lineare Substitution

p=p
9=q
r=r+vpt+v,q

geht derselbe iiber in
2T = p*(A+ Ov)+¢*(B+ Cv}) + Cri—2qr,(D—Cv,)—2r,p(E—Cv,)
2 (dy\*  [dz\*
—2pg(F+Dv,+Ev,—Cv,v,)-+ [ f [ dm K(lt] -+ (ﬁ) + <¢W>]
und, wenn noch die zwei Grossen v, v, so bestimmt werden, dass

Cv, =D also v, =D/C

G, —E v, = E/C
ist, in
2 ,
2T:pzicz,-b + qzl—w—gl' Cri— 2p1F——C+D—E-

da (ly>2 <(lz>2]
+ i )+ (@) + ()]
Hiedurch nehmen nun die Gleichungen 9«) die einfachere
Gestalt an:
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A(AC-+B  FC+DE > BC—C+ B FC+DE_

N A A e A
(/(BC—{—Ez FC+DE > . AC—C*+E* _ FC+DE 0
Nt~ )Pn (g =" ) 99
d FC+DE

7€) +py(B—4)  —(p*—¢)— ,— =N

Aber auch diese Gleichungen lassen noch bedeutende Ver-
cinfachungen zn, wenn wir auf die Ordnungen der in ihnen ent-
haltenen Grossen Riicksicht nehmen. Da die in AB..F vorkom-
menden Coéfficienten s, ..s, respective «,..«; als Grossen von
der Ordnung der Abplattung der Erde zu betrachten sind, deren
Producte und Quadrate wir der Annahme nach vernachlissigen
wollen, so konnen wir

AC+ E? _ BC+ I* FC+ DE

c - < =t ——=F
setzen und erhalten
d
7 (dp—Fq) + qr,(C—B) + Fpr;, = L
d
yr (Bg—Fp)—pr, (C—A)—Fqr, = M 9d

d
2\ Or)—pg (A—B)—Fp*—¢*) = N
wobei noch ist
r, =r—Ep—Dq.

Durch die weitere Substitution

Ap—Fq=mr 16)
Bg—Fp =1y
aus welcher durch dieselbe Niherung
= F
P= a4 " pa*
16a)
— L F
1= BT84’
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folgt, erhalten wir ferner

dr C—B Fc L
(l—t+x—B 1l+ﬂﬂ11_
d C—A4 FC
d;( S E ) L M 17)
B—A4
(C) )+ — TR + - A(n2+x2) =

Zur Iutegration dieser Differentialgleichungen soll das fol-
gende bekannte Niherungsverfahren eingeschlagen werden. Da
die Grossen p und ¢ und damit auch = und y gegeniiber », sehr
klein sind, so wollen wir zunichst in der letzten der drei Glei-
chungen 17) die Glieder

B—A F., ,
g "Lt g )

vernachldssigen, insbesondere, da in ihnen die Producte von =
und y sowie ihre Quadrate mit den wiederum sehr kleinen Gros-
sen (B—4) und F multiplicirt sind. Die letzte Gleichung 17)
kann dann unmittelbar integrirt werden, und liefert einen be-
stimmten Werth fiir »;, welcher in die beiden ersten Gleichungen
eingesetzt, nun « und y zu berechnen gestattet. Mit diesen Wer-
then von = und y ergibt sich ein neuer Werth von », u.s. w.
Zeigt es sich dann, dass bei irgend einer Substitution die neuen
Werthe von = und y sich von den bei der vorhergegangenen
Substitution erlangten nur um kleine Grossen hoherer Ordnung,
als es = und y selbst sind, unterscheiden, so kann man die bei
dieser Substitution erhaltenen Werthe von x, ¥ und r; als die
Integrale der Gleichungen 17) betrachten.

Wie man aber sieht, kommt es schliesslich auf die Integra-
tion der beiden ersten Gleichungen 17), d. i. eines Systems
zweier simultaner Differentialgleichungen mit periodischen Coéf-
ficienten an.
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IX.

Ehe wir an die Integration dieser Differentialgleichungen
gehen, haben wir noch die Drehungsmomente L M N zu berechnen.

Es seien zu diesem Zwecke x,y,z, die Coordinaten des
Mondes in Bezug auf ein Axensystem, welches mit der Erde fest
verbunden ist, M, die Masse derselben, A seine Distanz vom
Schwerpunkte derselben, d. h.

A =al+yi+7

seien ferner wyz die Coordinaten irgend cines Theilchens der
Erde, dm seine Masse und r seine Distanz vom Monde, nimlich

1t = (z—a, )2+ (y—y) +(2—=)
dann ist das Potcential der Anziehung des Mondes auf dieses

Theilchen M, (i_m und somit auf die ganze Erde

V=M jd—m
und di¢ Drehungsmomente
v oV v oV v 14
L_ya—z—z@ ”—zBa, T N_x@—ysz_

Die Entwicklung von V bis auf Glieder zweiter Ordnung
liefert bekanntlich

/! / 2
= % (Brc2ay+ ¥ (- 4—2B)

2
+ (4 B—2C) + 2Dyyz, + 2Bx,, + 2Py, |

und daraus

L:?)MA?Z’ (B—0C) [JI(DJH-F‘H) z,(Dz, + Fy,) )
J ”Ai(c 4, 3W{'[Zi(bl+,( ) — a,(Ex,+Dy))] \ 18)
N— 3M'x, "/Al),(‘,'i—B) + DAW| L (Fa +])~|)—.’/|(F1/1+Ez1\]/
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Zur Bestimmung der Coordinaten x,y,7z in diesen Aus-
driicken machen wieder die Annahme, dass der Mond sich
gleichférmig in der Ebene der Ekliptik um die Erde bewege;
bezeichnet sohin mit (C seine Liinge in dieser Bahn, so sind die
Coordinaten des Mondes, bezogen auf die feste Ekliptik

Acos @ AsinC O
und daraus zufolge der Transformationsgleichungen 10)
' = a, Acos C + b, Asin C
Y =ay Aeos C + b, Asin C
z, = a, Acos C + b; Asin C
die Coordinaten des Mondes, bezogen auf den beweglichen

Aquator. Fiihrt man statt der Coéfficienten abe. . die bekannten
drei Winkelgrossen @ ¥ und ¢’ ein,! nidmlich

a, = —sin® sinW cosc + cosP cosW

b, = +sin® cosW cose’ + cos® sinW

¢, = —sin® sin ¢’

u, = —cos® sinW cose’ — sin ® cosY

b, = —cos® cosW¥ cos ¢/ — sin® sin¥ 19)
¢, = —cos® sin¢

ay = —sinW sine’

by = —cosW sine’

¢; = +cose’

wobei diese Grossen mit den Drehungscomponenten pg» in dem
Zusammenhange stchen, dass

., d¥
—Smsl—t —psin® + gcos®

d

([5, _ ’ (I) H (D

—f = P eos® +gsin 194a)
dd , S dw

W —7”r —CO0S¢ W}

1 Oppolzer, Lehrbuch der Bahnbestimmung von Planeten und Ko-
meten. Bd. I, 2. Aufl. & 137.
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so erhilt man,

2, = A[sin® cose’ sin(C—) + cosd cos (C—¥)]
¥, = Afcos® cose’ sin (C—W)—sind cos(C—W)]
z, = Asiné’ sin(C—W).

Wendet man nun folgende Abkiirzungen an
Jur .
T [(:+cos?e") + sin®e’ cos 2( C—W)] = o,

tx[cos sine’ cose’—cosd cos 2((C—W) sine’ cose'—
—sin® sin2(C—W¥) sin¢’] = g,
rx[sin® sine’ cose’ —sin® cos((C—W) sine’ cose’ +
+ cos® sin 2((C—W) sine'] = g,
1/ m2[—8in2¢® sin?e’ —sin2® cos2((C—W) (1 +cos?e’) +
+c0s2® sin2((C—W).2cos¢') = o
1yt +cos 20 sin?e’ +cos2® cos 2((C—W) (e cos?e’)
—sin2® sin(2C—W).2cos '] = o
wobei diese neuen Grossen mit den Coéfficienten s in den Glei-

chungen in dem Zusammenhang stchen, dass jene in diese iiber-
gehen, wenn man

4

¢ durch

c—w C
und & , ot
ersetzt, so werden

A? 2
a;?:}}rx(go'*"%s) I =T %

A? ‘ &
Y= 35, (%0—39) A= g5 %

*

A
t= 3 (B72—2a,) Y= oy

TZ

Gy

Beriicksichtigt man weiter, dass die g-Coéfficienten sich von
den s nur um kleine Grossen zweiter Ordnung unterscheiden, so
kann man directe

8§ — g

setzen. In der That ist auch dies richtiger, indem diese Glei-
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chung besagt, dass auch in den Gleichungen 6) die Coordinaten
des Mondes sich auf den beweglichen Aquator beziehen, dessen
Neigung gegen die Feste der Ekliptik ¢ und dessen Knoten auf
der Ekliptik jihrlich um die Grosse ¥ fortschreitet. Setzen wir
nun thatsichlich zur Berechnung der @, y, 2, . . . s = o, entnehmen
die Werthe der Trigheitsmomente ferner den Gleichungen 8)
so erhalten wir

18a)

L=— Kw;m [sine’ coss’ cos® +sin &/(1—cose”) cos(P + 2([C—2Y) Y
—sine/(1+4cos &) cos (P—2(C +2¥)]

M= K“’;"' [sin ¢ cos ¢’ sin® + sine’ (1—cos</)sin (& + 2C—2W)

V—o —sine/(1+ cose¢’) sin (P—2(C +2W)]

N =

oder in abgekiirzter Form:

L = —1, cos d—1, cos(P +2(C—2W)+1, cos(d—2(C +2W)

M= +1, sin®+1, sin(®+2C—2%)—1, sin(P—2C +2¥)  180)

N=0

worin ist:
I, = { Kw?tz sin cos ¢’ ) |
l, = 1 Kw?wz sine’ (1—cos¢’) 3 18¢)
I, = 1 Kwtz sine’ (1 + cos ) 5

Die Ausdriicke filr L und M werden einigermassen compli-
cirter, wenn wir zur Berechnung derselben, die Werthe der
Triigheitsmomente den Gleichungen 8') entnehmen. Es wird in
den oben eingefiihrten Zeichen, wenn wir an den Unterschied
der Coéfficienten s und ¢’ festhalten:

= — (K, +K”\ =% + K t(s—s})

K / ' ’

+ —71 [85(85—80)—4(857—80) + 858, —535,]
184)

w®sy 1 /

JW = + (K1 _,'_K/{) T -+ Kl 7(93'—-83)

I
+ - [sa(sh—s0)— (55— 5,) + 88— 5]
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Es sollen nun die Glieder, die die Grisse K/ als Factor
enthalten, erst weiter unten berlicksichtigt und zuniichst flir L
und M die oben aufgestellten Werthe, 184), beibehalten werden.

Berechnet man ferner in derselben Weise den Ausdruck fiir
N, so findet man, dass derselbe nun nicht mehr verschwindet.
Vielmehr ist

K"
N=""1[4 (58,8, 5) + Uy 8 —535,)]
woraus folgt, dass derselbe wohl nur aus Gliedern besteht, dic
als von der Ordnung des Quadrates der Abplattung, eigentlich
zu vernachlissigen wiren. Da nun bekanntlich insbesondere von
N die Rotationsgeschwindigkeit der Erde abhingt, so diirfte dies
Resultat ein besonderes Interesse fiir sich in Anspruch nehmen.

Die vollstindige Entwicklung von XV zeigt, dass dasselbe aus

zwei Theilen besteht, einem constanten Theile

N =— ]—(g (4 (ay 2, sinn, +a, &, sinv,+a, 2, sinz,)
— (uy ey siny, + gz Sinv,—a, o, sing,)]
und einem periodischen, welcher von der Form ist
K 0 . .
N, =~ /_J(a,L 2, sinvy, €08 (7, 41,)—a, &, cos7y, sin(y, +7,)]
worin fiir 7, und 7., die Werthe
20t 2wt+2C 20wt—2C
und ferner
wt  w+2C  wt—2C
ferner fiir 1 und v in dem ersten Falle die Zahlen 2, 3, 4, im

zweiten 5, 6, 7 zu setzen sind, jedoch so, dass stets p 2 v ist.

X.
Nachdem so die Werthe von L, M und N Dbestimmt sind,
kann nunntehr die letzte der Gleichungen 17) unmittelbar integrirt
werden, zunichst mit Vernachliissigung der sebr kleinen Grosse

B—4 r_ ., .,
an T A"]_i’(ﬂ +7)
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Ersetzen wir N durch N, + N,, so liefert diese Gleichung

d ,

75 (Cr|) = Al =+ N2

Const. Nt (N d 20)
7'1:'T+—(:— 7" 2([

Bis auf die sehr kleine Grosse Ep--Dg stellt nun r, die
Rotationsgeschwindigkeit der Erde um die grosste Trigheitsaxe
vor, die also hier, nicht wie bei dem starren Erdkorper constant
ist, sondern sich sowohl als periodischen, als auch als sicularen
Variationen unterworfen ergibt.

Setzen wir niherungsweise, indem wir auch K/ und K7 als
Grossen erster Ordnung gegeniiber K’ ansehen
1 1 xw? K, K/

C K - 3 —](’ K 7 (—irwP—2e—2 e cos(2C+,))]

bezeichnen das Product der Integrationsconstante, in die Grisse

1 ot K' K”
b M A (Al
mit »,, ferner in

K"
—_ __.K:_l_ «, €08 (2@ +v;l) mit a,v,,
1
so wird

AT
r, = ny (1—v, 08 2C +1,)] +

K’ SN, dt
wenn wir in den schon an sich kleinen Gliedern ¥, und N, directe

1
T I(’ setzen.

Schreiben wir noch abkiirzend

N, 1
I?} =—mv SNdt = nv,
so erhalten wir schliesslich

r, = ny(1—v,f—v, cos 2C +7,)+v;)
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Es ist dann, fiir ¥, seinen Werth substituirt

_ 1K1 n . . .
VW= K’ " — [4(@, 2, sinn, +agey sinng +a,2, sinyn,)
0

+ 1(aza, sinv; +age, sin ng—a, e, sin7,)]

und v, einer Summe periodischer Glieder gleich, die von derselben
Ordnung sind wie v,. Da nun ein jeder der Coéfficienten ax
zufolge den Gleichungen 5 und %/, proportional ist xr, so wollen
wir setzen

a;, = xtb;

a; = #tf;
und erhalten,

KII
W=7 ’;lfo— [4 by, Sin g + by Sin,+b,B, sinw,)

- 3(b43; sinvig 403, sinvg—b. 5. sinv.)]

Setzen wir, um nur einigermassen ein Urtheil tiber den
thatsichlichen Werth dieses Ausdruckes zu gewinnen, einige
Zahlenwerthe ein, — nehmen zur Rechnung als Einleit der Zeit
ein Jahrhundert an, so ist

ny = 2m.36525.f. logn, = 5-3619

0] o 1 . . 1
Sei ferner die Abplattung der Erde 20 599-753 2bgenommen,
so dass

gro? = gand = — 1«0 wird logx = 7-1012—20

299-153’

3 m 3 1 27 \?
SAaTg 181 44 <M0n§t> wenn 81-44 das

Verhiltniss der Erdmasse zur Mondmasse bedcutet und daraus
logz = 6-1085

Weiters ist r =

124

I
Das Verhdltniss _I{’l kénnen wir niiherungsweise dem Ver-

hiltnisse der Wassermasse auf der Oberfliche der Erde zu der

1 Oppolzer, Lelwb der Balmbest. von Plancten u. Kometen. I Bd.
II. Aufl. pag. 181.
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Masse dieser selbst gleichsetzen, dann haben wir nach Hann.!

oy _ 1
K' 4540
und damit schliesslich
1-99057
v = o0 - (4b,B, sinn, + . )
Einen Maximalwerth von v, werden wir nun finden, wenn
wir b = 8 und n, = n; =...n, setzen.
Dann wird

4(b,B, sinv, + ... )=1[(1—cos*e)+2(1+cose)*] =6-8305sinn
so dass schliesslich ist

_13-605

v, = —om siny. .. Zeiteinheit ein Jahrhundert.

D]B ROtﬂg@S"eSChWIDdlgkelt der Erde nimmt daher in
einem Jah}ll»lqudel_t 1_91wMax1mum um
- 13-605

10 1010

ihres Werthes ab. Aber einer derartigen Retardation der Erd-
bewegung entspricht eine scheinbare siculare Beschleunigung
des Mondes im Betrage von

2"36 sin# flir ein Jahrhundert,

so dass diese Grosse v,, so gering sie auch ist, ganz wohl zur
Erklirung des Unterschiedes herangezogen werden kann, welcher
zwischen der theoretisch berechneten sicularen Mondacceleration
und seiner thatsichlichen besteht, zudem auch noch die in v, ent-
haltenen periodischen Glieder, die von derselben Ordnung sind,
wie v, hinzukommen, und dieselben vielleicht gegenwirtig sich
mit der Grosse v, summiren.

Ich will jedoch auf diese Frage hier nicht weiter eingehen,
sondern begntige mich, darauf aufmerksam gemacht zu haben,
dass nicht blos, wie nach Delaunay eine Verzogerung der
Rotationsbewegung der Erde durch die sogenannte Flutreibung,

siny

1 Hann, Hochstetter u. Pokorny, Allg. Erdkunde. 1881, p. 138.
(Oppenheim.) 3
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sondern auch schon durch dic Variation der Trigheitsmomente
der Erde allein, welche durch die Ebbe- und Fluthewegung auf
der Oberfliche derselbe verursacht wird, hervorgerufen werden
kann.

Nimmt man aber die Erde als ganz fliissig an, so ist vy, — v,
— O zusetzen, und es wird

r, = n,[1—v, c0s(2C + ,)]

also auch in diesem Falle die Rotationsgeschwindigkeit der Erde
nicht mehr constant.

XL

Ich gehe nun an die Integration der zwei ersten Differential-
gleichungen 17). Bei derselben kann man unbedenklich die
Grosse », als constant ansehen, da die Variationen von », schon
an sich Grossen zweiter Ordnung sind, und », selbst als Factor
bei den kleinen Grossen F und (A—B) auftritt. Es wird daher
bis auf Grissen dritter Ordnung gesetzt werden konnen

dr= CF —

%’4-—@7!04‘5 -+ T ”lJX:L

dy CF  [C—A\ 174)
E'—HBHOX_—' T NOTE__.M

oder, nach Substitution der Werthe fir F, C—B, und (C—A),
wenn abkiirzend und nidherungsweise bis auf Glieder zweiter
Ordnung inclusive

CF
dB= % sin (2wt+n,)—u, sin (2wt +2C +1,3)
—u, sin(2¢w—2@C --1,)
C—B
<T> = u,—, cos (2wt+7,)—uy cos(2wt+2(C +n,)

—, ¢08(2wt—2@C +7,)+u, c0s(2C +7,)

C—A ,
< 1 ) = U+, c0s (20t+7,)+u, c0s(2wt+2(C +7y
+- 1, €08 (2 02— 20C -+ ,) 41, €08 (2C +,

geschrieben wird, worin



, xew? 3o, K"
ty = [(K"-+K ) S5 — Bty KY): Ky = =Lt
o K Y. _ o KY

’112 =

J7d 3 — _—]_{/— s — gt
ist,

d \
77; + [+, c08(2(C +n,) + u, cos(2wt +1,) + 1y c08( 2wt + 2(C + 1y + 1, 08(20t—2(C + 7,)] 7o), z

— [, Sin(2wt + 1, ) -+ 14y Sin( 2wt + 2C +n5)—u, sin(2wt—2C +1,)) ngw = L 1)

d
71)2 — [, 412, c08(2(@C + v, )—u, OS2wt + 1, )—u5 c0S(2wt + 2(C + 1g)—u, €08(2wt—2C + 1,)| #y7

+ (1, 5in (2wt +,) -+ uy sin(2wt+ 1(C +ng) +u, Sin(2wt—2@C +7,) | ngy =M

Die Integrale dieser Differentialgleichungen werden sich bekanntlich aus zwei Theilen zusammensetzen;

der erstere ist von den iiusseren Kriiften, deren Einfluss durch die Grossen L und M dargestellt wird, un-

abhiéngig und reprisentirt gewissermassen den Anfangszustand der Rotationsbewegung der Erde. Auf diesen

Theil soll jedoch hier aus demselben Grunde, wie in der Theorie der Pricession eines starren Korpers, nicht

weiter Riicksicht genommen werden. Der zwcite Theil dagegen wird nur von den Grossen L und M abhingen

., und aus ebenso vielen Theilen bestehen, als periodische Glieder in L und M vorkommen. Setzt man daher

* L= —1lcoskt
M= Isina¢

50 ist es nur nothig, die Integration beziiglich eines solchen Gliedes auszuflihren und dann fiir  und A die ihnen
nach 18¢) zukommenden Werthe zu substituiren.

[29¢]

‘sproxgqdg wadissny saurd UOIESIIRIJ PUN UWOTYLIOY 1P 19q[)



Was nun die Integration der Differentialgleichungen selbst anlangt, so kénnen wir nach Lindstedt! £
dieselbe vollstindig ausfiilhren. Wir finden
. Y, .
= m, sinl¢ + Znism[ll-{—z@@ +n,)] + Z ) sin[M—i(2C +n,)] - Z n?sin [M—i(2wt+n,)]
1 1 1
— Z w3sin [M—i(2ut-+2C +ny)] — Z #sin[M—i(20t—2C +n,)]
1 1
- - o 21)
o
4 = m, COSAE + 2 mheos[AM+i(2C+n)] + 2 ol cos[M—i(2C +n,)] + z n?cos [M—i(2wt+mn,)] ©
[«]
' =
i o e,
Z cos[\—i (2wt +2@C +n3)] + Z 08 [M—i (20t—2(C +m,)) B
1 1
ferner den Coéfficienten erster Ordnung
Ty = — ! + (Grossen dritter Ordnung) 21
Ay n
und die Coéfficienten zweiter Ordnung
1 Lindstedt, Mém. de Pétersbourg, Tome XXXI, Nr. 4 u. Astron. Nachr., Band CV, Nr. 2503. E
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L, ln‘n0 o — luyn, N
P 204 ugny) A+2C +uyn 0) LT 2 4ugng ) (A—2C —uyn,
. luyn, lugn,
P (A uyny) (—2 w—uono) (X +uyn, (A —20—2C —uouo)
= lu,n,

(A= uyny) A—2w+2C'—u, no)

worin die vernachlissigten Glieder schon vierter Ordnung sind
und

,_dC
C =

Begniigen wir uns mit der bis zu den Gliedern zweiter
Ordnung durchgefiihrten Annéherung, so hitten wir jetzt noch
durch Substitution dieser Werthe fiir = und y in die letzte der
Gleichungen 17) einen weiteren Werth fiir », abzuleiten und mit
diesem wieder die Gleichungen 176) fiir =~ und y nochmals zn
integriren. Allein, indem wir schon bei der ersten Integration »,
als constant angenommen haben, konnen wir die gefundenen
Werthe fiir # und y unmittelbar als Integrale der Gleichungen
17) betrachten.

Setzen wir ferner niherungsweise

1 =7 [1"‘”0"‘”1 08 (2(C +,) + g c0s (2wt +7,)
+uge08 (2wt +2(C + ;) + 1, €08 (20t —2C +7,)]
% = ]% [14v,+v, cos(2@C +,)—u, cos (2wt +1,)
—, 08 (2wt +2(C +75)—u, cos (2ut—2C +n,)]
worin
wt K| KUt Ky
vO:—G-——»K,- K’( +00) v —K/“ =iy
so wird, wegen
r Py Fr

+

_r® &8 _ X, =
P=7%% 4n 1= BB



schliesslich

I
T—r"—(l];_—v")s M+ —v%%‘sm(kt+2@+ )+ n°v‘+2 L sin(Md—2C—n,)
3
Tofe T ™ sin (\—2uwt—n, + T i (2wt —2C—ng) + ™ sin (2wt +2C—ny)
q= n°(11:,'v°) cos At + 07 ‘;%‘ cos(At+2C +n, +) T ‘;2 L cos(A\t—2@C—my)
g+ 73 TyUg— T
"o ;{ —! cos (M—2wt—mn,) — K’ lCOS (M—20t—2 C—mr,3) — -2 ;(,
XII.
Es ist nun bekanntlich
_/
% = —pcosP+q sin®
!
sin¢’ Z—‘: = —-p sin d—¢ cos
P _ r—cose’ i
dt — e

709
Aus der letzten Gleichung folgt mit Vernachlissigung der sehr kleinen Grosse cose’ el

dt

D =1t = nyt = wt

it cos (M—2wt+2(C—n,)

21a)

22)

‘miagquaddo ge

(g9g



80 dass also

(99¢]

L = — 1, cosnyt—I, cos(nyt+2(C—2W)+ 1, cos (nf—2(C +2W) 18¢)
M = [ sinng¢ +1, sin (nf+2C—2W)—1, sin (nyt—2C+2¥)

und der Reihe nach in den obigen Ausdriicken fiir p und ¢
fiir l l l, —I
At not nyt+2C nyt—2C

in den letzteren Fillen wieder mit Vernachlissigung von ¥ zu substituiren ist.
Wir berechnen jedoch vorerst aus 21«) und 22),

! -2t
— %;— = "0(1];'1) sin (M—nyf) + —ot ]'; 271 sin (Ne—-nyf +2C -m,) + T8 N 271 Sin (M—ngt—2C —7,)
z .
Foa 1 i (gl —g) + 05 " sin (e t— 20— ;) + 20 B Sl sin (—nyt+2C—7,
23)
2n!

sinz’%j =— "°(1;; 0)cos (At—n,t) —RI—HI:J —lcos(at—nyt+ 2(C +n, — T .{ m t+2C—mn,)
R 1 cos (A—nt—n) + T o ™ 008 (at—nyt—-2C—ny) -+ ’lﬁ;ﬁ— cos(M—nyt+2C—n,)

-sploxgydg uaSissny SN UOISSIORJ PUN UOKEIOY AP 19q[)

und wollen zunichst das erste und auch grosste Glied beziiglich seines Einflusses auf die Pricession und
Variation der Schiefe der Ekliptik untersuchen.

68



Dasselbe gibt

:2 = 0<1K+ %) gin (M—n,t)
sin¢/ B mo(142,) cos (M—nyt 0
de K
und fiir z, seinen Werth aus 21/, sowie fiir / und A der Reihe nach ihre Werthe substituirt, schliesslich:
sine d‘TF___ii(lil-vo) + L, (1+v,) . IL,(1+v,) = 005 20
¢ Kny(1+u) K'no(1+u0+2 ) K'ny(14uy—2 .
0
24)

/
‘i_:: L (1+7,) = -+ b (1+v,) o sin2Q
a K'ng(1+uy+2>) K’y (1+uy—2 -
0 0
Um nun einigermassen einen Einblick in die Grisse dieser fiir die Pricession und die Variation der
Schiefe gefundenen Ausdriicke zu gewinnen, sollen dieselben directe mit den Werthen verglichen werden,

die sich unter gleichen Annahmen fiir sie fiir den Fall des starren lirdkorpers ergeben. Die Differential-
gleichungen lauten fiir diesen Fall bekanntlich

A% + (C—Amgg = L

dq (C—Amgp=M

‘wraquadd ov

[L9¢]



xn? xn®

und baben hierin L und M dieselben Werthe wie oben; ferner ist A = K’ <l + —6‘—’> C=K (1 + ?’) zu setzen,

Die Tntegrale dieser Differentialgleichungen sind

p = —p, sinkt g = —p, sin ¢

. l .2
X = =1 t.
worin p, = £ O’ wenn v = xng is
Daraus ergibt sich
d¥ l l l
sin e —- = ! + 2 3 ~]cos2@C
dt = K'ny(147) [K’no(l + 1+ %—) K'ny(1 40— -2% ]
Y-
G4 L l
—_— = 2 — + 3 n sin 2 @
dt l K'ny(1471+2 %) K'ng(1+n—2 %)
0
und die Vergleichung beider zeigt, dass die Précessionsconstanten des flissigen Sphéroids in dem Verhiltnisse von
141,
(I +xn)(1+v,)

su vergrossern sind, um diejenigen eines starren zu erhalten. Es ist aber

” ’ 174

K
Uy =+ 7{‘7 (n—3ez) vy = iv— 17,1 + 7{‘,- (fr—ay)

"sproagydg uaStesny sauid UOISEIVRIJ pun UOHBIOY 9I1p Jaq)  [89¢]

|84
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und daher mit den schon oben benutzten Werthen fiir x, = u. s. w.

zu denen wir noch als niherungsweise richtig
4 124
K _ Ky _ 1

K — K — 4540

hinzufiigen,
1
“0 =
299-97
also von
1
"= 299-16
nur i rschi 14w, _ @ d
r wenig verschieden, so dass Ton — 1 angenommen werden
kann, ferner
L 1
=118 21
mithin
1 _ 1

- =1
1+, 1118-21
d. h. die Pricessionsconstanten eines fliissigen Erdsphiroids

. . . 1
wiirden sich von denen eines vollkommen starren um den 111891

Betrag der letzteren unterscheiden.

Dies stimmt mit einem Satze von Thomson! iiberein,
welcher findet, dass die Pricession sowohl, wie die Variation der
Schiefe der Ekliptik kleiner ausfallen, wenn Deformationen auf
der Erde vorkommen, als wenn dieselbe absolut starr ist.

XIIIL

Zur Entwicklung der Glieder zweiter Ordnung in den Aus-

1
driicken f'iird—e und siné v sollen die Coéfficienten zunichst

dt de
Kiirze halber mit
hy hr hy hy bk,

bezeichnet werden, so dass

1 Thomson Tait. Theor. Phys.
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!
_ Zt =y sin(M—n,t+2Q +1,) -+ hysio (W—n f—2C—,)

+hy, sin (M—ngt—,) + hy sin (At—nyt—2C—n;)
+h, sin (\e—nyt +2(C—n,)

236)
sine’ (%j = —h, cos(M—nyt+2@C +n,)—hcos(M—nt—2C—m,)
+ hy cos (Ab—nyt—mn,) + hy cos(M—nyt—2C—;,)
+h, cos(AM—nyt+2C—n,)
Jeder der Coéfficienten A enthilt die Grosse ! als Factor. Substi-
tuiren wir daher
fir / der Reihe nach die Werthe l L, —I,
sowie fiir A¢ nt  nt+2C nt—2C
so sollen die diesen einzelnen Substitutionen entsprechenden
Werthe von A mit
h/ hll hlll
bezeichnet werden und wir erhalten:
dd . .
— 5= (h{—R’)sin (2@C +1,)—h} sin (2C +n;) \
+ h;sin (2@C —n,) +hy sin (2C—mn,)—hy" sin (2C +7,)
+ (R —NY")sin (4@C +7,) + kY sin (4C +,) +hi’ sin2(C +n;,)
—hsinn,—h/f sinn,—h} sinn, +h{"’ sinn,—h{"'sinn, 23a)

sine’ ‘Sf = — (R} + k) cos(2C +7y )+ h;c0s2C + ;)

+ hy, cos(2C—mn,)—hY cos(2C—mny)—hy" cos(2@C +,)
—(hy +k7)cos(4C+n,)+hy cos(4C+mn,)+ ki’ cos(4C+7;)
—h; cosn,—hYcosn, +hj cosnz—Ah)’ sinv, +h;" cosy,

Hier mag uns der Umstand nur interessiren, dass auch in
de’
dt
allgemeinen Falle, wie wir ihn behandeln, auch eine siculare
Variation der Schiefe der Ecliptik vorhanden ist. Dieselbe ist, wie
wir sehen, von den Winkelgrissen » abhingig und daher gleich
Null, wenn die v — O sind.

constante Glieder vorkommen, die ausdriickeu, dass in dem
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Was nun die Grosse dieser sicularen Variation der Schiefe
anlangt, so finden wir zunichst fiir die Coéfficienten & die Werthe

l by _l2 (1, —v,—u

hy=——12 M=
n K (14, ) 1y K'(1 4 uo) (1 4 uy + ——)
B = Lyugu, nr— L (0 —v,—uyv,)
by = o hy = 5
1K' (14u,) (14w, + —h(;) nH'(1 4+ uy)(14+u— '—";)
INIAN

Ry =

K (1+ay) (1 42y — Anﬁ)
0

und damit die Summe dieser constanten Glieder, wenn wir wieder

aus demselben Grunde wie oben pag. 337, — n, —.. .7, nehmen,
u, lu, 4 T, (v, +uy) T, (u,—1v))
T K'(14u,) [1+u 1 +‘2@') 1+u _2@'\]
07 LN
o u— l, + L
1 H'(1+-1,) [1 PRV G uﬂ_?@]
(0

o

oder, fiir die einzelnen Grossen ihre Werthe substituirt

S ="1/,nyr* 2 Ky uy sind [smzs'coss 2(1—cose’);  2(1+cose)?
470 —_

7 7 BV =%
K 14w, 1+, 1+u0+2© 141y — 2C
ng ngy
K" sin3%¢’  1—cose’ 1+4cos¢’
—710'1'242 K’ 1 |: @1 2@/]
Tl (14w, +2> 14—
) (]

woraus mit den obigen Zahlenwerthen

0”106

§S=— o7 in einem Jahrhundert,
also dé 0”106 cin v
A T L
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Diese Grosse ist, wie man sieht, verschwindend und
daher konnen auch alle jene Glieder, welche wie diese aus den
bei der Integration der Differentialgleichungen fiir # und % er-
haltenen Grossen zweiter Ordnung entstehen, d. i. jene, die mit
den mit h bezeichneten Coéfficienten multiplicirt erscheinen,
vernachlissigt werden.

XIV.

Dennoch sind hiemit noch nicht alle Glieder angefihrt, die
irgendwie auf die Pricession und Variation der Schiefe Einfluss
nehmen konnen; speciell sind noch in den in 184) fiir die Gros-
sen L und M aufgestellten Ausdriicken bisher einige Glieder,
ndmlich

KII
L' = Kr(s,—8;) + —* [5p (s5—50) —81(85—80) +558,—83 8]

"
Ki

W = —K'je(s5—s3) + T [55 (s5—80) — 85 (5—50) + 5,85, 8

unberiicksichtigt geblieben. Substituiren wir in dieselben fiir die
Coéfficienten s und ¢’ ihre Werthe aus s und &', so werden wir
finden, dass sich diese beiden Ausdriicke in folgender Form dar-
stellen lassen,

K'II
L' = Kir. ;08 (nyt+puy) + =1 4 cos (it + )
KII
M = —K7A;sin(n t + p;) — T‘ Alsin (iny t 4 p)

worin die A4; blos Functionen von ¢ sind, die Grossen p; aber
der Reihe nach einen der Werthe

pu+2C+n und —2@C +»

bezeichnen. Da diese Grossen schon an sich klein sind, so wollen
wir bei der Integration der Differentialgleichungen fiir z und ¥
blos die ersten Glieder mitnehmen, welche dort

m,Sindf  m cOSAf

lauteten, und finden
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. K”~A-Sin (nnH- w;) o K Ajsin (4ngt -+ ph)
t = 1 dy: 1 dy's

ny(1+y, += 0 a't) 7.71,0(.%—{—11.0—%77—0 dt)

Kz A;cos(nt+p,) K/ Aisin(ingt-+p')

',::
1y (1 -+ 1y +— ! d’”) xno(é—é—uo—{—ldw)

o
Hieraus folgt, da wir niherungsweise p — ]% q= If ; setzen

konnen, directe

de K{z A;sinp, K Aisin (i, t—p)
dt —K’uo(l—%—uo—{r% ‘3:‘) K’zno(g+7to+%%b)
sine! dy _ Ki'vA;cosp, N K A;cos (Inyt—p's)
e g ny (14w, —{—% d;;) K g (3+1y+— ! (iz L)

<!

Constante Glieder in [Z konnen nur aus dem ersten Aus-

drucke entstehen; wir entwickeln daher denselben vollstindig
und erhalten:

de’ 't \/ @2 +o2—2a, a,c08v, . siny, N
dt = K’ 14w,
\/a§+ at—2a 40 €OS 7 . SiN g . \/a? +&2—2a, «, €087, .8in n,)
L+u,+2C’ 1+u—2C’

oder wenn wir, um einen Nihrungswerth zu rechnen

@y == a5 g = oy G, = o, Ny =7 =,

annehmen, und fiir die @ ihre Werthe substituiren:

dt — K'n, s _1—%—110J 14-uy+-2C 1+u,—2C'

Cos {v sinw.

de 2K \xz® in_,"cosd 1—cose 1-+cose J

Mit den oben angesetzten Zahlen ergibt sich hieraus

d<’

— — —0"000644 cos !v siny
dt ~

fir ein Jahrhundert.
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Aus allen diesen Resultaten ergibt sich nun in Kiirze:

1. Die Pricessionsconstanten eines fliissigen Sphéroids unter-
scheiden sich von denjenigen eines starren, nur um fast
unmerkliche Grossen; inshesondere ist auch bei jenem die
Schiefe der Ekliptik constant, d. h. blos periodiseh ver-
inderlich; und nur die Rotationsgeschwindigkeit ist nicht
mehr wie bei dem starren Korper constant, sondern ergibt
sich als einer periodischen Variation unterworfen, deren
Periode von dem Umlauf des stérenden Korpers abhingt.

2. Grossere Unterschiede ergeben sich erst, wenn man an-
nimmt, dass die auf dem fliissigen Sphiroid stattfindenden
periodischen Bewegungen den theoretisch fiir sie abgelei-
teten Gesetzen nicht gehorchen, sondern jene Anomalien
zeigen, wie solche beispielsweise die Ebbe- und Flut-
bewegungen auf der Erde aufweisen. Es ist dann die Ro-
tationsgeschwindigkeit eines derartigen Sphiroids auch
noch einer sidcularen Variation untérworfen und nicht blos
einer periodischen, und ebenso auch die Schiefe der
Ekliptik.

Erwigt man, dass die letztere Annahme den auf der Erd-
oberfliche bestehenden Verhiltnissen mehr entspricht als die
erstere, die die Erde als absolut fliissig voraussetzt, so kann maun
hieraus schliessen, dass diese zwei siicularen Variationen in der
Rotationsgeschwindigkeit und der Schiefe der Ekliptik — auch
bei der Erde thatséichlich vorhanden sind und dass die erstere
speciell sogar einen merklichen Einfluss hat, indem sie eine
scheinbare siculare Acceleration des Mondes in sciner Bahn im
Maximalbetrage von 2”36 in einem Jahrhunderte verursachi.
Wird aber dies als richtig anerkannt, dann ist hiemit gleichzeitig
ausgesprochen, dass eine vollstindige Theorie der Rotations- und
Pricessionsbewegung der Erde, die allcn auf der Erde gegebe-
nen Verhéltnissen Rechnung tragen will, im innigsten Zusammen-
hange steht mit der Theorie der Ebbe- und Fluterscheinungen,
derart dass eine Erkldrung der Unregelmiissigkeiten in diesem Er-
scheinungsgebiete auch einen Fortschritt in unserer Kenntniss
von den Storungen der Rotationshewegung der Erde bedingt.

Aus der k. k. Hof- und Staatsdruckerei in Wieu.
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