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(Vorgelegt In der Sitzung am 9. Juli 1885.) 

Es ist bisher das Problem der Präcessionsbewegung der 
Erde nur unter der Annahme vollständig gelöst worden, dass die 
Erde ein vollkommen starrer Körper ist. Da aber diese Annahme 
in keiner Weise den a-uf der Erdoperfläche bestehenden Verhält
nissen entspricht, wie dieselben 'insbesondere durch die Ver
theilung von Land und Wasser auf ihr bedingt sind , schien es 
mir von besonderem Interesse zu sein.:, das Problem auch noc:h 
für einen anderen Fall zu lösen , speciell aber zu untersuchen, 
welchen Einfluss period�sche Bewegungen auf der Erde auf die 
Präcession und Variation der Schiefe der Ekliptik haben können. 
Wohl hat L a p l a c e  in seiner Mecanique celeste 1 nachgewiesen, 
dass dieser Einfluss ein äusserst geringer ist ,  dass daher die 
Phänomene der Präcession in Länge und Schiefe genau dieselben 
sind , als ob das Meer mit dem Sphäroid , das es bedeckt, eine 
einzige starre Masse bildet. Doc:h muss immerhin ein Einfluss in 
dieser Richtung angenommen werden , und es scheint vielmehr 
nach Tho m s o  n2 derselbe nieht so gering zu sein, wie ihn L a p l a c  e 
findet. Dass dies auch in der That der Fall ist , ergibt sich aus 
den bekannten Untersuchungen G. D a rwin's. 3 

In der vorliegenden Abhandlung habe i<-h es unternommen, 
_das Problem für den speciellen Fall zu behandeln, dass die Erde 
absolut fliissig ist. Indem es nämlich als unmöglich bezeichnet 

t Mec. cel. Livre V. Chapt. 1, §. 10. 
2 Thoms on-T a i t. theor. Phy:;ik. 
s G. D arwin, On the Precession of a Viscous Spheroid and on the 

remotc History of tho Earth. Phil. Trans. Loncl.18W. 
1 
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werden muss, wegen der allzu complicirten Verhältnisse, wie sie 
uns die Erde bietet , das Problem in seiner ganzen Ansdehnung· 
zu besprechen , wählte ich gerade diesen Fall , hiemit dem 
Gedanken Ausdrnck gebend, das&, wenn auch diese Annahme 
über die Constitution des Erdkörpers noch weniger den that
sächlich vorhandenen Verhältnissen entspricht als die gewöhnliche, 
die von <ler Starrheit der Erde ausgeht, man doch diese beiden 
Fälle als die Grenzfälle betrachten, innerhalb welcher der wahre 
Zustand der Erde liegt, und dann hieraus wohl mit einiger 
Berechtigung schliessen kann, dass die wahren Gesetze der Prä
cession zwischen den aus diesen beiden Hypothesen sich er
gebenden zu suchen sein werden. 

I. 
Bekanntlich sind es zwei Umstände , durch welche die 

Präcessionserscheinungen der Erde hervorgerufen werden, einer· 
seits die spbäroirlische Gestalt der Erde selbst, anderseits der 
störende Einfluss von Sonne und Mond , sowie in zweiter Linie 
der übrigen Planeten des Sonnensystems. Was den letzten 
Umstand anlangt, so ist es natürlich sowohl für die Art der Ein
wirkung , als auch für die Berechnung· der störenden Kräfte 
g-!eichgiltig, ob die Erde als im festen oder im flüssigen Zustande 
befi.udlich angenommen wird. Die in der gewöhnlichen Theorie 
der Präcession aufgestellten Ausdrucke für die störenden Kr.äfte 
werden anch für den vorliegenden Fall ihre Giltigkeit nicht 
verlieren. Anders ist es jedoch mit dem zweiten Factor, der 
Gestalt der Erde. 

Wird die Erde als starr angenommen , so bietet sie den 
störenden Kräften eine unveränderliche, ein für alle Male ge
gebene Form entgegen; geht man aber von der Hypothese 
ihrer Fluidität aus , so fällt diese Constanz der Form und damit 
auch die Constanz der Trägheitsmomente weg, da durch den 
störenden Einfluss von Sonne und Mond auch Veränderungen in 
der Form des Sphäroids hervorgerufen werden. 

Es wird daher im Folgenden gerade dieser F;1ctor in beson
derer Weise in Rechnung zu ziehen sein und zwar nach doppelter 
Richtung, i ndem es sich einerseits darum handelt , die Veränder
lichkeit der Form, mit anderen Worten, die Abhängigkeit der 
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Trägheitsmomente1 der flüssigen Erde von der Zeit zu bestimmeu, 
anderseits darum , die Differentialgleichungen für die rotirende 
Bewegung eines Körpers von solch' veränderlicher Form im 
Gegensatze zu den bekannten Eu l e r'schen Gleichungen , welclrn 
für ein starres System gelten, aufzustellen und zu integriren. 

II. 

Die Fig·ur , welche eine rotirende FlUssigkeitsmasse unter 
Einwirkung der Fliehkraft annimmt, ist bekanntlich die eines 
abgeplatteten Rotationsellipsoids. Ist hiebei die Fliehkraft klein 
im Verhältnisse zur Schwere auf der Oberfläche der Fllissigkeits
masse, d. h. zur totalen Anziehung derselben, so kann , wie dies 
zuerst L eg e n d r e  1 und Lap la c e  2 gezeigt haben , das Ellipsoid 
als ein Sphäroid, d. h. als ein Körper betrachtet werden , der nur 
unendlich wenig von der reinen Kugelgestalt abweicht. 

Für die Zwecke der vorliegenden Untersuchung genttgt es 
ebenfalls, diese Annahme zu machen, und die Gleichung des 
Sphäroids directe in der wohlbekannten Form 

r =a(l+S) 1) 

anzusetzen, worin a den Radius der Kugel vorstellt, von welcher 
das Sphäroid nur unendlich wenig abweicht und die mau 
allgemein die mittlere Kugel nennt, S wiederum die Abweichung 
des Sphäroids von dieser mittleren Kugel bezeichnet und eine 
Grösse ist, die, als dem Verhältnisse der Schwere zur Fliehkraft 
proportional ,  als eine kleine Grösse erster Ordnung angesehen 
werden soll. 

Das Coordinatensystem , auf welches sich hiebei diese 
Gleichung bezieht, ist in allgemeiner Lage und nur insoweit 
beschränkt, dass dessen Anfangspunkt in dem Mittelpunkt der 
mittleren Kugel liegt. Bezeichnet man mit r 0 rp die Coordinatcn 
eines beliebigen Punktes bezogen auf dieses Coordinatensystem, 
so ist die Grösse S als eine Function von 0 und rp zu betrachten, 

i Recherches sm· Ja figure des planetes. Mem. de Paris 1789. 
2 Theorie de l' attraction des spheroids et de Ja fignre des planetcs. 

Uem. de Paris 1782 u. l\Iec. cel. Livre III. 1* 
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die wir uns in eine nach Kugelfunctionen fortschreitende Reihe 
�rnfgelöst denken und darnach 

2) 

setzen. Es ist dann bekanntlicl1 S0 eine Constantc, ferner ganz 
allgemein 

S1 = s� cos B + s� sin 0 sin rp + s� siu e cos rp 
S

2 
= si ( cos20-1/3) + si sin B cos B sin rp + s! sin20 sin 2 rr 

+ s� sin 0 cos 0 cosri + s� sin2 B cos2 '? 
u. s. w., welche Ausdrucke in 1) substituirt, die Gleichung des 
Sphäroids in ihrer allgemeinsten Form geben würden. 

Durch Specialisirung des Coordinatensystems kann jedoch, 
wie Lap l a c e  gezeigt hat , unbeschadet der Allgemeinheit der 
Untersuchung diese Gleichung vereinfacht werden. Nimmt man 
nämlich an, dass der Anfangspunkt des Coordinatensystems 
zugleich der Schwerpunkt des Sphäl'Oids ist, 1 wozu bekanntlich 
die nothwendige Bedingung die ist, dass die Uber den Rauminhalt 
des Sphäroids ausgedehnten Integrale 

Jxdm = Jydm = Jzdm = 0 

werden, so fallen zufolge einer bekannten Eigenschaft der Kugel
functionen, alle jene Coefficienten s aus der Gleichung 2) weg, 
welche mit Kugelfunctionen erster Ordnung multiplicirt sind und 
man hat 

s! = si = s� = S1 = 0 

Nimmt man ferner als zweite zu erfüllende Bedingung an, 
dass der Rauminhalt des Sphäroids gleich ist dem der mittleren 
Kugel, 2 dass also die Relation besteht, 

4/3a3rr = J J J r 3 sin0 dr dB drp 

so fällt aus 2) noch das Glied S0 weg, so dass die Gleichung des 
Spl1äroids nun einfacher 

r = a ( 1 + S
2 

+ S3 • •  ) 
1 Laplace, l\!Cc. cel. Livre III, Chapitrc II,§. 12. 
2 ElJcnda. 
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lautet, wobei speciell die Coefficienten der Kugelfunction zweiter 
Ordnung 

82 = s1 ( cos2 6- 1/3) + 82 sin B cos B sin \0 + 8!i sin 2 e sin2 t' 
+ 83 sinO cosBcos\O + 85 sin2 0cos2cp 

sein sollen. 
III. 

Zur Bestimmung der Coefficienten 8 in der Grösse S2 muss 
nun das aus der Hydrostatik folgende Princip herangezogen 
werden , dass die freie Oberfläche der Flii�sigkeit eine Niveau
fläche ist. Es sind aber die auf die Flüssigkeit einwirkenden 
Kräfte einerseits die wechselseitige Anziehung der einzelnen 
Fliissigkeitstheilchen , anderseits die durch die Rotation ent
stehende Fliehkraft und schliesslich die Anziehung irgend eines 
entfernteren Sternes, wie etwa des Mondes. Bezeichnet man die 
Potentiale dieser drei Kräfte einzeln mit U, P und V, so spricht 
sich das obige Princip unter der Voraussetzung, die auch bisher 
stillschweigend gemacht wurde , dass nämlich die Fltissigkeit 
homogen ist, in der Gleichung 

U + V+ P = const. 4) 
aus. Die erste dieser drei Grössen, d. i. das Potential U, der 
Anziehung eines Sphäroids auf einen Punkt seiner Oberfläche, 
hat schon Lap l a c e  bestimmt. 1 Setzt man die Gleichung des 
Sphäroids in der Form 

r = a(l +�S„) 
an, so wird 

U- 4rr 2 4rr 2 '\' 2(n-1) 8 - 3 p a - -;f p a L 2n +1 n 

wobei p die constante Dichte der homogenen Flüssigkeit ist. 
Nimmt man ferner die Z-Axe als Rotationsaxe an, bezeichnet die 
Rotationsgeschwindigkeit mit w, so ist das Potential der Fliehkraft 

P= %w2 1·2 sin2 6 

und nach Substitution <ler für r angenommenen Reihe und Ver
nachlässigung der �roducte w2 S als Grössen zweiter Ordnung 

1 l\Iec. cel. Livre III. Ch. II. §. 11-13. 



6 Opp<'n heim. f533J 

Was die Entwicklung der dritten Kraft V anlangt, so ergibt 
sich diese ebenfalls nach Lapl a c e , 1  wenn man mit M die Masse 
des anziehenden Sternes , als welchen wir hier nur den Mond 
betrachten wollen, mit Ä seine Distanz vom Mittelpunkte des 
Erdspbäroids und a: und (; dessen geocentriscbe Rectascension 
und Declination bezeichnet, und der Klirze halber 

setzt, zu 

- a/ M 
't' - 2Ä3 

V= a2-r [(cos I] sin(; + sinO cos(J cos (wt + p- a:))2-1 /3] 

oder nach Kugelfunctionen aufgelöst: 
V= a2"r [(cos2fJ- 1;3) (1-%cos2(;) 

+ 2 sin e cos e cos p . sin (; cos (; cos ( wt-a:) 

+ 11z sin2 0 cos2 p. cos2(; cos 2(  wt-a:) 

- 2 sin e cos e sin p . sin (; cos (; sin ( wt-a:) 

-1/2 sin2 e sin2p. cos2 (; sin 2 ( wt-a:)] 

Setzt man diese Ausdrücke in 4) ein , vergleicht die glcich
artig·en Glieder mit einander, so erhält man 

4rr w2a2 const = 3 pa2 + -3-

l 
82 = 

83 = 

·�4 = 

8. = a 

- -rx sin 2 (J sin ( wt-a:) 

), 
+ -rx sin 2(J cos(wt-a:) 

- 1/
2 -rx cos2(J sin 2 (wt- (,() 

+ 1/2-rx cos2(J cos 2 (wt - (,( ) 

5) 

wobei x = 815 ist. Hierin sind die Grössen a: und o als bekannte rrp 
Functionen der Zeit zu betrachten, die durch die Bewegung des 
Mondes nm die Erde gegeben sind . Wird so, was für die Zwecke 

1 �!Ce. cel. Livre IV, Ch. 1, §. 4 u. Livre XIII, Ch. 11, §. 2. 
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der vorliegenden Untersuchung genügt, angenommen, dass der 
l\Jond sich h� einer kreisförmigen Bahn in der Ebene der Ekliptik 
um die Erde bewegt, und ist CC seine Länge in dieser Bahn, und 
o: die Schiefe der Ekliptik, so ist 

cos " cos (J = cos cc 

sin o: cos (J = sin CC cos o: 

sin (J = sin CC sin o: 

unter welcher Annahme man den Coefficientcn .� noch die Form 
geben kann 

81 =-1/2)(W2 +)(T-,q0 

.�0 = % ·nt [(1 +cos2o:) + sin2• cos 2 (C] 

,q2 = -rx[sino: cosecoswt-sinecoso: coswtcos 2(C-sinssinwt siu2(C] 

s3 = -rx [ sin o: cos e sin wt-sino: cos• sinwt cos 2(C + sine coswt sin2(C] 

8„ = 1/4-rx[-sin2e sin2wt-(1 +cos2o:) sin2wtcos 2(C +2cos•cos 2wt sin2 <Cl 

85 = 1/„Tx[ +sin2• cos2wt+(l +cos2•)cos2wtcos 2(C-2cos::sin 2wt sin 2 CC] 

oder auch 

s1 = -112 )(W2+3a0-3a
1

cos2(C 
8
2 
= a5 coswt+a6 cos(1JJt+2(C)-a7cos(wt-2(C) 

83 = a5 sinwt+a6 sin (1JJt+2(C)-a7 sin (wt-2(C) ( 511) 

84 = -a2sin2wt-a3sin(2wt+2(C)-a4sin(2wt-2(C) ' 
,q5 = +a

2
cos2wt+f13cos(2ciJt+2(C) +a4cos(2wt-2(C) ) 

worin 

a0=1/4xr( 1 /3-cos2•) a
1 
=a2 = 1/4 rxsin2o: 

a3 = 1 /4T)( (l-cos•) n4=1/4•)((1+cos::)2 

a. = •x�ino: COSe " rt6 = nsi110: (1-cos •) a7 = r)(sin:: (1 +cos::) 

ist. 
I\'. 

Den b isherigen Entwicklungen liegt zunüchst die Voraus· 
setzung zu Grunde, dass die das Sphäroid erfüllende Flüssigkeits
masse homogen ist. Es ist jedoch leicht, die Entwicklungen auch 
auf den Fall auszudehnen, dass die Flüssigkeit nicht mehr 
homogen ist, sondern sich in concentrischen Schichten von gegen 
die Oberfläche hin abnehmender Dichte lagert. Diese Annahme 
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hat zur Folge, dass, wenn die Gleichung des Sphäroids wie oben 
in der Fo!·m 

r = a(l + �S„) 

angeschrieben wird, die Dichte p der Flüssigkeit als eine Function 
von a angesehen werden muss , wofern a den Radius der einer 
jeden Flüssigkeitsschichte entsprechenden mittleren Kugel vor
stellt. Das Potential eines solchen Sphäroids auf einen beliebigen 
Punkt im Innern ist dann nach Lap l a c e 1 

U = !"fio rla3 + 4rr1� d J (2
an+2 ��n + 2rr1:� da3 

ü1' r ;,.....; n+ rn 0 O a 
. (a' r"Sn + 4r.Ja 

pd (2n+1)an-2 
worin bei den Integrationsgrenzen a den Radius der Schichte 
bezeichnet, inerhalb welcher der bezogene Punkt liegt, a1 dagegen 
der constante Werth von a an der Oberfläche des Sphäroids ist. 

Wie La p 1a c e2 bewiesen, kann man auch in diesem all
gemeinen Fall 

80 = S 1 = 0 

setzen, so dass, wenn speciell die Entwickelung von r nur bis auf 
Kugelfunctionen zweiter Ordnung fortgeführt wird, 

r = a(l +S 2) 
wird. Durch diese Annahme geht der Ausdruck für U über in 

U = ::1� da3 -:: s{ap da3 + ::a1�d ( a5 S2) + 21;· da3 

4rra1a' 
+----r;- pdS2 a 

welcher nun in 4) einzusetzen ist, wobei aber an Stelle der 

dortigen Constanten das Integral!; gesetzt werden muss. Die 

Gleichung 4) wird daher lauten: 

- =  U+---(cos26-1/ )+V 
fdp a2w2 a2 

p 3 2 3 

i llfoc. cel. Livre III, Ch. III,§. 14, 

2 Ebencb. Ch. IV,§. 29-30. 

4a) 
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und durch Vergleichung der gleichartigen Glieder zerfallen in fdp 4rr_ ra ia, a2w2 
p = 3a)o 

pda3 + 2ir 

a 
pda3 + -3-

4rc ra 4rc ra 4rc a". ra, - 3a S2Jo 
pda3 + 5a3Jo 

pd(a5S2) + -5-Ja 
pdS2 

a2 
+ V--2-(cos2B- 1/3) = o 

Die erste dieser Gleichungen bestimmt den auf der Ober
fläche einer jeden Flüssigkeitsschichte lastenden Druck , die 
zweite die Grösse S2 in ihrer Abhängigkeit von a und V. 

Setzt man 

so ist V2 von a unabhängig und nur aus Kugelfunctionen zweiter 
Ordnung der Winkel 0 und p zusammengesetzt. Differenzirt man 
daher die letzte Gleichung zweimal nach a, so kann man durch 
ein geeignetes Verfahren aus den drei sich so ergebenden Glei
chungen V2 eliminiren, nnd erhält als Differentialgleichung 

d2S2 = (6a2-�)s - . 6pa2 dS2 
da2 

I
a 2 

J
'a da pda3 pda3 

·o o 
aus welcher S2 als Function von a und durch Substitution in die 
ursprüngliche Gleichung als Function von V2 bestimmt werden 
kann. Dem entsprechend kann directe 

s2 = h s� 
angenommen werden, wo h blos eine Function von a, S� dagegen 
nur von e und p abhängig sein soll. Für die Grösse h gilt dann 
die Differentialgleichung 

d2h = (6a2-�)1t- 6pa2 dh 
da2 

J
'a 

J
'a da 

Für S� dagegen 

pda3 pda3 
0 0 
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Bezeichnet man die Summe dieser drei Integrale, die von 

2 (j und '.II unabhängig sind, mit � so wird ' X 

s� = x. v2 
woraus für uie Coefficienten s dieselben Werthe sich ergeben wie 
oben. Es bleiben also auch in diesem allg·emeineren Falle, dass 
die das Sphäroid erfüllende Flüssigkeitsmasse von veränderlicher 
Dichte ist , die Gleichungen 5) giltig, nur dass die Grösse x den 
Werth 

1 4rrfa, 4r.l1" 4rrf'1 • 
- = �- odh- -;-- r;da3 + �-. :o pd(a"h) x o ' 3 a3 1 o a" 

0 0 IJ 

hat, welcher, sobald p als Function von a gegeben ist, berechnet 
werden kann. 

V. 
Eine zweite beschränkende Voraussetzung, von welcher die 

Giltigkeit der Gleichungen 5) noch abhängt , ist das der Glei
chung 4) zu Grnnde liegende Princip , nach welchem die freie 
Flüssigkeitsoberfläche eine Niveaufläche ist. Diese Annahme 
vernachlässigt bekanntlich die Wirkung, welche auch die Trägheit 
der Moleküle auf die Gestaltung der Oberfläche ausiiben kann. 
Nach einem Vorgange, welcher analogen Untersuchungen von 
Thoms  o n  1 11nd D ar w i n 2 nachgebildet ist, lässt sieb auch.diese 
in einfacher Weise in Rechnung ziehen. 

Bezeichnet man mit u v w die nach den drei Coordinatcn
axen genommenen Geschwindigkeitscomponenten eines l\Iolccüles, 
mit p den Druck, mit XYZ die Cornponenten der äusseren einwir
kenden Kräfte, so bestehen die Differentialgleichungen 

l Tho m s o n, On thc Free Oscillations of Fluid Spheres. Phil. Trans 
1863, pag. 608. 

2 G. Darwi n, Problems, connected with the Tidcs of a Viscous Sphe
roid. -The Forccd Oscillations of a Fluid Spheroi d. Philos. Transact. itm1. 
pag. 581. 
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[du ou ou ou] op p -+ u-- +v - +w-- + -= X dt ox oy Ilz ox 
o [dv + 1l ov +V Oll + w ��] + op 

= 
y 

• dt ox oy Ilz oy 6) 
[dw ow ow ow] op ' p - +u-+v -+w-- +-=Z dt ox oy Ilz Ilz 

ou ov ow _ 
O ox + oy +

Ilz - . 
Ist nun die Gleichung der Oberfläche, für irgend eine Zeit, 

etwa t = t0 gegeben durch 

r = a(l+S2) 

so ist sie in der Zeit t = t0 + dt offenbar bestimmt, durch 

so dass 

dr dS2 
r + -1 dt = a(l+S2+ -1-dt) �t {if 

dr _ dS2 
dt - adt 7) 

wird. Die Grösse �;· stellt aber die radiale Geschwindigkeits

componente der Flüssigkeitstheilchen an der Oberfläche vor, und 
setzt sich, wie bekannt, aus den Grössen u v w in der Weise 
zusammen , dass 

d r U V W 
-=-x+-y+-z. dt r r 1· 

8) 

ist. Die Integration der Gleichungen 6) wird also die Werthe 

u v w liefern , die in 8) eingesetzt �; und mit Rlicksicht auf 7) 

S2 bestimmen. 
Wie aber aus 8) ersichtlich ist, sind die Grössen u v w von 

der Ordnung der Grösse S2 ; es können daher, zur Vereinfachung 

von 6) die Producte u �: u. s. w als von der Ordnung ( S2)2, d. i. 

des Quadrates der Abweichung des Flüssigkeitsspbäroids von der 
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mittleren Kugel vernachlässigt werden. Hiedurch werden diese 
Gleichungen 

du op - y \ p dt +
ex -.L 

dv op -P dt + ay - Y 
dw ap -PTt + az _ z 

6a) 

Die einwirkenden Kräfte sind dieselben wie oben, nämlich 
die wechselseitige Anziehung der einzelnen Flüssigkeitstheilchen, 
die Fliehkraft und die Anziehung des Mondes. Die Potentiale 
dieser Kräfte sind 

U-
2rrp (3a2-i.2)'---- Srrp r2S. - U + U - 3 15 2 - 1 2 

w2 
P- -r2 sin 20 -2 
Y= r2V2 

und daher das Gesammtpotential 

W= Oi+U2+P+V. 

Von diesen genügen U2 und V der Differentialgleichung 

a2 a2 a2 
ox2 + oy2 + oz2 = o. 

Differenzirt man daher die Gleichungen 6 a) der Reihe nach 
nach .v y z, berücksichtigt, dass 

so ergibt sich 

au av aw 
ex + oy + a; = O' 

a2p a2p a2p a2 a2 , a2 . 
aa:2 + ay2 + az2 = az2 ( Ut +P) + ay2 ( Ut +P) + az2 (V1 +P), 

woraus 
p= U0+P +C 



fi>40] Über die Rotation nntl Priicession eines tlifasigen Sphiiroid8. 13 
folgt, wenn C eine von e und rp abhängige Grösse ist, die eben
falls der Gleichung 

genligen muss. 
Zur Bestimmung derselben gehen wir von der Annahme aus, 

dass der auf der mittleren Kugel lastende Druck gleich ist der 
auf derselben lagernden Fllissigkeitsmasse von der Dicke S2, 
d. h. dass für r = a 

wird. Fiir r = a ist aber 

und daher 

sowie endlich 

4ir w2 a2 P = - o<t2 + -- sin 2e + C 3 1 2 

- 2 4ir 2 w2a2 • 2 C - 4irpa 82 - S pa - -2 - Sill B, 

2ir w2 
• p = 3 p(a2-r2) + 4r.pn3S2 - � (n2-r2) sm2B. 

Substituirt man diesen Ausdruck für p, sowie die für X Y Z, 
nämlich 

X_ aw 
- öx 

Z_ aw 
- Öz 

in die Gleichungen 6a, so werden diese mit Hinweglassung der 
constanten Th eile 

du - 3 ( 2 V. 8r.p 2 4 z e>) P dt - öx 
r 2 -15 r Sz - irp<t oz 

6b) 

Unter der Voraussetzung, dass p constant ist , gibt die 
Integration dieser Gleichungen bezüglich der Zeit , die Grössen 
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u v w, die :Multiplication derselben mit .::·., rcspective 1l und� 

1· 1· r 

sodann, unter Berilcksichtignng, dass 

xo yo zo o 
--+_'.__-+---}" Ö:v r öy r oz - e r 

die radiale Geschwindigkeitscomponente 

rlr - () J l ( .2 V. Srrp 2" 4 2 " ) pdt -(!,· �ti 2- 15 r o2- rrpa o2' 

worin, nach der Differentiation r = a zu setzen ist. Differenzirt 
man nach t, so ergibt sich scl1liesslich mit Rücksicht auf 7) zur 
Bestimmung von 82 die Differentialgleichung 

Insofern der oben angeschriebene Ausdruck für V2 nur 
Glieder von der Form 3 cos (rit+ YJ1) enthält, wo 3 eine Kugel
function zweiter Ordnung ist, die von der Zeit unabhängig ist, 
ist das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung gegeben 
durch 

5b) 

also auch hier die Grösse S in derselben Weise abhängig von V
2 wie oben, wenn nur wieder 

angenommen wird. 

1 x:= --·9 8r:-p -r,· -lf> -� 

V. 
Durch die Gleichungen 5) und die ihnen entsprechenden 5 a  

und 5 b ist die Form des Sphäroids in ihrer Abhängigkeit von der 
Zeit vollständig bestimmt. Es erübrigt nun die Berechnung der 
Trägheitsmomente. Bezeichnet man dieselben mit A B C ,  sowie 
die Trlig·heitsproducte rnit DE F, setzt man also 
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A = J J f(y2+z2)pdxrlydz D = J J J yzpdxdydz 
B= JJJ(z2+x2)prlxd.1Jdz E= Jffz.xpdxdydz 
C = J J f(x2+y2)p d.xdydz F = J J J.-iyprlxrlydz, 

so wird nach Einführung von Polarcoordinaten und Auflösung 
der entstehenden Glieder in Kugelfunctionen 

A = J J J pr4 sin 6 drd6 drp [� + A( cos26 - 1/3)-!sin2 (j cos 2rp] 
B = J J J pr" sin (j dr d(idrp [i + A( cos20 - 1/3)+Asin2(i cos 2rp] 
C = J J J pr4 si'n (i drd(i drp [i- ( cos20- 1/3)] 
D = J J J pr4 sin B d1· r[(j drp sin 0 cos (j sin p 
E = J J J ;;r4 siu (i {fr dO rlrp sin (j cos (j cos rp 
F = J J J pr4 sin6 drdQ drp sin20 sin 'f cos 'f 

worin für r sein Werth a (1+82) zu substituiren ist. 
Nehmen wir der grösseren Allgemeinheit wegen an, dass 

die Flu"lisigkeit nicht homogen ist, sondern in concentrischen 
Schichten von gegen die Oberfläche hin abnehme11der Dichte sich 
befinde, so ergibt sich zunächst, nach bekannten Sätzen aus der 
Theorie der Kngelfunctionen, 

A = i6 J pd(a5) + J J J pd(a5S2) sine d 0  drp [K cos2 6-1/3)-!sin26cos2rp) 

B = i� J pd(a")+ J J J pd(a5S2) sin 0 de drp [K cos26-1/3)+� sin26cos2rp) 

C = i� J pd( a5)-J JJ pd( a5S2) sin (j dO drp [ cos2B-1/ 3) 

und daraus' da, wie oben gezeigt wurde' s2 = lt. s� gesetzt 
werden kann, wobei h nur von a, S� nur von den Winkelgrössen 
(j und 'f abhängt, 

A = �� fpd(a5) + !� (s1-3s,)fpd(a5h) 

B = }6 J pd(a5) + !� (s1 +3s5) J pd(a5lt) 

C= 8� Jod(a5) - .!_G rr s J�pd(a5h) fo ' 
45 1 

D = �� s2 f pd(a5h) 

E = �� s3f pd(a5lt) 

F = �rr_ s f r.,d(a''lt) fö 4 1 
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oder in kiirzcrer Schreibweise, 

wenn 

A = K + Kt Gst -s5 )  
B = K + Kt (�s 1 +s5 ) 
C =  K-K1�st 

D = �K1.�2 
E = �K1.�3 
F = K1 .�4 

ist. Für den Fall, dass die Flüssigkeit homogen ist, wird 

8rra5 
K = KI = 15 p 

und stellt das Trägheitsmoment der mittleren Kugel vor. 

lii43] 

Substituirt man hierin für die Grössen s ihre W ertbe aus 5, 
so erlüilt man schliesslich (K = K1 gesetzt) 

xw2 
A = K[l -6 + 110-at cos 2(C-a2 cos 2wt-a3 cos (2wt + 2(C) 

-ari. cos(2wt -2(C)] 
xw2 

B = K[ l -6 + a0 -a1 cos2(C+a2 cos 2wt +a3 cos (2wt + 2(C) 

+a4 cos(2wt -2(C)] 
xw2 

C = K[l + T-2a0+2a1cos 2(C] 

D = K[a5 cos wt + a6 cos(wt +2(C )-a7 cos (wt -2([; ) ]  
E = K[a5 sin wt +a6 sin(wt + 2(C)-a7 sin (wt- 2(C) 
F = K[ -a2 sin 2wt -a3 sin (2wt + 2(C)-a4sin(2wt- -2(C)] 

Ich füge noch die Werthe der Träg:beitsmomente eines 
starren , mit der Geschwindigkeit w rotirenden Sphäroids , unter 
denselben Annahmen berechnet, hinzu. Diese sind 

x w2 x w2 
A0 = B0 = K(l -6) C0 = K(l + 3) 

VI. 
Es liessen sich nun leicht die Fälle vermehren, fur welche 

die Berechnung der Grössen s und speciell des Coef:ficienten x in 
ihnen , sowie die der Trägheitsmomente durchführbar ist. Die 

8) 
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bisher behandelten stellen die einfachsten vor, und sind daher 
auch die ans ihnen abgeleit eten Gleichungen nur als die ersten 
Annäherungen an die wahren Gesetze jener periodischen Bewe
gungen zu betrachten, wie sie, auf der Oberfläche der Erde durch 
die Wirkung des Mondes, den wir hier einzig betrachten, hervor
gerufen werden. 

Ich will auch den angenommenen Grenzen dieser Abhandlung 
gemäss, weitere Fälle nicht mehr entwickeln , sondern mich 
begnllgen , zu zeigen , in welcher Weise diese Gleichungen auf 
einem mehr empirischen Wege vervollständigt werden können, 
und dann als eine zweite Annäherung an d ie  wahren Gesetze 
dieser periodischen Bewegungen anzusehen sind. 

Vermehrt man nämlich die Zahl der Constanten in diesen 
Gleichungen dadurch, dass man zunächst dem in den ei11zelnen 
Grössen s auftretenden Coefficienten x verschiedene W erthe bei
legt, ferner zu den Winkelgrössen noch andere Constante hinzu
fügt, also die Gleichungen 5) etwa in der Form schreibt 

s� = - 1/2 xw2+3o:0-3o:1 cos (2(C+Yi1) \ 

.�� = o:5 cos (wt+Y15)+o:6cos (wt+2(C-·:-Yi6) -o:7 cos(wt-2(C+Yi7) ( s� = o:5 sin (wt+Yi5)+o:6 sin (wt+ 2(C-H6)-o:7sin (wt-2(C-H7) ' !'.>') 

.�� = -0:2sin (2wt + Yi2)-o:3sin(2wt + 2(C +Yi3)-ci4sin ( 2· wt-2(C +Yi,J\ 
s�, = 0:2cos( 2wt+Yi2)+o:3cos(2wt+2(C+Yi3)+o:4cos(2wt-2(C+ Yi4) / 

so findet man in der That, dass diese allgemeineren Formeln auch 
eine grosse Zahl der bei den Ebbe- und Flutbewegungen auf
tretenden Anomalien erklären, iushesondere j ener, die von mehr 
localen Umständen abhängen, wie es beispielsweise die wirkliche 
Vertheilung von Land und Wasser auf der Erdoberfläche, nnd die 
Tiefe des Meeres sind. 1 

Entsprechend diesen Formeln, können wir uns nun noch die 
Gleichungen für die Trägheitsmomente in derselben Weise ver
vollständigt denken, und wollen diese in d er Form annehmen: 

1 L aplace, Mec. cel. Livre IV, Ch. HI, §. 15-20 und aucl1 
Tho mso n-Tait, Theoret. Physik, Il:t11tl I, §. 806: "Conection derGleich
g·ewichts theorie von Ebbe u. Flu t". 

(Oppenheim.) 2 
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xw2) l xw2 
A' = .K7(1- T + K7 - ß + a0-a1 cos(2(C +r,1) -a2cos (2wt + r,2) -a3cos(2wt+ 2(C + ri3) 

-a4cos(2wt-2(C+ri4)] +K� 
xw2) [ xw2 B'= K'(l--lf- + /{'( -6- +a0-o:1cos(2(C+ri1) +a2cos(2wt+ri2) +a3cos(2wt+2(C+ri3) 

,1 1 , xw2) , "/- xw2 , / l =N(l -,- -1r -.- /{1 _+ 3-2a0 + 2a1 cos(2(C-.-ri1)l+K1 

+ a4cos(2wt-2(C+ri4) ]+K� 

JJ'= 

E'= 

K�' [ a5cos( wt+ri5) + cc6cos( wt+ 2(C+r;6)- a7 cos ( wt-2(C +r;1)l 
K7 [ a5 sin(wt+YiaJ + a6sin (wt+2(C+r;6) -a7 sin (wt-2(C-i-·ri7)] 

F'= K7 [ -a2s:n (2wt+r;2) - a3sin(2wt+ 2(C+ri3)-allsin(2wt-2(C+ri'l)l 

wobei wir uns etwa vorstellen, als ob 

K'(l-
XllJ2 
er-) 

xw2 
K''l +-) \ 3 

1 \ 8') 

\ 
) 

die Trägheitsmomente des starren sphäroidalen Erdkernes, die anderen Glieder aber nämlich K� und K;' die 
Trägheitsmomente der anf diesem starren Erdkerne lagernden Wassermasse sind, entsprechend den beiden 
Integralen fpd(a'') und f pd(n5lt). 

Hiebei haben wir die Grössen r;, sowie die in den verschiedenen a vorkommenden Coefficienten x als 
� Fnnctionen der geographischen Coordinaten eines Punktes, d. h. als Functionen von (j und rp zu betrachten. 
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VII. 
Die Differentialgleichungen für die rotirende Bewegung 

eines Körpers von veränderlicher Form bat zuerst L i ou v i lle  1 
abgeleitet und gefunden, dass, wenn p q r die Drehungsmomente 
des Körpers um drei durch seinen Schwerpunkt gehende, mit 
ihm fest verbundene Coordinaten, wenn ferner A B C, und DE  F, 
wie oben die Trägheitsmomente und Producte um diese Axen, 
und schliesslich 

dz d1JJ (7. = S S S (y - - z _. dm 
dt dt, 

sind, die Differentialgleichung·en lauten, 

d , - ( Ap-Fq-Er + ,z) + D(r2-q2) + ( C-B)qr + Fpr-1'..pq dt 

+q1-rß = L 
�(Bq-Dr-Fp+ß)+E(p2--r2)+(A-C)pr+Dpq-Ji'qr 

+ ra.-p·1 = 111 
!!__ (C1·-Ep-Dq+1)+F(q2-p2)+(B-A)pq+Eqr-D17J dt . 

+p(3-q,z = N 

9 

worin noch L MN die Drehungsmomente der äusseren Kräfte auf 
dasselbe Axensystem bezogen, sind. 

Man kann diese Differentialgleichungen auch aus dem 
Hamil ton'schen Principe ableiten , und zwar in genau der
selben Weise, in welcher K i r chhoff 2 die allgemeinen Gleichungen 
für die Bewegung eines starren Körpers um einen festen Punkt 
abgeleitet hat. Man gelangt zunächst zu den Gleichungen: 

1 Li o u vi II e, Joul'll. d. Math. II. serie. tome 3. 1858. nDeveloppement 
sur une chapitre de Ja mecaniq ue de Poisson." 

2 Kirchhoff, Vorlesungen über mathem. Physik. 1877. Vor!. 6 u. 7. 
2* 
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d'OT 'OT '01' ) 
dt op - r """fi + q ar = L 

d 'OT oT 'OT , 

dtaq-Par + r 'ap = .M \> 
d'OT 'OT 'OT --·--q-+p-=N 
dt or op oq 

(347] 

9 a) 

worin pqr, LMN dieselbe Bedeutung haben , wie oben , T die 
lebendige Kraft des Körpers ausdrückt, und speciell zu berech
nen ist. 

Es seien xyz die Coordinaten eines Punktes in Bezug auf 
ein mit dem rotirenden Körper fest verbundenes Axensystem, 
�Yi� die Coordinaten desselben Punktes in Bezug auf ein im 
Raume festes System , es mögen ferner zur Transformation der 
Coordinaten von dem einen Coordinatensystem auf das andere 
die Gleichungen 

t = a1 x + a2y + a3z ) 

l l l ' 10) Yi = Jt.r+ J2Y+ 13Z 1 

� = a,.r + C2Y + C3Z ) 
gelten, denen zufolgJ dann auch d:e Relationen bestehen 
ai+bi+ci= 1 ai+ai+c�= 1 a1a2+b1b2+c1c2 =OJ 

a� + b� + C� = 1 b; + (J� + C� = 1 a2a3 + b2h3 + C2C3 = 0 r 
ai+bi+ci=l ci+c�+c�=l �a1+b3b1+r3c1=0,>

ll) 
a1b1 + a2b2 + a3b3 - 0 , 

b1c1 + b2r2 + b3r3 = 0 \ 
C1ll1 + l'2(12 + C3a3 = 0 ) 

Die Bedingung, dass der Körper von veränderlicher Form 
ist, soll dann gegentlber der gewöhnlichen, dass dersell>e starr 
ist, dadurch ausgedrückt werden, <lass in diesen Transformations
gleichungen nicht blos die neun Grössen abc von der Zeit t ab
l1ängen, sondern auch die X.'JZ bekannte Functionen der Zeit sind. 
Nimmt man daher mit dem Körper eine virtuelle V errüpkung vor, 
so wird : 

<!!>..f" " " .... " ' � oc; = xua1 + yua2 + :zr,a3 + a1ua: -{- a2rJy + a3oz ) 
(JY} = x(Jbl + yab2 + zab3 + b/J.1; -r h/iy + hi.Jz 1 12) 
"'!" ' J_ ' .... .... � ..... \ u„ = xr1c1 , yr;c2 + �r,f';i + c1r;,i: + t'/1.'J + c3oz } 
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Die neun Grössen ahc, zwischen denen die Gleichungen 11) 

oder die daraus durch Variation sich ergebenden 

a1()a1 + b1()h1 + c1()c1 = 0 

a2()a2 + h/1b2 + c2()c2 = 0 

aßa3 + hßh3 + c3()c3 = 0 

a1()a1 + a2()a2 + ai1a3 = 0 
b, (Jh, + h2()h2 + bi1h3 = 0 

c1()c1 + c2(Jc2 + c30'c3 = 0 

bestehen , ersetzen wir durch die drei Drehungscomponenten 
pqr, indem wir annehmen 

pdt = e1.ßa2 + h30'h2 + C3()c2 = -IX2'�ll3-h20'h3-C2rJC3) 
qdt = 01./ia3 + h10'h3 + c10'h3 = -e1.3rJa1 -h30'h1-c30'c1 \13a) 
rdt = e1.2fla1 +h2flh1 +c2()c1 = -01.1()a2:.__h,O'h2-c10'c2 ) 

woraus auch noch folgt : 

Multipliciren wir die Gleichungen 12 der Reihe nach mit 
a1 b1 c11 ferner a2 h2 c2 • •  und a3 h3 c3 • •  und addiren dieselben 
jedesmal, substituiren dann für die Variationen der abc ihre eben 
gefundenen Werthe, so folgt : 

a,O'.; + h10'YJ + c10's = (zq---yr)dt + iJx l 
a20'.; + h1(JYJ + c20's = (xr-zp)dt + O'y 
a3().; + h/Jr; + r3r)s = (yp-xq)dt + iJz 

Nehmen wir nun schliesslich die Variat:on (J 
Zeit erfolgend an, indem wir setzen 

d (J = dt dt 

14) 

als rnit der 

11 d. G „ d.; dYJ ds d' G h . d' k ·t t so ste en ie rossen -d -1 -1 ie esc wm 1g e1 scomponen en t d r.t 
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eines Punktes in Bezug auf das im Raume feste, die Grö:;sen 

dt. dy; dC.. 
u1 = a1 d�- + b1 -l + c1 -l-t d rt 

d� dYj dt, 
112 = a2 dt + b2 dt + C2 dt 

r1c. r1Yj r11:, 
11. = (/ . __ - + /i. - + c -

3 3 dt .l dt 3 dt 

(iJ49] 

dagcg·cn die Geschwindigkeitscornponenten in Bezug auf das 
mit dem Körper rotirende Coordinatensystem vor, und es w ird 
die lebendige Kraft des Körpers : 

T = H J f dm(u�+ui+uD 

zufolge der Gleichungen 14) sein 
2T= Ap2+Hq2+ Cr2-2Dqr-- 2Erp-2Fpq+2p:;.+2qß+2r; 

+ ff f dm re�1r + (:;r + (�;)
2

] 15) 
Dieser Ausdruck in 9 a) eingesetzt, gibt: 

d dt (Ap-Fq--Er+a)-r(Bq--Dr-Fp+{3)+q(Cr-Ep-Dq+1)=L J 
d ( dt (Hq-Dr--l1jJ+ß) -p(Cr-bp-Dq+7)+r(Ap- Fq--Er+i7.)=1Jf \ 9b 

d -1 (Cr-Ep-Dq+7)-q(Ap-Fq-Er+a)+p(Bq-Dr-Fp+ß)=N1 rt 

als eine neue Form der Differentialgleichungen für die rotirende 
Bewegung eines Körpers von veränderlicher Gestalt. 

In diesen Gleichungen sind die ABCDEF zufolge 8) als 
bekannte Functionen der Zeit zu betrachten , so dass nur die 
Berechnung der aß1 eriibrigt. Da nun 

x = r sine cos<p 
y = r sine sin\O 
z = r cosfJ 

= a(l + 82) sin e cos cp 
= a(l+S2) sine sincp 
= a(l+S2) cosfJ 

ist, worin S2, sowie fJ und <p von t abhängen, so werden die 
Grössen aßt aus zwei Gliedern bestehen, nämlich den Varia-
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tionen von S2 und denen von e und cp. Die ersteren heben sich 
gegenseitig auf, die zweiten können als kleine Grössen un
bedenklich vernachlässigt werden, so dass wir 

setzen können. 

VIII. 

Unter der Annahme cc = ß = 1 = 0 nimmt der Ausdruck 
für T die Form an 

2T = Ap2+Bq2+ Cz2-2Dqr-2Erp-2Fpq 
f(dx)2 (dy)2 (dz)21 

+ s s s l dt + dt + dt . 

Durch die lineare Substitution 

p=p 
q = q 
,,, = r1 +v1p+v2q 

geht derselbe über in 

2T= p2(A+CvD+q2(B+CvD+Cri-2qr1(D-Cv2)-2r1p(E-Cv1) 

und, wenn noch die zwei Grössen v1 v2 so bestimmt werden, dass 

ist, in 

Cv2 = D also v2 = D/C 

2T 2AC+E2 2 BC+E2 C 2 2 FC+DE = p --c-- + q -----c + rt- pq __ c __ _ 

[(lfo;)2 (dy)2 (dz)2] 
+ S S S dm dt + dt + dt · 

Hiedurch nehmen nun die Gleichungen 9 a) die einfachere 
Gestalt an : 
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+pq(B-A) ( 2 2) FC +DE_ � -p-q --c--1 

Aber auch <liese Gleichungen lassen noch bedeutende Ver
einfaclmngen zn, wenn wir auf die Ordnung·en der in ihnen ent
haltenen Grössen Rücksicht nehmen. Da die in AB .. F vorkom
menden Coefficienten s1 • •  s5 respective a1 • •  a5 als Grössen von 
der Ordnung der Abplattung der Erde zu betrachten s ind,  deren 
Producte und Quadrate wir der Annahme nach vernachlässig·en 
wollf�n , so können wir 

AC+E2 -A f!_C+ E2 = JJ FC+ DE_ F c - c c -
setzen unrl erhalten 

d 
dt (Ap-Fq) + qr1 (C-B) +Fpr1 = L 

d 
dt (Hq-Fp)-pr1(C-A)-Fqr1 = M 

wobei noch ist 
r1 = r-Ep-Dq. 

Durch die weitere Substitution 

Ap-Fq = rr 
Bq-Fp = x. 

aus welcher durch dieselbe Näherung 

r: F 
p =A+ß].Z 

X. F q = }i + JJA r: 

16) 

16 a) 

\) c) 



[552] Über die Rotation unu Präcession eines flüssigen Sphärnids. 25 
folgt, erhalten wir ferner 

drr C-B FC 
dt + x-nr1 +rr AB rt = L 

dx C-A FC 
dt-rr---X-r,-xABr1 = M 

d B-A F 
dt (C1·1) +AB rrx +BA (rr2+x2) = N 

17) 

Zur Integration dieser Differentialgleichungen soll das fol
gende bekannte Näherungsverfahren eingeschlagen werden. Da 
die Grössen p und q und damit auch rr und X gegeniiber r1 sehr 
klein sind , so wollen wir zunächst in der letzten der drei Glei
chungen 17) die Glieder 

B-A F ( 2 2) -- rrx + -- rr +x AB BA 

vernachlässigen , insbesondere, da in ihnen die Producte von rr 

und X sowie ihre Quadrate mit den wiederum sehr kleinen Grös
sen (B-A) und F multiplicirt sind. Die letzte Gleichung 17) 
kann dann unmittelbar integrirt werden, und liefert einen be
stimmten W erth für r11 welcher in die beiden ersten Gleichungen 
eingesetzt, nun rr und x zu berechnen gestattet. Mit diesen Wer
theu von rr und X ergibt sich ein neuer W erth von r1 u. s. w. 
Zeigt es sich dann , dass bei irgend einer Substitution die neuen 
W erthe von rr und X sich von den bei der vorhergegangenen 
Substitution erlangten nur um kleine Grössen höherer Ordnung, 
als es rr und x selbst sind , unterscheiden, so kann man die bei 
dieser Snbstitution erhaltenen W erthe von rr, x und r1 als die 
Integrale der Gleichungen 17) betrachten. 

Wie man aber sieht, kommt es schliesslich auf die Integra
tion der beiden ersten Gleichungen 17), d. i. eines Systems 
zweier simultaner Differentialgleichungen mit periodischen Coef
ficienten an. 
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IX. 
Ehe wir an die Integration dieser Differentialgleichungen 

gehen, haben wir noch die Drehungsmomente L iW N zu berechnen. 
Es seien zu diesem Zwecke x1 y 1  z1 die Coordinaten des 

Mondes in Bezug auf ein Axensystcm, welches mit der Erde fest 
verbunden ist, M, die Masse derselben , A seine Distanz vom 
Schwerpunkte derselben , cl. h. 

ti 2 = x·� + Yi + z� 
seien ferner .7:yz die Coordinaten irgend eines Theilchens der 
Erde, dm seine Masse und r seine Distanz vom Monde, nämlich 

r2 = (:r-x1)2+(y-yi)+(z-z1)2 
dann ist <las Potential der Anziehung· des Mondes auf d ieses 

Theilchen M1 
dm un<l somit auf die ganze Erde r 

dm V= ,JJ1f-:;:-

und die Drebungsmomente 

av av av av av av L=ye--z- Jtl=z--x- N=x--y-oz ay a.:v az ay ax 

Die Entwicklung von V bis auf Glieder zweiter Ordnung 
liefert bekanntlich 

21'1il1' 3 1111 [x2 1/ V= -- + - -- ___!_ (B+C-2A) + _'.___!. (C+A-2B) 
A 2As 3 · 3 
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Zur Bestimmung der Coordinaten .v1 y1 z1 in diesen Aus

driicken machen wieder die Annahme, dass der Mond sich 
gleichförmig in der Ebene der Ekliptik um die Erde bewege; 
bezeichnet sohin mit (C seine Länge in dieser Babn , so sind die 
CoordiJ!aten des Mondes, bezogen auf die feste Ekliptik 

il cos CC il sin (C 0 

und daraus zufolge der 'l'ransformationsgleichungen 10) 

x·1 = a1 il cos (C + b1 il sin (C 
y1 = a2 il cos CC + b2 il sin (C 
z1 = ":i il cos (C + b3 il sin (C 

die Coordinaten des Mondes , bezogen auf den bewegli.chen 
Äquator. Führt man statt der Coef:ficienten a bc. . die bekannten 
drei Winkelgrössen cp lli und •' ein, 1 nämlich 

a1 = - sinc:}) sin W cos • + cos<I> cosW 
b1 = + sin <P cos lli cos •' + cos II> sin W 
c1 = - sin II> sin e' 

a2 = - cos II> sin W cos •' - sin II> cos W 
b2 = - cos II> cos W cos e' - sin II> sin W 
c2 = - cos II> sin •' 
a3 = - sinW sine' 
b3 = - cos lli sin e' 
c3 = + cose' 

lU) 

wobei diese Grössen mit den Drehungscomponenten pqr in dem 
Zusammenhange stehen, dass 

. ,.JW . ,., -Sm• (ij = p sm II>+ q COS'l' 

rl::.' • 

(LT= -p cos <I> + q sm<I> 

d<I> _ • ,dw -1- -1 - COSö -d , 
�t t 

Hla) 

1 0ppo1 z er, Lehrbuch der Bahnbestimmung von Planeten und Ko
meten. Bd. I, 2. Aufl.§. 137. 
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so erhält man, 
x1 = A[sin<I> coss' sin (<.C-ll>) + cos<I> cos (<.C-W)] 
y1 = A[cos<I> coss' sin (<.C-W) -sin<I> cos ((C-W) ] 
z1 = Asine' sin (<.C-W). 

Wendet man nun folgende Abklirzungen an 
3�r [ (i+ cos2s') + sin2s'cos 2((C-W) ] = a0 

rx[cos<J' sins' coss'-cos<I> cos 2((C-W) sins' coss'
-sin<I> sin 2((C-W) sins'J = a2 

rx [sin<) sins' coss'-sin<I> cos (<.C-W) sins' coss' + 
+ cos<I> sin 2((C-W) sins'J = a3 

1/ll•x[-sin 2<P sin2s' -sin2<1> cos2((C-W) (i+ cos2s') + 
+ cos2<1> sin 2((C-W) .2coss'J = a4 

1/llrx[ + cos 2<1>sin2 •' + cos 2<1> cos 2((C-W) (i+cos2 s') 
-sin 2<1> sin (2(C-W) . 2cos •'J = a5 

wobei diese neuen Grössen mit den Coef:ficienten s in den Glei
chungen in dem Zusammenhang stehen, dass jene in diese Uber
gehen, wenn man 

s' durch 

und <I> 
ersetzt, so werden 

A2 x2 = -- (a +3a.) l 3rx o a 

" wt 

Berücksichtigt man weiter, dass die a-Coefficienten sich von 
den s nur um kleine Grössen zweiter Ordnung unterscheiden , so 
kann man directe 

s ==. a 
setzen. In der That ist auch dies richtiger, indem diese Glei-
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chung besagt , dass aucl1 in den Gleichungen 6) die Coordinaten 
des Mondes sich auf den beweglichen Äquator beziehen , dessen 
Neigung gegen die Feste der Ekliptik e1 und dessen Knoten auf 
der Ekliptik jährlich um die Grösse 'llf fortschreitet. Setzen wir 
nun thatsächlich zur Berechnung der x1 y1 z1 • • •  s = a, entnehmen 
die Werthe der Trägheitsmomente ferner den Gleichungen 8) 
so erhalten wir 

L = - Kw;rx [si n E1cos.:' cos<l>+sin •'(l-cos•�cos(<I>+2(C-2W) I\ -sin •'(1 +cos •') cos (<1>-2(C +2lll')] 

Kw2rx [ . / 1 • • '( 1 • ( 20 )\18rt) M = -2- sm • coso: s111<1>+ s111s: 1 -cose )sm <I>+ \Y-2'111' 

-sino:'(l+ros •') sin (<ll-2(C+2'111') ]  
N = O 
oder in abgekürzter Form: 
L = -l1 cos <l>-12 cos(<I>+2(C-2'1J:r)+l3 cos(<I>-2(C+2'111') l 
Jf= +11 sin <I>+l2 sin(<l>+2(C-2'111')-l3 sin (<I>-2(C+2lll') 1 8b) 
N=O 
worin ist :  

z, = i Kw2r"I. sin •' cos •' 
1 12 = � Kw2rx sin •' ( 1 -cos •') > 

13 = V{w2-rx sin.:1 (1 + cos E� \ 
18 c) 

Die Ausdrücke für L und Jl!I werden einigermassen compli
cirter, wenn wir zur Berechnung derselben , die Werthe der 
Trligheitsmomente den Gleichungen 8') entnehmen. Es wird in 
den oben eingeführten Zeichen , wenn wir an den Unterschied 
der Coefficienten s und s1 festhalten: 

_ /1 w282 /1 1 L - -(K, +Kt) -2- + Kt -r(.�2-s2) 
K11 

+ xt [·�2(s�-s�)-si(s5-so)+s�.�„-sa·<J 
_ /1 w2sa /1 i 1 Jl! - + (Kt +Kt) 2 +Kt "\·�:i-8a) 

18d) 

K� 1 I 1 I 1 + -;. - [.�a(.�;,-s0)-.�:;(s5-s0) +s4s2-.�„.�2J 
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Es sollen nun die Glieder , die die Grösse K7 als Factor 
enthalten, erst weiter unten be.rlicksichtigt nnd zunächst flir L 
und M die oben aufgestellten Werthe, 18b), beibehalten werden. 

Berechnet man ferner in derselben Weise den Ausdruck für 
N, so findet man , dass derselbe nun nicht mehr verschwindet. 
Vielmehr ist 

woraus folgt , dass derselbe wohl nur aus Gliedern besteht , die 
ah; von der Ordnung des Quadrates der Abplattung, eigentlich 
zu vernachlässigen wären. Da nun bekanntlich insbesondere von 
N die Rotationsgeschwindigkeit der Erde abhängt, so durfte dies 
Hesultat ein besonderes Interesse für sieb in Anspruch nehmen. 

Die vollständige Entwicklung von N zeigt , d ass dasselbe aus 
zwei Tbeilen besteht, einem constanten Tbeile 

N - K7 [4 (  . . . ) 
1 - - -; a2 °'2 sm ')')2 + a3 °'3 sm '113 + a 4 °'4 sm '114. 

- J (115 C(5 sin ri,, + 116 0:6 sin YJ6-a 7 C(7 sin Y)7) J 
und einem periodischen, welcher von der Form ist 

N - K7 \'( ' . ( ) . ( . )] 2 - --;;- J....., ai, C(., Slll 'jµ. COS 'l'·1 + YJ,, -a, aµ. COS 'j, Slll 'l'µ. + 1'ip., 

worin für 'j1, und 'l'·i die W erthe 
2 wt 2 w t + 2(C 2 wt-2(C 

und ferner 
w t  wt + 2(C wt-2(C 

ferner für µ und 11 in dem ersten Falle die Zahlen 2, 3, 4, im 
zweiten 5, 6, 7 zu setzen sind, jedoch so, dass stets µ � 11 ist. 

X. 
Nachdem so die Wertbe von L, 1'11/ und N Lcstimmt sinll, 

kann nunmehr die letzte der Gleichungen 17) unmittelbar integrirt 
werden , zunächst mit Vernachlässigung der sehr kleinen Grösse 

B- A F 
Ai] 1:z -- AB (r.2+ z2) 
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Ersetzen wir N durch N1 +N2, so l iefert diese Gleichung 

;:t (Cr,) = N, + N2 

, _ Const. N1t 1 IN. / ' 1 - -----c- + -c + c J 2d 
20) 

Bis auf die sehr kleine Grösse Ep + Dq stellt nun r1 die 
Rotationsgeschwindigkeit der Erde um die grösste Trägheitsaxe 
vor, die also hier, nicht wie bei dem starren Erdkörper constant 
ist, sondern sich sowohl als pe1iodischen , als auch als säcularen 
Variationen unterworfen ergibt. 

Setzen wir näherungsweise, indem wir auch K� und K�' als 
Grössen erster Ordnung gegenüber K' ansehen 

1 1 xw2 K' K" - - - [1 - - - _ ___! - -1 (- hcw 2-2 ci'-2 a cos(2(C + ·li )) ] C - K' 3 K' K' a o ' ' 

bezeichnen das Product der Integrationsconstante ,  in die Gr<isse 

mit n0, ferner in 
2 K" 

_ _  KJ- a, cos (2(C +YJ1) mit n0 v2 , 1 
so wird 

wenn wir in den schon an sich kleinen Gliedern N1 und N2 directe 
1 1 
C = K' setzen. 

Schreiben wir noch abkitrzend 

f:o erhalten wir schliesslich 
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Es ist dann, für N1 seinen Werth snustitnirt 

_ 1 K� 1 
[4 ( 

. . . ) 
11 1 - - K' - a20:2 Slll 'l72 + a30:3 Slll Yi3 + rt40:4 Slll 'l74 n0 X 

+ �(a5o:5 sin Yi5 +a6o:6 sin 'l76-a7o:7 sin -ri7)] 

und 113 einer Summe periodischer Glieder gleich, die von derselben 
Ordnung sind wie 111 • Da nun ein jeder der Coefficienten a or 

zufolge den Gleichungen 5 nnd 5', proportional i st x r, so wollen 
wir setzen 

a; = xrb; 
o:; = xrß; 

und erhalten, 
K" 2 

11 1 = K� �� [4 (b2ß2 sin Yi2 + b3ß3 sin Yi3+ b4ß„ sinYt4) no 
1 (b f) • l f) • b f) • )] -l- 2 51-'5 Slll Yt5 + 'at"G S i il -r,6- 1r'1 sm ·ri, . 

Setzen wir , um nur einigermassen ein Urtheil über den 
thatsächlichen Werth dieses Ausdruckes zu gewinnen , einige 
Zahlenwerthe ein, - nehmen zur Rechnung als Einheit der Zeit 
ein Jahrhundert an, so ist 

n0 = 2rr . 36525 f. logn0 = 5 · 3G 1 9  
1 Sei ferner die Abplattung der Erde zu 299 . 153 angenommen, 

so dass 
1 xw2 - 1 x u2 - 1 �o wird logx = 7 · 1012-9.0 2 - 2 0 - 299 . fö;) ' -

Weiters ist r = - - = - ·  -- ---- --- wenn 8 1  · 44 das 
. • 3 11111 � 1 ( 2rr )2 

2 �3 2 1 + 8 1 . 44 Monat 
Verhältniss der Erdmasse zur Mondmasse bedeutet und daraus 

log • = 6 · 1085 
/{" Das V crhältniss KJ- können wir näherungsweise dem Ver-

hältnisse der Wassermasse auf der Oberfläche der Erde zu der 

1 0 p p o 1  z e r ,  Lchrb der Balmbest. von Planeten u. Kometen. 1. Bll.  

I I. A uß . pag. 181 . 
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Masse dieser selbst gleichsetzen, dann haben wir nach Ran n. 1 

K" 1 1 -K' - 4540 
und damit schliesslich 

1 · 99057 . 
V1 = --y()io- - (4b2ß2 SlilY/2 + . . .  

Einen Maximalwerth von v1 werden wir nun finden , wenn 
wir h = ß und YJ2 = YJ3 = . . .  YJ7 setzen. 

Dann wird 

4(h2ß2 sinri2 + . . . ) = H(l-cos4 E) + 2 (1 +cos E)4] = 6  · 8305sinYJ 

so dass schliesslich ist 

13 ·  605 . 111 = 1010 srn ri . • • Zeiteinheit ein Jahrhundert. 

�!� __ ]:l?_t.�yonsge_���-W.:!!12.�g·�e!� ---�e�- �E�-� nimmt daher in 
einem Jahrhundert im Maximum um � 

·-· --� -·---,·�---·-···„-·" .,_ . .,...-.�-,._„ • ..,�-·�-·' ''"···�· 

13 · 605 . 
10 10 smri 

ihres Werthes ab. Aber einer derartigen Retardation der Erd
bewegung entspricht eine scheinbare säculare Beschleunigung 
de.s Mondes im Betrage von 

2"36 sinri fUr ein Jahrhundert, 
so dass diese Grösse 111, so gering sie auch ist , ganz wohl zur 
Erklärung des Unterschiedes herangezogen werden kann, welcher 
zwischen der theoretisch berechneten säcularen Mondacceleration 
und seiner thatsächlichen besteht, zudem auch noch die in 113 ent
haltenen periodischen Glieder, die von derselben Ordnung sind, 
wie 111 hinzukommen , und dieselben vielleicht gegenwärtig sich 
mit der Grösse 111 summiren. 

Ich will jedoch auf diese Frage hier nicht weiter eingehen, 
sondern begnüge mich , darauf aufmerksam gemacht zu haben, 
dass nicht blos, wie nach D e  l a u  n a y eine Verzögerung der 
Hotationsbewegung der Erde durch die sogenannte Flntreibung, 

i Hann, H o chs t etter u. P o k o r n y ,  Allg. Erdkunde. 1881, p. 138. 
(Oppenheim.) 3 
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sondern auch schon durch die Variation der Trägheitsmomente 
der Erde allein , welche durch die Ebbe- und Flutbewegung auf 
der Oberfläche derselbe verursacht wird , hervorgerufen werden 
kann. 

Nimmt man aber die Erde als ganz flüssig an, so ist v1 = 113 
= 0 zusetzen, und es wird 

r1 = n0 [l-112 cos (2CC + YJ1)] 
also auch in diesem Falle die Rotationsgeschwindigkeit der Erde 
nicht mehr constant. 

XL 

Ich gehe nun an die Integration der zwei ersten Differential
gleichungen 17). Bei derselben kann man un�cdenklich die 
Grösse r1 als constant ansehen, da die Variationen von r1 schon 
an sich Grössen zweiter Ordnung sind, und r1 selbst als Factor 
bei den kleinen Grössen F und (A-B) auftritt. Es wird daher 
bis auf Grössen dritter Ordnung· gesetzt werden können 

17 fl) 

oder, nach Substitution der Werthe für F, C-B, und (C-A), 
wenn abkürzend nnd näherungsweise bis auf Glieder zweiter 
Ordnung inclusive 

�� = - u2 sin (2 wt+ 'll2)-u3 sin (2 wt+2CC +YJ3) 

-u4 sin (2 tw-2(C -H i4) 
(C- B) � = u0-u2 cos (2 wt+ r,2)-u3 cos (2 wt+2(C +'ll3) 

-114 cus (2 wt-2(C +-r,4)+u1 cos (2(C + Yi1 ) 
(C-A\ 
A� )  = 110 +112 cos (2 CJJt+ ·r,2) + u3 cos (2 wt + 2(C +Yi3 

+ u 4 cos (2 0Jt- 2'.C _,._ ·r,4) +u1 cos (2CC +Yi, 
geschrieben wird, worin 



ist, 

[ x wz 3 K" 
uo = (K'+K111) - - 3 cc K"] · K' u - "1 1 

2 0 1 .  1 - ---xr-
u - cc2K

" 

2 - __ ( 
KI 

K/I "a 1 113 = -]{t Kif "" 1 tt" = ---xr-
drr ' 

dt + [u0 +u1 cos(2CC +Yi1) + u2 cos(2wt+Yi2)+u3 cos(2wt+ 2CC +1i3 + u4 cos(2wt-2(C + Yi11)] nox ) 
- [u2 sin(2wt + Yi2) + u3 sin(2wt + 2(C + Yi3)-1t11 sin(2wt-2(C + Yi11)] n0rr = L (, 

dx ( dt - [ tt0 +111 cos(2CC +ri1)�u2 cos2wt +ri2)�u3 cos(2wt + 2(C + Yi3)�u4 cos(2wt-2CC + Yi4)] 1vr ) 
+ [u2 sm (2wt+ri2) +u3 sm(2wt+ l(C +ri3) + u11 sm(2wt-2(C +·r,4)] n0x = M J 

17 b) 

Die Integrale dieser Differentialgleichungen werden sich bekanntlich aus zwei Theilen ziisammensetzen ; 

°' C"> � 

c::: O" "' .... 
i:i.. ;· 
� 0 
s c-. 0 i::! 
= g. 
"d �; "' "' "' "' 
g· 
"' 

der erstere ist von den iinsseren Kräften , deren Einfluss durch die Grössen L und M dargestellt wird, un- g· 
abhängig und repräsentirt gewissermassen den Anfangszustand der Rotationsbewegung der Erde. Auf diesen ;;, 

== 'fheil soll jedoch hier aus demselben Grunde., wie in der Theorie der Präcession eines starren Körpers , nicht �-
weiter RUcksicht genommen werden. Der zweite Theil d agegen wird nur von den Grössen L und fll abhängen § 

� und ans ebenso vielen Theilen bestehen, als periodische Glieder in L und M vorkommen. Setzt man daher 
-� 

L = -l COS At 
M = l sin At 

so ist es nur nöthig, die Integration bezüglich eines solchen Gliedes auszuführen und dann für l und A die ihnen 
nach 1 8  c) zukommenden Werthe zu substituiren. 

w 'O cp;: 
Cl 
� 
� 
Ol 



·was nun die Integration der Differentialglei�hungen selbst anlangt, so können wir nach L i n d s t e d t 1  
dieselbe vollständig ausführen. Wir finden 

00 CO 00 \ 
rr = rr0 sin )d + E rr�sin [Al+i(2[: +YJ1)] + E rr�' siu [At-i(2[: +YJ1)] -- L rr7 sin [At-i(2 wt+YJ2)] 

l J 
°" °" 

-,2 11:t sin [At-i(2 wt+2CC +YJ3)] - E n}sin [At-i(2 wt-2CC + YJ4)] 

CO 
1 1 

°" °" 

z = rr0 cos ;l.t + _2 rr�cos[At+i(2CC + ri1)] + E rr�cos [At--i (2(C +YJ1)] + E rr7 cos [At-i(2wt+YJ2)] 

1 
°" °" 

+ E rrt cos [At-i (2wt + 2(C + YJ3)] + E rr� cos [At-i (2wt-2[: +YJ1i)J 
1 

ferner den Coefficienten erster Ordnung 

rr0 = - , 
l 

+ (Grössen dritter Ordnung) 
+ uo no 

und die Coefficienten zweiter Ordnung 

1 Linds tedt, Illern. de Pctcrsbonrg, Tome XXXI, Nr. 4 u. Astron. Nachr., Band CV, Nr. 2503. 

21) 

21' 

<:;,; 
c;-, 

0 'O '"O et> 
::::! 
.,.. 
et> 

� 

,:;i·, C> � 
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4 lu4no 
rr1 = 

(),+ u0n0) (),-2w + 2(C1-u0 n0) 
+ · · 

worin die vernachlässigten Glieder schon vierter Ordnung sind 
und 

(?'! - d(C 
\Y - dt 

Begnügen wir uns mit der bis zu den Gliedern zweiter 
Ordnung durchgeführten Annäherung, so hätten wir jetzt noch 
durch Substitution dieser Werthe für rr und X in die letzte der 
Gleichungen 17)  einen weiteren W erth für r1 abzuleiten und mit 
diesem wieder die Gleichungen 17 b) für rr und x nochmals zn 
integriren. Allein,  indem wir schon bei der ersten Integration r1 
als constant angenommen haben, können wir die gefundenen 
W erthe für ir und X unmittelbar als Integrale der Gleichungen 
17) betrachten. 

Setzen wir ferner näherungsweise 

worin 

1 1 
A = K' [l +v0 +v1 cos (2CC +-r,2) + u8 cos (2wt+Yi2) 

+ U3COS (2wt+ 2(.C + '1l3) + U4 cos (2wt-2(C + Yi4)] 

� = �' [l +v0 +v1 cos (2(C +Yi1)-u2 cos (2wt+Yi2) 

-u3cos (2wt+ 2(C +Yi3)-u4 cos (2wt--2(C +Yill)] 

K" 
V _ 1 

� 
- 1 u 1 - K' �1 - 3 1 

so wird, wegen 

- " Fx 
P - A + AJJ 



schliesslich 
rr0 (1 +v0) • , rr0 v1 + 2rr� . ( 2 ) rr0 v1 + 2rr;' . () 20 ) ]J = 171 sm 1d + m sm At+ (C +YJ1 + -----x'- sm ,t- 'Y-Yi1 . 

rrou2-rri . ( 2 7roU3-7r� • (' 2 20 ) 7roU4-7r� • (' 2 20 ) + ------y{i-- Slll At- wt-Yi2 + ----xt- Slll Al- wt- 1&-"13 + �- Slll At- wt+ \&-YJ, 

rr0(1 + v0) , rr0 v1 + 2rr; (' 20 ) rr0 v1 + 2rr;' (' 20 ) q = --Xi - cos d + ----x;-- cos At+ \& + Y/1 + ------xi-- cos A t- \& -Y/1 

r.011a + rr� ( ) rrou3-rr� ( 2 1ro1l4-rr� ( 2 20 ) - - K' - cos At-2wt-YJ2 - -]{---,------- cos At- wt-2 (C-Yi3) - �- cos At- wt+ 1&-'174 

Es ist nun bekanntlich 
XII. 

d•' 
d; = -pcos <l>+q  sin <l> 

. , d� . ffi ffi sm c: - = --p srn 'l'-q cos 'l' dt 
d<P dW = i·-cos c:' -
dt dt 

dW 
Aus der letzten Gleichung folgt mit Vernachlässigung der sehr kleinen Grösse co s c:' -1-

t t 
<I> = rt = 110t = wt 

21 a) 

22) 

Ci:i 
00 

0 "O "O 
CD 
� 
r::r' 
CD 

!3 

0. er> � 



so dass also 
L = - lt cosn0t-l2 cos (nol+2(C-2W)+ l3 cos (n0t-2(C + 2W) } 

M = lt sin n0t +l2 sin (n0t+ 2(C-2W)--l3 sin (noi-2<C+ 2W) 
1 8 c) 

und der Reihe nach in den obigen Ausdrücken für p und q 
für l 

).t 
lt 
n0t 

l2 
n0t+2<C 

-l3 
ni-2<C 

in den letzteren Fällen wieder mit Vernachlässigung von W zu substituiren ist. 
Wir berechnen jedoch vorerst aus 21 a) und 22), 

d/ rr0(1 + v0) • ( ) rr„ 1' 1 + 2rr� . ) rr0 v1 -,'- 2 rr;' . . -dt = �- sm At-n0t + �- sm ().t--n0t+ 2(C + r,t + --/{-, - srn (At-n0t-2(C -r,1) 

2 3 4 1ro 112-rr 1 · ( ) rro ua-rr1 • ( 2(C ) rro 114-rr 1  · ( 2(C + ---- Sill ).t-n f-r, + -- -- sm ).t-u t- -r, + ---- srn At-n t+ -·r; 
K' o 2 K' o 3 J{' o 4 

. / dW rr0(1 + v0) rr0 "t + 2rr� ( ) rrov1 + 2rr;' ) sme dt = - �-cos ().t-n0t) -�-cos at-u0t+ 2(C +r,t - -�,--cos ().t-n0t+ 2(C-r,4 

rr0 u2-rr� ( ) rr0 u3-rr� ( ) r.0 u4--rr� ( ) + ---- cos ).t-n t-r, + --- cos at-n t--217'--r, + ----- cos ).t-n t + 20-r, K' - o 2 K' o w 3 K' o w 11 

23) 

und wollen zunächst das erste und auch grösste Glied bezüglich seines Einflusses auf die Präcession und 
Variation der Schiefe der Ekliptik untersuchen. 

o; O> � 

C:::: 
c:r "' .., 
� CD 
� 0 ""'" 
� ::;· 
i:! 
d 
i:! � 
-� pi: "' CD "' "' 
::;· i:! 
§· ö "' 
= d: "' 
!:!:i. 

iJ'l '° c; 
w 'g. 
�: Cl 
'5: !"' 

� 
<:D 



Dasselbe gibt 
�!!._ = _ rro(�-+;vo) sin (U-110t) l dt 

• dlJ.I _ rro(l +vo) cos (At-not S1Il c1 --- - K' dt 

nnd für rr0 seinen W erth aus 21', sowie für l und ). der Reihe nach ihre Werthe substitnirt, schliesslich : 

sin c' dll' = �t�l +vo) + [ l2 (1 +vo) , - la (1 +vo) ·l cos 2(C I dt K no(l +uo) K'n (1 +u + 2<C ) /{1n (1 +u -2 �-o o no o o no 

dc1 _ [ l2 (l +v0) l3 (l +v0) ] • 20 

l 
t - , -+- , S1n � 
d K1n0 (1 +u0 + 2  �) K'n0 (1 +u0-2 �-

no no 

23 a) 

24) 

Um nun einigermassen einen Einblick in die Grösse dieser für die Präcession und die Variation der 
�chiefe gefundenen Ausdri.icke zu gewinnen, sollen dieselben directe mit den Wertheu verglichen werden, 
die sich unter gleichen Annahmen für sie für den Fall des starren Erdkörpers ergeben. Die Differential
gleichungen lauten für diesen Fall bekanntlich 

At + (C-A)n0q = L 

A �i- ( C-A)n0p = M 

� 

0 
'"O 
'"O 
"' 
::i 
!:>' 
"' 

p 

O• C;, 
..:::l 



und haben hierin L und M dieselben Werthe wie oben ; ferner ist A = K' ( 1 + x��) C = K' ( 1 + x;�) zu setzen. � 
Die Integrale dieser Differentialg·leichungen sind 

p = -p0 sin ).t q = --p0 sin U 
. - l - 1 2 ' t worm Po _ K'(1 

-) , wenn YJ _ 3 xn0 is . 11+rin0 
Daraus ergibt sich 

d'IJI lt [ l2 l3 ] cos 2 «:: sin e' d{ = K'no (i+ YJ) + K'n (l + YJ + 2((;')
- K'no (l + YJ - 2((;') o n0 n0 -

dö' [ l2 + la ] sin 2 rr - - , c � dt - K'n (l +YJ+2 ((; ) K'n0(l + YJ-2 -) o n0 no 

C1: <::!' ('t> -. 
p. ;· 
� � 
;';. 
ö' :::! 
§ 
p. 
...,, �: "' "' "" "' :::· :::! 
�. "' ('t> "' 
::b 

und die Vergleichung beider zeigt, dass die Präcessionsconstanten des flüssigen Sphäroids in dem Verhältnisse von �' 
l +uo 

(1 + ri)(l +v0) 
w vergrössern sind, um diejenigen eines starren zu erhalten. Es ist aber 

K" tlo = YJ + Jl1 ( YJ-3cco) K' K" 
Vo = �YJ- K} + K�- (i"fi-cco) 

aq· ('t> :::! 
w '"O Q" �: 
8 
c: ?' 

� -
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und daher mit den schon oben benutzten Werthen für x, T u. s. w. 
zu denen wir noch als näherungsweise richtig 

hinzufügen, 

also von 

K' K" 1 ( _  J _ 

K - /{i - 4540 
1 

110 = 299 · 97 

1 
Yj = 299 · 15 

nur wenig verschieden , so dass 11
+1�0 = 1 angenommen werden 
+ YJ 

kann, ferner 

mithin 

1 
1:0 = 11 18�I 

1 1 -- = 1 - --
l + vo 1 1 18 · 21 

d. h. die Präcessionsconstanten eines flüssigen Erdsphäroids 

würden sich von denen eines vollkommen starren um den 1 1 1� . 21 
Betrag der letzteren unterscheiden. 

Die)j stimmt mit einem Satze von T h  o m s  o n 1 überein, 
welcher findet, dass die Präcession sowohl, wie die Variation der 
Schiefe der Ekliptik kleiner ausfallen , wenn Deformationen auf 
der Erde vorkommen, als wenn dieselbe absolut starr ist. 

XIII. 

Znr Entwicklung der Glieder zweiter Ordnung in den Aus-do' . I dW 11 h drücken für dt und srn � dt so en die Coefficienten zunäc st 

Kürze halber mit 
h1 h1 h2 h3 h4 

bezeichnet werden, so dass 

1 T.h o m s o u  T a i t. Theor. Phys. 
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d•' 
dt 

+h2 sin("At-n0t-Yi2) +h3 sin ("At-n0t-2(C-"f/3) 
+ h4 sin (At-n0t+ 2[;-"114) 

sin •' ': = -h1 cos(At-n0t+ 2[; +Yi1)-h1cos(At-n0t-2[;-"f/1) 

+h2 cos (:i.t-n0t-"f/2) +h3 cos(At-n0t-2[;-"113) 
+ h4 cos(At-n0t + 2[;-"17 4) 

Jeder der Coefficienten h enthält die Grösse l als Factor. Substi
tuiren wir daher 

für l der Reihe nach die W erthe 
sowie für At 

ll l2 -l3 
n0t u0t+ 2[; n0t-2(C 

so sollen die diesen einzelnen Substitutionen entsprechenden 
W erthe von h mit 

h' h" h"' 
bezeichnet werden und wir erhalten : 

d•' - dt - (h�-hj)sin (2[; +"f/1)-h� sin (2[; +"113) \ 
+ h�sin (2[;-"114) +h� sin (2[;-Yi2)-ht sin (2[; +"h2) 

( 
+ (h�'-h'l"J sin ( 4[; +Yi1) + h� sin ( 4[; +-i;4) +h�' sin2[; +"f/3) 
-/i� sin "1}2-h'l sin YJ1-li(:' sin Yi3 +lit sin"f/1-Titsin "f/4 

sin•'�d� = -(h� +hj) cos(2(C +Yi1)+h�cos2(C +Yi3) 

+ h� cos(2(C-"114)-h� cos(2(C-"f/2)-ht cos(2CC +Yi2) 
-(h�' +h'l') cos (4(C+"111 )+h�' cos ( 4(C+ "f/4) +h�' cos ( 4(C +Yi3) 
-Ti� COS "t/2-h'lcoS"t/1 +h�' cos "113-ht sinYi1 +h�" COS "t/4 

Hier mag uns der Umstand nur interessiren , dass auch in 

�;' constante Glieder vorkommen, die ausdrücken, dass in dem 

allgemeinen Falle , wie wir ihn behandeln , auch eine säculare 
Variation der Schiefe der Ecliptik vorhanden ist. Dieselbe ist, wie 
wir sehen, von den Winkelgrössen "f/ abhängig und daher gleich 
Null, wenn die Yi = 0 sind. 

23 b) 

23 a) 
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Was nun die Grösse dieser säcularen Variation der Schiefe 
anlangt, so finden wir zunächst für die Coefficienten h die Werthe 

und damit die Summe dieser constanten Glieder, wenn wir wieder 
aus demselben Grunde wie oben pag. 33 ri1 = ri2 = . . . -r,4 nehmen, 

oder, für die einzelnen Grössen ihre W erthe substituirt 

Kif • ' • 
2 -' ' 2(1 -') 2 (1 +  -') 3  S _ 1/ 2• 2 1 it0 Slll E [Sln e COSE -COSo 3 CO So 

- 4no" x K' 1 +110 l +uo 
+ 

l +u +2CC' - l +u _ 2CC' o no o no 

K" sin 3 E1 1-cos •' 1 + cos E1 
J - n T2x.2 - -- [----- + 0 ' , i , K l +uo l +u +2CC l +u _JQ_ o 

no o no 

woraus mit den obigen Zahlenwerthen 

also 

folgt. 

� _ O"lOG S - - 101- in einem Jahrhundert, 

de' 0"106 . 
-- = + --- Slß Yi rlt 101 



[C>72]' Über die Rotation und Präcession eines flüssigen Sphäroids. 45 
Diese Grösse ist, wie man siebt , verschwindend und 

daher können auch alle jene Glieder, welche wie diese aus den 
bei der Integration der Differentialgleichungen für rr und x. er
haltenen Grössen zweiter Ordnung entstehen, d. i. jene, die mit 
den mit h bezeichneten Coef:ficienten multiplicirt ersc.heinen, 
vernachlässigt werden. 

XIV. 
Dennoch sind hiemit noch nicht alle Glieder angeführt, die 

irgendwie auf die Präcession und Variation der Schiefe Einfluss 
nehmen können ; speciell sind noch in den in 18 d) für die Grös
sen L und M a.ufgestellten Ausdrücken bisher einige Glieder, 
nämlich 

unberücksichtigt geblieben. Substituiren wir in dieselben für die 
Coefficienten s und s' ihre W erthe aus s und s' , so werden wir 
finden, dass sich diese beiden Ausdrücke in folgender Form dar
stellen lassen, 

worin die A; blos Functionen von e1 sind , die Grössen µ; aber 
der Reihe nach einen der W erthe 

µ+2(C+YJ und -2(C +YJ 

bezeichnen. Da diese Grössen schon an sich klein sind, so wollen 
wir bei der Integration der Differentialgleichungen für rr und x. 
blos die ersten Glieder mitnehmen, welche dort 

lauteten, und finden 

rr0 sin ).f rr0 cos At 



4 ß  O p p enh e i m. 

/{;'-: A1s i11 (n0 t +  p.;) 
J; == -

(1 1 dp.;) 
n. + u. +- -- --

,, ' o no dt 

[573 1 

TC X Hieraus folgt, da wir näh
.
erungsweise p = K' q = K_1 setzen 

können, directe 

Constante Glieder in tl
l/ können nur aus dem ersten Ausc d  

drucke entstehen; wir entwickeln daher denselben vollständig 
und erhalten : 

d-1 K" V 2 2 2 · ----=- - � a5 + o:„- a5 0:5COSYi5 . SlllYj5 
+ dt - f{1 n l +u 0 0 -------� v' 2 2 2 . v' 2 2 2 . ) a,6 + o:u- a6o:6 cos r,6 • sm r,6 _ a1 + o:7- a7 o:7 cos r,7 •  srn ri7 

l + u0 + 2CC' l + u0-2(C1 

oder wenn wir, um einen Nährungswerth zu rechnen 

annehmen, und für die a ihre Werthe substituiren : 

1 • 
COS 2YJ Slll "I). 

Mit den oben angesetzten Zahlen ergibt sich hieraus 
d·' d; = -O"OOOß44 cos �ri sin Yl 

flir ein Jahrhundert. 



[574] Über die Rotation und Präcession eines flüssigen Sphäroids. 47 
Aus allen diesen Resultaten ergibt sich nun in Kürze : 

1 .  Die Präcessionsconstanten eines flüssigen Sphäroids unter
scheiden sich von denjenigen eines starren , nur um fast 
unmerkliche Grössen ; insbesondere ist auch bei jenem die 
Schiefe der Ekliptik constant, d. h. blos periodisch ver
änderlich ; und nur die Rotationsgeschwindigkeit ist nicht 
mehr wie bei dem starren Körper constant , sondern ergibt 
s ich als einer periodischen Variation unterworfen , deren 
Periode von dem Umlauf des störenden Körpers abhängt. 

2. Grös!lere Unterschiede ergeben sich erst, wenn man an
nimmt, dass die auf dem flüssigen Sphäroid stattfindenden 
periodischen Bewegungen den theoretisch für sie abgelei
teten Gesetzen nicht gehorchen , sondern jene Anomalien 
zeigen, wie solche beispielsweise die Ebbe- und Flut
bewegungen auf der Erde aufweisen. Es ist dann die Ro
tationsgeschwindigkeit eines derartigen Sphäroids auch 
noch einer säcularen Variation unterworfen und nicht blos 
einer periodischen, und ebenso auch die Schiefe der 
Ekliptik. 

Erwägt man, dass die letztere Annahme den auf der Erd
o berßäche bestehenden Verhältnissen mehr entspricht als die 
erstere, die die Erde als absolut flüssig voraussetzt, so kann man 
hieraus schliessen , dass diese zwei säcularen Variationen in der 
Rotationsgeschwindigkeit und der Schiefe der ' Ekliptik - auch 
bei der Erde tbatsächlich vorhanden sind und dass die erstere 
speciell sogar einen merklichen Einfluss hat , indem sie eine 
scheinbare säculare Aeceleration des Mondes in seiner Bahn im 
Maximalbetrage von 21136 in einem Jahrhunderte verursacht . 
Wird aber dies als richtig anerkannt, dann ist hiemit gleichzeitig 
ausgesprochen, dass eine vollständige Theorie der Rotations- und 
Präcessionsbewegung der Erde , die allen auf der Ercie gegebe
n en Verhältnissen Rechnung tragen will, im innigsten Zusammen
hange steht mit der Theorie der Ebbe- und Fluterscheinungen, 
derart dass eine Erklärung der Unregelmässigkeiten in diesem Er
scheinungsgebiete auch einen Fortschritt in unserer l\ enntniss 
yon den Störungen der Rotationsbewegung der Erde bedingt. 

Aus der k. k. Hof- und Staatsdrucke1·ei iu Wicu. 
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