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Berechnung der topographischen Reduktion mit der Fast Fourier Transformation

G. Goltz FU Berlin

1. Einleitung

Mit der zunehmenden Verbreitung digital vorliegender Hohenfiles ist die Bestimmung der gravi-
metrischen Geldndereduktion wesentlich vereinfacht worden, weil auf die miihselige Schidtzung
mittlerer Gelanidehohen weitgehend verzichtet werden kann. Gleichzeitig wire es aber wiinschens-
wert, ein Berechnungsverfahren zu verwenden, das den in den Hohenfiles steckenden Informa-
tionsgehalt -bei vertretbarem Rechenzeitaufwand- voll ausnutzt. Herkémmliche Verfahren, die
Quader als Elementarkérper verwenden, wie das von Ehrismann und Lettau (1971), sind wegen
der Vielzahl der durchzufiilhrenden Rechenoperationen, insbesondere wenn die Reduktion fiir
viele Stationen berechnet werden soll, hierzu meist nur bedingt verwendungsfahig.

Ein von Sideris (1984, 1985) entwickeltes Verfahren benutzt die Fast Fourier Transformation und
bendtigt wesentlich weniger Rechenzeit als konventionelle Verfahren. In umfangreichen Testrech-
nungen ist untersucht worden, ob es das bislang in der Arbeitsgruppe Gravimetrie (FU Berlin)
verwendete Verfahren nach Ehrismann und Lettau ersetzen kann.

2. Beschreibung des Sideris-Verfahrens

Ausgangsbasis fiir das Sideris-Verfahren ist die aus der Massenlinien-Formel (Bott, 1959)

1 1
Ag(zs,ys) = f-Ap-Az-Ay - (1)
" V-2 +-5) Ve-2l+@-uw)+R-k)
durch Entwicklung des zweiten Bruchs in eine Taylorreihe gewonnene Niherungslésung
M A h - hs 2
Ag(zs,ys) = f—§-£ ‘Az - Ay ( - ) =3 (2)
V(E = 25)2 + (y — ys)

die eine ausreichende Approximation der Schwerewirkung eines Quaders mit ebener Deckfliche
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gewihrleistet, wenn die Bedingung

h—h,
V(z - 2,)* + (y - 3,)°

<1 (3)

erfiillt ist. Die Taylorreihen-Entwicklung wird hier bereits nach dem linearen Glied abgebrochen.

Es gelten dabei die Bezeichnungen:

Ag(zs,ys) : Gelindereduktion im Punkt (z5,¥,),

f . Gravitationskonstante,

Ap : Reduktionsdichte,

Az, Ay : Kantenlinge der Quadergrundfiiche,
ToyYs : x- und y-Koordinaten des Aufpunkt,

z,y : x- und y-Koordinaten des Quellpunkts,
h,h, : Hohe der Massenlinie und des Aufpunkts.

Liegen mittlere Hohen auf einem regelmiBigen Gitter vor, kann die topographische Reduktion
unter Verwendung der grundlegenden Beziehung (2) einfach berechnet werden:

) M~1N-1 _ 2
Ag(zs,ys) = f-Ap Az - Ay Zz‘ Z—; \/E’;(a—”:))z i’(::a—y;)])23 , 4)

2

wobei fiir die Koordinaten z und y bzw. z, und y, des Héhenrasters die Beziehungen

i-Ar , ¢ = 0,1,2,...,. M -1
j'Ay ) j = 0,1,2,.-.,N"1

@ 8
i

gelten. Der Gitterabstand betréigt in z-Richtung Az und in y-Richtung Ay.

Da angenommen wird, daf Stationshéhen und mittlere Gelindehshen an den Gitterpunkten
identisch sind, muB ausgeschlossen werden, da88 der Nenner in Gleichung (4) gleich Null wird,
weshalb jetzt folgende Definition eingefiihrt wird:

_3
3z~ 25,y ~ys) = { [(z—2)+(y-9)% "2 : sonst 5)
0 P T=T,, Y= Vs
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Nach Ausmultiplizieren des Zihlers und Zusammenfassen nimmt Gleichung (4) folgende Form an

Ag(zaps) = L Ap Az - Ay

M-l N-=-1
[ Y S r e -2y - vs)  h¥(@ — 2ay — ¥s)
=0 5=0
T wawa (6)
—2h(24,9s) - D D773 — 0y y — ¥s) - h(2 — 25,y — Us)
i=0 ;=0
Mot N
+h*(z,,9s) - E Z 7-3(3 - T5,Y— ya)]
=0 ;=0

Die ersten beiden Terme in der eckigen Klammer aus Gleichung (6) sind diskrete Faltungen,
die auf einfache Weise mit der FFT unter Ausnutzung des Faltungstheorems berechnet werden
konnen. Die dritte Doppelsumme entspricht dem Mittelwert des Abstands aller Gitterpunkte
vom Mittelpunkt des Rasters.

Als endgiiltige Formel fiir die Gelindereduktion erhilt man schlielich

Ag = f‘:p Az - Ay [—7"" (F(r~3)F(h?)) — 2h F~* (F(r~3)F(h)) + b* <'-3>)] ™

Hierbei ist F der Operator der Fourier-Transformation und F~! der Operator der inversen
Fourier-Transformation. Fiir die Mittelwertbildung wird das Symbol < > verwendet.

Das Verfahren liefert die topographische Reduktion gleichzeitig fiir alle Gitterpunkte, wobei die
Reduktion im Nahbereich, d. h. innerhalb des Rasterelemts mit Kantenldngen Az und Ay, in
dessen Mittelpunkt sich jeweils der Stationspunkt befindet, gesondert berechnet werden muf
(z. B. nach Schéler, 1976 oder Klingelé, 1980/81), weil nach der Definition (5) fiir verschwin-
denden Abstand r=3 dieses Rasterelement keinen Beitrag zur Reduktion liefert.

Wegen FFT-spezifischer Randeffekte nehmen die auftretenden Fehler vom Zentrum des Rasters
nach auflen hin zu, weshalb die fiir die randlichen Bereiche berechneten Geldndereduktion keine
Aussagekraft besitzen. Da aber das Gebiet, fiir das Reduktionen bestimmmt werden sollen, von
vorneherein um weitere Punkte —in Abhéingigkeit des Reduktionradius— zu erganzen ist, spielt
diese Einschrinkung keine wesentliche Rolle.

Die durchgefiihrten Rechnungen zeigen, daB brauchbare Ergebnisse fiir ein zentales Gebiet, das ungefahr
40% x 40% des gesamten Rasters umfafit, erzielt werden.
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Zwei Einschrankungen bei der Anwendung des Verfahrens miissen stets bedacht werden:

(a) Da die angegebenen Formeln nur fiir den ebenen Fall gelten, ist das Verfahren bei
grofiriumigen Gebieten, bei denen die Sphérizitit der Erde nicht vernachlissigt wer-
den darf (Jung, 1961), nicht mehr uneingeschrinkt zu verwenden.

(b) Liegen die Stationspunkte nicht auf einem regelméisigen Gitter vor, mufl zusétzlich
auf die wahren Stationslagen und Stationshshen interpoliert werden. Dafiir kommen
Splinefunktionen oder bilineare Interpolationsformeln in Frage (Forsberg, 1985).

3. Modifikation des Sideris-Verfahrens

Vor Berechnung der topographischen Reduktion mit dem FFT-Verfahren miifite stets geklart
werden, ob die Bedingung (3) fiir alle Rasterpunkte erfiillt ist, weil sonst unakkzeptal grofie
Fehler, die sich bis zu einigen mgal summieren kénnen, auftreten. Weil diese Uberpriifung zeit-
aufwendig und nicht ganz unkritisch ist, wurde ein anderer Weg eingeschlagen, um das Verfahren
trotzdem verwenden zu kénnen.

Zur Verringerung der wegen der verwendeten Niherungsformel auftretenden Fehler sind prinzi-
piell zwei Verfahrensweisen denkbar

o Beriicksichtigung des quadratischen Terms der Taylorreihen-Entwicklung in Gleichung (1)
oder

e Modifikation der Filterfunktion 73 in Definition (5).

Im ersten Fall lautet die Berechnungsformel der Geldndereduktion

_ 1 (h - h.,)2 3 (h- h.,)4
AEeye) =1 Ap Az Ay [5 VE-n ) G-nl SVE-nPTu-u)? 5] - ®

Der quadratische Term der Taylorreihen-Entwicklung kann ebenfalls mit Hilfe der FFT
bestimmt werden; insgesamt sind statt der urspriinglichen zwei Faltungen zusitzlich weitere
vier zu berechnen:

Ag=f- -Ap-Az- Ay [%(7-"‘ (F(r=3)F(h?)) — 2h, F (F(r~3)F(h)) + A3 <r'3>)—

2(F Fem)F W) — ahy F (FE0)FR) +

6h] ! (F(r~5)F(h?)) — gh3 F~ (F(r~%)F (b)) -

thadl) ®)
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Die Modifikation der Filterfunktion 7~3 greift einen schon von Bott (1959) gemachten Vorschlag
auf, in dem es heifit

” The errors from all sources are the largest for small values of v, and thus it is
desirable for the programme to include e facility for ignoring the squares in the
immediate vicinily of the station concerned.”

Jeder Rasterpunkt wird “ringf6rmig“ von weiteren Gitterpunkien umgeben, wobei die Eintei-
lung nach der in Abbildung 1 dargestellten vorgenommen wird. Die acht direkten Nachbarpunkte
gehéren zu Ring 1, die ndchsten sechzehn zu Ring 2 usw.

Statjonspunkt

Ring| 2

Abbildung 1: Einteilung des Reduktionsgebiets in verschiedene Ringe um den jeweiligen
Stationspunkt.

In Definition (5) wird jetzt nicht nur fiir z, = z und y, = y, sondern auch fiir diejenigen Punkte,
die sich innerhalb der vorzugebenden Ringe befinden, r~3 = 0 gesetzt. Damit wird eine Aus-
blendung des Bereichs, durch den die gréBten Fehler bei der Reduktion entstehen, erreicht. Fiir
die nicht beriicksichtigten Punkte mufl die Reduktion allerdings mit herkémmlichen Methoden
bestimmt werden.

Durch diese mehrstufige Berechnung kdnnen einerseits die Vorteile der enorm schnellen
Bestimmung der Geldndereduktion mit der FFT ausgenutzt und andererseits eine ansreichende
Genauigkeit erreicht werden.

Testrechnungen haben ergeben, daf die FFT-Methode schon bei kleinen (32 x 32) Rastern erhebliche
Rechenzeiteinsparung gegeniiber der Quader-Methode bietet (ungefihr Faktor 50). Der Zeitvorteil
vergroflert sich bei sehr umfangreichen Hohenfiles (1000 x 1000) um ein Vielfaches, so daB es z. B. ohne
weiteres moglich wire, Daten des Raster 1 des digitalen Gelindemodells Osterreichs auch zur Berechnung

der Fernreduktion zu verwenden.
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4. Testrechnungen

Zum Test des Verfahrens wird ein 90 x 60 Punkte umfassendes Gebiet verwendet, das von den
Koordinaten

13° 19’ 22.5” OQstliche Linge
47° 52' 52.5” Nérdliche Breite

12° 5 37.5"
46° 46' 7.5

A IA

umschlossen wird. Der Punktabstand betrigt in z-Richtung 1392 m (11.25") und in y-Richtung
1552m (18.75") (Raster 3 des digitalen Gelindemodells Osterreichs).

Die Gelindereduktion wird fiir einen 30 x 20 Punkte umfasssenden Ausschnitt im Zentrum
des Gesamtrasters berechnet. Hier betragen die Gelindehshen zwischen 724 m und 3085 m.
Die Hohenunterschiede zwischen den einzelnen Punkten sind wegen des hochalpinen Gelandes
recht betrichtlich und betragen teilweise iiber 1000 m. Als Reduktionsdichte wird einheitlich
2.67gcm™2 verwendet.

Bleibt bei der Berechnung jeweils das Rasterelement ausgespart, in dessen Mittelpunkt sich der
Stationspunkt befindet, betragen die Unterschiede zwischen FFT-Verfahren und der Quader-
Methode zwischen —0.2 und 1.6 mgal (Tabelle 2, 2. Spalte). Die grofiten Abweichungen treten
an den Punkten auf, an denen die Hohenunterschiede zu den umliegenden Punkten sehr grof,
teilweise in der Groflenordung der Rasterabstinde, sind. Dort gilt die fiir Gleichung (2) ange-
nommene Vorausetzung nicht mehr, wodurch die Abweichungen zu erkliren sind.

Bei Vernachlissigung der den Stationspunkts umgebenden acht Nachbarpunkte ergibt sich eine
erhebliche Verringerung der Abweichung beider Methoden voneinander, so daf fiir fast 100 %
aller Punkte die Abweichungen kleiner als 0.5mgal bleiben. Werden nicht nur die direkten
Nachbarpunkte (1. Ring) bei der Rechnung nicht mitherangezogen, sondern auch die Punkte
des 2., 3. und 4. Rings, verbessert sich das Resultat kontinuierlich (Tabelle 2, 3. - 6. Spalte).
SchlieBlich differieren beide Methoden nur noch um maximal 0.3 mgal. Natiirlich nimmt gleich-
zeitig der Gesamtbetrag der Reduktion ab (Tabelle 1).

Die Resultate sollten noch besser werden, wenn, wie weiter oben beschrieben, auch der quadrati-
sche Term der Reihenentwicklung in Gleichung (1) beriicksichtigt wird. Erstaunlicherweise ist ge-
nau das Gegenteil der Fall! Die maximale Abweichung betragt fast 3.4 mgal (Tabelle 3, 2. Spalte)
im Gegensatz zu 1.6 mgal beim nicht modifizierten Sideris-Verfahren. Diese Tendenz schwiacht
sich ab, wenn der *Nahreduktionsradius“ nach auBen verlagert wird (Tabelle 3, 3. - 6. Spalte).

Dieses Ergebnis kann nur so gedeutet werden, da$ in diesem Beispiel die Ndherungformel (2) die
Schwerewirkung des Quaders besser approximiert als Gleichung (1) bzw. die daraus abgeleiteten
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Formeln, die auch Glieder héherer Ordnung der Reihenentwicklung dieser Gleichung enthalten.

Sich daran anschliefende Untersuchungen, bei denen auch die von Jung (1961) angegebene
Formel

Ag(zs,ys)=f- . 1:21 (h—h’)z _§._A_§.2 (h_h’)z ’
o) =80 o) g e T 102 e

mit der FFT ausgewertet wurde, haben gezeigt, dafl die mit Formel (2) berechneten Reduktionen
in Gebieten mit grofen H8henunterschieden die geringsten Unterschiede zur Quader-Methode
aufweisen, wihrend bei ruhiger Topographie die Formel von Jung die genauesten Ergebnisse
liefert. Letztere Formel gilt jedoch nur, wenn die Gitterabstinde in z- und y-Richtung gleich
groB sind.

5. Zusammenfassung

Das Sideris-Verfahren ist eine elegante Methode zur Berechnung der gravimetrischen Geldndere-
duktion, die besonders fiir die Verarbeitung umfangreicher Héhenfiles geeignet ist. Da allerdings
als Ausgangsforme! die Massenlinien-Formel verwendet wird, ist die Anwendung nur zur Berech-
nung der Fernreduktion empfehlenswert, wobei wegen der Nichtberiicksichtigung der Spharizitat
der Erde, der Reduktionsradius nicht beliebig grofi gewdhlt werden darf. Generell sind umso
bessere Ergenisse zu erwarten, je geringer die Hohenunterschiede zwischen den einzelnen Raster-
punkten sind.

Insgesamt kann mit dem Sideris- Verfahren ein schneller Uberblick iiber die zu erwartende GréSen-
ordnung der Geldndereduktion erhalten werden. Bestehende Verfahren kann es zwar ergénzen,
aber nicht in ihrer ganzen Anwendungsbreite ersetzen.
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Tabellenanhang:

Geldandereduktion Aussparung bis Ring
[mGal] o] 1] 23] 4
Minimum 25 22| 16| 131} 1.0
Maximum 3392831193 129|103

Tabelle 1: Geldndereduktion bei Variation des “Nahreduktionsradius® (Sideris- Verfahren).

Abweichung Anteil von 600 Punkten
[mGal] 0 | 1| 2| 3] 4
-1.0--0.9 . 1 - - -
-09--08 . - - -
-0.8 --0.7 . - - -
-0.7--0.6 - . - -
-0.6 - -0.5 - -
-0.5-~-04 2 - -
-0.4--0.3 . 2 1 1
-0.3--0.2 1 - 9 11 11
-0.2 --0.1 . 5 30 37 35
-0.1- 0.0 - 11 308 | 477 | 517
0.0- 0.1 ) 97 249 74 36
0.1- 02 16 184 - -
0.2~ 0.3 29 191 - -
0.3- 04 45 93 - -
04- 05 45 16 - -
0.5- 0.6 60 - - -
0.6- 0.7 73 - - - -
0.7- 0.8 65 - - - -
08- 09 63 - - - -
09~ 10 96 - - - -
1.0- 1.1 45 - . - -
1.1- 1.2 42 - - -
1.2- 1.3 28 - - - -
13- 14 15 - - -
14- 15 9 . - - -
15~ 1.6 2 - - - -
1.6- 1.7 1 - - - -
Mittelwert [mGal] | 0.75 | 0.20 | -0.02 | -0.04 | -0.04

Tabelle 2: Verteilung der Abweichung der Geldndereduktion berechnet mit dem FFT-Verfahren
vom Quader- Verfahren fir unterschiedliche “Radien“ des Nahreduktionsbereichs.
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Gelandereduktion Aussparung bis Ring
[mGal] o] 1] 2] 3] 4
Minimum 25 22| 16 13 1.0
Maximum 30.7 | 26.0 | 18.7 | 12.7 | 10.2

Tabelle 3: Geldndereduktion bei Variation des “Nahreduktionsradius“ (modifiziertes
Sideris- Verfahren).

Abweichung Anteil von 600 Punkten
[mGal] 0 1 2 3 4
-0.3 --0.2 - - - 5 5
-0.2--0.1 - - 13 24 29
-0.1- 0.0 - - 85 334 447
0.0- 0.1 2 248 401 237 119
0.1- 0.2 14 168 58 - -
0.2- 03 13 77 2 - -
03~ 04 32 31 1 - -
04- 0.5 34 22 - - -
0.5~ 0.6 34 15 - - -
0.6 - 0.7 49 13 - - -
0.7- 0.8 49 10 - - -
0.8- 0.9 53 6 - - -
09- 1.0 39 - - - -
1.0- 1.1 37 3 - - -
1.1- 1.2 31 - - - -
1.2- 1.3 27 5 - - -
13- 14 29 - - - -
14- 15 22 - - - -
156- 1.6 19 1 - - -
16- 1.7 18 - - - -
1.7- 1.8 21 - - - -
18- 1.9 9 - - - -
19- 2.0 16 - - - -
2.0- 21 13 - - - -
2.1- 22 7 - - - -
2.2- 23 11 - - - -
23- 24 3 - - - -
24- 25 5 1 - - -
> 26 13 - - - -
Mittelwert [mGal] | 1.08 | 0.20 | 0.04 | -0.01 | -0.03

Tabelle 4: Verteilung der Abweichun:g der Gelindereduktion berechnet mit dem modifizier-
ten FFT-Verfahren vom Quader-Verfahren fir unterschiedliche “Radien“ des Nahreduktions-
bereichs.



