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Leistungsffihige Numerische Algorithmen ffir Geodfitlsch-Geophysikallsche

Anwendungen

W.-D. Schuh TU Graz

Zusgmmenfsssung

Weiterentwicklungen in der numerischen Mathematik und leistungsffihige
Rechenwerkzeuge erélffnen neue Mfiglichkeiten der Analyse von Daten und
Modellen. Somit kiinnen komplizierte und rechenintensive Modellsnsatze
ffir Untersuchungen herangezogen werden. Aber auch die Verarbeltung
von groBen Datenmengen in einem GuB ist in immer komfortablerer Form
mbgllch. Hier soll ein Uberblick von Arbeiten auf diesem Gebiet gegeben
werden.

l . Einffihrung

Immer schwierigere und umfangreichere Problemstellungen werden der

automationsgestfitzten Berechnung fibertragen. wobei nicht nur eine Be-

rechnung der Lbsung. sondern gleichzeltig eine Analyse der Eingangs-

daten, die Uberprilfung von Modellen und eine mfiglichst leicht erfaBbare

Ausgabe gefordert werden. Hfindische Oberprilfungen sind bei den vorlie-

genden Datenmengen ein unmégllches Unterfangen. Wenn man zum Bei-

spiel die 60.000 Schweremessungen, die filr das deterrelchische Bundes-

gebiet vorliegen und zur Geoldberechnung 1987 herangezogen wurden.

betrachtet (H. Stinks] u.a. (1987)) und fiberlegt, daB dies elnem Ausdruck

von 6000 m (40 Zelchen (“10cm pro Messung) entsprlcht, so erkennt man

die Hoffungslosigkelt einer hfindischen Uberprilfung. Man kann zwei Wege

einschlagen. um diese Datenmengen zu bewfiltigen. Eln Weg stellt eine

bestmiigliche graphlsche Aufbereitung der Daten dar, wodurch der Bear-

belter, auf Grund der ausgeprfigten Fiihlgkeit Bllder zu erfassen, In die

Lage versetzt wird, die Uberprilfung der Elngabedaten und die Inter-

pretation der Ergebnisse durchzufilhren. Eln anderer Weg ist durch dle

Erfassung der Uberprilfungskriterien in entsprechenden mathematischen

Modellen gegeben, sodas der Datentest weitgehend automatisier‘t werden

kann. Der Bearbeiter bekommt zusammengefaiste Ergebnisse und wird
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durch Analyseprogramme auf kritlsche Punkte (Datenfehler, Modell-

inkonsistenzen) hingewiesen. Erst wenn die Berechnung entsprechend

aufbereitet und in einer absehbaren Zeit wiederholbar ist, wird es filr

den Bearbeiter verlockend, Eingabefehlern auf die Spur zu kommen und

durch genauer angepaBte Modelle seine Ergebnisse zu verbessern. Dieser

Idealfall einer Bearbeitung von MeBergebnissen setzt neben einem ge-

schulten Bearbeiter leistungsffihige Modelle und deren Umsetzung filr die

automatischen Berechnungen voraus.

Weiterentwicklungen in der numerischen Mathematik und der rasante

Fortschritt auf dem Gebiet der Datenverarbeitungsanlagen eriiffnen neue

Méglichkeiten der Analyse von Daten und Modellen. Kompllzierte und

rechenintensive Modellansatze kiinnen fiir Untersuchungen herangezogen

werden, aber auch die Verarbeitung von groBen Datenmengen in einem

GuB ist in immer komfortablerer Form m6glich. Hier soll eine Uberblick

von Entwicklungen der letzten Jahre, von neuen und zukiinftigen For-

schungsarbeiten im Bereich der automationsgestfitzten Verarbeitung von

MeBergebnlssen gegeben werden. Schwerpunkt stellt dabei sowohl die

Datenanalyse und Modellbildung als auch die Lésung der Systeme dar.

Diese Arbeit konzentriert sich im wesentlichen auf die Auswertung bei

Netzwerken und auf Feldberechnungen. Verschiedene L6sungsansfitze

werden herausgearbeitet, und an konkreten Anwendungen wird die erk-

samkeit der verwendeten Algorithmen demonstriert.

2. Hodellbildungen

Netzwerke sind aus zwei Komponenten aufgebaut: Eine meist groBe An-

zahl von Knoten wird durch Kanten miteinander verbunden. Die Kanten

kénnen dabei als gerichtete Grbflen (z.B. H6hen-, Schwere- oder

Koordinatenunterschiede. Richtungen usw.) oder ungerichtete GrfiBen

(Strecken usw.) auftreten. Aber auch paarweise verkm’ipfte Kanten

(Winkeln, Streckenunterschiede usw.) und verknilpfte Gruppen von Kanten

(Richtungssatze, Streckensatze usw.) kénnen im Netz enthalten sein.

Wesentlich ist dabei. daB nur wenige Verknfipfungen (im statistischen

Sinn) vorhanden sind. die hauptsfichlich im lokalen Bereich zu 6rtlich

benachbarten Knoten wirken. Die Aufgabenstellung bei vielen Anwen-

dungen ist dadurch gegeben, daB MeBwerte ffir die Kanten vorliegen, um
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daraus unbekannte Knotenparameter fiberbestimmt und somit kontrolliert

riickzurechnen. Da keine Messung unbeeinfluBt von systematischen und

zufalligen GriiBen durchgefiihrt werden kann und auBerdem interne

Geratefehler oder Bedienungsfehler unumganglich sind, konnen die

unbekannten Parameter nicht konsistent (widerspruchsfrei) aus allen

Messungen riickgerechnet werden. Durch Vorgaben iiber das Verhalten der

systematischen und zuffilligen MeBanteile ermittelt man 'bestmiigliche'

Parameter aus dem vorhandenen Datenmaterial. Sind systematische Mes-

anteile durch physikalische oder elektronische Phenomena erklfirbar, so

kann die Beriicksichtigung innerhalb der Berechnung durch deter-

ministische Ansatze modelliert werden (konstanter und proportionaler

Anteil bei Streckenmessungen, Uhrenfehler, Verzelchnungen bei Abbil-

dungen, Ausgleichstiefe bei der topographisch-isostatischen Reduktion

usw.). Erscheint eine signifikante Berechnung nicht moglich, da die

Daten die Einfliisse nicht reprfisentatlv beschreiben, so kann man die

MeBwerte durch Standardmodelle. die durch zusatzliche Informationen

(Temperatur, Luftdruck. Gelandemodelle usw.) gestiltzt werden. reduzleren

(atmosparische Reduktion, topographisch—isostatische Reduktion).

Numerisch problematisch erscheint das bei den GPS-Messungen durch-

gefiihrte Verfahren. durch Differenzbildung von Messungen systematische

Anteile (Ionosphare) zu eliminieren. Die verbleibenden Pseudomessungen

weisen nur einen sehr verringerten Informationsgehalt auf, da der

relative Restfehler der Pseudomessungen vergrt‘iBert und durch die

Korreliertheit verschleppt wird. Kann keln deterministischer Ansatz die

systematischen Fehleranteile erfassen. da diese eher zufalllgen Ein-

fliissen unterliegen. so eignet sich der sehr rechenintensive Ansatz fiber

stochastische Modelle (empirische Kovarianzfunktionen) und eine

Kollokationslbsung zur Ermittlung und Modelllerung der systematischen

MeBanteile.

Der verbleibende, rein zufallige, unkorrelierte MeBanteil (white noise)

wird durch externe Genauigkeitsabschatzungen oder die Relativierung

einzelner MeBgenauigkeiten untereinander abgeschlitzt. Die unkorrelierten

Einflilsse werden in einer Diagonalmatrix als Gewichtsansatz oder als

Kovarianzansatz modelliert. Filr die 'bestmfigliche' Berechnung der

Parameter muB noch eine zusatzliche Annahme ilber das statistische Ver-

halten der zuffllligen MeBanteile vorgegeben werden. Unter der idealen
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Voraussetzung, daB unendlich viele, gleich groBe Fehlereinfliisse den

zufalligen MeBanteil hervorrufen, beschreibt die Normalverteilung das

statistische Verhalten am besten. Auf Grund der Methode der maximalen

MutmaBlichkeit (maximum Likelihood-Methode) kann die ‘bestmégliche'

Berechnung der Parameter durch Minimierung der gewichteten Quadrat-

summe der Verbesserungen (GauB'sches Minimumsprinzip, L2-Norm) er-

reicht werden. Empirische Untersuchungen der zufalligen Anteile zeigen

jedoch, daB diese idealen Voraussetzungen und somit die Normalver-

teilung nur in wenigen Fallen wirklich vorhanden sind. Wie verschiedene

Arbeiten (Carosio (1979). Borutta (1988), Caspary (1988)) zeigen, weist

die Minimierung nach dem GauB'schen Minimumsprinzip die unangenehme

Eigenschaft auf, daB sie fiir nicht normalverteilte Daten kein sehr

stabiles Verhalten zeigt und gegenl‘iber robusten Verfahren bei annfihernd

normalverteilten Daten oder Mischverteilungen schlechte Ergebnisse

erzielt. Durch Minimierung sowohl des Einflusses der Verteilung als auch

der groben Datenfehler auf das Berechnungsergebnis stofit man auf

robuste Berechnungsverfahren. die durch Iteration und Neugewichtung

auch bei nichtidealen Voraussetzungen stabile Ergebnisse liefern

(Huber (1977). Hampel (1983)). Geodatische Anwendungen der Neuge-

wichtungsmethode wurden durch Krarup u.a. (1980) initiiert und sind

inzwischen als 'Danische Methode' weitverbreitet. Robuste Ausglelchs-

verfahren mit Hilfe der Minimierung der Absolutsumme der Verbes-

serungen (Ll-Norm) und entsprechende Rechenvorschriften der linearen

Programmierung haben ebenfalls einen festen Platz bei den Analyse-

techniken von Netzen (Fuchs (1980),(1982), Kampmann (1986),(1988)).

i Numerische Behandlung

Bei der numerischen Behandlung all dieser Ansatze stdBt man auf

manche Gemeinsamkeiten. aber auch auf spezielle Eigenheiten bei

einzelnen Problemstellungen. Den meisten Aufgaben liegt die Losung

eines symmetrischen, positiv definiten Gleichungssystems zugrunde.

Wegen des netzwerkartigen Aufbaus und der nur lokal vorhandenen

Kanten sind viele Systeme extrem schwach besetzt. Durch Ausnutzung

dieser Eigenschaft ist es miiglich, die quadratisch anwachsende

Speicheranforderung bei vollen Matrizen auf lineare Anforderungen zu

senken. Entscheidend dabei ist es. Wahrend des Lésungsverfahrens diese



-189-

schwache Besetztheit bestmoglich zu bewahren.

Bei den iterativen Ldsungsmethoden stellt dies keine Schwierigkeit dar.

da die Matrizen nur multiplikativ verwendet werden. Die deshalb gerne

verwendete Methode der koniugierten Gradienten eignet sich ausge-

zeichnet als schnelles Lésungsverfahren bei schwach besetzten Systemen

(Grz'indig (1980)). Bedingt durch spezielle Eigenschaften von netz-

werkartigen Systemen wird eine hohe Nachbarschaftsgenauigkeit schon

nach wenigen Iterationen erlangt. Das Konvergenzverhalten sowie die

Abschatzung von globalen Ungenauigkeiten verursachen jedoch Problems

(Schuh (1984b)). die auch durch verfeinerte Methoden (Vorkon-

ditionierung (Benciolini 11.51.(1981)) nicht ganzlich zu beseitigen sind.

Bei Ausnutzung der positiven Eigenschaften (schnelle lokale Konvergenz)

eignet sich diese Methode besonders fiir alle Neugewichtungsmethoden

(Fuchs u.a. (1983). Schuh (19843)).

Um die schwache Besetztheit bei direkten Losungsverfahren bestmtlglich

ausniitzen zu konnen. bedient man sich eines einfachen Hilfsmittels.

Durch eine Umordnung der Reihenfolge der Unbekannten (betrifft Zeilen

und Spalten in gleicher Weise, um die Symmetrie zu erhalten) versucht

man die Anzahl der Nullelemente wiihrend des Losungsprozesses moglichst

groB zu halten. Man erreicht damit eine Einsparung an Speicherplatz und

Rechenzeit und erzielt zusatzlich ein giinstigeres Verhalten der

Rundungsfehler (Meiss1(1980)). Von den drei verwendeten Methoden

(Verfahren nach dem Grad der Knoten. band- oder profilorientlerte

Verfahren) haben sich in der geodatischen Anwendung die profil-

orientierten Verfahren als am leistungsféhigsten herauskristallisiert

(Banning (1986)). An Umordungsalgorithmen werden das weitverbreitete,

einfachere Verfahren von Cuthill-McKee (reversed Cuthill-McKee)

(Cuthfll (1972)) und das leistungsfahigere Verfahren nach Snay

(Snay (1976). Schuh (1981)) verwendet. Die Ldsung erfolgt durch eln

speziell adaptiertes Cholesky-Verfahren, welches auf die variable

Bandbreite bei der Speicherung und Berechnung Rficksicht nimmt

(Meiss) (1982), Poder und Tscherning (1973)). Die Inverse innerhalb des

Profils, also zumindest die Elemente zwischen allen Nachbarpunkten.

kann durch ein auf Hanson (1978) zuriickgehendes Verfahren rekursiv

ermittelt werden. Wenn die dadurch erzielte Einsparung an Speicherplatz



-190-

(n'b anstatt n3/2) und Rechenzeit (n‘b2 anstatt n3/6; n. .Anzahl der

Unbekannten, b... mittlere Bandbreite) bei sehr groBen Systemen nicht

ausreicht. so kann auf die Methode der Helmert-Blockzerlegung (Nested

Dissection) (George and Lin (1981)) fibergegangen werden, wodurch eine

parallele Berechnung mit mehreren Recheneinheiten gleichzeitig

ermbglicht wird.

Bei sehr groBen Gleichungssystemen, die aus Approximationsansatzen

stammen. kann der Ubergang auf regelmaBige Gitterstrukturen die

Berechnung erleichtern oder auch erst ermoglichen. Die durch

Kollokationsansatze so entstehenden Kovarlanzmatrizen weisen

zirkulierende oder Toeplitz-Strukturen auf und konnen mit sehr

platzsparenden. schnellen Algorithmen gelost werden. Toeplitz-Systeme

konnen rekursiv mit einem Rechenaufwand von quadratischer Ordnung

berechnet werden. Zirkulierende Systeme konnen durch Diskrete Fast

Fourier Transformationen unter besten Voraussetzungen in einer Ordnung

n'logn gelost und invertiert werden. Bedingt durch Verwendung von

Funktionen mit endlichen Tragern als Basisfunktionen (Finite Elemente,

Splines) oder als Kovarianzfunktionen (Finite Kovarlanzfunktionen (Sanso'

und Schuh (1987)) konnen auch bei Approximationsverfahren schwach

besetzte, meist bandahnliche Matrizen erzeugt werden. Die sich

anbietenden Losungsmfiglichkeiten sind Bandalgorithmen oder Blockband-

algorithmen bei unregelmaBigen Strukturen. Fiir regelmaBige Strukturen

ist es gelungen, eine Rechenvorschrift zu entwickeln, die Bandtoeplitz-

matrizen streng mit einem Rechenaufwand der Ordnung (n'logn bzw. b’)

16st. Die Rechenzeiten fiir 30.000 Unbekannte, bei einer Bandbreite von

3000. liegen bei einem Minicomputer bei etwa 2 Minuten (institutseigener

Rechner VAX 3200).

Neben der einmaligen Berechnung der Losung von symmetrischen, positiv

definiten Gleichungssystemen tritt bei den robusten Schatzverfahren ein

dynamischer Aspekt in den Vordergrund. Das Gleichungssystem unterliegt

Veranderungen in den Koeffizienten (Neugewichtungen. Elimination von

groben AusreiBern). oder es wird auf eine andere Zusammenstellung der

Unbekannten durch andere zugrundegelegte Modelle fibergegangen. Ist

vorweg bekannt. dais ein dynamisches Verfahren bei der Berechnung ver-

wendet wird. kann man sich spezieller numerischer Techniken bedienen.
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Die Moglichkeiten bei Anderung der Koeffizienten sind vielffiltig und

reichen von inversionsfreien Verfahren, um den EinfluB einzelner

Beobachtungen hinzuzufiigen oder zu eliminieren (Formel von

Sherman-Morrison-Woodbury), bis zu iterativen M6glichkeiten der

Berechnung der neuen Losung oder der veranderten Inversen

(Schmitt (1985)). Austauschverfahren eignen sich zum Obergang auf

unterschiedliche Gruppen von Unbekannten. Der Austauschschritt bildet

deshalb auch die Grundlage des Simplexverfahrens, des Universallosungs-

verfahrens der linearen Programmierung (Danzjg (1966)). Alle Versuche,

den Simplexalgorithmus bzw. das revidierte Simplexverfahren durch

leistungsfahigere Methoden zu ersetzen, zeigten keinen Erfolg

(Strang (1986)). Verbesserte Verfahren f1'ir spezielle Situationen konnten

zwar gefunden werden, jedoch kein universell einsetzbares Verfahren. Zur

Minimierung der Absolutsumme von Verbesserungen wurde von Barrodale

und Roberts ein Verfahren vorgestellt, das wegen der gleichzeitigen und

vereinfachten Behandlung mehrerer Optimierungsschritte Wahrend eines

Austauschschrittes eine Speicherplatz- und Rechenzeitersparnis bringt

(Barrodale and Roberts (1983). Fuchs (1980)). Bei eindimensionalen

Netzen (z.B. Héhen- und Schwerenetze) konnte durch Umformungen eine

Uberfiihrung des Ll-Ausgleichsproblems in ein Transportproblem ver-

Wirklicht werden. womit der machtige Rechenapparat dieser Optimierungs-

verfahren filr unsere Problemstellungen erschlossen werden konnte.

Eindimensionale Netze konnen mit kapazitiven ZirkulationsfluBalgorithmen

gelost werden. Der Rechenaufwand weist eine Ordnung von n'm‘logm

(m...Anzahl der Messungen) auf, wobei nur Additionen und Subtraktionen

benétlgt werden, also keine Rundungsfehler entstehen. Der Speicherplatz

steigt nur linear mit der Gr68e des Systems (Schuh (1985)). Die groBe

Flexibilitat. die durch die Einfilhrung von zusatzlichen Bedingungen

(Gleichungen und Ungleichungen) und durch Schlupfvariable ermfiglicht

wird, macht uns optimistisch, auch neue Anforderungen behandeln zu

konnen. Die Forderungen der MeBtechnik (GPS-Messungen) erzwingen die

Modellierung von gemischt-ganzzahligen Problemen, da filr bestimmte

Gruppen von Unbekannten Ganzzahligkeit gefordert ist. Auch das

Zusammenwirken von verschiedenen Ausgleichsansatzen und die Ein-

fiihrung von Ungleichungen in den quadratischen Ausgleichsansatz

stellen Schwerpunkte der Forschung dar. Neuen Moglichkeiten, die

schwache Besetztheit bei linearen Programmen auszunfitzen, die durch ein
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untersucht.

Eigenschaften num. Verfahren

konventionell, Eliminationsverfahren

sehr universell (GauB, Cholseky und
Austauschverfahren)und problemlos

sehr robust, Orthogonalisierungs-

fiberwindet jedes verfahren

Hindernis (Singular Value Decomposi-

tion SVD, Spektralanalysen)

rasch, Verfahren fur schwach be-

eroffnet neue

Hoglichkeiten

setzte Systeme

(band- oder profilorien-

tierte Verfahren)

fur manches

ungeeignet,

manchmal unfiber-

treffbar

Iterative Verfahren

(Relaxationsmethoden,

konjugierte Gradienten)

sehr eingeengt,

aber enorm

schnell

Regelmafiige Strukturen

(Diskrete Fast Fourier

Techniken DFFT, rekursive

Toeplitzalgorithmen,

Bandtoeplitzverfahren)
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4. Schlufibemeljgungen

Ich hoffe, Ihnen hiermit einen Eindruck vermittelt zu haben. Wie die

Werkzeuge eines 'rechnenden Geodaten' heute beschaffen sind. Als

Zusammenfassung sei - auf Grund personlicher Bindungen des Autors zur

FuBbekleidung - eine Gegeniiberstellung (Abbildung 1) erlaubt.
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