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VORWORT

Inder vorliegendenSchriftenreihewurdenim Heft 30 „Die atmosphärischenGleichungenin
denmeteorologischenKoordinatensystemen“abgeleitetund dargelegt.Nunmehrist geplant
als Erweiterung in drei weiterenTeilen die Probleme und Grundlagen der Numerischen
Wettervorhersage(NWP) in einer zusammenfassendenÜbersichtdarzustellen.Inden letzten
33 Jahrensind im Grund nur drei Lehrbücherfür das Thema NWP, [HALTINER (1971),
HALTINER u.WILLIAMS (1980),KALNAY (2003)],alle in englischerSpracheerschienen.
Deshalb soll für Interessierte,Studierendeund Fachkollegen,die nicht unmittelbarmit der
NWP befasstsind, eine überblicksweiseDarstellunggegebenwerden.Mit Hinblick auf die
stürmische,extremumfangreicheEntwicklung der NWP ist es sicher unmöglich auf alle
EinzelheitenundDetailseinzugehen.Die vorliegendeunddieweitergeplantenMonographien
sollen aber auf Basis der bisherigenund der gegenwärtigenLiteratur einen informativen
Überblick geben. Während hier im Teil I Grundlagen, AtmosphärischeWellen und die
Numerischen Methoden I mit der vor allem am Beginn der NWP wichtigen Gitter-
punktsmethodeund historischeAspekte behandeltwerden, sind es im Teil II die Semi-
LagrangescheMethode, die Galerkinmethoden,die Parametrisierung,Lösungsmethodenfür
algebraische Gleichungen und ein Überblick über Numerische Vorhersagemodelleim
globalenundmesoskaligenScale.

FranzHUBER-POCK



1. Grundlagen und Probleme

1.1 Kurze Einführung in die grundlegenden Probleme der

meteorologischen Vorhersage

Der Wunsch in die Zukunft zu sehenist sicherlich so alt wie die Menscheit selbst.ImZuge
der Evolution in eine arbeitsteiligeWelt der zeitgenössischenTechnokulturhabenmoderne
Prognostikerwie Demoskopen,Ökonomenund Meteorologendie Rolle der Medizinmänner
grauer Vorzeit übernommen.Während damals eine mythische Erwartungshaltungin die
Zukunft sehenzu können,maßgebendwar, beruhtdiese Erwartungshaltungheuteauf dem
monokausalenDenken, dessen Entstehungnach der evolutionärenErkenntnistheorieals
Erfolgsalgorithmusder Arterhaltungim Zuge der Menschheitsentwicklunganzusehenist.
Man muss FORTAK (1985) zustimmen, dass es erstaunlich ist, dass auf dieser
EvolutionsstufedesGehirnsdie moderneNaturwissenschaftentwickeltwerdenkonnte,die in
der Spracheder Mathematikdie Vorstellungsweltder Menschen von seiner unmittelbaren,
mesoskaligenUmwelt sowohl in den atomaren,mikroskopischenBereich als auch in den
makroskopischenKosmos hineinerweiternkonnte.

Bei der Erweiterung dieser menschlichen Vorstellungswelt ist es aber sehr rasch zu
Konfliktenmit demKausalitätsprinzipgekommen.Es darf hier an die relevanteProblematik
im Zusammenhangmit der Quantentheorieund die Probleme in der Kosmologie mit dem
zweiten Hauptsatzder Thermodynamik erinnert werden. Gleichzeitig hat vor allem die
BeobachtungdesLangzeitverhaltenskomplexer,physikalischeroderchemischerSystemezur
Erkenntnisgeführt,dasskausalnichterklärbare„kohärente“Ordnungsstrukturendurchnicht-
lineare,innereWechselwirkungenzustandekommen[PRIGOGINE (1979)].

Wir wollen hier an Hand der von FORTAK (1985) entwickeltenGedankengängezum
Grundproblem naturwissenschaftlicherPrognostik den Einstieg in die meteorologische
Problematikdarlegen:

„Die Meteorologieist in der Tat ein besondersschönesBeispiel für die Wandlungunseres
naturwissenschaftlichenDenkens. Unsere im Zuge der Evolution erworbenenkognitiven
Denkstrukturen linearen, kausalenDenkens passen nicht mehr so recht in die heutige
naturwissenschaftlicheVorstellungswelt.Gerade die Meteorologiemachtes besondersklar,
dass es im Falle sehr komplexer, makroskopischerphysikalischer Systeme nicht nur
praktische, sondernauchprinzipielleGrenzenderDeterminierbarkeitgibt.Die Gesetze,nach
denensich ein beliebigesphysikalischesSystemin seinemzeitlichenVerhaltendarstellt,sind
innerhalb weniger Jahrhunderteim Labor des Experimentalphysikersdadurch gewonnen
worden, dass durch Ausscheiden störenderEffekte isolierte Phänomenestudiertwerden
konnten.Experimentemit Systemen,die sehr viele Phänomenegleichzeitig enthaltenund
derenEreignisraumvon der Größe der Atmosphäreist, sind in der Regel nichtdurchführbar.
Deshalb ist das Experiment als Methode der Erkenntnisfindungder Meteorologie nicht
zugänglich.Aus diesemGrund könnenwir nicht sichersein,ob alle Gesetzeder klassischen
Laborphysikin derMeteorologieanwendbarsind.“

Charakteristischfür die Gesetzteder klassischenPhysik ist die Tatsache,dasssie die Gestalt
deterministischer,mathematischerGleichungen besitzen. Dies bedeutet,dass bei exakter
KenntniseinesbeliebigenAnfangszustandesdaszukünftigeVerhalteneinesSystemeindeutig
berechnetwerdenkönnte.



Schon in der Vergangenheithabensich bedeutendePhysikermit demProblemder Kausalität
und damitdeterministischerVorhersagbarkeitbeschäftigt.So meintePLANCK (1948),dass
das Kausalgesetzweder richtig noch falsch sei, sondernlediglich ein heuristischesPrinzip
darstellt.Er beruftsichhiebeiin bemerkenswerterWeiseaufdie Meteorologie.

Eine sehreindrucksvolleDarstellungstammt[s. FORTAK (1985)] von ERTEL (1954). Aus
erkenntnismethodischenGründen geht ERTEL von der Tatsache aus , dass die Welt, in
unseremFall die Atmosphäre,stetsin mindestenszwei Untersysteme„dekomponiert“werden
muss. Das eine System ist unsererBeobachtungzugänglich,von dem anderenbesitztman
hingegenmeistnur eine unvollständigeKenntnis.Währendder Laborphysikerversucht,den
störendenEinfluss des einenUntersystemsdurchgeeigneteMaßnahmenauszuschalten,steht
dem Meteorologen,dessen Labor die Atmosphäre selbst ist, diese Möglichkeit nicht zur
Verfügung. Das störendeUntersystemder Atmosphäreenthälteine Unzahl kleinräumiger
Phänomene,die permanentgegenwärtigsindund zumindestlangfristigdasGesamtgeschehen
mitbestimmen.ERTEL konntehiebei zeigen, dass selbstbei durchgängigerKausalstruktur
des Systems, die Anfangsbedingungen des Teilsystems, das unserer Beobachtung
„zugänglich“ ist, nicht ausreichen,um die Folgezuständein die Zukunft erfolgreich zu
extrapolieren.Es müsstenunbedingtauch die Anfangswertedes störendenUntersystemsfür
eine erfolgreiche,deterministischeVorhersagebekanntsein.Wir wissenheute,dassdies nie
der Fall sein wird und das Problem der Wettervorhersageeng mit den Erkenntnissender
Chaosphysik zusammenhängt. Die prinzipielle Unmöglichkeit einer deterministischen
Vorhersage über beliebig lange Zeiträume für ein System, das mit einem störenden
Untersystemin Wechselwirkungsteht,ist somitkeineswegsüberraschend.Es ist geplantdie
diesbezügliche Problematik in einer weiteren Monographie über das Problem der
Vorhersagbarkeit(Predictability)näherzu behandeln.

Das atmosphärischeSystem enthält Phänomene, die einen sehr großen Bereich von
Größenordnungenüberdecken.Der Bereich der kleinräumigenPhänomeneist in der Regel
routinemäßig nicht beobachtbar und fällt meist durch den „Gitterrost“ des
Beobachtungsnetzes.WährendgroßräumigeProzesseim allgemeinengut beobachtbarsind,
stellendie kleinräumigenein „stochastisches“Teilsystem dar. Da aberWechselwirkungen
zwischenbeidenSystemen,wie schonerwähnt,stattfinden,kannmandie Atmosphäreals ein
„internoffenesSystem“betrachten.

Die Umgebung bestehtaus dem Teilsystem Weltraum, welches für die Atmosphäre ein
„quasi-deterministisches“System darstellt, da hier nur die solare Einstrahlungmit dem
atmosphärischenSystem in Wechselwirkung tritt. Im Gegensatz hiezu steht das
UmgebungssystemErdoberfläche als „stochastisches“Teilsystem mit vielfältigen und
komplexenWechselwirkungenaus den UntersystemenHydrosphäre(Ozeane),Kryosphäre
(Eis- und Schneeflächen),Lithosphäre (Landflächen) und der Biosphäre, welche auch
anthropogeneEinflüsseenthält(s.Abb. 1.1.1).

Außerdementhältdie Atmosphärenoch eine Reihe von Phänomenen,die vom Standpunkt
der Wettervorhersagenur geringes Interessehaben. Es handelt sich hiebei um Schall-,
Schwere—und Trägheitswellen,die als „meteorologischeLärmprozesse“bezeichnetwerden.
Da aber das uns zur Verfügung stehendeSystem deterministischerGleichungen äußerst
sensibelhinsichtlichmöglicher Lösungen auf diese Lärmphänomeneanspricht,ergibt sich
hiereinwesentlichesGrundproblemderatmosphärischenPrognostik.
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Abb.1.1DieUmgebungs—undUntersystemederAtmosphäremitihrenWechselwirkungen

Die SensibilitätderGleichungenbestehtvergleichsweisedarin,dasssiedieWellendurchden
„FlügelschlageinerMücke“ ebensobeschreiben,wie die großensynoptischenUmlagerungen,
die uns in der Wettervorhersageinteressieren.Das Grundproblem der Trennung der
interessantenvon den uninteressantenBewegungen, welches auch als „Filterproblem“
bezeichnetwird, muss uns in der Folge noch eingehendbeschäftigen. Glücklicherweise
weisendie terrestrischenTeilsystemehöchstunterschiedlicheReaktionszeitenauf Einflüsse
vonaußenundÄnderungenin denanderenTeilsystemenauf.So verhältsichdieHydrosphäre
relativ trägergegenüberEinflüssen aus ihrerUmgebung als die Atmosphäre.Aber auch die
AtmosphäreselbstalsGanzesreagiertrelativträge.So dauertes einigeTage bis die Einflüsse
der Sonnenstrahlungund der Reibung auf der Erdoberflächein den Vorhersagegleichungen
wirksam werden, d.h. man kann bei Vorhersagen über ca. 2 Tage so tun als ob die
Atmosphäremit ihrenUmgebungssystemennicht in Wechselwirkungstünde.Diese Tatsache
ermöglichteüberhaupterst,dass schon vor der NumerischenWettervorhersageund auch in
ihrenAnfängenMethodenderkurzfristigenPrognoseerfolgreichentwickeltwerdenkonnten.

Bei AusdehnungderPrognoseaufmehrals 3 Tage kommenhingegenalleWechselwirkungen
der Teilsysteme voll zur Geltung. Mit den Wechselwirkungen und komplexen
Rückkopplungenwird aber die Nichtlinearitätder Prozesse voll wirksam und es werden
Entwicklungenmöglich, die von unsererlinearen,kausalenDenkweisenicht mehr erfasst
werden können. Eben hier bietet sich der Einsatz des nicht-linearen,deterministischen
Gleichungssystemsan,demaberselbstdurchdie mangelhafteKenntnisderAnfangszustände
Vorhersagbarkeitsgrenzengesetztsind.

„InnerhalbdieserGrenzenfindenwir heutemit Hilfe sehrleistungsfähigerComputerZugang
zur Vorhersage eines relativ großräumigenScales atmosphärischerProzesse“ [(wörtl.Zit.
FORTAK (1985)].



Trotz aller Einschränkungen,die wir hinsichtlich des Vorhersageproblemsaus heutiger
naturwissenschaftlicherSicht erkennenmüssen, sind wir dem berühmtenNorweger V.
BJERKNES besonderszu Dank verpflichtet,dasser es 1904 als ersteraufGrundder Erfolge
dertheoretischenMechanik unternahm,ein Programmaufzustellen,daszumZiele hat,exakte
Wettervorhersagenmit Hilfe deterministischerGleichungenzu erstellen.Eine Lösungdieses
nicht—linearenGleichungssystemwardamalsallerdingsüberhauptnochnichtin Sicht.

Für nicht—lineare,partielleDifferentialgleichungenversagtbekanntlichals Lösungsmethode
dassogenannte„Superpositionsprinzip“,welchessichbei linearenDifferentialgleichungenals
sehr effizient erweist. Bei nicht—linearenDifferentialgleichungenist es in der Regel nicht
möglich,eineLösung in allgemeiner,analytischerForm anzugeben.Ein nicht-linearesSystem
ist meist nur mit Hilfe „numerischer“ Methoden lösbar. Deshalb spricht man von
„Numerischer Wettervorhersage“, wenn die erwähnten relevanten nicht—linearen
DifferentialgleichungeneinerLösungdurch„numerischeIntegration“zugeführtwerden.

Die Numerische Wettervorhersage befasst sich hiebei, von vorgegebenen
Anfangsbedingungenausgehendund unterAnnahme bestimmterRandbedingungenmit der
VorausberechnungmeteorologischerFeldgrößen, wie z.B. Luftdruck oder Geopotential,
Temperatur,Feuchte,Wind etc.„NumerischeVorhersage“ist im wesentlichenbis heuteeine
Vorausberechnung von Feldgrößen. Sie ist noch nicht die Vorausberechnung des
„eigentlichen“Wetters, das aus dem wechselwirkendenZusammenspieldieser Feldgrößen
sich entwickelt.Allerdings ist man zunehmendund mit steigendemErfolg bemüht,auch
Bewölkung, Niederschlag und in dennicht—hydrostatischenVorhersagemodellenkonvektive
Wetterereignissevorherzubestimmen.In letzterKonsequenzist aberbis heutedie endgültige
InterpretationundTransformationderFeldgrößenverteilungundder IntensitätderFeldgrößen
in die vom jeweiligen PrognosekonsumentengewünschteVorhersage immer noch eine
Aufgabe des erfahrenenSynoptikers.Hiebei werdenauch statistischeVerfahrenwie MDS
[Model Output Statistic]angewendet.Jedenfalls ist die NumerischeWettervorhersageeine
nicht mehr wegzudenkendeund immer wertvoller werdendeGrundinformationfür den
Prognostiker.

Wir habenbereitsdarauf hingewiesen,dass die mangelhafteKenntnisder Anfangszustände
eineVorhersagefür beliebig langeZeiträumeverhindert.Auch heute,nacheinerstürmischen
EntwicklungdernumerischenWettervorhersage,erweisensichdie Prognosennachetwa5 —7
Tagen bereits relativ unverlässlich. LORENZ (1965) konnte in einem numerischen
Vorhersagexperimentmit den deterministischenGleichungen zeigen, dass schon kleine
Unterschiedein den Anfangsbedingungensehr bald zu einem völligen Unterschiedauch in
den großräumigenVorhersageergebnissenführen. Nach einer Vorhersagezeitvon 2 bis 3
Wochen bestehtnachLORENZ überhauptkein ZusammenhangmehrzwischenVorhersagen
deren Anfangsfeld nur ganz minimal differierte. Diese Zeitspanne markiert,wann das
Atmosphären—Modellpraktisch seinen Anfangszustand völlig „vergessen“ hat. Das
Auseinanderlaufender beidenVorhersagenmit minimal differierendenAnfangszuständenist
dabei in ersterLinie auf die Nichtlinearitätdes Gleichungssystemszurückzuführen.Hiebei
zeigt sich ein Charakteristikumnicht—linearerdynamischerSysteme:Kleine Störungenan
bestimmterStelle führen dazu, dass das System aus einem Zustand mehr oder weniger
spontanin einenvöllig verschiedenenumschlagenkann[s.PRIGOGINE (1979)].

Der Erfolg einerVorhersagedurchmöglichstgroßeAnnäherung an die absoluteGrenze der
Vorhersagbarkeit,hängtsomit immer von der optimalenKenntnis der Anfangszuständeab.
Damit istes in derMeteorologie,nichtzuletztauchausKostengründen,die eindichtes
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Beobachtungsnetzverursacht,nichtzum Bestenbestellt. An dieserStellemussdarinerinnert
werden,dass etwa 70% der Erdoberflächevon Ozeanen bedecktwerden,auf welchendas
Beobachtungsnetzzwangsläufig dünn ist. Trotz der großen Fortschritteder Satelliten-
Meteorologiesehenwir uns hier noch immervor beachtlicheProblemegestellt.Darübersoll
aber in einer weiterengeplantenMonographie über Datenassimilierunggenauerdie Rede
sem.

Will man den Vorhersagezeitraumüber 2 bis 3 Tage hinaus ausdehnen,dann kommt die
gesamte Physik des Systems zum Tragen: die im Sinne der beiden Hauptsätze der
Thermodynamik reversiblen und irreversiblenphysikalischenProzessemüssenmitgeführt
werden.Zu den prinzipiellenGrenzen, die durch die nichtlineareFortpflanzungfehlerhafter
Anfangsbedingungenentstehen,tretenauchsolchefehlerbelasteterRandbedingungen.Da wir
heutevon einemglobalenBeobachtungsnetzausgehenkönnen,ist dasProblemder lateralen
Randbedingungen hinfällig. Die Problematik der oberen Randbedingungenund der
wesentlichkomplizierterenanderErdoberflächebleibenaberbestehen.

1.2 Das deterministische Gleichungssystem

Die Gleichungen werden hier in einem generalisierten, sphärischenKoordinatensystem
(Ä,(p,8,t) in der sogenannten„vereinfachtenSchreibweise“ dargestellt.Je nach Bedarf
könnenhierfür 8 entwederdieHöhe 2odereinesogenanntephysikalischeVertikalkoordinate
(thermodynamischeVariable) wie z.B. der LuftdruckP oder der hydrostatischeLuftdruckp,
der dimensionsloseDruck 6, die potentielleTemperatur@ oder auchhybrideKoordinaten
wieMischsystemezwischenp und 6 oder 0 und ® undandereVariableeingesetztwerden.
Allerdingswerdenzur AbleitungeinesgeneralisiertenVertikalkoordinatensystemsbestimmte
Bedingungenvereinbart.Siehe hinsichtlichder diesbezüglichenDetails, der „vereinfachten
Schreibweise“und der Ableitung des generalisiertenKoordinatensystemsdie Publikation
Heft Nr. 30dervorliegendenReihe [HUBER—POCK (2003)]:

du uvt f +1IÖP 3832 dP_ F 0 (1 1)___ a _ _ _ ___ _ _ = _
dt a n(p V p_öx€ 323x8 de_ }”

dv+u2t „ +1_8P aeaz 8P_ F (12)
— — an u — — ——— — — = °dt a (p p_dy€ 82 dy€ 88_ “’

d—W+la—Pä+ F —0 (13)
dt pda az g ‚_ '

Die Gleichung (1.3) kannalternativauch

%:__I__Ö_P (1.4)
88 gpA 08

geschriebenwerden,wobeiA definiertist alsA = 1+ a*und

a.zi[äv__pr] (1.5)
g dt
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den sogenanntenhydrostatischenDefekt in dimensionsloserForm repräsentiert.Für A kann
mannachUmformungvon (1.4) ebensodie Beziehung

A=—iÖ—Pä (1.6)
gp 88 Öl

erhalten.ImhydrostatischenFall verschwindetder hydrostatischeDefektunda*=0, weshalb
A—_ 1undderwahreDruck P gleichdemhydrostatischenDruck p wird.Ebensoverschwindet
in diesemFall die Vertikalbeschleunigungdw/dtundderReibungstermFr. Differenziertman
dendreidimensionalenWind im kurvilinearenSystem

v : i,u+iwv+irw

dannerhältman(sa. HALTINER u. MARTIN [1957]):

d_v_d_u. dv dw di, diq, di,
i—,+ i +—i +u—+v— ‘°+w

d—t_d—t dt dt dt dt dt

wasexaktnachzeitlicherAbleitungderBasisvektorenzu

d_V—(d_u_fitan.p+fli . d_v+u_itan.p+fli + d_w_uz+vi . (17)
dt dt a a )” dt a a “’ dt a r .

uw wv u2 2 „ . . .
führt. Da die Terme — ,—un nd—u aus Grunden 1hrermagn1tudo(a : Erdrad1us)

a a a
vernachlässigtwerdenkönnen,ist es gestattetdie Gleichungen(1.1), (1.2) und (1.3) in eine
approximierteVektorgleichungunterZuhilfenahmevon (1.6) zusammenzufassen

ä—Z+ierv„+irg(1—A)+[—l-VEP+AVECDj—Fz0 (1.8)
0

wobei hier nunmehrfür die individuelle Änderung von V nach der Zeit die approximierte
Beziehung

d_vz[£—£tan(p]i + d—V+u—2tani+ d—Wi (17a)
dt dta "dta(p‘pdt‘ '

gilt. Hinzuzufügensindweiters:Die sogenannte„generalisierte“Kontinuitätsgleichungmit

31 (a—PI—d(1 A) au+a—V+ä—Xt —0 (19
tnö—e dtn (')—x+By deaan(p_ ')

undderersteHauptsatzder Thermodynamikin derForm
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] ldT R dP_ =_____ 1.10
CTQT T dt cpP dt ( )P

mit derTemperaturT, der individuellenGaskonstanteR für feuchteLuft, cp der spezifischen

Wärmebei konstantemDruck feuchterLuft und QT derZufuhroderdemEntzugvonWärme
pro Zeit undMasseneinheit.Schließlich ist das Systemnoch um die Feuchtebilanzgleichung
mit

%=—v.vqs+E— (1.11)
dt p

wobei qS= P, die spezifische Feuchte, p die Luftdichte und pv die Dichte des

Wasserdampfesbedeutet, zu ergänzen. E* stellt einen Quellterm pro Volumen und
Zeiteinheit dar. Solche Quellen sind Kondensation, Sublimation und Evaporation. Der
bedeutensteEffekt der Feuchte auf die atmosphärischeDynamik resultiert aus dem
FreiwerdenlatenterWärme.Das AuftretendesWassersin verschiedenenAggregatzuständen,
wieWasserdampf,flüssigesWasserundEis machtdie rechnerischeBehandlungder feuchten
Atmosphäre naturgemäß nicht einfach. Wasserdampf und Wolken spielen eine sehr
bedeutendeRolle im Zusammenhangmit derReflexion,AbsorptionundEmission solarerund
terrestrischerStrahlung. Zu guter letzt müssen der Vollständigkeit halber auch die
Strahlungsgleichungenhinzugefügtwerden,um unserdeterministischesGleichungssystemzu
vervollständigen.Der Hauptfaktorfür die Bewegungenin derAtmosphäreist bekanntlichdie
zwischen Pol und Äquator unterschiedlichekurzwellige Einstrahlung der Sonne. Die
tatsächliche,strahlungsbedingteErwärmungderAtmosphärehängtvon derBilanz dessolaren
StrahlungsinputsunddesterrestrischenStrahlungsausgangesab.Diese Bilanz wirdvon vielen
Faktoren,wie z.B. der Temperatur,der Bewölkung, dem Wasserdampfgehalt,Ozongehalt,
dem Kohlendioxydund den Aerosolen bestimmt.Wir habenes mit einem sehr komplexen
Wechselwirkungsgeschehenzu tun, dessenexakteBerechnungeine ungeheuretheoretische
und rechentechnologischeAufgabe darstellt.Diese Aufgabe kannnurdurchapproximierende
Simulationsmodellehalbwegsbefriedigendund in vertretbarerZeit gelöstwerden.Jedenfalls
zeigt sich, dass mit dem Hinzutretenvon Feuchte und Strahlung,nicht zuletzt auch aus
„Scale“—Gründen,der „rein“ deterministischeCharakter unserer Gleichungssystemeoder
Modelle einmalmehreinerEinschränkungunterliegt.

Es war eine vorzügliche Idee von LAPRISE (1991) die nicht—hydrostatischen
Modellgleichungenin einem Vertikalkoordinatensystemmit dem hydrostatischenDruck p
darzustellen,wobeidiese ihre gewohnteForm weitgehendbehalten.Man kann leichtzeigen,
dass das Systemvon LAPRISE auch für ein generalisiertesVertikalkoordinatensystemund
damit für verschiedene physikalische Vertikalkoordinaten zwanglos ableitbar ist,
vorausgesetzt,dass die vertikale Verteilung der gewähltenthermodynamischenVariabeln
hydrostatischdurchdie nachstehendeRelation

ä=—gp£ oder _diD_z_ld_p (1.12)
öz dp 88 p 88

BP/öe

dp/de
strengeUnterscheidungzwischendem Luftdruck P und dem statischenDruck p zu achten.
Als besonderenVorteil erweistsich, dassdie Kontinuitätsgleichungfür diesesSystemmit der

skaliert ist. Die GrößeA wird hiebeizu A = . IndemvorliegendenSystemist auf eine
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Kontinuitätsgleichungim hydrostatischenModell praktischidentist. BezüglichderAbleitung
und der Einzelheiten darf auch hier auf HUBER—POCK (2003) verwiesenwerden. Als
AlternativformdeserstenHauptsatzeskannmanauch

Td®
=c —— 1.10a

%) dt ( )
QT

schreiben,wobei @ die potentielleTemperatur (-D=T(p„/p)'“cpist und CD die spezifische

Wärmebei konstantemDruck darstellt.SchließlichistnochdieGasgleichung

PaEPÄ=RT (1.13)
D

hinzuzufügen.Der Vollständigkeithalberund um denUnterschiedzwischenreversiblenund
irreversiblenProzessenmöglichstdeutlichzu machen,wollenwir hier auchden2. Hauptsatz
derThermodynamikansprechen.Um den2. Hauptsatzformelmäßigdarzustellenmussfür das
betrachteteSystemeineZustandsfunktionS gesuchtwerden,anderenVerhaltendereinseitige
Ablauf einesNaturprozessesdeutlichwird.NachCLAUSIUS wirddieseZustandsfunktionals
„Entropie“ bezeichnet.Zur Formulierung des 2. Hauptsatzeskannman [s. dazu PICHLER
(1997)] von derRelation

dS = dAS+ (1,5

ausgehen,wobei dS die Änderung der Entropie S in einer gewissenZeitspannein einem
beliebigenSystemdarstellt,dasMasse und Energiemit seinerUmgebungaustauscht.Hiebei
istdAS die Entropie, die dem System zugeführtoder entzogenwird und diS die Entropie,
welche im innerendes Systemsdurch irreversibleProzesse,wie z.B. die Reibung, erzeugt
wird. Betrachtetman z.B. ein Gefäß mit einerdarin rotierendenFlüssigkeit,dannwird nach
einer gewissen Zeit die Rotation durch Reibung zum Stillstand kommen und die
Rotationsenergiein Wärme,welchesich in einerTemperaturerhöhungder Flüssigkeitäußert,
übergeführtsein.Umgekehrtist es abernachunsererErfahrungsehrunwahrscheinlich,dass
die in Ruhe befindlicheFlüssigkeitunterVerwendungdes reibungsbedingtenWärmevorrats
wieder zu rotierenbeginnt, d.h. der Vorgang ist „irreversibel“.Grundsätzlich kann man
Naturvorgängein reversibleund irreversibleProzesseeinteilen.Ein irreversiblerProzesskann
nicht rückgängig gemacht werden, ohne irgendwelcheVeränderungen in der Natur zu
hinterlassen.Reversible Vorgänge sind hingegen solche, bei denen keine Veränderungen
feststellbarsind. Der Entropiefluss dAS kann verschiedeneVorzeichen aufweisenund auch

verschwinden,fürdie innereProduktionsratediS giltjedoch immer

diS 2 0

und sie ist für irreversibleZustandsänderungenimmerpositiv. Nur irreversibleProzesse,wie
Wärmeleitung,Umwandlungvon kinetischerEnergie in WärmezufolgemolekularerReibung
oder Diffusion tragenzur Entropieerzeugungim Innerendes Systemsbei. Bei reversiblen
Zustandsänderungenverschwindetdie ProduktionsratediS. Gemäß dem zweitenHauptsatz
stellenirreversibleProzessesomit immer eineQuelle der Entropiedar. Für ein System,dass
nurEnergiemit seinerUmgebungaustauscht,lautetdie klassischeFormulierungbekanntlich
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undwird auchals CLAUSIUSsche Ungleichungbezeichnet.BezüglichAbleitungundDetails
siehePICHLER (1997). Das Größerzeichenin der obigenGleichunggilt für die irreversiblen
unddasGleichheitszeichenfür die reversiblenProzesse.

1.3 Die Divergenz-, Vorticity und Q}Gleichung

InderDynamischenMeteorologiewerdeneineReihe sogenannter„abgeleiteter“Größen,wie
dieDivergenzunddieVorticity zur physikalischenBeschreibungvon Stromfeldeigenschaften
verwendet. Diese Größen haben auch innerhalb der Numerischen Wettervorhersage
Bedeutungerlangtundwerdenim Folgendenergänzenddargestellt.

Zunächst werden wir die Differentialgleichungenfür die Stromfelddivergenzund die
Vorticity im generalisiertenKoordinatensystemableiten.Anschließendbetrachtenwir die (0-
Gleichung, die wir aber in einemhydrostatischenp-SystemuntergleichzeitigerVerwendung
der „selektiven“geostrophischenApproximationgewinnen,wie dies in der Praxisgeschehen
undin dereinschlägigenLiteratur[s.z.B. PICHLER (1997)] wiederholtdokumentiertist.

Wir gehenvom horizontalenTeil derG1.(1.8) aus

d;t“ +(irfxv„)+[lng+Avgd>j—F=O (1.8a)
P

undschreibendiesenin dieexpliziteForm

av—"+v„.V,{vH+(irf xv„)+éavH +lVEP+AV8<D —F :D (1.14)
dt 88 p

um. Als nächsteswendenwir auf die obige Gleichung (1.14) die Operation V. an und
erhaltensofort

ÖVE.V . . dv . @
—Tll_+ve'(vH'vevH)_I—Ve'(lrfXVH)+V88' 88H+8ä(ve’vH)+m

+ v, .(1V8P) +V, .(AV,cD) —V, .F = 0
p

(1.15)

wobeifestgehaltenwird,dass D : V,..v„ E 33 +d_v—-1tan(pist.
x y a
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Nunmehrgeltenaberoffensichtlichdie nachstehendenIdentitäten:

2 2

Ve'(vH'VEVH)Z(3—uj +2av du+[a—V) +VH-VE(VE.VH)Ex d—xä dy
2 2

(a—“) +2a—“a—V+ 91 —za—ua—V+2-algil-+v„.ve(vg.v„)a
dx dx dy dy dx dy dx dy

; V .v 2—21(u,v)+v .V (V.v )ED2—2J(u,v)+v VD15 H H e e H H e

2
wobei in obigerAbleitung alle aus —iv—tan(pund u—tan(p in der Ableitungresultierenden

TermeausGründenderMagnitudovernachlässigtwurdenundweiters

(irf X V„) = ud_f—fE_‚E uß—fg mitderrelativenVorticity &: d_v—QP—+ tan(p
dy dx dy a

u gilt.

Mit Hilfe dieser Beziehungen ergibt sich schließlich die „Divergenzgleichung“ in der
nachstehendenForm

2D_+(VH_V£D)+Vgé, dv„ +€d_D+D2—2J(u.v) + uß—fE_‚+
dt de de

1 (1.16)
+ v, ‚(_ VEP)+ v, .(AV,<1>)—v,.11 : 0

9

Als nächstesleitenwir die Vorticitygleichungab. Hiezu gehenwir erneutvon derG1. ( 1.14)
ausundführenfür denAdvektionstermdie sogenannteWeber—Transformationein:

dvH

dt
+%VEIVHIZ_VH X(Ve XVH)+éaaV—H+(firXVH)+1VEP+AV8CD_FZO (117)

8 P

Auf dieseGleichungwendenwir dieOperation ir .V><anunderhalten,weil dieRotationeines
Gradientenbekanntlichverschwindet,d.h. weil

i,.V ><GV,|V„|2]=1„V x[l V,P] : i,.V x (AV,<I>):o
p

undgleichzeitig —v„ x (V€x v„)= —VHxi£ : irfix vH ist

die „ Vorticity-Gleichung“ in derForm

a—ä"+i„.V„Jx[i„(é+f)xv„]+i_„ü><(éav“):0 (1-18)
dt de



wobei &: ir.V€ xv„=3—V—g—u+tancp
x y r

bedeutet.Man kannnunmehrleichtzeigen,dassderzweiteTerm der linkenSeitein (1.18)

u die relative und & + f die absoluteVorticity C

ir.Vex[ir(fi‚+f)xv„lzvg.(v„lg) (1.19)

ist. Um dieszu demonstrierensetzenwir zunächstir(;x vH : (icpu—i,v)C‚ : A underhalten

somit

ir.Vex[irng„]=ir.vexA (1.20)

Weiterskannmanzeigen,dassdie Identität

i,.V,anY/,.(Axir) (1.21)

geltenmuss,dennnachderVektorrechnungfolgtgenerelldie Relation

V.(AXB)= B .(VxA)—A .(VXB)

undwennmanfür B : ilrsetztschließlich

V.(Axi,)= i,.(VxA)— A (in,)

Da der letzteTerm gleich Null ist, erweistsich die vorherbehauptete Identitätals richtig.
Setzenwir nunmehr(1.20) in (1.21) und führendie Rechnungexplizit aus, dann folgt im
sphärischenSystem

. . o _ 1 a i V :
vg‚[(l,puz;—1,VC)XLI—h.,h.pIBX( Chi)+ 3(1>(Chk)l

(122)1 0 1 d tan(p_ .h_ÄB_Ä(UC)+E5(B(VC)—VC & =[V..(v„c)lsp„

h‚\undh@stellenhier die metrischenFaktorenim sphärischenSystemdar [s.hiezuHUBER-

POCK (2003), p.47]. Nach diesenÜberlegungenergibtsich für die Vorticitygleichung,wenn
manbedenkt,dassderCoriolisparameterf zeitunabhängigist,die „ Vorticitygleichung“ mit

a—C+VE.(VHC)+ir.VE><(£-zdv„)=0 (1.23)
dt de

Der dritteTerm in dieserGleichungstelltdensogenanntenRotationstermdar,denmanin die
vertikaleVorticityadvektionunddenTwistingterm(„Vertikalschwenkungseffekt“),aufspalten
kann.

Nach denRegelnderVektorrechnunggilt nämlich

Vx(wA)= (Vw)xA +\V(VXA)
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wobei‘I’einenSkalarundA einenVektordarstellt.Da é:ebenfallsein Skalarist,folgt

i,.V, x(é dv„ ) : ir.[Veex dv„ ) +g—a—(i‚.vex v„)
de de de

Der zweiteTerm aufder rechtenSeiteist in derKlammer abermité 3—Cident,daf auchvon 8
8

in der Regel unabhängigist. Damit erhaltenwir schließlichfür die „Vorticitygleichung“ die
Endform

a—C-+v„.v,g+qvg.v„ +e£+1,.[v,éxav—szo (124)
dt de de

Als nächsteBeziehung demonstrierenwir die Herleitungder sogenannten(i)-Gleichungin
einem Systemmit dem hydrostatischenDruck p als Vertikalkoordinate. Zu diesemZweck
ziehenwir zunächstdie Kontinuitätsgleichung(1.9) im p-System,in welchem%:= p = 00ist
heranundschreibendie nachfolgendeIdentitätwiederin dervereinfachtenSchreibweise

Diese setzt man in die Vorticitygleichung (1.24) ein und erhält nach gleichzeitiger
Differenzierungnachp:

3 at; a d2(o aa 3 . dv
— — — .V — _ _ .V __" =() 1.25
atiapi+ap(v" @) C3132+0)3132+313i1' W I ( )

Nunmehr führen wir zur Annäherung der Wind- und Vorticity-Felder die sogenannte
„geostrophischeApproximation“durch.Man nenntdasVerfahrenin der hier durchgeführten
Form auch „selektive geostrophischeApproximation“ , da im Term Vp.v„ keine solche

erfolgt.Die Divergenzwürdeansonstensogleich verschwinden,wie sich bekanntlichleicht
zeigenlässt.

Die Beziehungfür dengeostrophischenWind lautetim sphärischenSystem

il'vg =?XVPCID (1.26)

oderin Komponentenform

1 dd) 1 dd)
g undvg : -

f h(pdtp f h, d?»
(1.27)

Wenn man für f : fo : const.setzt,dannergibtsich, wie schonerwähnt,für die Divergenz

exakt



irVp'vg :VP'[f—XVP(D):O (1.28)
0

Für die geostrophischapproximierte,relative Vorticity erhaltenwir im sphärischenSystem
[bezüglichderAbleitungs.HUBER-POCK (2003), p. 43,Gl.(3.17) undp. 47,Gl.3.38 ]

_. _ 1 i _i
eg _ 1‚.Vp ><vg_ h,h„ [a, (vgh ) (ugh,)] (1.29)

Setzenwirjetztdie Komponenten(1.27) desgeostrophischenWindes in (1.29) ein, dannfolgt
sofortmit f : fo

2 2
goZi i2—a ?+—2—a CD—iaipta—H‘p (1.30)
° f0 h, d?» h,{)d(p2 h„ d(p a

oderin dervereinfachtenSchreibweise

1 d2CD d2(13 d<Dtan
€g :— 2 + 2 __ (P =—(V2CD)SPH (1.31)

f0 dx dy dy a fO

b' VZ... : + — -
WOe1 ( )SPH |idx2 dy2 a dy

d
Für Cg ergibtsichdannsinngemäß

P

BC. 3 {ich
ab :a—(Elg+f0)z [ig—1VZ a_]
P P 0 P „„

womitdieG1.(1.25) in derForm

2 2
d f102—Vad) +i(v„.Vc,)—C,a—(f+toa C,.+3 i„V mx an :D (1.32)
dt d—psp1+dp ° ° dp dp dp "

geschriebenwerdenkann.

Als nächstesziehenwir den 1.HauptsatzGl. (1.10) heran,transformierendieseninsp—System
und streichenden diabatischenTerm QT, womit wir die sogenannteAdiabatengleichung

. . . . 1 .
erhalten.Auf d1esewendenw1rd1eOperat10nf—(Vä...)sphan underhaltenunm1ttelbar,wenn

0
wir abjetztdenIndexSPHweglassen

a 3c1> 1 dd)
v —v2 v —st () 1.33

37% °3—pi+f p[v" ö—pi+fo (D: ( )0
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wobei 5= 33 d In8 denstatischenStabilitätsparameterdarstellt.Bildet manschließlichdie
813 39

Differenz (1.32) und (1.33), dannerhältmaneine zeitfreie,diagnostischeGleichungfür die
Vertikalgeschwindigkeit(D,da sich die TermederzeitlichenÄnderungwegheben

2 d2 d
ivzsoo+Co d (;)—00 ng—3 ir.V (1)><L : i(v„.VC,)—LV2 v„.Vaß (1.34)
fo " ° dp dp dp " dp dp ° fo p dp

Man bezeichnetdieseGleichung auch als „vollständige ü}Gleichung“. Allerdings erweisen
sich der dritteund vierteTerm der linken Seite von (1.34) für den synoptischenScale und
wennkeineallzustarkenzyklogenetischenEffektewirksamsind,als sehrklein undkönnenin
derRegel vernachlässigtwerden.Gleichzeitigwird im zweitenTerm mit guterNäherungdie
geostrophischeVorticity durch f0 approximiertund auf der rechtenSeitederHorizontalwind

durch den geostrophischenWind ersetzt.Nimmt man gleichzeitig an, dass 3 nur von p
abhängt,dannlässtsich (1.34) auchin derForm

f0232m_f_0 a 1 ad)
V2 +— .V ——V2 .V— 1.34
pa) 3 dp2 s dp—V( g €°) s „[Vg dpi ( )

schreiben.Diese Variante stellt die sogenannte„vereinfachte ü}Gleichung“ dar. Für die
Advektion einer beliebigen Feldgröße 11!gilt unter geost0phischerApproximation im
sphärischenSystem:

1dd>ld‘f’ld‘I’ld_®

h, am dtp h, dhhd—(p

wasfür die eckigeKlammerin dervereinfachtenSchreibweisezumJakobi-Operator

J(ci>,\1f)——————— (1.35)

führt.Deshalbkannman,wenngleichzeitig ‘I’ : %Vä<Dgesetztwird, die G1. (1.34) in die in
0

derLiteraturhäufigverwendeteForm

2 2(D
vgm+f—Oa‘”= 1 &) J[<D,iVäd>+fj ——V2J J[(I)8—ij (1.36)

s dp2 sdp fo Sf0 dp

bringen. Die m—Gleichungstellt eine partielle Differentialgleichungdar, die formal vom
Poisson—Typusist. NumerischeLösungsmethodenstehenzur Verfügung,worüberan anderer
Stelle zu berichtensein wird. Mit der obigen Gleichung kann einem durch synoptische
Analyse bestimmtenAnfangsfeld von CDund 3 eine entsprechendearVerteilung zugeordnet
werden.
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1.4 Grundsätzliches zum Modellbegrifi

„Modelle“ bzw. „Modellatmosphären“stellenSimulationender realenAtmosphäredar. Die
Güte dieser Simulationenhängt offensichtlichdavon ab, in welchemUmfang die realen,
physikalischen Prozesse mitgeführt werden können bzw. mit welcher Güte das
abgeschlosseneSystemderdeterministischenModellgleichungendie relevantenVariabelnzu
prognostizierenin der Lage ist. Ein Modell bewährtsich insbesonderedann,wennes nicht
nurdie relevantenVariabelnunddamitdie wichtigensynoptischenPhänomene,sondernauch
als Ausdruck des Zusammenspielsdieser, das eigentlicheoder fühlbareWetter, dem das
besondere Interessedes Prognosekonsumentengilt, richtig prognostiziert.In den frühen
Jahren der Numerischen Wettervorhersagestanden nur Rechenanlagenmit vergleichbar
geringer Rechenkapazitätzur Verfügung. Man war daher gezwungenein sehr einfaches
Modell derAtmosphärezu entwerfen,dasdennochsynoptischeProzessegutzu simulierenin
der Lage war.Es warvor allemROSSBY, derdas sogenannte„barotropeVorhersagemodell“
besonderspropagierte.Die barotropenModelle prognostizierendie Strömungals auch die
geopotentielleHöhe einer Fläche gleichenLuftdrucks. Die Gleichungenwurdenzu diesem
Zweck in ein (x,y,p,t)-Systemtransformiertund die Höhe der 500 hPa-Flächevorausgesagt.
Die „unerwartet“hohe LeistungdiesesModells war in den frühenTagen der Numerischen
Wettervorhersagedafür verantwortlich, dass sich dieses gegenüber den physikalisch
reichhaltigerenbaroklinenModellen langeZeit sehrgutbehauptenkonnte.

1.4.1 Das barotrope Modell

Barotrope Modelle zeichnen sich durch ihre rechentechnischangenehmeEigenschaf aus,
zweidimensionalbehandeltwerdenzu können. Bei der Darlegungdes barotropenModells
folgenwir hiereinerausgezeichnetenDarstellungvon HINKELMANN u. KORB (1973). Die
Annahme der Barotropie allein führt noch zu keiner zweidimensionalenMannigfaltigkeit.
Diese wird erstdurchweitergehende,physikalischeAnnahmenerreicht. Bei den barotropen
Modellen sollte man daher vielmehr zutreffend von „zweidimensionalen“Modellen
sprechen. Barotrope Modelle werden in der NumerischenWettervorhersagenicht mehr
verwendet.Sie dienen aber nicht nur dem Verständnis der historischenEntwicklung der
NumerischenVorhersage,sondernauchder Einsicht in viele Problemedes Vorhersagens.In
der Meteorologie werden skalare Felder, wie z.B. Druck, Temperaturund Dichte durch
Flächen, auf welchen diese Flächenelementekonstantsind, dargestellt.Wenn die Flächen
dieser konstantenElemente verschiedeneWerte annehmen, die sich um einen festen
Differenzbetragunterscheiden,dann habenwir es mit einer Flächenscharzu tun, die den
atmosphärischenRaum in Lamellen aufteilt(s. Abb. 1.2). Betrachtetmaneine Flächenschar
der konstantenDichte und des konstantenDruckes, dann schneiden sich die beiden
normalerweise und es entstehen röhrenförmige Gebilde, welche als (p,p)-Solenoide
bezeichnetwerden. Sind solche Röhren mit einem endlichen Querschnittexistent,dann
bezeichnetman die Atmosphäreals „baroklin“. Verschwindendie Solenoide,d.h. ist auf
einer Fläche der Druck p = const. und p = const., dann liegt „Barotropie“ vor und die
FlächengleichenDruckesundgleicherDichte fallenzusammen.

Damit liegt aberin einerbarotropenAtmosphärefür einenfestenZeitpunkt t= to die Dichte

als FunktiondesDruckesdurchdie Relation

p=p(p)
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p = const.

/£7 +
//

p-Lamelle(p,p)-Solenoid

Abb.l.2 Druck—DichteSolenoideunddieOrientierungdesGradientenvonDruckundDichte

fest vor. Umgekehrthabenwir es auch im Fall p(x‚y,z,t)= const. mit Barotropiezu tun,
obwohlp dannnichtals FunktionderDichte p dargestelltwerdenkann.Demgegenüberliegt
immer „Baroklinie“ vor, wenndie Dichte p außervon p noch von anderenZustandsgrößen,
wie z.B. der Temperatur T abhängt. In einer feuchten Atmosphäre spielt auch der
Wasserdampfoderdie im EinheitsvolumenvorhandeneMasse an FlüssigwasseroderEis eine
Rolle. Für denbaroklinenZustandgilt daherfür denZeitpunkt t = to

p = p (T, p ,...)

Man kann aber auch eine andereDefinition der Barotropieund Baroklinie einführen,wenn
mandie GradientenVp undVp betrachtet.DefinitionsgemäßstehendieseGradientenimmer
senkrechtauf den Flächenp = const.und p = const.Weisen beideGradientenin die gleiche
Richtung,d.h. sindsie zueinanderparallel,danngilt für dasvektorielleProdukt(sa. Abb 1.2)

Vvap=0 (1.37)

und die Atmosphäreist „barotrop“.Schließendie Richtungender beidenGradientenjedoch
einenWinkel zueinanderein,dannergibtsich

Vvap+0 (1.38)

und die Atmosphäre ist „baroklin“. Die Gleichung (1.37) ergibt Null für zwei Varianten:
Entwederdie beidenGradientensind zueinanderparallel oder Vp(x,y,z) : 0. Im letzteren
Fall habenwir es mit einerhomogenenAtmosphärezu tun.Istdie Atmosphärenichtnur zum
Zeitpunkt t= t0 barotrop,sondernverharrtsie für eine Zeitspannein diesemZustand,dann
sprichtmanvon „Autobarotropie“undesgilt
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P = P (Pt) (1.39)

undaus(1.37) folgt somitzwangsläufig

&
ät—(Vprp)=0 (1.40)

IndenbarotropenModellenwird unterstellt,dassimmerundüberalldie DichteeineFunktion
desDruckesist,d.h.dasssichdie Atmosphäre„autobarotrop“verhält.Mankannalsojederzeit
jedem Druck- einen Dichtewert zuordnen, insoferne die Beziehung (1.39) auch explizit
bekannt ist. Die Dichte folgt dann nicht aus der physikalischen Gesetzmäßigkeitder
Kontinuitätsgleichung,sondern aus der Relation (1.39). Im Falle einer baroklinen
Atmosphärewird hingegender Zusammenhangzwischen Druck und Dichte über den 1.
Hauptsatzder Thermodynamikreguliert,welcher somit festerBestandteileines baroklinen
Modells ist.

Die EinführungderAutobarotropiebeziehungsetztsomitden 1.Hauptsatz„außerKraft“.Wir
erhaltendamit ein „Modell“, welches eine bedeutendeEinschränkungder physikalischen
Prozesse,wie sie in der realenAtmosphäreablaufen,impliziert.Eine solcheAnnahmeistoder
besserwarnurdeshalbberechtigt,weil sie zu einerbedeutendenReduktionder Rechenarbeit
bei gleichzeitigoptimalerSimulationder synoptischenProzesseführte.Ein gutesBeispiel für
ein autobarotropesSystem,welchessich auchvon der (ihmeigenen)Physik herautobarotr0p
verhält,stelltein homogenesund inkompressiblesMedium (z.B. Wasser)dar.

Das Rechenpensumeiner NumerischenVorhersagekann aus Gründen der Rechenstabilität
dann verringert werden, wie noch zu zeigen sein wird, wenn man die sogenannte
„hydrostatischeApproximation“einführt.Die statischeGrundgleichung(1.12) im z-System
lautetbekanntlich:

—g=—-— (1.12a)

Die horizontaleAbleitungdieserRelationergibt,weil V„ g 5 0 ist:

1 dp
V 1.41
”1P(—p)a_ziz0 ( )

Wegender Barotropie-Bedingungp = p (p) lässtsich für die in den Bewegungsgleichungen
auftretendeGradientkraft

P

einenurvonp direktabhängigePotentialfunktion

p_d_p_p__

p>=j„, „„,P
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angeben,womitdie Relation

gilt. Die statische Grundgleichung besagt nun, dass die Vertikalkomponentedieses
Gradienten

aa—ZH(P)=[()—(1,51%)=—g

praktischkonstantist.Bedenktman,dass V„ g & 0 ist,dannfolgtebenso

d
v.. (— mm) = odz

Da die Differentiation in horizontalerbzw. vertikaler Richtung bedenkenlosvertauscht
werdendarf,ergibtsich schließlich

a1d—Z HH p)l=j—i;%„%p1=O (142)

d.h. die horizontaleDruckgradientkraftist mit der Höhe konstant.Mit der hydrostatischen
Approximation wird auch die vertikale Komponente der Bewegungsgleichungen„außer
Kraft“ gesetzt.Damitwerden,wie nochzu zeigenseinwird

1.) vertikaleSchallwellenausgefiltertund der tatsächliche„dynamische“Druck P durch
den „hydrostatischen“Druck p ersetzt,d.h. der Luftdruckresultiertlediglichausdem
GewichteinerLuftsäule,die aufeinerFlächeneinheitlastetund

2.) ist die hydrostatischeAnnahmefür synoptischeProzesse(Rossby-Prozesse)zulässig,
weil dieseVorgängeweitgehend„quasi—statisch“ablaufen.

Allerdingswirddie hydrostatischeAnnahmeauchin „baroklinenModellen“ ausGründender
Rechenstabilitätzur Ausfilterung vertikalerSchallwellen („vertikaler Lärmprozesse“)und
damitzur VerminderungdesRechenaufwandesverwendet.Jedenfallsdientdie hydrostatische
Approximationin barotropenModellen der Unterdrückungder vertikalenAbhängigkeitder
Modellvariabeln.Man gelangtdamitvon einerdreidimensionalenMannigfaltigkeitin (x,y,z)
zu einer zweidimensionalenMannigfaltigkeit in (x,y), womit sich der Rechenaufwand
dramatischverringerte.

Für sehr kleinräumige „Scales“ ist die hydrostatischeAnnahme aber keineswegsmehr
zutreffend, weshalb viele Phänomene des eigentlichen Wetters, wie z.B. konvektive
Bewölkung, Schauer, Gewitter etc. keinesfalls durch barotrope,hydrostatischeModelle
beschrieben werden können. Die gegenwärtige Weiterentwicklung der Numerischen
Wettervorhersageist gekennzeichnetdurch große Anstrengungen in Richtung höherer
Auflösung auch die mesoskaligenund regionalskaligen„Prozesseund Scales“ zu erfassen.
Darüberwirdspäternocheingehendzu berichtensein.
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Während im „quasi—statischen“barotropenModell zwar vertikale Schallwellen eliminiert
sind, bleiben die horizontalen Schall- und Schwerewellenerhalten. Mit Methoden zur
Eliminierung dieser für die synoptischeWetterentwicklunguninteressanten„Lärmprozesse“
werdenwir unsspäterbefassen.

Aus derhydrostatischenVersion derG1. (1.8) im z-Systemundder Relation(1.42) lässtsich
für dengeostrophischenWind unmittelbardie Folgerung

&) a i 1_ =__r _V 1.43
az“: az1fxp(p) 121 ‘ )

ableiten. Ähnliche Beziehungen gelten für die auf horizontalen Druckunterschieden
basierendenApproximationenvon Gleichgewichtswinden[z.B. demzyklostrophischenWind
oder dem Windfeld aus der sogenannten „Balance-Gleichung“, einem Derivat der
Divergenzgleichung (1.16)]. Natürlich kann der „wahre Wind“ auch bei der Annahme
barotroperund hydrostatischerVerhältnissenoch mit der Höhe 2 variieren.Diese Variation
beschreibtaber nur Abweichungenvon einem GleichgewichtszustandzwischenWind- und
Druckfeld, also im wesentlichenwieder Lärmprozesse. Es liegt daher nahe, dass die
Berücksichtigung vertikaler Windunterschiede keinen Beitrag zur prognostischenGüte
barotroperModelle leistenkann.Man führtdeshalbeinezusätzlicheModellannahmeein, d.h.
zum Zeitpunkt t = tosoll auchderwahreWind von z unabhängigsein

MODELLANNAHME MODELLANNAHME MODELLANNAHME
I II III

2. HydrostatischeGleichg. 3. Keine vertikaleWind-
1. Autobarotropie 1 dp _ veränderung

p dz g t : t0
P = (P,t) dw/dt: 0

‚ (1 Vertikale aVH =0
1‘ Hauptsatzer Schallwellen ausgefiltert dz
n1chtverwendet

FOLGERUNG 1 „ FOLGERUN G 2

v
d 1 VH:VH(X’y’t)
_ —VHP : 0
32 P(P)

Horizontalwindfür immerHorizontaleDruckkraft _
höhenunabhäng1gvon z unabhängig,

Gleichgewichtswinde
höhenunabhängig V

Abb.1.3ZusammenfassungderModellannahmenundFolgerungenimbarotropenModell

dv„ : 0 (1.44)
dz
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Unter diesen Umständenlässt sich zeigen, dass der horizontaleWindvektor auch für alle
weitereZukunft von der Höhe 2 unabhängigbleibt. Damit ergibt sich aus der statischen
Grundgleichungund (1.44) zwingend,dassderhorizontaleWind nurvon derZeit t undeiner
zweidimensionalenMannigfaltigkeit(x,y)abhängt,d.h.esgilt

v„ : v„(x,y,t) (1.45)

Damit gelang es, barotropeModelle als räumlich, zweidimensionalePrognosesystemezu
formulieren.In der Abb. 1.3findet sich, ähnlichwie bei HINKELMANN u. KORB (1973),
eine bildlich sehr übersichtlicheDarstellung der Modellannahmenund der daraus sich
ergebendenFolgerungen.

1.4.2 Das barokline Modell

Gibt mandie ModellannahmenI und IIIdesvorherigenAbschnittesauf,dannkannsofortein
baroklinesModell formuliert werden. Die ModellannahmeII wurde hingegenbisher zur
ErhaltungökonomischerZeitschritteüberwiegendbeibehalten.Auf die relevanteProblematik
kommenwir nocheingehendzurück.Dieseshydrostatische,baroklineModell mussteaberauf
Prozesse beschränktbleiben, bei welchen der charakteristischeHorizontalscale der zu
prognostizierendenPhänomenegroß ist gegenüberdemvertikalenScale [s. HINKELMANN
(1976)]. Damit werdenin ersterLinie wiederumnur synoptischeProzesse(Rossby-Prozesse)
beschrieben,währendPhänomene,die das „eigentliche“Wetterbedingen,zwangsläufignicht
erfasstwerdenkönnen.Wie schonerwähntsindaberheuteintensiveBemühungenim Gange,
die Auflösung in RichtungMesoscale und Regionalscalevoranzutreibenund damit immer
mehr auch Bewölkungund Niederschlagmit hoherAuflösung zu erfassen.Auch auf diese
Thematik wird später noch zurückzukommen sein. Um in den Scale spezifischer
Wetterphänomenevorzudringen,wird mannichtumhinkönnen,auchnicht-statischeModelle
zu entwickeln. In dieser Richtung gibt es bereits sehr wertvolleAnsätze. Ein baroklines
hydrostatischesModell lässtsichwie folgt in generellenKoordinatenformulieren

d—V+irfxv„+[lveP+VgDJ—F=O (1.46)
dt p

3£=_13_P (1.47)
de pda

£ln[égj+äli+a—V+ä—Xtancpz0 (1.48)
dt de dx dy de a

Td®
: —— 1.49QT cp® dt ( )

% : -‘„qu +5 (1.50)
dt p
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paapl=Rr (1.51)
P

In dieser sehr komplexenForm hatdas „barokline“Modell in der historischenEntwicklung
zunächstaberkeinenEinganggefunden,dennesenthältimplizit diegesamteThermodynamik
irreversiblerProzesse.Für die kurzfristigeNumerischeWettervorhersage(Prognosezeitraum
etwa1—2 Tage) ist die Mitführungdiesernichtunbedingterforderlich.Man setztedeshalbin
(1.49) QT =0 und erhielt ein reduziertes„baroklinesModell“, das sich aber prognostisch
bereitssehr effizient erwies.Demgegenüberbezeichnetman heutedie baroklinenModelle,
welche die irreversiblenProzesse mitführen,d.h. Strahlung, den hydrologischenZyklus
(Wasserkreislauf),die irreversiblenmolekularenund mikroturbulentenFlüsse, die kinetische
turbulenteEnergie und ihre Erzeugung,sowiejeglichenAustauschvon Energie,Materieund
Impulsmit der Erdoberflächeund den Ozeanenauch als „Zirkulationsmodelle“(Mittelfrist-
oder Langfristmodelle).Fast alle größerenWetterdiensteder Welt betreibenModelle dieser
Art.

1.4.3 Das reversible oder adiabatische Modell in einer trockenen Atmosphäre

Ein Prozess, bei dem die Entropie konserviert wird, nennt man unseren bisherigen
Überlegungenentsprechendisentropoderauch adiabatisch.Das vorliegendeModell wird in
einem hydrostatischen8-Systembetrachtetund für das totaleDifferential der Entropie pro
Masseneinheitgilt dann

dSE[-ö—gj =de—T—de=0 (1.52)
T REV T P

wasmit dernachstehendenFormulierung

dSEcpdln®=0 (1.53)

ident ist. In (%?) wird keineWärmedurch irreversibleProzesseerzeugt.Die Gl. (1.52)
REV

oder (1.53) stellensomiteinenErhaltungssatzder Entropiebzw. derpotentiellenTemperatur
dar.Für die spezifischeEntropiefolgtdanndurchIntegrationvon (1.53) sofort

S(T,p) : cplne+ const. (1.54)

DieseGleichungwirdhäufigauchin derForm

S(p,p)=cv lnp—cplnp+const. (1.54a)

geschrieben.Der Beweis ist leichtzu führen.Wegen R : cp—cV erhältmanaus(1.52)

dS=cp(dlnT—dlnp)+cvdlnp (1.55)
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Setzt man in der Gasgleichung für oc=l, dann erhält man nach logarithmierenund

differenzieren,weil (1lnR : 0 ist,dieRelation

—dlnp =dlnT—dlnp

wasin (1.55) eingesetztnachIntegrationsofortzu (1.54a) führt,quoderatdemonstrandum.

Entwickelnwir nundastotalezeitlicheDifferentialderspezifischenEntropiemit

d—S_dS+ V.V,S+ea—S
dt d—t+ de

undmultiplizierenwir dieseGleichungmit %, dannergibtsich
8

d_pd_S=d_pdS__+ dpV
M175 ___ 156

de dt de dt aeV '+%&‘ ä) ‘ )

Wenn man gleichzeitig die „generalisierte“ Kontinuitätsgleichungfür hydrostatische
VerhältnissemitderEntropieS multipliziert,dannerhältmanin expliziterForm

sa(a—p)+5v„ .V,[a—p)+5é;ei[a—p)+s[ap)v,.v „+s[ap)[a—g)z 0 (1.57)
dt d de de de de de de

Da für adiabatischeProzessedie linke Seite von (1.56) gleich Null ist, erhaltenwir nach
Addition derrestlichenGl. (1.56) und (1.57) densogenannten„Entropie-Erhaltungssatz“:

a sdp dp a . ap)V, HS — S— :D 1.58
dt[S d—ei+ [d—ev i+de[8 de ( )

Ähnlich wiebei derAbleitungdes„Entropie—Erhaltungssatzes“könnenwir auchmit Hilfe der
Kontinuitätsgleichungund der Bewegungsgleichungden sogenannten„Impulssatz“ im
“generalisierten“sphärischenKoordinatensystemableitenunderhalten:

d dp dp V)_ d_p(u ). dp 1
—V, ——t f —— —V VCD 1.59

311V ae) (agV de a a“®i' (”>VV") de p 2p+ : ( )

oderähnlichwie bei HINKELMANN (1972) im z-System

%(pv)=—V,(pvv)—p(—tancp+fj(i xv„)— VZp—pVZCD (1598)

Es stehenunsnunmehr im Modell 7 GleichungenzurVerfügung.:

1. Die drei Bewegungsgleichungenfür die Komponenten des dreidimensionalen
Windvektors v : i,u + i,v + irw in G1.(15%)
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2. Die KontinuitätsgleichungoderderMassenerhaltungssatz

a(a_p).v,(a_pv„).2(.a_p)zo
dt de de de de

3. Der erste Hauptsatzfür reversible Prozesse in Form des Entropieerhaltungssatzes
(1.58)

4. Eine diagnostischeGleichungmitdemDruck p mitG1.(1.54a) und

5. Eine diagnostischeBeziehungfürT mitderGasgleichung(1.51)

Damit habenwir für die siebenabhängigen(prognostischen)Variabeln p,S,u,v,w,p undT
sieben Gleichungen, womit das System mathematischausreichendbestimmtist. Für fünf
Zustandsgrößenstehtjeweils eine prognostischeund für zwei eine diagnostischeBeziehung
zur Verfügung.Die BeschränkungaufReversibilitätführtjedenfallsaufein sehrtransparentes
und durchsichtigesund im RechenpensumsparsamesModell bzw. Gleichungssystem. Es
konnteallerdingsnurfür kurzfristigeVorhersagenin derVergangenheitverwendetwerden.

Die prognostischenGleichungen verknüpfen die zeitlichen Änderungen der abhängigen
Variabelnauf der linkenSeitemit denstetsim Feld auftretendenDivergenzenderFlüsseund
mit ihrenErzeugungstermenauf der rechtenSeite.Das Fehlen von Erzeugungstermenin der
Kontinuitätsgleichung und im Entropieerhaltungssatz dokumentiert einerseits den
Massenerhaltungssatzund andererseitsdie Reversibilitätdes Systems. Als Erzeugungsterme
im Impulssatztreten die Druck—,Coriolis- und Potentialkräfteder rotierendenErde in
Erscheinung.IstderZustandderAtmosphäredefiniertdurchdie fünf Zustandsgrößenu,v,w,p
und T, dann kann man zunächstp und S über die diagnostischenRelationen (1.51) und
(1.54a) bestimmen. Alsdann werden die rechten Seiten der prognostischenGleichungen
berechnet,um die Tendenzender linken Seiten zu erhalten.Damit können die Variabeln
u,v,w,p,S zum Zeitpunkt t + dt ermitteltwerden.Schließlich kann man T und p über die
diagnostischenBeziehungenrückermitteln.

1.4.4 Modelle mit Irreversiblen (nicht-adiabatischen ) Prozessen

Dehnt man die Zeitspanneeiner Prognoseüber 2 — 3 Tage hinaus aus, dann könnendie
„irreversiblen“Prozessenichtmehr längerunberücksichtigtbleiben.Im Impulssatz(1.59) für
„quasi-statische“ Bewegungen ist der Reibungsterm hinzuzufügen und anstatt des
Erhaltungssatzesder Entropie (1.58) muss der kompletteersteHauptsatzmit diabatischen
Wärmequellen und Wärmesenken gemäß (1.49) treten. Zusätzlich benötigen wir die
Bilanzgleichungfür denWasserdampf bzw. die spezifischeFeuchte(1.50). Die Ausbreitung
desWasserdampfesin derModellatmosphärehatdurchgeeigneteSimulationderKonvektion
(geordneteBewegung)und turbulenteTransporte(ungeordneteBewegung)zu erfolgen.Auch
die solareEinstrahlungmussin die BetrachtungEingangfinden.Ein irreversiblesModell hat
dahereineSimulationfolgenderProzessezu enthalten[s.a.PICHLER (1997)]:
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1. Die Strahlungsprozesse:
Dies bedeutetdie ErrechnungeinerNetto—Strahlungsbilanzan der Erdoberflächeund
derDi- undKonvergenzender Strahlungsströmein derAtmosphäre.Das gelingtaber
nur, wenn die Verteilung von Kohlendioxyd, Ozon und des Wasserdampfessowie
dessenKondensation—undSublimationsproduktebekanntsind.

2. Den hydrologischenZyklus als Voraussetzung,um die Strahlungsprozessegenau
genugsimulierenzu können,d.h.eineSimulationdesWasserkreislaufes.

3. Die konvektivenProzesse:SimulationthermischerKonvektionszellen,wiesich z.B. in
CumuluscongestusoderCumulonimbus-Wolkenetc.manifestieren.

4. Die turbulentenTransporte:
Es handelt sich hiebei um alle irreversiblen, turbulentenTransportevon Impuls,
fühlbarerund latenterWärme in der planetarenGrenzschicht (PBL: 0 bis 1000 m)
sowieauchturbulenteTransporteder freienAtmosphäreim BereichvonWolken oder
unterhalbdes „Jet—Streams“,da ein Teil der kinetischenEnergie in diesemBereich
dissipiert.

Die meistenirreversiblenProzesselassensich nun leider in vielen bis heuteverwendeten
Gitternetzenunserer Integrationsmodellenumerisch nicht mehr auflösen, obwohl eine
ständigeVerfeinerung und Erhöhung der Auflösung angestrebtwird. Man musstedaher
bisherdie irreversiblenProzesseals „subskalige“Vorgängeauffassen.Eine Behandlungim
Detail war unmöglichund manmusstesich dahermit einer pauschalenBeschreibungihrer
Wirkung auf die prognostischenGitterpunktsvariabeln(z.B. v, p, T, p), welche als
repräsentativfür den „Macroscale“ einerGitterboxanzusehensind, begnügen.Die pauschale
Wirkungsbeschreibungder subskaligenProzesse auf die Gitterpunktsvariablenerfolgt in
Parametern der numerisch auflösbaren und dem großskaligen Bereich angehörenden
Bewegungsformen und physikalischen Größen. Man bezeichnet daher den
Beschreibungsvorgangfolgerichtigals „Parametrisierung“.Die Parametrisierungsfunktionen
stellenin denModellgleichungen,die dasgroßräumigeFeld beschreiben,QuellenundSenken
der großskaligenabhängigenGitterpunktsvariablendar. Allgemein verbindlicheRichtlinien
könnenim Regelfall nur schwerangegebenwerden,da sie von den Auflösungeigenschaften
des jeweiligen Modells abhängig sind. Mit der Annäherung an die heute verwendeten
Gitterdistanzenvon etwa 10 km wird in der Zukunft die Abkehr von der hydrostatischen
Approximationzwingend.Bei nochhöhererAuflösung mit d S 1 bis 2 km wäreeinedirekte
Erfassung der oben erwähntenProzesse unter Punkt 1 — 4 denkbar. In den Lokal- und
Mesoscale-Modellenwird bereitsunternicht—hydrostatischerVoraussetzunggerechnet.

Zur IllustrationeinesModells mit irreversiblenProzessen,wie es z.B. beim ECMWF (1979)
zu Anwendungkommt,sei auf Abb. 1.4verwiesen.Diese zeigtdie verschiedenenim Modell
simuliertenreversiblenund irreversiblenProzessein denEllipsen und ihreAbhängigkeitvon
den großskaligenVariablen, welchevom Modell her gegebensind, in den Rechtecken.Die
Dicke derPfeile stellthiebeidie qualitativeBedeutungderjeweiligenWechselwirkungendar.
JedegeschlosseneSchleifeweistaufein Rückkopplungsphänomenhin. Aus derAbbildung ist
plakativ erkennbar,mit welcher Komplexität die heutigenVorhersagemodelleleben und
welchen Rechenaufwand sie bewältigen müssen. Die rasante Entwicklung der
Computertechnologiehat aber faktischdie historischenSchwierigkeiten,welchehinsichtlich
deszu bewältigendenRechenpensumsbestanden,weitgehendüberwunden.
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Abb.1.4SchematischeDarstellungdersimuliertenProzesseineinemirreversiblen
ZirkulationsmodelldesECMWF(1979)

1.5 Grundsatzfragen und Probleme der Numerischen

Lösungsverfahren

Numerische Lösungsverfahren sind so angelegt, die einzelnen Feldverteilungen der
abhängigen Variablen sukzessive aus den Feldtendenzen,die für kleine Zeitspannen
berechnetwerden,aufzubauen.Man geht hiebei von den partiellenDifferentialsgleichungen
des bisher dargelegtendeterministischenSystems zu äquivalentenDifferenzengleichungen
über. Hiebei werden die Differentialquotientenzum Zeitpunkt t = 0 durch endliche
Differenzenquotientenersetztund an diskretenPunkteneinesDatengittersberechnet.Durch
diese Näherung muss man aber einen sogenannten „Verstümmelungsfehler“ oder
„Truncation—Error“in Kauf nehmen.Gelingt esdiesenFehlerin Grenzenzu halten,dannkann
man zunächstein relativ einfachesund effizientesnumerischesLösungsverfahrenerwarten.
Mit Hilfe diesernumerischenMethode berechnetman ausder bekanntenAusgangssituation
zum Zeitpunkt t = t()die aufder rechtenSeitestehendenDi- undKonvergenzendesMassen-,

Entropie-und Impulsflussesbzw. die Quelltermefür denImpulsin G1. (1.59) ausdendurch
„Diskretisation“(=Umwandlungvon Differential- in Differenzengleichungen)entstandenen
Differenzengleichungenund erhält die zeitliche Änderung der jeweiligen prognostischen
Variabeln zu diesem Zeitpunkt. Anschließend wird die zeitliche Änderung der jeweiligen
Variablen ‘I’ über eine kleine, endliche Zeitspannelinearextrapoliertund zum Anfangsfeld
addiert,z. B.
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AW
Wt„+At: Wt„+(tht At

()
woraus man eine neue Feldverteilung zum Zeitpunkt t]=t„+Aterhält. Diese neue

Feldverteilungdientnunmehrals neuesAusgangsfeld,mit demwiederin die rechteSeiteder
Prognosegleichungeneingegangenwird, um erneutaus den Vergenzender Flüsse und den
Quelltermendie neuenTendenzenzumZeitpunkt t]= t()+ At zu berechnen,welchemit

A‘lf: + — At\Ift„+2AtW1„+At[At )“

die Feldverteilung der jeweiligen prognostischen Variabeln 111 zum Zeitpunkt
t2 : to+2Atergibt. Der Rechenzykluswird nunmehrso oft wiederholtbis schließlichder

gewünschtePrognosenzeitpunkttn : t()+ nAtin n Zeitschrittenerreichtist. Hiebei zeigt sich

abereine wesentlicheSchwierigkeit.Damit das Verfahren in Richtung der wahrenLösung
konvergiert,müssen alle n ZeitschritteA t in einem bestimmtenVerhältnis zu den im
DatengitterverwendetenRaumschrittenA x = A y bzw. A z stehen, da ansonstendie
numerische Rechnung „instabil“ wird. COURANT, FRIEDRICHS und LEWY (1928)
konntenan Hand linearer,partiellerDifferentialgleichungendiese Instabilitätaufzeigen.Für
lineareDifferentialgleichungensindbekanntlichexakte,analytischeLösungenmöglichundes
kannsomit zwischender numerischenNäherungs-und der analytischen,exaktenLösungein
entsprechenderVergleich angestelltwerden.Damit die Lösung stabil bleibt und gegendie
„wahre“analytische(lineare)Lösung konvergiert,mussdeshalbimmerdasKriterium

& 2 C,); (1.60)1

erfüllt sein. Hiebei gibt c die maximale Phasengeschwindigkeitder im System laufenden
Wellen an. Diese lineareund in der Literaturals CFL-Kriterium bezeichneteRelation,wird
im allgemeinenauchaufnicht—lineareGleichungenangewandt.
Unser deterministischesGleichungssystem,wie wir es in denvorhergehendenAbschnittenin
extenso betrachtethaben, enthält neben den Lösungen für die großräumigen,synoptisch
bedeutendenbarotropenund baroklinen Wellen, welche sich mit der relativ langsamen
Phasengeschwindigkeitvon c = 5 bis 10m/sekfortbewegenauch Lösungen für energetisch
nicht so stark besetzte Wellen, wie Schall- und Schwerewellen, die aber
Phasengeschwindigkeitenvon c = 300m/sekaufweisenkönnen.
Diese letzteren Wellen sind synoptisch gesehen uninteressant. Solange aber das
GleichungssystemLösungen für diesenTeil des atmosphärischenWellenspektrumsenthält,
muß in Gl.(1.60) alsmaximalePhasengeschwindigkeitc = 300m/sekeingehen,wasbei einer
horizontalenFeldauflösungvon d = 250km ( d = derAbstand,überwelchendie räumlichen
Differenzenquotientengebildetwerden)zu einemZeitschrittvonAt : 10Minuten führt.Da
aber in der Vertikaleneine Auflösung von wenigstens1 km für eine halbwegsrealistische
Simulationder atmosphärischenStrukturenals Minimalforderunganzusehenist, kommtman
zu ZeitschrittenAt, welche2 —3 Sekundennichtüberschreitendürfen.An dieserStellewird
klar,welchegroßeRechenaufgabesichderRechentechnologiein diesemFall stellt.

1)DasKriteriumgiltindieserFormstrengnurfürzweidimensionaleBetrachtung.FürdendreidimensionalenFallistesaberaucheinegute
Näherung,dasichderFaktorderrechtenSeitenurgeringfügigändert.
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Deshalb war die Numerische Wettervorhersage,solange keine superschnellenRechner
vorhandenwaren, nicht in der Lage, mit hochauflösendenund aufwendigenModellen den
Wettlaufmit derNaturzu gewinnen,denndie Rechenzeitwar längerals die Zeitspanneeiner
Vorhersage.Soll z.B. für X VariableeinePrognoseüberdie Zeitspanne

T=nAt (1.61)

anN Gitterpunktenin L Schichtenberechnetwerden,wobeidieseZeitspannein n Zeitschritte
At unterteiltistundpro ZeitschrittundVariabler R Rechenoperationenerforderlichsind,dann
ergebensich [s.a.FORTAK (1982)]

LNXRn

Rechenoperationenfür die gesamteprognostischeZeitspanneT : nAt. Die hiezunotwendige
Rechenzeit”l:hängtvon derRechengeschwindigkeitAt ab,mit welchereineRechenoperation
bewältigtwird,d.h.die Rechenzeitbeläuftsich auf

1= LNXRnA1: (1.62)

Setztmanaus(1.61) für n in (1.62) ein,dannergibtsichetwasumgeformtdasVerhältnis

1 : LNXR & (1.63)
T At

der „Rechenzeit-oder Modellzeit“ zur „Echtzeit T“, in welcherdie Vorgänge in der Natur
ablaufen.Um die Prognosepraktischverwendenzu können,muss man natürlichschneller
„rechnen“als die Natur,d.h. es muss”C/ T << 1 gelten.Bei globalerBetrachtungund einer
Gitterdistanzvon d = 250 km ergabensich pro Schicht und Hemisphäreursprünglichetwa
5000 Gitterpunkte,wasetwa 10000 Gitterpunktefür den Gesamtglobusbedeutete.Mit einer
Vertikalauflösungvon Az : 1 km und Aufteilung der Modellatmosphärein 10 Schichten
erhieltman dreidimensionalgesehenca. 100000 Gitterpunkte.Für X = 7 Variable und eine
typischeAnzahl von R = 200 Rechenoperationenpro Variabler, Gitterpunktund Zeitschritt
und für eine seinerzeitigeRechengeschwindigkeitvon A1"= 10‘6sek pro Rechenoperation,
ergabsichbei einemvomCFL-Kriterium (1.60) gefordertenZeitschrittvon At : 2sek:

—6
10 5703 =1027.2.102

T

d.h. die EDV—Anlagebenötigtefür die Prognose70 mal so langeals die Prozessein derNatur
ablaufen.Die RechenanlagewardamalsdamittotalüberfordertundaufdiesemWegekonnten
keinepraktikablenVorhersagenberechnetwerden.Erst bei einerRechengeschwindigkeitvon
A1:= 10“9sek schieneinepraktischeLösung möglich. Solangeaberdie Wetterdienstekeine
solchen superschnellenRechner zur Verfügung hatten, musste man trachten von den
Sekundenzeitschrittenwegzukommen.Es kommt ja noch hinzu, dass bei Übergang zu
irreversiblenModellen die Rechenanforderungpro Gitterpunktnochmalsbeträchtlichsteigt.
Hiemit wird außerdemeinmal mehr klar, weshalb der kühne Versuch einer Numerischen
VorhersagevonRICHARDSON in derzweitenDekadedesvergangenenJahrhundertsa priori
an dem gigantischenRechenaufwandund der Nichtbeachtungdes CFL-Kriteriums scheitern
musste.Wir kommendaraufspäternochzurück.
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Es warein bedeutenderSchrittin RichtungeinererfolgreichenNumerischenWetterprognose,
als manerkannte,dassdurchdie sogenannte„hydrostatischeApproximation“( : Streichung
der Beschleunigungstermein der w—Komponenteder Bewegungsgleichungen)die vertikal
laufenden schnellen Schallwellen eliminiert werden konnten und damit die vertikale
Gitterdistanzim CFL-Kriterium nichtmehrberücksichtigtwerdenmusste.Für dasVerhältnis
Modellzeit zur Echtzeitergibtsich dannbei einem Raumschrittd = 250 km nachdem vom
CFL—KriteriumgefordertenZeitschrittvonA t= 10Minuten

—6
10 = 0.23 (1.64)
102_

1 =1027.2.102
T

d.h. man konntein dem besprochenenglobalen 10-Schichtenmodelldie Rechenzeitfür eine
24-stündigePrognoseauf 5 1/2Stundenbeschränken,womit man in den Bereich praktischer
Anwendbarkeitgelangte.Das gleicheProblemwird von einemheutigenSupercomputermit
einerRechengeschwindigkeitvon AT : 10‘9sek in etwa20 Sekundengelöst.Man siehtalso,
dass die Fragen der Rechentechnologiekein essentiellesHindernis für die Lösung sehr
umfangreicherund komplexer Probleme darstellen. Dennoch gibt es, soweit das heute
beurteiltwerdenkann,gewisseGrenzen.

Bisher haben wir das Problemverhältnis„Rechen- bzw. Modellzeit“ zur „Echtzeit“ mit
Hinblick auf das Rechenpensumfür eine bestimmteVorhersagezeitspannebetrachtet.Man
kannaberebensogutaucheineBetrachtungunterdemAspekt desjeweiligen„Scales“der zu
prognostizierendenPhänomeneanstellen.Um einen bestimmtenScale geradenoch auflösen
zu können, darf die Maschenweite des verwendetenGitters höchstensdie Hälfte der
charakteristischenDimension des betrachtetenPhänomensbetragen.Der Beweis wird in
einem späteren Abschnitt noch nachgeliefert. Offensichtlich gelten die nachstehenden
„Scalebereiche“:

Turbulenzscale L(m) : D(m) : 100m, daher(1= 50m notwendig.

KonvektiverScale L(m) : D(m) : 1000 m,daher(1= 500m notwendig.

Mesoscale L(m) : 100.000 m; D (rn): 10.000 m, daherd = 5000 m
notwendig.
Aber in derVertikalenwegengenauererAuflösungmindestens
A 2= 1000 merforderlich.

L : horizontale,charakteristischeAusdehnungin m
D : vertikalecharakteristischeAusdehnungin m
d = für eineeffizienteAuflösungnotwendigeGitterdistanz

Bei den heutigenHochgeschwindigkeitsrechnernwerdenbereitsbis zu 94 Modellschichten
[ECMWF T 711/94] verwendet.Als nächstessetzenwir aus dem Stabilitätskriterium(1.60)
fürA t in (1.63) ein underhaltennachleichterUmformung

% : [xmßm] F, (1.65)
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. L.N . . . . . . .
wobe1 Fs=Te1nen “Scale-Faktor“ darstellt.H1ebe113timmer d1ekle1nstezur exakten

Auflösung des relevantenScalesnotwendigeGitterdistanzd zu verwenden.Aus ( 1.65) kann
dann,wenndie notwendigeGitterdistanzd, die Anzahl der SchichtenL und die Anzahl der
sich ergebendenGitterpunkteN bekanntist, für eine bestimmteRechengeschwindigkeitdie
RechenzeitT für T = 1 sek ( also eine Sekunde „Echtzeit“) angegebenwerden.Aus der
nachstehendenTabelle 1.1könnendie Ausgangsdatenunddie notwendigenRechenzeitenbei
verschiedenenRechengeschwindigkeitenAT entnommenwerden.Es zeigt sich in Tab. 1.1
eindeutig,dassgegenwärtigselbstdie schnellstenSupercomputernicht in der Lage sind bei
globalerSimulationklein- und kleinsträumiger Phänomenedie Natureinzuholen,d.h. es sind
auchvom ScaleherdeterministischenPrognosenGrenzengesetzt.Eine weitereSchwierigkeit
besteht darin, dass es nicht möglich ist, den Anfangszustand der Atmosphäre mit
hinreichenderGenauigkeit zu bestimmen.Die Vertikalgeschwindigkeitz.B. wird vom
heutigen Beobachtungssystemüberhaupt nicht erfasst und muss durch vereinfachende
Annahmen rechnerischermitteltwerden.Die Bewegungsgleichungenreagierenaber schon
auf kleinste Fehler in diesem Anfangszustand außerordentlich empfindlich. Diese
EmpfindlichkeitresultiertauseinerweitgehendenKräftebilanzierungin derAtmosphäre.Die
Abweichungen von diesem Gleichgewichtszustand, die aber andererseits das
Wettergeschehenweitgehendkontrollieren, sind aus unseren derzeitigenBeobachtungen
unglücklicherweiseweder dem Betrage noch dem Vorzeichen nach genau genug zu
bestimmen. Neben den realen Schwerewellen in der Atmosphäre erzeugen fehlerhafte
Anfangsbedingungen „Ungleichgewichte“, die künstliche „Schwerewellen“ in der
Modellrechnunganregen.Inder realenAtmosphärevollziehtsichgleichzeitigeinProzess,der
die realenSchwerewellenallmählich„aussterben“unddieWindfelderdem„geostrophischen“
Gleichgewicht zustreben lässt. Man nennt diesen Vorgang bekanntlich „geostrophische
Adaptation“.IndenRechenmodellenmussmandiesenVorgang,d.h. auch die „fiktiven“aus
den Fehlern des AnfangszustandesangeregtenSchwerewellenzutreffendsimulierenoder
schon den Anfangszustandin ein entsprechendesGleichgewicht bringen. Auf relevante
Methodenin dieserRichtungwerdenwir späterim Rahmendessogenannten„Filterproblems“
nocheingehendzurückkommen.

Schätzung der globalen Gitterpunktszahl für eine Gitterdistanz d und die Anzahl der

Schichten L sowie der Wert des sich ergebenden„Scale“-Faktors

d = 50m: N = 2.108 L= 200 FS 8.108 Turbulenzscale

d = 500m: N = 2.106 L= 20 F, 8.104 KonvektiverScale

d = 5000 m: N = 2.104 L= 10 FS: 40 Mesoscale

Tab.1.1aZuGl. (1.65).SchätzungderglobalenGitterpunktszahlenfüreineGitterdistanzd undAnzahlL der
Schichten.
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Megaflop-Bereich AT : 10“’sek IX.R.C.JZATJ=594.10“lm

TurbulenzscaleRechenzeit T E 15Jahrefür SimulationeinerSekunde„Echtzeit“
KonvektiverScaleRechenzeit T 3 13Stundenfür SimulationeinerSekunde„Echtzeit“
MesoscaleRechenzeit T & 24Sekundenfür SimulationeinerSekunde„Echtzeit“

Gigaflop-Bereich AT : 10'9sek IX.R.CA/Z.ATJZ59410“4m

TurbulenzscaleRechenzeit T E 5 Tage für SimulationeinerSekunde„Echtzeit“
KonvektiverScaleRechenzeit T 5 47 Sekundenfür SimulationeinerSekunde„Echtzeit“
MesoscaleRechenzeit T 2 0.02 Sekundenfür SimulationeinerSekunde„Echtzeit“

Teraflop-Bereich AT=10"2$ek IX.R.C.\/Z.ATJIS.94.IOVm

TurbulenzscaleRechenzeit T 3 8 Minutenfür SimulationeinerSekunde„Echtzeit“
KonvektiverScaleRechenzeit T & 0.05 Sekundenfür SimulationeinerSekunde„Echtzeit“
MesoscaleRechenzeit T & 0.23.10'4Sekundenfür SimulationeinerSekunde

„Echtzeit“

Tab.l.lb ZuGl.(1.65).RechenzeitenfürdieSimulationeinerSekunde„Echtzeit“in einemGitterpunktsmodell
in Abhängigkeitvon der Rechengeschwindigkeit,dem RechenpensumunddemScaleder relevanten
Phänomene.

Die VerwendungnumerischerModelle für die Wettervorhersageerfordertdie Lösung eines
Satzes gekoppelter, nicht—linearer,partieller Differentialgleichungen.Diese Gleichungen
beschreibenim allgemeinensehrwichtigedynamischeProzessein der Atmosphäre,wie z.B.
die Advektionoderdie AnpassungdesMassen-undWindfeldesgegeneinandersowieEffekte
der Diffusion. Wir werden uns in erster Linie mit den ersten beiden Prozessen zu
beschäftigen haben. Die relevante Lösungsproblematik kann durch eine einfache,
eindimensionaleForm des erwähntenGleichungssystemseindrucksvoll dargestellt und
repräsentiertwerden.Eine solche Form ist aus den sogenannten„Flachwassergleichungen“
leicht abzuleiten. Diese beschreiben die Bewegungen in einem homogenen und
inkompressiblenMedium, in welchemwegen

P(x‚2)= 1 gsz = ng1le

dieRelation

dp _dh

dx dx

. . . . du dv
g11t.Außerdem wollen w1rm der vorhegendenBetrachtung v =Ö—=Ö—=0 setzenund

z z
keine Variationen in der y-Richtung zulassen sowie außerdem die Erdrotation
vernachlässigen. Unter diesen Voraussetzungen erhält man aus Gl.(l.l) für ein
hydrostatischesundreibungsfreiesz-System (dw/dt: 0 undF =O)schließlichdieRelation
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au+u a—u+gah =0 (1.66)
5 dx ga—x

und für die Kontinuitätsgleichung(1.9) für welche unterden obigen Voraussetzungenund
Inkompressibilität

du dw__ +__
dx dz

=0

gilt, nachIntegrationdieserBeziehungüberdz—_ h

D—h—_?—h+uéE schließlich als Kontinui=mit den RandbedingungenwZ=O=0und wh—_
Dt dt dx

tätsgleichung

dh+ud_h+ ha—uz0 (1.67)
5 dx dx

Hiebei sind in den G1. (1.66) und (1.67) die Terme u3—uund u3—h die sogenannten
x x

Advektionstermeund g3—hund h3—udie sogenannten„Adjustment-“oderAnpassungsterme.
x x

Die Gln. (1.66) und (1.67) könnenentsprechendum einenGrundzustand linearisiertwerden,
wennmanin (1.66) und (1.67) u = U + u' und h = H + h' einsetzt,weshalbman

du' du' dh' dh' dh' du'

dt + dx + g dx un dt + dx + dx

erhält,wobeiU undH KonstantedesGrundzustandesin RaumundZeit sind undgleichzeitig
alle Produkte u'du'/dx,u'du'/dxoderh'du'/dx aus Gründen der magnitudovernachlässigt
werden. u'und h' sind dann die Perturbationenin der x—Komponenteder Geschwindigkeit
und in der freienOberfläche deshomogenenund inkompressiblenMediums.Man kanndann
die einzelnenProzessegetrenntbetrachten.So istderAdvektionsprozessdurch

BV]+UQ—V—=o (1.68)
d_t dx

zu formulieren,wobeihier ‘1’jeweils für u'oder h' steht.Natürlichmussunsauchdasnicht-
lineareProblem

d_u du _0 1.69
dt +u d—x ( )

beschäftigen.Das Gleichungspaar

du' dh'+g =() 1.70
dt gd—x ( )
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d_h+H@—=0 (1.71)
dt dx

stehtfür denAdjustment—Prozessundwirdauchals eindimensionaleSchwerewellengleichung
bezeichnet.Die bevorzugtenumerischeMethode zur Lösung dieser erwähntenpartiellen
Differentialgleichungenwar langeZeit dieMethodederendlichenDifferenzenbis sich in den
letztenJahrzehntendie sogenanntenGalerkin—Methodenin Form der „SpektralenMethode“
oder der Methodeder „Finiten Elemente“,begleitetvon einer rasantenEntwicklungin der
Computertechnik (Massive Parallel Computing) immer mehr durchgesetzthaben. Die
Bestrebungenin RichtungErfassungder lokalenundmesoskaligenProzessekonntenhiebei
erfolgreichausgedehntwerden.

Die meistenmeteorologischenProblemelassensich nachRIDDAWAY/HORTAL (2000) in
dreiKategorieneinteilen:

1.) Randwert-Probleme
Hier gehtes darum, ‘I’ innerhalb der Domäne D durch Differentialgleichungen,
welche innerhalbder Domäne D L(‘P)= f und am Rande der Domäne D B(‘P)= g
lauten,zu bestimmen.L undB sindalsDifferential-Operatorenaufzufassen.Ein typisches
Beispiel für solcheProblemestelleneineHelmholtz-oderPoissongleichungdar.

2.) Anfangswert-Probleme
Diese sindalsdie klassischenProblemderNumerischenWettervorhersageanzusehen.Sie
sind im Grunde Verlagerungsprobleme,in welchendas Verhalteneines Systemsin der
Zukunft, basierendauf den Anfangsbedingungen,gesuchtwird. Das Problemwird durch
Lösung der Differentialgleichung L(‘P)=f innerhalbder LösungsdomäneD, wo die
Anfangsbedingungenbekannt sind, behandelt. An den offenen Rändern hingegen
herrschenvorgeschriebeneRandbedingungenB(‘P). CharakteristischeLösungsaufgaben
ergeben sich aus der Advektionsgleichung,der Schwerewellengleichungund der die
DiffusionbeschreibendenBeziehung.

3.) Eigenwert-Probleme
Bei diesen Problemen ist der Eigenwert ?»und die prognostischeVariable 111so zu
bestimmen,dass die Differentialgleichung L(‘I’)=Ä‘Pin der Domäne D erfüllt ist.
ProblemedieserArt findensich in baroklinenInstabilitäts-Studien.

Eine alternativeMethodepartielleDifferentialgleichungen2. Ordnungzu klassifizierenwird
vonderMathematikin dernachstehendenForm angeboten

2 2 2
d ?+2b d \? +c—a?+2da—IP—+ZeQV—j+flle
dx dxdy dy dx dy

8.

Hiebei sind die nachstehenden Charakteristika in der Tabelle 1.2 grundsätzliche
Klassifizierungsmerkmale.
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TYPE BEDINGUN G BEISPIEL FORMEL

2 2
hyperbolisch b2—ac)0 Wellengleichung d ? = 02d ?

dt dx

2
parabolisch b2—ac : 0 Diffusionsgleichung d_‘l’=6 d 3

dt dx

elliptisch b2—ac(0 Poissongleichung V2‘I’ : 0

TAB. 1.2VerschiedeneTypenpartiellerDifferentialgleichungenzweiterOrdnung.
InderFormelderWellengleichungbedeutetcdieVerlagerungsgeschwindigkeitderWelle.Inder

KAt . . . .—— mitK : Eddy-D1ffu31onskoeffiz1ent.
(Ax)2

HyperbolischeundparabolischeGleichungensindAnfangswertproblemewogegenelliptische
GleichungenRandwertproblemedarstellen.Das Verhaltender Lösungen,derentsprechenden
Anfangs—und Randbedingungenund die zu verwendendennumerischenMethoden zur
Auffindung einer Lösung hängenwesentlichvom Typ der partiellenDifferentialgleichung
(PDE) ab.Nichtlineare,multidimensionalePDES könnennatürlichkaumaufdie in Tabelle].2
dargestelltekanonische Form gebracht werden, aber man kann letztere als Prototypen
betrachten,an welchen ihre Eigenschaften besser verstandenwerden können. Ähnliche
Lösungsmethodenkönnen dann auch auf kompliziertere Gleichungssystemeangewandt
werden.So kannmanleichtzeigen,dassdie lineareAdvektionsgleichung

Diffusionsgleichungist0“=

du du_ : _C-
dt dx

einePDE ersterOrdnungdarstelltundals hyperbolischklassifiziertwerdenkann.IhreLösung
genügt der Wellengleichung, die in vektorieller Form [s. KALNAY (2003)] wie folgt
formuliertwird

3_"= A 3_“
dt dx

wobeiA dieMatrix

A :
c 0

du
T

istund11einenVektor u : [d_uCÖ—] darstellt.
t x
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InersterLinie werdenwir uns in der Folge bei den numerischenMethodenmit Anfangswert-
und Randwertproblemenbefassen. Ein solches Anfangswertproblemwird durch die
Differentialgleichung

% = f(‘P, t) mit T(t,) = \P, (1.72)

repräsentiert,wobei f hier eine Funktion zweier Variabler darstellt.Wenn wir nicht in der
Lage sind die G1. (1.72) einer Lösung zuzuführen, müssen wir uns zunächst die
nachstehendenFragenüberlegen:

1.) Woherwissenwir, dassdiesesAnfangswertproblemtatsächlicheineLösunghat?
2.) Wie könnenwirwissen,dassesnureineLösung für dasProblemgibt ?
3.) Weshalbstellensichdie beidenFragen1.)und2.) ?

Die Antwort auf die 3. Frage führt uns vor Augen, dass die Lösung nur mit numerischen
Methodenerfolgenkannund daherdie relevantezu lösendeGleichungnur eineAnnäherung
andaszu lösendephysikalischeProblemdarstellt.Wenn dieseGleichungkeineodernureine
Lösung hat,kannes kaumeineguteDarstellungdesrelevantenphysikalischenProblemssein.
Man sagtdann,dassdasProblemnichtkorrektformuliert(= notwell posed)ist.Andererseits,
wenndas Problemkorrektformuliert(= well posed)ist, kannmanerwarten,auf irgendeine
Weise eine Lösung zu erhalten,die der wahrenoder analytischenLösung sehrnahekommt.
Diese Situationentsprichtder„Grenzwerttheorie“,in deres oftmöglichist, zu beweisen,dass
eine Folge von Funktionen11!(t)einenGrenzwerthat,ohnediesengenauzu kennen,es aber
dennochmöglich ist irgendein Glied der Folge vorwärtsschreitendzu verwenden,um eine
Näherung an den Grenzwert zu erreichen. Mit Hilfe eines iterativenAlgorithmus kann
sukzessive die Existenz einer Lösung approximativ durch die sogenanntenPICARD-
Iterationen[RIDDAWAY/HORTAL (2001)] festgestelltwerden.
Vorausgesetzt f und df/dy sind kontinuierlich in einer rechtwinkeligen Domäne

R: t, s t s t, +a,|‘l’—‘PO|(bgegeben, dann hat Gl.(1.72) mit v (t) im Intervall

toS t S t0+a eine eindeutigeLösung. Diese Folgerungwird als „PICARD’3che3 Theorem“
bezeichnet.Dies sei hier nur erwähntohne auf die relevanteTheorie nähereinzugehen.Es
sollte vor allem daraufhingewiesenwerden,dass Eindeutigkeitund Existenz einer Lösung
von Bedeutungist. Bei der Behandlungvon linearenDifferentialgleichungen,könnenwir im
allgemeinenanalytischeLösungen finden, weshalbwir das „Existenztheorem“nicht weiter
beachtenmüssen. In der Frage der Eindeutigkeit könnenwir allerdingsnur hoffen, dass
diesesunterderVoraussetzungder entsprechendenAnfangs- undRandbedingungengegeben
ist bzw. bewiesenwerdenkann.Nicht-lineareGleichungen,welchezumeistdie Entwicklung
atmosphärischerZuständebeschreiben,habenin derRegel keineanalytischenLösungen,auch
wenndas Problem„well posed“ ist. Da keine analytischenLösungenmöglich sind, müssen
wir auf numerischeVerfahrenzur Lösung zurückgreifen,um zumindesteine entsprechende
Näherungandie wahreLösung zu finden.Eine analytischeFunktionwärenatürlichdasbeste
Mittel, um denphysikalischenZustand derAtmosphärezu beschreiben,dennwir würdenaus
dieserdieWertederrelevantenZustandsvariabelnaneinerunbegrenztenZahl vonRaum—und
Zeitpunktenerhalten.Die Aufgabe, an Hand der initialen Variablenwerteinnerhalbeiner
raumzeitlichenDomäneeine Lösung des Gleichungssystemszu finden, ist, wie wir bereits
dargestellthaben(s.Tab. 1.1), eine außerordentlicheRechenaufgabe.Eine wirkliche Lösung
ist deshalb erst mit dem Einsatz von schnellen Computern gelungen.Da aber auch die
modernstenComputernurmit einer begrenztenMenge von Zahlen arbeitenkönnen,müssen
wir diemeteorologischenFelder durcheineebensobegrenzteZahl vonWertenderrelevanten
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Variablen ausdrücken. Dies geschieht durch Umsetzung der PDES in „partielle
Differenzengleichungen“.Das diesbezüglicheVerfahren wird als „Diskretisationsprozess“
bezeichnet. Zur Demonstration gehen wir hier von einer sehr einfachen
Entwicklungsgleichungaus:

d‘I’
— = F ‘I’ 1.73„ ( ) ( >

Hiebei kann F entwederein lineareroder auch ein nicht-linearerräumlicherDifferential-
Operatorsein.\1’ist an (N + ]) sogenanntenGitterpunktenin derDomäne 0 S x S L gegeben.
Außerdemgibt es entsprechendeRandbedingungenfür ‘I’. Aus (1.73) wollen wir dann mit
Hilfe der räumlichen Diskretisation der rechten Seite unter Verwendung der
Gitterpunktswerte‘I’j die auf der linken Seite erscheinendezeitliche Tendenz von ‘I’

bestimmen. Dies ist im Grunde die sogenannte „endliche Differenzen- oder
Gitterpunktsmethode“.Bei diesem Verfahren kennt man die Werte von ‘1' zwischen den
Gitterpunktennatürlichnicht.Alternativkannman ‘I’ auch als endlicheReihe von (N + l)
linearunabhängigenFunktionener, wobei r = r],......rnund N =r“—rl ist,durch

‘P=ZnTr(t)er(x) (1.74)
l'=l'l

darstellen.Diese Reihenentwicklungführt nicht unbedingtzu einer exaktenLösung der
urprünglichenPDE. In der Regel ergibt sich ein Restwert(Residuum)der nachstehenden
Form, wennman (1.74) in (1.73) einsetztund

rnd\P r“
R:; dtf e,(x)—Z\P,F(e,) (1.75)

erhält. Nunmehr gilt es die zeitliche Änderung d‘I’r/dtunter der Voraussetzung zu
bestimmen,dassR ein Minimum wird.Hiebei wird eineAnnäherungnachder „Methodeder
kleinstenQuadrate“verwendet.Das Integralüber das Quadratdes Fehlerrestgliedessoll ein
Minimum werden,d.h.esmuss

jR2dx=0 (1.76)

gelten.Die Vorgangsweisebedeutetnichtsanderes,alsdasszujederZeit nursolcheWerte

din =11 (1.77)
dt

zugelassensind,welchedieMinimalisierungsbedingung

2

112 ‘I’re,—Z“j\P,F(-.,)]dx =0 (1.78)

erfüllen.Fürjede einzelneÄnderung ‘I’r(r=1,2,....r„)soll
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dR2

d‘I'['

gelten.Nach entsprechenderDifferentiationfolgt aus(1.78) sofort

j{i[‘1r’ses—‘I’,F(e,)lq}dx =0
r1

oderumgeordnetschließlich

2‘I’S je,erdx = 2‘Ir’s JerF(es)dx r =r„.............‚rn (1.79)

DieseGleichungkannmanauchmitHilfe derGalerkin-Methodeerhalten,in welcher

jR<p,d><=0 i=1,2‚ .......N+1

gesetztwird,wobei für (pi irgendein beliebigerSatz von Testfunktionenverwendetwerden
kann.Man erhältdannaucheineGleichungwie (1.79).
Da die Entwicklungsfunktionenerbekanntsind, könnenmit Hilfe der Gitterpunktswerte‘I’j

jederzeit die Expansionskoeffizienten‘1Praus (1.74) berechnetwerden. Ebenso sind die
Integralein (1.79) für alle möglichenWertevon s und r berechenbar.Auf dieseWeise wird
(1.79) auf ein System gekoppelter,gewöhnlicherDifferentialgleichungenreduzierbarund
dieseskannbei bekannten‘I’ in derForm1'

a_w=Z‘I’,er (1.80)
dt ,

geschriebenwerden. Diese Form der Diskretisationwird unter dem Begriff „Galerkin-
Methoden“ zusammengefasst. Aus diesem Methodenkreis resultieren unmittelbar die
„SpektraleMethode“ und die „Methode der finiten Elemente“. In den relevantenKapiteln
werdenwir unszumindestmit einemdieserVerfahrennäherbeschäftigenmüssen.

Ein weiterer wichtiger Aspekt der numerischen Lösung der relevanten
Differentialgleichungensind Konvergenz, Konsistenz und, wie schon früher erwähnt,die
Stabilität.

Von KonvergenzeinerdiskretisiertenDifferentialgleichungsprechenwir, wenndie relevante
Lösung sich mit der Verfeinerung der Diskretisation immer mehr der Lösung der
kontinuierlichenGleichungnähert.Dies geschiehtdann,wenndie Auflösung zunimmt,d. h.
in der Gitterpunktsmethodedie Maschenweite immer feiner wird und in den Galerkin-
MethodendieAnzahl derBasisfunktionenansteigt.
Konsistenzwird garantiert,wenndie Diskretisationstechnikmit der PDE übereinstimmtbzw.
wenn der „Truncation—Error“der diskretisierten Gleichung durch Verfeinerung des
DiskretisationsgradesgegenNull geht. Konsistenz kann man leicht testen.Nimmt man an,
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dass (P,“die wahreLösung derPDE (1.72) amOrt xj zumZeitpunkt t„ ist, dannergibtsich

nach Einsetzen von ‘I'," in eine endliche Differenzengleichung und Entwicklung in einer

Taylor—Reihe,umalleTermedesVerhaltensvon CP,"auszudrücken

am”?" „
— =F ‘P . +8
dt . ( )'J1

Wenn der „Truncation-Error8“ sich Null nähert,da die Maschenweiteund der Zeitschritt
gegenNull gehen,istdasSchemaals „konsistent“zu betrachten.

Von Stabilität sprechen wir dann, wenn das Diskretisationsschemaeiner diskretisierten
Gleichung gewährleistet,dass deren Lösung eine eindeutig durch den Anfangszustand
bestimmteFunktion für jedenZeitschrittAt darstellt,der klein genugist, um zu verhindern,
dassdie numerischeLösunggegenunendlichgeht,wenndie Zeit fortschreitet.

Sowohl Konsistenzals auchStabilitätderDiskretisationsschematakönnenuntersuchtwerden
und darauskann man mit Hilfe des „LAX-RICHTMEYER- Theorems“ auch eine Aussage
hinsichtlichderKonvergenzmachen:
Nach diesem Theorem ist ein Diskretisationsschemakonsistent und stabil, wenn es
konvergentistoderauchviceversa.

Der dem früher erwähntengeostrophischenGleichgewicht entsprechende„geostrophische
Wind“ resultiertaus(1.8)

il'
pf

v, = xv„p (1.81)

wennman im z-Systemalle Beschleunigungstermeund den Reibungstermstreichtsowie im
sphärischenSystemmit besterNäherungauch V„CD=0 setzenkann.Diese Beziehungbesagt
bekanntlich, dass sich die horizontale Corioliskraft und die Druckgradientkraft im
Gleichgewichtbefinden.Aber geradedie Abweichungenvon diesemGleichgewichtsindjene
interessanten, das Wettergeschehen steuernden Vorgänge. Aus der Synoptischen
Meteorologiewissenwir, dass sie die Hauptursachefür die lokalenDruckänderungensind
und das Wetter maßgeblich beeinflussen. Deshalb werden hier die Ursachen der
Druckänderungenkurzaufgerollt.Der hydrostatischeDruck istdurchdie Beziehung

P(Z) = j 8sz (1.82)

gegeben[s.a.REUTER (1976)]. Da die Begrenzungder Atmosphärevon t unabhängigist,
lässtsich die lokaleDruckänderungdurchDifferentiationunterdemIntegralzeichenin (1.82)
mit

dp °° dp
— = —d 1.83
[dtl jg dt Z ( )Z
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ausführen. Transformiert man die generalisierte Kontinuitätsgleichung (1.9) in ein
hydrostatischesz—System,dannerhältman,wiemansich leichtüberzeugenkann

d_p+ va„— p_vtan(p+ipw =0 oder
dt a dz

d d
d—it): —(va„ )SPH_'Ö_Z'PW

Diese letztereRelationin Gl.(1.83) eingesetztführtschließlichzu

(?)—El=—]gV1PVH)SPHdZ—Zlg—a—(pr)d

Mit den Randbedingungenp = 0 für z = ocwird das zweite Integralder rechtenSeite zu
g(pw)„ da g innerhalb der wetterwirksamenTropo- und unterenStratosphärenahezu

konstantist.Für denBodenz =0 gilt dann,weil w dortverschwindet,schließlich

d ..

[E,—p) : __IgV-(PVH15PHdl (184)
t 2:0 2

Aus (1.84) ersieht man, dass die Di- und Konvergenzen des integralen, horizontalen
Massenflussesdie Bodendruckänderungenbedingen.Der Druck steigt bei überwiegender
Konvergenz und fällt bei überwiegender Divergenz des Massenflusses in der
darüberliegendenAtmosphäre. Um die Di- und Konvergenzen des Massenflusses zu
berechnen,darf aber keineswegsder „wirkliche“ Wind durch den geostrophischenWind
ersetztwerden,wasmansofortausderRelation,wennf =const.gesetztwird,

V.,=(pv)vv.if( xv„p)=o (1.85)

ablesenkann. Aber selbst,wenn man eine Variation von f mit der geographischenBreite
berücksichtigt,kommtmanzu Vergenzen,die in keinemZusammenhangzu dentatsächlichen
Beobachtungen stehen. Wir sehen also, dass die geostrophischeApproximation zur
Berechnungvon horizontalenDivergenzennicht statthaftist. Damit Druckänderungen,wie
sie von der SynoptischenMeteorologie beobachtetwerden überhauptzustandekommen,
müssen„Abweichungen“vom geostrophischenGleichgewichtauftreten.Bezeichnetmanmit
VH den horizontalen Vektor des wahren Windes und mit Vg den Windvektor des

geostrophischenWindes,dannbedeutetderDifferenzvektor

den sogennannten „ageostroph1schenW1nd und pAVgergibt den „ageostroph1schen

Massenfluss“.Die Di- undKonvergenzendiesesMassenflussessind dannfür die synoptisch
relevantenDruckänderungenverantwortlich,d.h.es gilt
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V.(pvH) = V.lp(vg+ AVg)J=V.(pAvg)

Für horizontaleBewegungenim hydrostatischenz—Systemkannman (1.8) auchin Formeiner
sogenannten„Pseudovektorgleichung“ ( = horizontaleKomponenteeiner Vektorgleichung)
schreiben,wennvertikaleBewegungenundVariablenänderungunberücksichtigtbleiben:

(dv—"] +fi‚xv„=—lv„p (1.86)
dt „ p

und wie schon oben erwähnt V„d>= 0 gesetztwerdendarf. Nun bilden wir von links das

vektorielleProduktvon (1.86) mitdemEinheitsvektorir underhalten

ir x(dv") +ir ><(firxv„)=—l—rxv„p
dt „ p

Nach Ausführung des Vektorproduktesim zweitenTerm der linken Seite und Umformung
ergibtsich

irx(dV—Hj =—if—xv„p+fv„ (1.87)
dt „ p

(1) (2) (3)

Für Bewegungenim „synoptischenScale“ ergebensich etwafolgendeGrößenordnungenfür
die drei obigenTerme

(1) 10'4msek" (2) 10'3msek'l (3) 10_3msek_'

Daraus kann man leicht erkennen, dass ein Fehler von 10% in der Messung des
Geschwindigkeitsfeldesin die GrößenordnungdesTerms (1)fallenkann.Ein Fehlervon 10%
ist aber für Windmessungenals Regelwertanzusehen.Somit kannder Beschleunigungsterm
(1) nicht genaugenugbestimmtwerden. Mit Hilfe von (1.81) kannman (1.87) sofortin die
Form

i dvH
—r>< =v —v EAV 1.88
f [ dt l„ “ g g ( )

umwandeln. Mit Hinblick auf die vorhin besprocheneGrößenordnung sehen wir jetzt
deutlich,dassder ageostrophischeWind einegegenüberdemWindfeld sehrkleineundkaum
messbareGrößenordnungbesitzt.Die Atmosphärebefindetsich daherüberwiegendin oder
nahe dem geostrophischen Gleichgewicht. Dennoch resultiert der Antrieb aller
wetterbestimmendenÄnderungen aus den kleinen und messtechnischnicht erfassbaren
Abweichungen von eben diesem Gleichgewicht. Dieser Umstand bedeutetzweifellos ein
großes „prognostisches Dilemma“. Außerdem durchläuft ein breites Spektrum von
Wellenbewegungendie Atmosphäre.Die Bewegungsgleichungenhalten,wie schonerwähnt,
für die Bewegungendurch den „Flügelschlag einer Mücke“ ebensowie für kleinräumige
Turbulenz- und Lokalwindsysteme,Hoch- und Tiefdruckgebieteund die großenplanetaren
Zirkulationsformen entsprechende Lösungen parat. Diese Bewegungen verschiedener
Größenordnungsind über den nicht—linearenTerm V.VV rückgekoppelt.Betrachtetman die
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charakteristischenDimensionen dieser Bewegungsformenin horizontaler,vertikaler und
zeitlicherRichtungmit

L = horizontale,charakteristischeAusdehnungin m
D = vertikale,charakteristischeAusdehnungin m
T = zeitlichebzw.mittlereLebensdauerin sek

so kann man mit PICHLER (1997) zu der in der nachfolgendenTabelle 1.3 dargestellten
Einteilungkommen.

T Y P U S L(m) D(m) T(sek) SCALE

Kleinräumige
Turbulenz 10“2bis102 10_2bis102 1 bis102 Microscale

Cumulus- Konvektiver
Konvektion 103 103 102 Scale

Cumulonimbus- Konvektiver
Konvektion 104 104 103 Scale

Wolkencluster
Böenlinien,Fronten 105 104 104 Mesoscale

SynoptischerScale
Hochs undTiefs 106 104 105 Macroscale

Planetare
Zirkulation 107 104 106 Macroscale

Tab.1.3CharakteristischeDimensionenatmosphärischerBewegungenundProzesse

Will mannunmehreineFeldgrößein einembestimmten„Scalebereich“prognostizieren,dann
muss ein zu diesem „Scalebereich“ passendes Gleichungssystem mit den zu diesem
Scalebereich passenden Anfangsbedingungen gefunden werden. Fügt man einem
„Scalebereich“Werte auseinem„nicht—passenden“hinzu oder lässtdieseunberührtdrinnen,
dannfügtmaneher„Lärmprozesse“als „zusätzlicheInformation“ein.Zum Beispielwird ein
hydrostatischesModell (Gleichungssystem)nicht in der Lage sein, erfolgversprechenddie
Cumuluskonvektionvorauszusagen.Umgekehrtwerdenin denMessungenenthalteneEffekte
kleinerer Scales mitunter „störende Lärmprozesse“ in den Modellgleichungen für die
Prognose der großräumigen Feldverteilung auslösen. Eine isolierte Betrachtung eines
„Scales“ ist dabei umso eher möglich, je geringer die nicht—lineareKopplung bzw.
Wechselwirkungmit den anderenScales ist. Allerdings ganz ist dieseWechselwirkungnie
aufgehoben.

Es stelltsichdaherdie wichtigeFrage:
Wie stark ist die Kopplung der einzelnen „Scales“ untereinanderfür eine bestimmte
prognostischeAufgabenstellung?

Das Problemstelltsich insbesonderebei derMessung dermeteorologischenFeldgrößen,die
für denAusgangswerteinernumerischenVorausberechnungmaßgebendsind.Wir könnennie
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sicher sein, dass das Ergebnis der Messungeiner Feldgrößetatsächlichjenem Scalebereich
entspricht,der für die prognostischeAufgabe relevantist. Man denkez. B. an die Messung
desWindes,die, wiejedeRegistrierungdeutlichzeigt,extremehochfrequenteSchwankungen
umeinenzeitlichenMittelwertaufweist.(3.Abb. 1.5)

Abb.1.5BeispieleinerWindregistrierung

Ein breitesSpektrumverschiedenartigerBewegungsformensind in denMessungenenthalten,
ohnedasswir zunächstangebenkönnten,welcherWert der Feldgröße„Wind“ sich demuns
interessierenden„Scalebereich“ zuordnen lässt. Ähnlich geht es uns auch mit den
Temperatur- und Feuchtefeldern, die mitunter auf kleinstem Raum diskontinuierliche
Strukturenaufweisenkönnen.Beim Luftdruck liegendie Verhältnisseetwasgünstiger,weil
die SchwankungennureinenBruchteilseinerGesamtgrößeausmachen.

Ohne über diesesProblem eingehendnachzudenken,sind wir überhauptnicht in der Lage
eine problemadequateFeldverteilung aus den Beobachtungen„herauszudestillieren“.Die
Gleichungenselbstreagierenauf inadequateFeldverteilungund zusätzlichdurchdie ausden
verwendetenAnalysemethodenresultierendenFehler aber äußerstsensibel, indem „fiktive“
Schwerewellenim Modell angeregtwerden,die exzessiveundin derrealenAtmosphärenicht
existierendeAmplituden aufweisen. Es kann hiebei leicht dazu kommen, dass die uns
interessierendensynoptischenLösungenvon denfiktivenvollkommenzugedecktwerden.Die
numerischePrognoseendetdannin einer„to tal e n R e c h e n k a t a s t r o p h e“.Würden
wir deshalb die Gleichungen numerisch integrierenohne das Problem eines adequaten
Anfangsfeldeszu lösen,müsstenwir, wie seinerzeitRICHARDSON (1922) scheitern.Die
NumerischeWettervorhersagewäredamitschonamEndebevorsie nochbegonnenhätte.

PICHLER (1997) präzisiertedaherdie Forderung:
„Um diesenSchwierigkeitenmit Erfolg zu begegnen,mussdie zunächstrein hydrodynamisch
erscheinendeProblemstellungin einespezifischmeteorologischeübergeführtwerden“.

Ein brauchbarerFilter solltegrundsätzlichfolgendeEigenschaftenaufweisen:

1. Wellen mit großer Phasengeschwindigkeitsollen möglichst eliminiert werden,um
ökonomischeZeitschrittegemäßdemCFL-Kriterium zu gewährleisten.

2. Filter müssenzeitfreie (diagnostische)Beziehungenzwischenden meteorologischen
Feldgrößenherstellen,die es gestatten,aus einer vorgegebenenFeldverteilungeiner
Feldgröße die genau zu dem entsprechendenScale korrespondierendeandere
Feldgrößezu berechnen.Damit stellenFilter auch„Verträglichkeitsbedingungen“dar.
So kannmanauseinerDruckverteilung,die dengroßräumigen,synoptischenZustand
der Atmosphärebeschreibtund die hinreichendgenauerfasstwerdenkann,mit Hilfe
diagnostischer Beziehungen eine zu diesem synoptischen „Scale“ passende
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Geschwindigkeitsverteilungberechnen.Diese muss allerdingsnicht überall mit den
tatsächlichenWindmessungen übereinstimmen,die ja alle möglichen „Scales“
enthalten.

Dabei wird nach PICHLER (1997) die hydrodynamischeProblemstellung in eine rein
meteorologischeübergeführt.

Die atmosphärischenBewegungen lassen sich in zwei große, sich allerdings auch
überlagerndeBewegungsklassenaufteilen:

1. In solche,die sich mit großenPhasengeschwindigkeitenausbreiten,nämlichSchall-,
interne und externe Schwerewellen, welche man generell als „atmosphärische
Lärmprozesse“oder „meteorologischenLärm“ bezeichnet.Sie sind auf synoptischen
Wetterkarten nicht zu analysieren und für die großräumige, synoptische
Wetterentwicklungunbedeutendund

2. in relativ langsame,aber dafür energetischstärkerbesetzteBewegungsformen,die
sich durch die Verlagerung, Entwicklung, Auflösung und Deformation der
großräumigen synoptischen Drucksysteme manifestieren. Dazu gehören
Strömungformationen,Frontogeneseund Frontolyse,Okklusionsprozesseetc. Diese
sind für die Wetterentwicklungwichtig und auf den Wetterkartenverfolgbar.Man
nennt diese Prozesse, dem großen Pionier der meteorologischenForschung C.G.
ROSSBY zu Ehren bekanntlichauch„ROSSBY-Prozesse“.

DarauslässtsicheineweitereAnforderunganFilter begreiflichmachen:
Ein idealermeteorologischerFilter sollte alle Lärmprozesseeliminierenund die ROSSBY-
Prozesse möglichst unberührt lassen. Es ist nicht allzu schwierig, die Lärmprozesse
auszufiltern,wie späternoch zu zeigen sein wird, aberkeineswegseinfach, die ROSSBY-
Prozessehiebeiintaktzu halten[s.hiezuHINKELMANN (1951)]. Ursprünglichhatmansich
bemüht die Lärmprozesse schon aus dem Anfangsfeld durch die sogenannten
Intialisierungsverfahrenzu eliminieren.Heutebeschäftigtsich ein eigenesWissensgebietder
Meteorologiein Gestaltder sogenannten„Datenassimilisation“damit,einegenerelleLösung
dieserProblematikzu erreichen.Eine entsprechendeDarstellungin detaillierterForm wird an
andererStellezu gebensein.

1.5.1 Nichtlineare Instabilität

Da in der NumerischenWettervorhersagenicht-lineareGleichungengelöstwerdenmüssen,
reicht die Anwendung des linearen CFL-Kriteriums nicht aus, alle Schwierigkeitenzu
beseitigen.Die Kopplung der einzelnenatmosphärischenBewegungsformenverschiedener
Größenordnungüber den nicht-linearenTerm in den Bewegungsgleichungenbewirkteinen
Energieaustauschzwischen den einzelnen Scales. Bei Übergang von Differentialen zu
Differenzen,wieesdie numerischenMethodennotwendigmachen,könnendie kleinenScales
bzw. Wellenlängen nicht mehr aufgelöst werden. Der Energietransport zu diesen
Wellenlängen wird dadurch gestört und es entstehtbei den Wellenlängen X : 2d ein
Energiestau,der schließlichvöllig unrealistischeFeldverteilungenundeinenZusammenbruch
der Rechnungbewirkt. Die erwähnteNichtauflösungvon Wellenlängen?»< 2d wird durch
die numerischenDifferenzenschematabewirkt. Sie verursachen einen Fehler, der als
„Aliasing-Fehler“bezeichnetwird. Man kanndiesenin derenglischenLiteraturverwendeten
Ausdruck auchals „Wellenverfälschungs-Fehler“übersetzen.Wir werdenim Kapitelüberdie
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NumerischenMethoden noch eine eingehendemathematischeAnalyse diese Phänomens
vornehmen.Eine Reihe von numerischenSchematawurdezur ÜberwindungdiesesProblems
der nicht-linearenInstabilitätentwickelt.Eine weitgehendeLösung konnte aber erst mit
Einführung der „Spektralen Methode“, einer Alternative zu den Verfahren der
Gitterpunktsmethode,gefundenwerden.Auch damitwerdenwir uns in den diesbezüglichen
Abschnittennoch zu befassenhaben.

1.5.2 Das „SPIN UP“-Problem

IndenbisherigenBetrachtungenhabenwir die Notwendigkeitdynamischgut ausbalanzierter
Anfangsbedingungenbereitsangesprochen.ImFalle reinadiabatischerProzessegenügtes nur
dem Massen- und Windfeld zwingendeBedingungenaufzuerlegen,um die Anregung von
Schwerewellenzu vermeidenbzw. einen im GleichgewichtbefindlichenAnfangszustandzu
erhalten.Wenn man aber „irreversibleProzesse“ im Modell zulässt,dann erweistsich der
Gleichgewichtszustandalswesentlichkomplexer,daer sowohldendynamischenals auchden
thermodynamischenModellzustandumfassenmuss.Die Ungleichgewichtedes anfänglichen
thermodynamischen Zustandes haben einen allmählichen Anpassungsprozess der
Modellfelder in Richtungaufein physikalischesGleichgewichtzur Folge. Diese anfängliche
Anpassungsphasein der Modellrechnungnenntman „SPIN UP“, d.h. das Hineinschwanken
in einen Gleichgewichtszustand[s. BENGTSSON (1981), ILLARI (1987), WERGEN
(1987)]. BENGTSSON bezeichnetden “Spin up” treffendauchals “AnpassungzweiterArt”,
bei welchem die prognostiziertenVariabeln und die dynamisch-physikalischeStruktur im
Modell ins Gleichgewichtkommen.Diese Definition unterscheidetden „Spin up“ deutlich
vom geostrophischen Anpassungsprozess, bei welchem ausschließlich Massen— und
Windfelder ins Gleichgewicht gebracht werden. Um längere „Spin up“-Zeiten in der
Modellrechnungzu vermeiden,erscheintes notwendig,die Anfangsfeldereinem Verfahren
zu unterwerfen,das zusätzlichzu gegenseitigkonsistentenMassen- und Windfeldern auch
solche konsistenteder abgeleitetenGrößen produziert,die bei der „Parametrisierung“eine
entscheidendeRolle spielenkönnen. Der „Spin up“-Prozessist besondersmanifestin den
Feldern der Vertikalbewegung,der Feuchte und damit des Niederschlags.Ein besonders
sensitiver Indikator des „Spin up“ ist der globale hydrologische Kreislauf, der einen
Überschussan Niederschlägenin den erstenzwei bis drei Tagen der Modellrechnungzeigt.
Erst ab dem dritten Tag passen sich die prognostiziertenNiederschlägeden gewohnten
klimatologischenWerten an. Die durchgeführtenpraktischenUntersuchungenzeigen, dass
der „Spin up“ sehr empfindlich mit Hinblick auf Feuchte- und durch Satellitengestützte
Temperaturdatenreagiert. Ebenso empfindlich erweist er sich mit Hinblick auf das
„Parametrisierungsschema“der konvektivenProzesse.Generell lässtsich der Schlussziehen,
dass der „Spin up“ eines Modells nicht in erster Linie Ergebnis dynamischer
Anpassungsvorgängeist, sondernvielmehr die Konsequenzder Inkompatibilitätzwischen
dem thermodynamischenStatusdes Modells und dem thermodynamischenZustand,wie er
aus der Datenanalyseresultiert.Mit zunehmenderAuflösung bzw. mit räumlich dichterem
Datenmaterial,kannderModellzustandundderDatenzustandbeachtlichim Ungleichgewicht
sein. Deshalb verdient das „Spin up“-Problem besondere Beachtung bei der
WeiterentwicklungderNumerischenWettervorhersage.

1.6 Erste Versuche einer deterministischen und numerischen

Wettervorhersage

Im folgenden Abschnitt werden die wichtigstenersten Versuche einer deterministischen
Wettervorhersageüberblicksweisedargestellt.Auf diemituntersehrumfangreichen
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mathematischenAbleitungen muss natürlich aus Platzgründenverzichtetwerden und es
könnennurdieGrundzügederverwendetenModelle zurDarstellungkommen.

1.6.1 Eine angenäherte Vorausberechnung der synoptischen Druckverteilung
nach EXNER

Es war der Österreicher EXNER (1906) der erste Versuche zur Vorausberechnung
synoptischerWetterkartenauf mathematisch-deterministischerBasis unternahm.Ihm war
durchausklar, dassseineMethodenureineersteAnnäherungan dasProblemdarstellte,aber
theoretischeÜberlegungeneineEntwicklungsfähigkeitin Aussicht stellten.EXNER (1906 u.
1907) leiteteDifferentialgleichungenab, welche die zeitliche Änderung des Luftdrucksan
einemOrt derErdoberflächeuntersehrvereinfachtenVoraussetzungenergeben[s.dazuauch
PICHLER (2001)]. Es sollenanjenenTeilen der Erdoberfläche,welehezwischen30und 80
Grad nördlicherundsüdlicherBreite liegen,die hier und innerhalbeinerSchichtvon vertikal
5 km beobachteten a-periodischen Luftdruckschwankungenberechnet werden. Alle
Druckänderungenoberhalb von 5 km werden für kürzere Zeitspannen von EXNER
vernachlässigt.IneinerweiterenAnnahmewird postuliert, dassalle Luftbewegungenin der
5 km-Schicht parallel zu den Isobaren am Boden erfolgen. Weiters werden in den
Gleichungen für die Windgeschwindigkeit alle Beschleunigungstermevernachlässigt.
Außerdem soll der erste Hauptsatzder Thermodynamikdie Zufuhr und den Entzug von
Wärme für die ganze Luftschichtmit derHöhe H = 5 km realisieren.Somit gehtEXNER im
Grunde vom 1. Hauptsatz der Thermodynamik (1.10) aus und führt für die
Windgeschwindigkeit den geostrophischenWind ein, was sich in Grad ()»,(p) in
Komponentenformmit

@ _ _Lfi
dt pr2(osin2(pd(p

99- RT a_p
dt pr2(osin2(pök

schreibt,wobei r die radialeDistanz zum Erdmittelpunktund (Ddie Winkelgeschwindigkeit
der Erdrotationdarstellt.Nach Annahmevon EXNER herrschtin derHöhe H = 5000 m der
Luftdruck pH, der als zeitlich konstantangenommenwird. In Richtungder Pole nimmtder

Druck pHabundnurentlangeinesBreitenkreises(pwirder als konstantangenommen.Dieser
SachverhaltwirdvonEXNER durchdieRelation

pH = e+ycos2cp

mathematisch fixiert, wobei eundy Konstante darstellen. Aus der barometrischen
HöhenformelerhältmanunterAnnahmehydrostatischerVerhältnisse

_ „(a)p pH pRT

und mit Hilfe des 1. Hauptsatzesder Thermodynamik (1.10) unter Berücksichtigungder
getroffenenVereinfachungenfür die PrognosengleichungdesBodendruckfeldes
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92 + aa_p —_ß[£)
dt 8?»_ dt

2 c RT2
wobeioc= 2 Y p und ß= pgH bedeuten.

tor p„(cpT+AgH) RT(CPT+AgH)

A ist das Wärmeäquivalentder Arbeit. Im Grunde genommenliegt somit ein, wenn auch
einfaches,nicht-adiabatischesModell vor. EXNER nimmtan,dassdie Koeffizientenonund B
Konstante sind und aus Mittelwertender relevantenVariabeln ermitteltwerden können.
EXNER ist sich bewusst,dass dQ/dt eine sehr komplexe Funktion von Raum und Zeit
darstellt.Dennochwird zunächstangenommen,dassdieseFunktionzeitlichkonstantist, d.h.
für jeden Ort der Erdoberflächeeinen gewissen positiven oder negativenWert für eine
gewisseZeitspannebeibehält.OCwird auch als GeschwindigkeitderWest-Ostbewegungdes
Druckfeldes, ermittelt aus den Anfangsbedingungen, betrachtetund für dQ/dt=q((p,?t)
gesetzt.Die IntegrationdieserpartiellenDifferentialgleichunglieferte die Relation:

p(?»‚(p‚t)= F(<p‚?»—Oct)+<1>(<p‚?»)+<1>(cp‚?»—Ott)

In dieserbezeichnetF((p,7»)die Druckverteilungam Boden zum Zeitpunktt = to. (1)((p,2»)ist

eine Funktion des Ortes, welchevon der Wärmezufuhrabhängigund leider unbekanntist.,
Man kann diese aber eliminieren, wenn man durch die Betrachtungder bekannten
Druckverteilungzu zwei bereitserreichtenZeitpunktendie Formel

pz(<P‚7»)= pl (cp,?»—OtAt)+po(cp‚>»)—po(cp‚7»—ocAt)

verwendet.Hiebei sind poundpl die jeweiligen Druckverteilungenam Boden zu den

Zeitpunkten t=t0 undt=tl während p2die gesuchte Druckverteilung am Boden zum

zukünftigen Zeitpunkt t2 darstellt. Der Zeitschritt At=t‚—t0 =t2—tlist hiebei so zu

wählen,dassq(cp,?»)gleich groß ist und annäherndkonstantbleibt.Man siehtleichtein, dass
die EXNERsche Gleichung einer durchWärmezufuhrmodifiziertenWest—Ostbewegungder
Druckverteilungentspricht.Man könnteim Sinne modernersynoptischerBetrachtungendie
Gleichung in der Form (pl—p0)1.-am= (p2—pl ), schreibenunddenganzenProzessals west-

östlicheVerlagerungdes Isallobarenfeldes,welcheshiebei durch die angenommenen,wenn
auch konstanten,nicht—adiabatischenEffekte modifiziert werden, betrachten.In einem
praktischenVersuch wurde von EXNER die Druckänderungfür den 3. 1. 1895 für die
Zeitspanne8 h bis 12 h vorausberechnetund der tatsächlicheingetretenenDruckänderung
gegenübergestellt(s. Abb. 1.6au. 1.6b). Die Übereinstimmungist im Grunde,wennmandie
Vereinfachungenbedenkt,überraschendgut. An der Zentralanstaltfür Meteorologieund
Geodynamik berechneteEXNER mit A. DEFANT mehrereWochen täglichWetterkarten
nach der beschriebenen Methode, wobei ebenfalls eine recht gute Übereinstimmung
festgestelltwerdenkonnte, obwohl es natürlichauch eklatanteMisserfolge gab. Auch bei
EXNER trat das Problem der Randbedingungenauf, weil für eine 24-stündigePrognose
Druckbeobachtungenetwa15 Längengradeweiterwestlichundbei 48-stündigenVorhersagen
bereitsdie Daten30Gradeweiterwestwärtsbenötigtwordenwären.Das wardamalsabermit
Hinblick aufdasBeobachtungsnetzein kaumzu bewältigendesProblem.Trotzdemmussman
die GenialitätdieseserstenVersucheszur numerischenVorhersagebewundern.
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Abb.1.6a:BerechneteLuftdruckveränderungvom3.1.18958pbis12p,in1/100Zoll
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Abb.1.6b:EingetreteneLuftdruckveränderungvom3. l. 18958pbis12p,in1/100Zoll

1.6.2 Das Vorhersagemodell von CF. RICHARDSON

Der nächstesehrbedeutendeVersuch,der im GrundebereitsdenheutigenModellenderNWP
sehr nahe kommt, war der Versuch von RICHARDSON (1922) mit der Integrationder
sogenannten„Primitiven Gleichungen (PE)“. Aber auch für RICHARDSON war das
grundlegendeHandicap das Fehlen des Rechengerätes„ElektronischerComputer“ und die
Unkenntnisder Problematik,die mit der „Rechenstabilität“zusammenhängen.Inspiriertvon
derberühmtenArbeit von V. BJERKNES (1904) gehtRICHARDSON andie Aufgabeheran,
das deterministischeSystemder 7 Gleichungenund 7 abhängigenVariabelnzu lösen.Da es
keine analytischen Lösungen für dieses System gibt, wählte auch er natürlich den
numerischen Weg. Den Ausgangspunkt und die weitere Methode seines Versuches
beschreibt RICHARDSON in seinem hervorragendenBuch „Weather Prediction by

NumericalProcess“ (1922)l. Er gehthiebeivon derVektorgleichung

9V-+ v.vv + 2[6).V]: —lvp —Vq>
dt p

1( ErstausgabeCambridgeUniversity,London,1922,Reprint:DoverPublication,Inc.1965,NewYork,N.Y.10014
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aus,wobei % = V(l)'+ [€).[€).al] ist und Ei)denErdrotationsvektorunda einenRadiusvektor
vom Erdzentrumzu demunterBetrachtungstehendenPunktin derAtmosphärebedeutet.Vrl)’

ist die eigentliche Schwerkraft und [(I)..[ä)äj] die Beschleunigung eines relativ zur
rotierenden Erde in Ruhe befindlichen Punktes. Ferner zieht RICHARDSON die
Kontinuitätsgleichungin derForm

d_p= div(m)= va +pdiv v
_ at

wobei m =pv bedeutet, heran. RICHARDSON transformiertdie Gleichungen in ein
sphärischesKoordinatensystemund erhält drei Bewegungsgleichungenfür die zeitlichen
TendenzenderGeschwindigkeitskomponentenu, v undw.

Diese Beziehungenwerdendann in der üblichenWeise von RICHARDSON in Impulsform
gebracht,dh es werdendie drei Bewegungsgleichungenmit p und die Kontinuitätsgleichung
jeweils mit u = VE, v = vN und w = vHmultipliziert und alsdann zu der jeweiligen,

relevantenBewegungsgleichungaddiert.Die entstehendendrei Gleichungen in Impulsform
und die Kontinuitätsgleichungwerdenvon RICHARDSON zu Schichtmittelintegriert,was
schließlichzu dennachstehendenBeziehungenfür die Bewegungsgleichungen

BM 8P ah &) M2 8 MM .— th =$+[p$]0+_82[ Rßj+än_[ ER N]+[m„v„]8—2(11)s1ncpMN+20)C08(pM„+..

+ 3MEMH _ 2MEMN tancp

aR aR

BM E)P an aM2 8MM . 3MM_ BtN=_gNR+$+[pa—HL+a—n[ RNJ+$( ER N)+[m„v„]8+2cosmcpME+—alia—Nm

tan<piMä—Mäl
+ aR

dM„ d M M 3 M M___=_ R+ — +— E ” +— " N + m v —2mcos M +...dt 1% p8 po de( R ) dn( R ) l H H]8 (P 13

+2M5,_M2_M3_M„M
N tan(p

aR aR aR aR

wobeie, n undh die Koordinatenrichtungenbedeutenund zur Kontinuitätsgleichung
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_8_R= BME + ÖMN +[mH]8_ [8II(pMN+ 2MH

dt de 311 a a

führen.In den obigen Gleichungenbedeutendie Versalien Schichtmittel,d.h. Integraleüber
8 8

die Höhe h. So ist z. B. R: jpdh oderME : ijdh, wobeimE=vabedeutet. Ähnliche
G G

Beziehungengeltenfür die übrigenGeschwindigkeitskomponenten.a entsprichtin etwadem
8

Erdradius. Das Integral jdh ergibt die Höhe der Grundschicht. Ansonsten verwendet
G

RICHARDSON als Schichtgrenzendie zu den Druckwerten in Dezibar 8, 6, 4 und 2
gehörigen,konventionellenHöhenwertez. Die Terme th/de und pdh/dntretennatürlich

nurauf,wennsich die Gleichungenaufdie untersteSchichtbeziehen.Die Größe gN resultiert

aus

@ ‘Q2‘rcoscpsin(p= lflzl(a+ h)coscpsincp
aöcp:

und ist eine nach Norden gerichteteKomponenteder Zentrifugalkraftder rotierendenErde.
[s.hiezuHUBER—POCK (2003); p. 49 undp. 50; Gl. (3.50)und (3.53)].Schließlichwird von
RICHARDSON als ÄquivalentzumerstenHauptsatzderThermodynamikeineentsprechende
ÄnderungderEntropieeingeführt.Hiebei kommendie sogenannteWärmetransportgleichung,
dieWassertransportgleichungfür die Masse desWasserdampfes,desFlüssigwassersundEis,
dh also alle drei Aggregatzustände,ins Spiel. Mit Hilfe der statischenGrundgleichungkann
die Änderungdes Luftdruckesin einer bestimmtenHöhe h aus der Relation(1.83)ermittelt
werden.Mit Hilfe der KontinuitätsgleichungkommtRICHARDSON deshalbzu derRelation

@ : _hj_g[amE+ dmN + 8m„ _ rnNtantp+ 2mH}dh

dt h de an dh a a

für die Druckänderung im gewünschten Niveau. Aus diesen Überlegungen leitete
RICHARDSON auch eine Beziehung für die Vertikalbewegungab. Es ist im vorliegenden
Rahmennichtmöglich auf alle AspekteseinesModells, dasdenNiederschlag,die Turbulenz,
die Strahlungund eine spezielleBehandlungder Statosphäreumfasst,nähereinzugehen.Der
interessierteLeser sei auf den Reprint (1962) seinesBuches verwiesen.Die geringeDichte
des vorhandenenBeobachtungsmaterialswar sicher ein weiteresernstesProblem für den
VersuchRICHARDSONS. Vor allemdasFehlen von Datenausder freienAtmosphäre, aber
auch über den angrenzendenMeeresgebietenstellte einen sehr negativen Aspekt dar.
RICHARDSON hat sich auch mit der Diskretisation der verwendetenGleichungen
beschäftigt.Es wird ein schachbrettartigesGitter (s. Abb. 1.7) aufgespannt.Die jeweiligen
Datenpunkte, an welchen die abhängigen Variabeln tabuliert werden, weisen eine
westöstlicheEntfernungvon A?»= 30 und eine nord-südlicheEntfernungvon etwa200 km
auf. Natürlich kommen in diesem Zusammenhang die Probleme entsprechender
Randbedingungenauf unddiesewerdenvon RICHARDSON auchangesprochen.Er setztfür
diesemitunterklimatologischeMittelwertean, obwohl er sich natürlichim Klaren ist, dass
diesesVorgehen fallweise zu einer beachtlichenFehlerquellewerdenkann.RICHARDSON
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verwendetfür die zeitliche Extrapolationder abhängigenVariabeln die sogenannte„Step-
0ver“ —Methode.Der Prozess startetmit einem unzentrierten,daherungenauen,Anfangs-
Zeitschritt

3\1!l. : +At -) “l’ll WO at t=0

undwirddanachfortgesetzt

2) miteinerRückkehrzu einemzeitlichzentrierten„Step-over“-Schrittz

ä‘iw, =w0+2At t

, : , .! ‚' r

M"

Abb.1.7DasDatenpunkt-bzw.GitterpunktsystemvonRICHARDSON

RICHARDSON berechnetvon einer beobachtetenAnalyse um 0 Uhr in einem kurzen,
unzentriertenZeitschritt,die Variabelnzu einem 1 1/2StundenspäterliegendenZeitpunkt.Aus
der gewonnenenVerteilungzum Zeitpunkt1h30wird nunmehrein zentrierterZeitschrittvon
At= 3 h von 0 Uhr bis 3 Uhr durchgeführt.InweitererFolge berechneteRICHARDSON aus
den Werten zum Zeitpunkt 3 Uhr einen zentriertenZeitschritt At= 6 Stundenbis zum
Zeitpunkt 6 Uhr. RICHARDSON war der Ansicht, dass die Steigerung des
ZeitschrittesAtsowohl hinsichtlich Genauigkeit als auch der rechnerischenDurchführung
optimalsei. Leider hatsich aberherausgestellt,dassdieserin seinerGrundkonzeptiongeniale
und auch nach heutigenMaßstäbengemachteVersuch scheiternmusste.Abgesehendavon,
dassdurchdasFehleneinesschnellen,elektronischenComputersunddie deshalbnotwendige
manuelleRechnungdas Rechenpensumzur zeitlichenEinholung der Prozessein der Natur
praktisch niemals bewältigen konnte, war die damalige Unkenntnis des Problems der
Rechenstabilitätein Hauptgrunddes Misserfolges. Dies wurdebesondersdeutlichmit den
prognostiziertenDruckänderungenin derGrößenordnungvon 102hPa pro 6 Stunden,welche
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sichweitaußerhalbjedermeteorologischenRealitätbefinden.BetrachtetmandasDatengitter,
welchesvon RICHARDSON verwendetwurde,dannergibtsich eine Gitterdistanzvon etwa
200km in derHorizontalenundetwa2 km in derVertikalen.UnterVoraussetzungvon nicht-
hydrostatischenVerhältnissenhättedasCFL-Kriterium einenmaximalenZeitschrittvon etwa
At = 10 Sekunden und unter hydrostatischenVerhältnissen von etwa At = 15 Minuten
gestattet.Nach den Überlegungen RICHARDSONS wären für eine Vorhersage für den
gesamten Globus etwa 64.000 menschliche Rechner notwendig. Allerdings unterlief
RICHARDSON laut CHAPMAN (1965) ein Rechenfehler und in Wirklicht wäre die
vierfacheAnzahl an Rechner notwendiggewesen,abgesehendavon, dass zum damaligen
Zeitpunktdie globaleDatendichtenoch vollkommenunzureichendwar.So ist derAusspruch
RICHARDSONS einerseits verständlich und andererseitsaußerordentlichvisionär [s.a.
LYNCH (2006)]:
„VielleichteinesTages in dunklerZukunftwird esmöglich sein, die Rechnungschnellerzu
erledigenals das Wettereintrifit.............aberdas istein Traum.“

1.6.3 Die Vorhersagemethode von I. A. KIBEL

Der nächstegroßeVersuch einer deterministischenWettervorhersagegehtauf LA. KIBEL
(1940) im dritten und vierten Jahrzehnt des vergangenenJahrhundertszurück. KIBEL
verwendetein seinem Experiment ein sogenanntes„polytropesModell“ der Atmosphäre,
welchesvom Standpunktder Physik als ein sehr einfachesModell betrachtetwerdenkann.
Sein numerischesSchema enthieltallerdingsbereitsalle grundlegendenCharakteristikafür
ein „quasi—geostrophischesModell“. Zu seinerFormulierungverwendeteKIBEL dieMethode
der sogenannten„sukzessiven Approximation“ [s. hiezu SADOKOV(I969)]. Die enge
Übereinstimmungder Vektor-Windrichtungund der Tangentean die Isobarenweist nach
KIBEL auf die Existenz einesgrundlegendenstationärenProzessesin der Atmosphärehin.
Dieser grundlegendeProzess wird von kleinen nicht-stationärenVorgängen überlagert,
welche dann als Ganzes mit den vorher erwähntenProzessen die gesamteVarietät der
atmosphärischen Vorgänge ausmacht. Von dieser Tatsache ausgehend und der
Größenordnung der Terme in den Bewegungsgleichungenschloß KIBEL, dass die
geostrophischeBeziehung als „erste Approximation“ zu betrachtenist. Der Bereich, in
welchem diese Relation vorrangig anzuwendenist, ist die freie Atmosphäre.Die obere
GrenzederBodenschichtwar somitdie untereGrenze der von KIBEL betrachtetenDomäne.
Die von dieser ausgehenden Einflüsse auf die freie Atmosphäre wurden deshalb
vernachlässigt,ebensoalle Strahlungseffekte,die in derAtmosphäreund in derBodenschicht
vorsichgehen. Einer der wesentlichsten Punkte der Methode der „sukzessiven
Approximation“bestanddarin,die Geschwindigkeitskomponentenin derForm

, . d . 18
u=u„+u m1tu„=———p und v=v„+v'm1tv„=— p

pf By ° pfd—x

zu schreiben,wobei u„und v„ die geostrophischenWindkomponentensind, die als „erste

Approximation“ von KIBEL betrachtet werden. u'und v' stellen somit den
„ageostrophischen“Anteil des Windes dar. Setzt man die obige Beziehung in die beiden
horizontalenBewegungsgleichungenin einemhydrostatischenz—Systemein, dannergibtsich
nachkurzerRechnung,wennmandie Vertikalkomponentew desWindesvernachlässigt:
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V': _l|ii(uo + u')+(ug+ u’)i(ug + u’)+(Vg+ V‚)ai(ug +UI)iIfdt ° dx y

KIBEL betrachtetallerdings nur die sogenannte„zweite Approximation“, bei welcher
u' undv' aufderrechtenSeitegleichNull gesetztwerden:

u‚=_1[8 (Vg)+(ug) 3 (vg)+(vg)i(vglj
& d—x

V‚:_1[a(ug)+(ug)_a_(ug)+(vg)a
(%)]fä dx 55

Die weiterenAbleitungen KIBELS führen zu einem sehr komplexenModel], in welchem
Bewegungsgleichungen,Adiabatengleichung,Kontinuitätsgleichungund auch eine Relation
für die Vertikalbewegungsowiedie allgemeineGasgleichungVerwendungfinden.Es ist hier
nicht möglich die umfangreicheAbleitung näherdarzulegen.Der interessierteLeser sei auf
KIBEL (1940) oderSADOKOV (1969) verwiesen.Das Modellgleichungssystementhälterste
undgemischtezweiteAbleitungenmit Hinblick auf RaumundZeit sowieAbleitungendritter
Ordnung entlangder horizontalenKoordinaten.Auch KIBEL standennoch keineComputer
zur Verfügung, weshalb eine Lösung mit Hinblick auf die Komplexität des Modells
außerordentlichschwierig war. Die von KIBEL angewandteMethodik der sogenannten
„sukzessiven Approximation“ war hier der einzige Weg, um zu einer wenigstens
approximativenLösung zu kommen. Die erste Näherung bestandin der geostrophischen
Approximation. Der geostrophischeWind ist besonders wichtig für die advektiven
Temperatur-und Druckänderungen.Somit war diese erste Approximationaußerordentlich
bedeutendfür die Entwicklung der synoptischenPraxis und liefertezunächsttheoretische
Erklärungenfür viele atmosphärischeProzesse.Zunächst strichKIBEL alle Terme, die mit
Abweichungen des Windes vom geostrophischenGleichgewicht zusammenhängen.Damit
ergabsich schließlichein sehreinfachesModell mit zwei Gleichungen:

BTO * BT "ym dp RT
—= JT, d „_, 0=——°J ‚Tdt ß ( 0 po) un dt gp0 dt fp0 (PO 0)

wobei hier [3*= 11T“ ist. THist die Temperatur in der Höhe h, pobzw.To Druck und
Po

TemperaturamErdboden.Y„=deradiabatischeTemperaturgradientundm stelltdasIntegral

dar, in welchem y=—dT/dz ist. In den beiden obigen Gleichungen repräsentiertJ den
Jakobi-Operator,welcherdiegeostrophischeAdvektion derTemperaturbeschreibt.Eliminiert
man mit Hilfe der ersten Gleichung die Temperatur-Änderung8TO/dt in der zweiten
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Gleichung,dannerhältmannachkurzerRechnungeineBeziehungfür die Druckänderungam
Boden in Form von

83 : —OCJ(TO’po) WOD€1(X : —g— ——H bedeutet.
dt Yamf 0

Diese letztereGleichung beschreibtsomitdie Druckänderungenin Übereinstimmungmit der
geostrophischenAdvektion der Temperatur.Positive Advektion ergibt ein Ansteigen der
Temperaturbei gleichzeitigemDruckfall undumgekehrt.WeitersgelangesKIBEL zu zeigen,
dassdie lineareKombination

0 = OÜT0+ß*p0

sichmit derZeit nichtändert,dennesergibtsich aus

dt? *dT *d * * * *
520€ _d_t_o_+ß%ZOCBJ(TO’PO)_B OCJ(T0’I)O)ZO

weshalbsofortauchdie Relation

J(p0,13) : J(PO’OC*TO+ß*PO)E0ijJ(po’To)‘l'ß*«l(l)ovpo): _ OC*J(TO’PO)

folgt,weil ß*J(po,po)E 0 ist.Analog hiezugilt natürlichauch J(po,r})= ß*J(TO,pO),
womitschließlich,wiemanleichteinsehenkann,sichunschwerauchdie Beziehungen

ar 3a_to : J(TO,8) und% = J(pofi)

ergeben. Der Jakobi—OperatorJ (A,ü) beschreibt somit den Transport einer Funktion A
entlang der Tangente an den Geschwindigkeitsvektor.Somit können die zeitlichen
Änderungender Felder von T0undp()mit Hilfe der Advektion der Felder von T0undp()mit

der tangentialenGeschwindigkeitc = dÜ/dn, weil c ausderBeziehung

\](819Y [BÜY 88
c = — + — = -

dx dy dn

gewonnenwerdenkannundn in die RichtungdesGradientenvon 0 weist.Als nächstesgalt
es daherdas 0— Feld zu bestimmen.KIBEL konntezeigen,dasssich die Konfigurationder
Ü—Isolinien sehr ähnlich der Isobaren—Konfigurationerweist.KIBEL konntedurch eine
Reihe weiterer Überlegungen (s. dazu SADOKOV (1969)] zeigen, dass eine solche
übereinstimmendeKonfigurationfür eine Höhe von z = 5600 m im besonderengegebenist.
Dies entsprichtaberetwader Höhe der 500 hPa-Fläche,dh mankannmit besterNäherung
die Isopotentialfelderder 500 hPa-Fläche anstattder 0-Felder verwenden. Ein solches
Niveau kann daher auch als „Steuerungsniveau“bezeichnetwerden.In der Abb. (1.8a,b)
werden Vorhersagenmit der KIBELschen Methode den beobachtetenDruckverteilungen
gegenübergestellt.Die relativ gute Übereinstimmungist auch hier mit Hinblick auf die
Vereinfachungenbeeindruckend.Differenziertmandie Relation
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aPo———=J ‚Üdt (Po )

nochmalsnachderZeit, dannergibtsich

d2PoZJ[% Ü)
at2 81 ’

weil 0 ja zeitlich konstantist. Darausfolgt, dassdas IsallobarenfeldamBodenebenfallsmit
Isopotentialen—Feldim 500hPa—Niveaugesteuertwird.An dieserStellewirdmanunmittelbar
an die von SCHERHAG (1948) im DWD bis in die späten50-erJahreangewandteMethode
zur Vorausbestimmungder synoptischenLuftdruckverteilungerinnert.Sowohl KIBEL als
auch SCHERHAG hattenmit ihrenVerfahrenfür Prognosenauf 24 bzw. 48 Stundenrecht
gute Erfolge. KIBEL versuchte in einem weiteren Experiment auch die „zweite
Approximation“seinesvollständigenGleichungssystemsanzuwenden,welehedarin bestand
nur die gemischtenAbleitungennach x und y und der Zeit zu vernachlässigen.Er erhielt
hiebei eine Gleichung für die Druckänderungen vom Helmholtz—Typ und musste
zwangsläufigan dem Umstand scheitern,dass kein Computer vorhandenwar, um diese
aufwendigeAufgabe einer Lösung zuzuführen.IterativeErsatzverfahrenwarenweitgehend
unperfektundkonntenkeineoperationelleReife erlangen.

Abb.1.8a:24stündigeVorhersagedesBodendruckesfürden2.Dezember1932

Die HauptnachteiledesModells vonKIBEL warennachSADOKOV (1969):

1.) Die simpleVertikalstrukturderpolytropenAtmosphäre.
2.) Die groben Bedingungenan der Tropopause,welche zusammenmit Punkt 1.) zur

Vernachlässigung des Einflusses der Vertikalbewegungen auf die Temperatur-
änderungenin derAtmosphäreführenund

3.) die nichtperfekteTechnikderProblemlösung.

Trotz dieserNachteilewarKIBELS Modell ein weitererbedeutenderSchrittin Richtungder
EntwicklungderNumerischenWettervorhersage.
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Abb.1.8b:VerifizierendeAnalysedesBodendruckesfürden2.Dezember1932

1.6.4 Das „barotrope “ Modell nach CHARNEY, FJQRTOF T und v. NE UMANN

Nach einemBericht von PHILLIPS (2000) trafensich überAnregungvon ROSSBY im Jahr
1946 CHARNEY und v. NEUMANN bei einermeteorologischenTagung in Princeton.Dies
warderAnstoß zur GründungeinermeteorologischenGruppe in v. NEUMANNS Projektzur
KonstruktioneineselektronischenComputers,in welcherCHARNEY der Chef wurde.Eine
Reihe von berühmtenNamen wie ELIASSEN und FJ@RTOFT geselltensich alsbalddazu.
Man beschlosszunächstein barotropesModell zu integrieren.[CHARNEY (1948, 1949),
CHARNEY u. ELIASSEN (1949)]. 1950 waren die Möglichkeiten einen großen
Rechenaufwandauch mit dem von der US-Armee zur Verfügung gestelltenElectronic-
ComputerENIAC nochsehrbeschränkt.JederheutigePC kannsicherbedeutendmehr.Man
musstedahera priori verzichtendie deterministischenGleichungenin ihrer ursprünglichen
EulerschenForm ( d.h. die PrimitivenGleichungen)zu integrieren,wie dies RICHARDSON
in seinem Versuch anstrebteund scheiterte.Man wählte deshalbdas barotropeModell,
welches zweifellos das einfachstein der Reihe der bisherigenbesprochenenExperimente
darstellt.Indiesemwird die Autobarotropie—Bedingungunterstellt,d. h. die Dichte ist überall
eineFunktion desLuftdruckesunddadurchwird, wie bereitserwähnt(8.Abschnitt1.4.1),der
ersteHauptsatzderThermodynamik„außerKraft“ gesetzt.Fernerwurdedie Atmosphäreals
im lediglich, lokalenhydrostatischenGleichgewichtbefindlichbetrachtet.Damit konntendie
vertikalenSchallwellen,welche sich mit c = 300 m/sekausbreitenausgefiltertwerden.Die
schnellen, horizontalenWellenprozessewurden durch Einführung der geostrophischen
Approximationeliminiert.Mit Hilfe diesenVorkehrungen,derAusfilterungdessogenannten
meteorologischenLärms, musstenim CFL-Kriterium nur die relativ langsamenROSSBY-
Prozesse (c = 5 — 10 m/sek)berücksichtigtund der IntegrationszeitschrittAt konnte
entsprechendausgedehntwerden,was bei einer Gitterdistanzvon d = 736 km zu einer
entsprechendenAnpassungandie LeistungsfähigkeitdesENIAC führte. Die Modellannahme
der Autobarotropie p = p(p,t)und die hydrostatische Bedingung führen weiters zur
Folgerung, dass die horizontale Druckgradientkraft höhenunabhängigwird. Mit der
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gleichzeitigenAnnahme,dasszumZeitpunktt= 0 derhorizontaleWind höhenunabhängigist,
bleibt er dies für alle weitereZeitspannen.Auf dieseWeise wird der Wind im barotropen
Modell nur von der Zeit t und von einerzweidimensionalenMannigfaltigkeit(x,y) abhängig
[s. HINKELMANN u. REISER (1973)].Trotz aller dieser Vorkehrungen benötigteder
ENIAC anfänglich noch 24 Stunden für eine 24-stündigePrognose. Erst eine bessere
softwaremäßigeOrganisationführtein weitererFolge dazu,dassdie Natur beiderIntegration
der Gleichungen eingeholt werden konnte. Die Integrationsdomänemussteaußerdemauf
einenentsprechendenAusschnittdesGlobus beschränktwerdenundauchCHARNEY musste
sich mit der Problematikder Randbedingungeneingehendbefassen,d.h. mit der Frage,wie
ausgedehntin nord-südlicherwiewest-östlicherRichtungdie Vorhersagedomänefüreine24-
stündigePrognoseseinmuss.Als Grundlagefür derartigeÜberlegungenzog CHARNEY das
von ROSSBY in die MeteorologieeingeführteKonzept der Gruppengeschwindigkeitheran.
Es kam in diesemZusammenhangzu einem kritischenEinwurf ERTELS (1941), der die
MöglichkeitenderbarotropenVorhersage mit Pessimismussah.CHARNEY spielteERTELS
Einwurf herunterunderwähntediesennur in einerFußnoteseinerArbeit undbetonte,dassein
sensiblerEinfluss sich nur in einemdurchdie maximalenWertederGruppengeschwindigkeit
bestimmtenAusmaß in die Vorhersage-Domäneausbreitenkönnte. Somit kam es zu dem
historisch bedeutsamsten und letztlich folgenreichen Versuch die barotrope
VorticitygleichungoderdenErhaltungssatzderabsolutenVorticity

d
a(C+f)=0‚

welchernachEinführungdergeostrophischenApproximationin dernachstehendenexpliziten
Form geschriebenwird,

av2cp :

81
J(1VZQJ,CDJ—ßag
f dx

zu integrieren.Hiebei ist (I)dasGeopotential,B= 3—fund f = 2msin(pderCoriolisparameter.
Y

Die Gleichungwurdeauf dem v. NEUMANN’schen ComputerEN IAC erstmaligintegriert.
Damit begannein sehrerfolgreicherWeg undeine stürmischeEntwicklungderNWP, die bis
heutefaktischanhält.CHARNEY, FJ@RTOFT und v. NEUMANN berichten(1950) in ihrer
legendärenArbeit über dieses barotropeModell. Bei vielen Wetterdienstenstandendamals
abernoch keineComputerzur Verfügung. Man griff dahergernezu einervon FJ@RTOFT
(1952) entwickelten„graphischenIntegrationsmethode“,die spätersogarnochauf barokline
Modelle ausgedehntwurde. Auch in Österreich kam diese Methode zur Anwendungund
konnteim Zuge der EntdeckungdesÄquivalenprinzipszwischenräumlichemundzeitlichem
Mittel des 850 hPa-Geopotentialfeldesdurch REUTER (1958) und dessen theoretischen
Begründungdurch PICHLER (1959) von HUBER-POCK (1959) für die Praxis bei der
Rückberechnung des Geopotentialfeldes aus dem Vorticityfeld vereinfacht werden.
Schließlich gelang es auch den orographischenEinfluss zu berücksichtigen[ESTOQUE
(1957), PICHLER u. REUTER (1960)]. Bald gab es auch Versuche einfache barokline
Mehrschichten—Modellegraphisch zu integrieren, aber mit der nachfolgendenraschen
Entwicklung der NWP und der Computertechnikkonntendiese Methoden nur kurze Zeit
Schritt halten.Man ging von den gefiltertenModellen wieder ab und heutehat sich die
Modellwirklichkeit zu einerHöhe entwickelt,die denTraum von V. BJERKNES undseiner
ihm nachfolgenden Pioniere EXNER, RICHARDSON, KIBEL sowie CHARNEY,
FJ®RTOFT undv. NEUMANN in kühnsterWeise übertrifft.
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2. Atmosphärische Wellen und das F ilterproblem

InderVielfalt atmosphärischerBewegungenspielenWellenvorgängeeinewesentlicheRolle.
WährendSchwingungen(Oszillationen)alsperiodischeVorgängeangesehenwerden,die sich
entwedernur zeitlich oder nur räumlich manifestieren,werdenWellen als räumlich und
zeitlichablaufendePhänomenedefiniert.Man kannviele Wellenbewegungenmittelslinearer
oder linearisierterDiffentialgleichungenrelativ einfach mathematischbeschreiben,da sich
analytischeLösungen angeben lassen. Wir finden in der Atmosphäre sich vertikal und
horizontalausbreitendeWellenbewegungen,wie z. B. Schallwellen,die Kompressionswellen
darstellen.Solche Wellen, die in der Ausbreitungsrichtungschwingen, nennt man auch
„Longitudinalwellen“. Außerdem kommennoch horizontaleund vertikale„Transversal=
wellen“ vor, welche senkrecht zur Ausbreitungsrichtungschwingen. Die horizontalen
„Transversalwellen“gehörenauch zum Typus der ROSSBY—Wellen, die vertikalenstellen
Schwerewellendar. Im kleinräumigenBereichdesWellenspektrums,habenwir es meistmit
Wellen zu tun, die z.B. beim Überströmeneiner stabil geschichtetenLuftmasseüber ein
Gebirge entstehenund als „Leewellen“ (Föhnwellen)bezeichnetwerden.Es handeltsich
hiebeium sogenannte„interne“Schwerewellen,welchewir auch an Diskontinuitätsflächen,
wie z.B. Inversionen,antreffen. Im Zusammenhangmit starkervertikalerWindscherung
könnensolcheWellen auch instabilwerdenund zu der im Flugverkehrgefürchteten„Clear
Air Turbulence (CAT)“ führen. Verschwindetdie Dichte über einer Diskontinuitätsfläche
ganz oder nahezu, dann erhalten wir Oberflächenwellenoder „externe Schwerewellen“,
welchez.B. an der Oberflächevon Gewässern(Meeresflächenetc.)auftreten.Bezüglich der
Wellentypen hat THOMPSON (1961) eine sehr eindruckvolle graphische Darstellung
gegeben:

z(up) y(norrh}

;___—_.‚———_,’
___________________
_‚._‚._._,_.__._._lf

;(eos!)
(a)

a.)Kompressionswellen/Schallwellen

z(upl y(nortl1)

__t_l__t_____
1 1 1;

*x(cosf)
:(TP) y(north)

/
_;:_Z_f____ ___

‚7 f/ f__11__/i_/_4_/17_7_7___/

] / / / / / ' *x(east)
(c)

b.)vertikaleTransversalwellen/Schwerewellen
c.)horizontaleTransversalwellen/Rossby—Wellen

Abb.2.1SchematischeDarstellungderGeschwindigkeitsperturbationenfürdiezubesprechendenWellentypen.
[NachTHOMPSON(196l)]
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Alle Wellenbewegungen,die sichmit Schallgeschwindigkeitausbreiten,gehörenzumBereich
der „Meteorologischen Lärmprozesse“ und sind wegen ihrer geringen energetischen
Besetzungfür die Wetterentwicklungunwichtig.Aus Gründender Rechenstabilitäthatman
sie früher meistens komplett ausgefiltert. Andernfalls hätte man sehr unökonomische
ZeitschrittemitHinblick aufdasCFL—Kriteriumin Kauf nehmenmüssen.

2.1 Zur mathematischen Analyse von Wellenvorgängen

Zur Vorbereitungder mathematischenFormulierungvon Filterbedingungen,wollenwir uns
zunächst kurz mit der theoretischenBeschreibung von Wellenvorgängenbefassen.Eine
weitergehendeundausführlicheDarstellungfindetsichbeiPICHLER (1997):

Die DarstellungeinerWelle kanndurcheineKreisfunktion erfolgen(8.Abb. 2.2):

CD(x,t)=<DOcos(kxx—vt) (2.1)

.;äi\ .

k<

\/ ?‘

LX 81

Abb.2.2HarmonischeWelle,welchesichinderx-Richtungausbreitet.

InderG1.2.1bedeuten

LX = dieWellenlänge
(DO=dieAmplitudederWelle

kx = 2% dieWellenzahlin derx -Richtung

v = 2“ TdieKreisfrequenz

1:= die PeriodederWelle

Das ArgumentderKreisfunktionwirdalsPhasebezeichnetunddurch

\11= kxx—vt

ausgedrückt.Die FortpflanzungsgeschwindigkeitderWelle (Phasengeschwindigkeit)c eines
Punktesmit konstantemArgumentistdanndurch

%=%(k,><—vt)=0 (2.2)

gegeben,wasnacherfolgterDifferentiationsofortzu

62



: . (2%Xd_x£c =—V—oderauch c)(=
dt kX X

führt. cxgibt die Phasengeschwindigkeitin der x-Richtungan. Man kann daher (2.1) mit
Hilfe von (2.3)auch

<D(x‚t)=d>ocoskx(x—cxt) (2.4)

schreiben.Aus Gründen der Zweckmäßigkeit(z.B. Vorteil beim Differenzieren)kann man
mitderEULER-Formel

e“”= cosw+isinw

(2.1)bzw. (2.4)unterBedachtnahmeauf (2.3) auchin die Form

<D(x,t)= Re{<boexp[i(kxx—vt)]}=Re{<I>0exp[ikx(x—cxt)]} (2.5)

überführen.Re bezeichnetden sogenanntenRealteil,welcherallein für die Beschreibungdes
Wellenvorgangesmaßgebendist.

Für den Betrag der Gruppengeschwindigkeiterhält man [ bezüglich der Ableitung s.
PICHLER (1997)]

Co=Ci—vEß=C-l'kgg (26)" dk dk dk

oderauch,weil

3 : i[2_rc) =—2%bzw. dk=—2—7;dList,schließlichalternativ
dL dL L L L

C°=C_LES (zn
° dL

Darauserkenntman,dass,wenndie Phasengeschwindigkeitvon derWellenlängeabhängt,die
Gruppengeschwindigkeitc% und die Phasengeschwindigkeit0 verschieden sind. Bei

numerischenDifferenzenschemataführt diese Umstandbeispielsweisezum Phänomen der
„Numerischen Dispersion“, d.h. die Wellengruppen laufen auseinander. In solchen
numerischenDifferenzenschematakann die Gruppengeschwindigkeit,wie späternoch zu
zeigen sein wird, auchein negativesVorzeichen bekommen.Nur wennkeineAbhängigkeit
derPhasengeschwindigkeitc von derWellenzahlbzw.Wellenlängevorliegt,gilt c = cg. Dies

ist z.B. für analytischeLösungenlinearerGleichungenwieder linearenAdvektionsgleichung

93=—o@3 (2&
dt dx
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der Fall. Wir werdenauf Fragen dieser Art im Rahmen der numerischenMethoden noch
eingehendzurückkommen.

2.2 Wellenvorgänge in der Atmosphäre: Isolierung und Filterung

Das Verständnisfür die sehrkomplexen,atmosphärischenBewegungenkannambestendurch
Isolierung und Analyse einiger einfacher Bewegungstypengefunden werden. Für die
folgenden Betrachtungenverwendenwir der Einfachheit halber wieder ein kartesisches
Koordinatensystemund wollen die Bewegungenzunächstin einer x—z-Ebenebetrachten.In
der y—Richtungwird vollkommeneUniformitätangenommenund die RotationderErde wird
zunächstvernachlässigt.Außerdem werdennur reversibleZustandsänderungenzugelassen,
weshalb die Reibung in den Bewegungsgleichungenund der diabatischeTerm im ersten
Hauptsatzverschwinden.Unter diesenVoraussetzungenerhaltenwir für ein kartesischesz-
SystemausGl.(1.1)bzw. (1.3)die Relationen

d_u+aa_on (2.9)
dt dx

dw dP
—+Ot—+ =O 2.10
dt dz g ( )

wobei hier Ot=% bedeutet.Für den erstenHauptsatzergibt sich mit Hilfe der zeitlichen

AbleitungderGasgleichung (1.13)

£_£d_a+gili
dt Rdt Rdt

undunterBedachtnahmeauf R = cID—cv die alternativeForm derAdiabatengleichung

oc—+Py—=O (2.11)

e
wobei y=—° bedeutet.Die Kontinuitätsgleichung(1.9) degeneriertentsprechendunseren

CV
Annahmenzu

du dw doc_ _ __=() 2.12
OC[dx+ dz] dt ( )

Wir erhalten somit ein einfaches, aber nichtlineares System von partiellen
Differentialgleichungen. Dieses System kann mit Hilfe der „Perturbationsmethode“
linerarisiertund gelöstwerden.Für die linearisiertenGleichungen lassen sich bekanntlich
dannanalytischeLösungenangeben.Glücklicherweiseist dieseMethodefür Wellenprozesse
sehrgut geeignet.Dem Grundzustand,der dem nicht—linearenGleichungssystementsprechen
muss,werdenStörungenoder „Perturbationen“überlagert,die gegenüberdemGrundzustand
als sehrklein betrachtetwerdenkönnen.Die nichtlinearenGlieder derPerturbationenkönnen
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hiebeiauchalsGrößenzweiterOrdnungbetrachtetunddeshalbvernachlässigtwerden.Damit
erhältmanein linearesSystempartiellerDifferentialgleichungenfür die Perturbationen.Der
Einfachheitnehmenwir einenzeitlichund räumlichkonstantenGrundstromU an.Außerdem
wollenwir im GrundstromnurhorizontaleBewegungenzulassen,d. h. W = 0. Fernerfordern
wir, dasssichderGrundzustandim hydrostatischenGleichgewichtbefindensoll. Es gilt daher

äa =—gund—t=0 (2.13)

Die abhängigenVariabeln werden durch Summe aus Grundzustandplus entsprechender
Perturbationin derForm

Iu=u'+U p=p'+fi OL=OL'+Ü w=w (2.14)

ausgedrückt.Führt man (2.13)und (2.14)in (2.9)bis (2.12)unterBedachtnahmeauf unsere
Annahmenein, dannerhältman[s.auchHALTINER (1971) oderHALTINER u.WILLIAMS
(1980)]:

di+Ud_u+äd_pzo (2.15)
dt dx dx

ö.(al+Ua—W—j+äa—p—%=O (2'16)dt dx dz 0t

_ ap’ ap’ , _ 806 öoc’ »öä_ U_ _ _ _ = 2.17oc[at+ dx) gw +p1/[at+Uax+w dz) 0 ( )

[du +aw )ä_öz(ö_oc+Uöoc +w'a—äjzo (2.18)
dx dz dt dx dz

Die Symbole ölund 52 fungierenlediglich als Identitätskoeffizienten,welchejeweils den
Wert 0 oder 1 annehmen,je nachdem, ob der vertikale Beschleunigungs-oder der
Kompressibilitätstermbeibehaltenoder vernachlässigtwerdensoll, d.h. ob die sogenannte
hydrostatischeoder die quasi—Boussinesqueoder anelastischeApproximation eingeführt
wird.Nunmehrüberlagernwir demGrundstromin x, z undt die nachstehendenharmonischen
Perturbationen:

.— _

€&:‘‘1

503cm
exp[i(kxx+kZz—vt)] (2.19)

o>_ J _ 4

wobei k)(die horizontale,kZ die vertikaleWellenzahlund v die Kreis—Frequenzbedeuten.

Die SO,WO,P0undA0 sindkonstanteAmplituden.Da die Gleichungen(2.15)bis (2.18)linear

sind, ist jede lineareKombinationder Lösungen (2.19)wegendes Superpositionsprinzipes,
ebenfallseine Lösung. Wir könnendahereine einzelneHarmonischebetrachten.Setztman
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nunmehr (2.19) in (2.15) bis (2.18) ein, dann erhält man ein System von homogenen,
algebraischenGleichungenfür die Amplituden SO,WO,P0undA0 , welchesetwasumgeformt

undin Matrixform

l(_ka—v) () äkx 0 _ _

0 ö,(k,U—v) äkz gi/ä lso
. _dä _ _ Wo _

0 1 g—YP— OC(MU—V) pv(k.U—V) —0 (220)dz Po

äkx (äk, +18,%3) () —ö,(k,U —v) _Ao_
Z

geschriebenwerdenkann. Für eine nicht-trivialeund von Null verschiedeneLösung für die
Amplituden SO,WO,P0undA0 muß die Koeffizientendeterminanteder Matrix in (2.20)

verschwinden. Entwickelt man diese und setzt sie gleich Null, dann erhält man eine
Gleichung 4. Ordnung,welchedie Werteder zulässigenFrequenzennit Hilfe der Parameter
desGrundzustandesundderWellenzahlenderStörungen(Perturbationen)beschreibt

ö‚ö,(ka —v)4—[RTy(k$+kiö, )+igkz(82—1)+82—_*‘=’33ä—](1<,U—v)2—....
01dz (221)

.....—gki(g —RTyé®—j =0
oadz

wobei p—0tdurchRT mit Hilfe der Gasgleichung(1.13)ersetztwurde.Die Gleichung(2.21)
wird auchals „Frequenzgleichung“bezeichnet.Die vier Wurzeln dieserGleichungstehenin
Beziehung zu einem Paar von Schall- und einem Paar von Schwerewellen.Wenn wir die
Schallwellenisolierenwollen,danngenügtes g = 0 zu setzenundgleichzeitigdenvertikalen
BeschleunigungstermsowiedenKompressibilitätstermdurch 81=52=1 beizubehalten.Man
erhältdanndie „Frequenzgleichung“für dasSchallwellenpaar

(ka—v)4 —[RTy(kj +1<3;)](1<„U—W2=0 (2.22)

Da U nur zur Verlagerungin der x-RichtungeinenkonstantenBeitrag liefert,wollenwir es
hiervernachlässigen.Da wir gemäßdenÜberlegungenin Abschnitt2.1für die Frequenz

v=c(ki+ki)i

schreibenkönnen, ergibt sich mit U = 0 aus (2.22) sofort die Phasengeschwindigkeitfür
Schallwellenmit

cs : + RT)! (223)

Gleichzeitigkönnenwir einewichtigeFeststellungmachen:
Schallwellen können entwederdurch Annahme der Inkompressibilität 8, =0 oder die

vertikalenSchallwellendurch die hydrostatischeAnnahme 5]=0 eliminiertwerden.Somit
habenwir eine erste „Filterbedingung“gefunden.Während Inkompressibilitäteine strenge
Filterbedingungbedeutet,die vor allem der Forderungdie Rossby—Prozesseintaktzu halten
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leiderkaumentspricht,stelltdie hydrostatischeApproximation einensehrbrauchbarenFilter
dar,dadie Rossby-Prozesseweitgehendquasi—statischverlaufen.

Um nun die Schwerewellen zu isolieren setzen wir ö,=0, d.h. wir betrachtenein
inkompressiblesMedium. Gleichzeitigkannman zur Vereinfachungin G1. (2.21)die Terme
mit den Faktoren —igkZ und —g2ki aus Gründen der Magnitudo vernachlässigen[s.
HALTINER (1971)}. Unter diesen Voraussetzungen erhalten wir sofort die
Frequenzgleichungfür interneSchwerewellenmit

—[RTy(k$+1<iöl)](ka —v)2+[gRT i—é—%äj: 0 (2.24)

Nunmehrkannmanfür den letztenTermdiepotentielleTemperaturdurchdenAnsatz

ia_ä_@
Ü dz @ dz

einführen.Dies ist durch folgendeÜberlegungengestattet.Die Beziehungfür die potentielle
TemperaturdesGrundzustandeslautetin logarithmischerForm

1nö =1nT+3(1npo —1n5) (225)
CP

Differenziertnach2ergibtsich

186_13T R1_dp
=——=———:- (2.26)
@ dz T dz cp p dz

Durch LogarithmierungderGasgleichungfür denGrundzustanderhaltenwir

lnp= lnö+lnT+lnR

undwiederumdifferenziertnachz zunächst

é_d_p_=é®—+La—T (2.27)
p dz p dz T dz

. .. 1 GT . . .
Setztmanm (2.26)aus(2.27)fur :"f_5_ em,dannergibtSlCh

z

_l_äe_):(1_5)13_P_13_P (2.28)
@ dz cp p dz p dz

Bekanntlichgilt die Identitätéd_ocE _éd_p
OCdz p z

worausmit R = cp—cv aus(2.28)
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;3_92L_?£+;3_0‘ (2.29)
@ dz yp dz oadz

folgt. Für denGrundzustandhabenwir mit (2.13)hydrostatischeVerhältnissevorausgesetzt.
Deshalb kann man zusätzlich mit Hilfe der Gasgleichung leicht zeigen, dass die
nachstehendenBeziehungengeltenmüssen:

Lai_läg %
@ dz yfiä yRT Ö(„„Im

wobei cä laut (2.23)das Quadratder Schallgeschwindigkeitdarstellt.Da sich Schallwellen

nur in einem kompressiblen Medium ausbreiten können, wir aber hier mit 82=0

Inkompressibilitätvoraussetzen,muss cS= 00werden,worausschließlichmit (2.29)

18ä_18ö“___=_ 2.30
ä dz @ dz ( )

folgt, quod erat demonstrandum.Mit dieser letzteren Relation erhalten wir für die
Frequenzgleichung(2.24)sofortmit 51= 1 undU = 0

V2 ki g @: = 2.31
1.3+1.3@ dz ( )

Entsprechendv2= c2(ki +ki) erhältmandannschließlich

_ l
C=+ kx [£3_9_12 (2.32)

_ ki +ki @ dz

als Phasengeschwindigkeitfür interneSchwerewellen.

Verschwindetdie Dichte übereinerDiskontinuitätsfläche,dannerhältmanOberflächen—oder
„externe“Schwerewellen.Man kanndieseebenfallsbei eineminkompressiblenMedium, das
wir hier auchals homogenannehmenwollen ( d.h. die Dichte sei nichtnur zeitlich, sondern
auch räumlich konstant (p=p;p'=0) und außerdemim hydrostatischenGleichgewicht)
beobachten.Das Medium besitzteine freieOberflächein derHöhe h(x).An jedemPunktmit
denKoordinaten(x, z) innerhalbdesMediumsherrschtderhydrostatischeDruck

z=h z=h
p(x,z)= [ gödz= gö (@ (2.33)

dag mitderHöhealskonstantangesehenwerdenkann.Nach erfolgterIntegrationergibtsich

p(x,z) : gö(h—z) (2.34)

DifferenziertmandieseBeziehung(2.34)nachx, dannfolgt sofort
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dp _ dh
— = — 2.35dx 80 dx ( )

weil im (x,z)-Systemdz/dx=Oist. Die linearisierteBewegungsgleichung(2.15) lässt sich
mitHilfe von (2.35)undderAufspaltung vonh in h=H +h' , wobeiH = const.ist, in

+U—+g—=O (2°36)

umschreiben.Für die Kontinuitätsgleichung(2.18)erhaltenwir, da ä=0 ist und 52=0
(Inkompressibilität)angenommenwurde

3“ +aW =() (2.37)
dx dz

Integriertmanin denGrenzenz = 0 undz = h, dannfolgt,wenn u'von z unabhängigist 1:

z=h / I /
j(au +®-jdz=ha—u+wg—wgzo (2.38)
220dx dz x

Da aneinerebenenunterenBegrenzungdesMediums keinevertikalenBewegungenauftreten
können,gilt wg=0. Für w; , die vertikaleBewegungdesMediums ander freienOberfläche,

ergibtsich in der(x,z)-Ebene

w' dh dh +U dh

h dt dt dx

woraus schließlich aus (2.38) mit h=h'+H unter Vernachlässigung nicht-lineare
Perturbationsterme,wie z. B. h'du'/dx

dh +Udh +Hdu : 0 2.39
dt dx dx ( )

folgt. Da h'und u' von z unabhängigsind, kann man als Lösung für (2.36)und (2.39)
HarmonischederForm

[“ ]: [u°]exp[ikx(x—ct)] (2.40)

ansetzen.Führt man diese in die Gleichungen(2.36) und (2.39)ein, dann ergibt sich ein
homogenes,algebraischesGleichungssystem,dessenKoeffizientendeterminante

1Wegen(2.35)istderDruckgradienthöhenunabhängig.DeshalbistbeihöhenunabhängigerPerturbationskomponenteu’auchderen
zeitlicheÄnderunghöhenunabhängig.DiesbleibtdannfüralleZeitso.
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gesetztwerdenmuss,um für u()undh0 von Null verschiedeneLösungenzu erhalten.

Die EntwicklungderDeterminanteergibtsofortdie Beziehungfür die Phasengeschwindigkeit
externerSchwerewellenmit

l
c=Ui(gH)2 (2.41)

Man nenntdieseSchwerewellenauch„Flachwasserwellen“(shallowwaterwaves).

Bisher habenwir unsereBetrachtungenauf die (x,z)—Ebeneund ein ruhendeskartesisches
Koordinatensystembeschränktund konnten hiebei Schall—und Schwerewellenisolieren.
Nunmehrwollen wir zu einer noch realistischerenBetrachtungübergebenund ein mit der
WinkelgeschwindigkeitQ rotierendes,kartesisches(x,y,z)-Koordinatensystembetrachten.
Auch hier wollen wir ein homogenes, inkompressibles Medium im hydrostatischen
Gleichgewicht, mit einer ebenen, unteren Begrenzung und einer freien Oberfläche,
verwenden.Wir werden damit zu einem Mischtypus von Wellen gelangen,der sich aus
„Trägheitsschwerewellen"und„Rossby-Wellen“zusammensetzt.

Die Bewegungsgleichungenin Komponentenformschreibensich dannunterBedachtnahme
auf p(x,y,z) =gö(h—z) bzw.

3_P_ —3_h 3_P_ —a_h QB__ -
dx gp dx dy_gp dy dz gp

undReibungsfreiheitvon (1.46)ausgehend

a—u+qu+va—u+wa—u—fv+ga—h=0 (2.42)
dt dx dy dz dx

a—v+ua—v+va—V+wa—V+fu+ga—h=0 (2.43)
dt dx dy dz dy

Auch hier handelt es sich um die sogenannten„Flachwassergleichungen“.Die dritte
Bewegungsgleichungdegeneriertzur statischenGleichung

Q;_>+86 : 0 (2.44)
dz

Mit konstanterDichte und unterder Voraussetzungdes hydrostatischenZustandes,ist die
horizontaleDruckkraft höhenunabhängig.Nehmen wir nunmehran, dass u und v anfangs
ebenfallsvon z unabhängigsind, danngilt dies ebensofür du/dtbzw.dv/dt. Hiemit ist aber

auch du/dz=dv/dz=0für alle weitere Zukunft. Damit vereinfachen sich die
Bewegungsgleichungeneinweiteresmal zu:
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du du du dh_ _ __f _=() 2.42dt+u x+de v+gax ( a)

a—v+u—a—\i+va—v+fu+ga—h=0 (2.43a)
dt dx dy dy

Für die Kontinuitätsgleichungin dem gewähltenkartesischenund hydrostatischen(x,y,z)-
SystemundeineminkompressiblenMedium ergibtsich aus(1.9)

du dv dw __ _ __0 2.45
dx+dy+dz ( )

Nach Integrationüberz erhaltenwir für das(x, y, z)-Systemanalogzu (2.39)

d_h+udh+vd_h+h 211+a—v:D (246)
dt dx dy dx dy

Damit habenwir ein Systemvon drei Gleichungenmit drei Unbekanntenu, v undh, welches
ausreichendbestimmtist.Da f in denBewegungsgleichungenals Funktionf = f (y)behandelt
werdenmuß,wird die Analyse einigermaßenumständlich.Man kannabereinendemobigen
GleichungssystemäquivalentenSatz ableiten, indem für eine Bewegungskomponentedie
Vorticitygleichung eingeführtwird. Sie ist im vorliegendenFall leicht dadurchzu erhalten,
dassman (2.43a)nachx und (2.42a)nach y ableitetund die Differenz beiderKomponenten
bildet:

3“ av]==o (247)a—g+ua—g+vC—)—E"+ßv+(é+f—+-
dt dx dy dx dy

wobei &: d_v_3_uist und B=d_f densogenannten„Rossby—Parameter“darstellt.Mit Hilfe
x

von (2.46)kann(2.47)leichtin die Form

d @+fdh
- +4 =---
mlg ) h dt

umgewandeltwerden,wasmit demErhaltungssatz

£(£j =0 (2.48)
dt h

identischist. Die Größe (ii) wird auchals „potentielleVorticity“ bezeichnet.Mit Hilfe

der Vorticitygleichung haben wir nunmehr eine entsprechendeBeziehung für die
AbhängigkeitdesCoriolisparametersvon y eingeführt,womitsich die beabsichtigteAnalyse
vereinfacht.Als nächsteslinearisierenwir die Gleichungen (2.42a), (2.46) und (2.47) in
gewohnterWeise, wobeiwir aberder Einfachheithalberannehmen,dass die Perturbationen
von y unabhängigsind und der Grundstromin die y—RichtungV = 0 gesetztwird.Weiters
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ersehen wir aus (2.43.a), dass H nicht streng konstantist und U und H über die
Gleichgewichtsbedingung

—— =- (2.49)

in Beziehung stehen.H ist hier die atmosphärischeSkalenhöheoder die Tiefe des Fluids
Damit ergebensich schließlichdie dreiGleichungen:

d d dh'
5 — U— '—f ' = 2.50
(af axl“ V+gdx O ( )

d d , dH , du'
—— U— h — H =O 2.51
(dt + dx) + dy V + dx ( )

d d dv' du'
— — ’ = 2.52
(81+Uaxlax+ßv+fax 0 ( )

Der Multiplikator 5 (= 0 oder 1) in (2.50)dient wiederzur Identifizierungdes horizontalen
Beschleunigungstermesim Zuge derweiterenBetrachtungen.Als nächsteswollenwir wieder
harmonischePerturbationenderForm

Iu u0

v' = v() exp[ikx(x—ct)j (2.53)

h’ h0

annehmen. An Hand dieser Lösungsansätze kann man leicht verifizieren [s.dazu
THOMPSON (1961)], dassdie nachstehendenOperator—Identitätengelten

& E —c1 ist,weild_u=—c{ika() exp[ikx(x—ct)]}und
dt dx dt
d2 d2 , (2.54)

d 2 E —ki bedeutet,weil ‘; =—ki{Voexp[ikx(x—ct)j}ist.
x x

Man erkennt sofort, dass die Terme in der geschlungenenKlammer jeweils d bzw.v'
x

bedeuten.Mit Hilfe von (2.49)und(2.54)folgt sodann

ö(U—c)au —fv'+ gah : 0 (2.55)
dx dx

2 / ; all,
—kx(U—c)v +ßv +f =() (2.56)

x

(U—c)ah —£v’+Hau =() (2.57)
dx g dx
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Somit erhaltenwir ein simultanesSystemvon drei homogenen,algebraischenGleichungen
I I

mitdenVariabeln %u_’v' und—h, welchesin Matrixform
x dx

ö(U—c) —f g du'/dx

f —[ki(U—c)—ß] 0 v' = 0 (2.58)

H —fU/g (U—c) dh'/dx

geschriebenwerdenkann. Für eine nicht-trivialevon Null verschiedeneLösung muß die
Koeffizientendeterminanteverschwinden.Die Entwicklung dieserDeterminanteführt dann
erneut zu einer„Frequenzgleichung“,welchedie zu einerbestimmtenWellenzahlzugehörige
Phasengeschwindigkeitdeterminiert:

[ß—ki (U —c)j[gH—(U —c)(U—c)ö]—f2[(u—c)—U]= () (2.59)

Die vorliegendeGleichung ist von dritterOrdnungmit Bezug auf die unbekannteVariable
(U—c). Eine angenäherteWurzel lässt sich finden, wenn man zunächst Versuchsweise

annimmt,dass (U—c)2((gH ist, d.h. die relativeGeschwindigkeitdesgesuchtenWellentypus
wesentlichkleineralsdie von Schwerewellenist,womitdie Gleichung(2.59)zu

ßgH—(kign+fz)(U—c)+fzu=o (2.60)

degeneriert,worausschließlichdie relativePhasengeschwindigkeit

2

x 8

resultiert.Für jeden realistischenWert von gH, welchernichts anderesals das Quadratder
Phasengeschwindigkeitvon Schwerewellendarstellt,ist die relativePhasengeschwindigkeit
(U—c) sehrklein, womitdie vorhingetroffeneAnnahmenachträglichals zutreffendbestätigt
wird. Mit großemgH degeneriertdie G1.(2.61)zu

c &U_k£2 (2.62)

was nichts anderesals die berühmte„ROSSBY-Formel“ darstellt.Wir habenes also im
vorliegendenFall überwiegendmit horizontalenTransversalwellen,welchevom Rossby-Typ
sind zu tun. Diese breitensich relativ langsamin eine Richtung, in der Atmosphärein der
Regelwestwärts,aus.Die Rossby—Wellenstellenim allgemeinendie großenFluktuationenin
densynoptischenStrukturenderVariablenfelderdar.
Die beiden verbleibendenWurzeln könnendurch eine weitereVersuchsanahme,nämlich,
dass die Phasengeschwindigkeitdes gesuchten Wellentyps viel größer als die der
RossbywellencR, d.h.dass

bzw.ki1c1>>1c*1=lu—l% U-c1>>1ß1
)(
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ist,gefundenwerden.Da die MagnitudocR &MagnitudoU ist,ergibtsichweiters

|c1))|U|bzw.|c_111))U

UnterdiesenVoraussetzungendegeneriertdie Frequenzgleichung(2.59)zu

(U—c)(U—c)ö= gH+£—2 (2.63)
X

Daraus erkennt man, dass die Phasengeschwindigkeitvon Schwerewellenrelativ zum
Medium wesentlichgrößer als die der Rossby-Wellen ist, womit auch hier die getroffene
Annahme a posteriori bestätigt wird. Setzt man für ö=1, dann folgt für die
PhasengeschwindigkeitdesuntersuchtenWellentyps:

X

1
f2 5

c= Uir gH+k—Z (2.64)

Es handeltsich hiebei um ,,Trägheitsschwerewellen“.Die Wellenbewegungen,welche von
(2.64)beschriebenwerden,sind Schwerewellen,die sich nach zwei Richtungenausbreiten
undderenPhasengeschwindigkeitdurchdie Erdrotationleichtmodifiziertwird.
Schon früher habenwir festgestellt,dassSchallwellenmit vertikalerKomponenteentweder
durch die Annahme der Inkompressibilitätoder der hydrostatischenAnnahme ausgefiltert
werdenkönnen.Im folgendenwollen wir dies noch etwasmehr präzisieren.Zur Isolierung
vertikalerSchallwellengenügtes, die ersteZeile unddie ersteSpaltein der zu derMatrix in
(2.20) gehörendenKoeffizientendeterminantezu streichenund U = 0 zu setzen.Für die
vertikale Ausbreitungergibt sich weiters v=ckZ und kx =0 und da wir auch hier ein

homogenes Medium annehmen wollen dä/dz=0. Damit degeneriert die
Koeffizientendeterminantezu

—ölckz 'äkZ gi/ä

ig —äckz —pyckZ=0

äkZ 0 özckZ

worausnachEntwicklung

ö,ö,eä<i—'päyk$+ kzig—ö,k,ig = 0 (2.65)

als Frequenzgleichungfür vertikale Schallwellen folgt. Mit p—oc=RT und51= 52=lergibt
sich sofort für die Phasengeschwindigkeit vertikaler Schallwellen, wie schon früher für
Schallwellengenerell,die Beziehung:

c= i [)(RTE

Aus (2.21) und (2.65) erkennt man nunmehr eindeutig, dass durch die Annahme der
Inkompressibilitätsowohl horizontaleals auch vertikale Schallwellen ausgefiltertwerden,
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während durch die hydrostatische Approximation nur die vertikalen Schallwellen
verschwinden.Es verbleibtdas Problem,auchdie horizontalenSchallwellenzu isolieren.Zu
diesemZweck setztman in der Koeffizientendeterminantevon (2.20)W0=0 undkZ=0und

streichtdie zweiteReihe und zweiteSpalte.Auch hier ergibtsich einenicht-trivialeLösung,
wenndieentstehendeDeterminantegleichNull gesetztwird.

(ka—v) äk, 0

0 ä(ka—v) py(ka—v) =0

äkx 0 —öAkJJ—v

Die Entwicklung dieser Determinante führt mit ckx =v zur Frequenzgleichungfür
horizontaleSchallwellen

6, (U—c)3—yRT(U —c)=0 (2.66)

Für ein kompressiblesMediummit 52= 1 ergebensichdreiWurzelnmit

_ 1
c =U alstrivialeLösungundc=U i [7RTF

als Lösung für die Phasengeschwindigkeitder horizontalen Schallwellen. Führt man
Inkompressibilitätmit ö,=0ein, dann verbleibt nur die triviale Lösung c = U und
gleichzeitig sind auch die horizontalenSchallwellen ausgefiltert.Es gibt allerdings auch
horizontaleSchallwellenmit einer vertikalenAnhängigkeit, welche nach ihrem Entdecker
LAMB-Wellen genanntwerden.Bezüglich einerrigorosenAbleitungdarf hieraufPICHLER
(1997) verwiesenwerden.Die Formel für die PhasengeschwindigkeitdiesesWellentypslautet
ebenfalls:

_ f2 5
c=Ui yRT+F (2.67)

X

Auch LAMB—Wellen transportierennur sehr geringe Energien in der Atmosphäre, mit
Hinblick auf das Stabiliätskriterium führte ihre Existenz aber zu beachtlichen
Einschränkungen des möglichen Zeitschritts bei der numerischen Integration der
hydrostatischapproximiertenModellgleichungen.Gleichzeitig stellenwir totaleÄhnlichkeit
zwischen(2.67)und (2.64)fest. Da die Modellgleichungenohnehinnicht von sich aus den
Wellentyp unterscheidenkönnen, spricht man mit Recht sowohl bei Schwere- wie bei
Schallwellen von „horizontalenLärmprozessen“oder auch kurz vom „Meteorologischen
Lärm“ [s. HINKELMANN (1951)]. Während die Schallwellen durch Annahme der
Inkompressibilitätkomplettausgefiltertwerdenkönnen,genügtdies für Schwerewellenallein
nicht. Aus der Frequenzgleichung(2.59)könnenwir entnehmen,dass Schwerewellenihre
ExistenzdemTerm (U—c)(U—c)ö verdanken.Dementsprechendist die notwendige,wenn
auchsehrstrengeBedingung,Schwerewellenauszufiltern,die Relation

(U—®ö=0 Q6&
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Wenn man die Ableitung der Frequenzgleichung(2.59) zurückverfolgt, dann ist sofort
ersichtlich,dassdie Bedingung(2.68)mit

d d
5 — U— '=0
(dt+ dx)u

identist,wodurchaber(2.50)bzw. (2.55)zu

v'=Äa—h (2.69)
f dx

degeneriert.Diese Beziehung ist abernichts anderesals die geostrophischeWindbeziehung.
Diese erweistsich somit als „Filter“ für Schwerewellen.Ein geostrophischesWindfeld ist,
wie zu ersehen ist, beschleunigungsfrei. Deshalb ist in einem solchen auch
Schallwellenausbreitungunmöglich.Man kanndiesnochzusätzlichdemonstrieren,wennman
in (2.20)keineBeschleunigungim u'- Feld zulässt,(d.h. ö(U—c)=0 ist), W0=0 setztund

somitdie zweiteZeile undzweiteSpaltestreichtunddeshalb

0 äk, 0

() ä(k,U—v) py(ka—v) =o

äkx 0 —ö,(k,U—v

erhält. Man kann sich dann leicht überzeugen,dass durch deren Entwicklung selbstmit
52=] keineSchallwellenauftretenkönnen.Damit sindalle „Lärmprozesse“ausgefiltert.Die
Gleichungen (2.69), (2.56) und (2.57) stellen die linearisierte Form der „gefilterten
Modellgleichungen“ dar. Die Frequenzgleichungfür diese gefiltertenModellgleichungen
entsprichtexaktder Beziehung(2.60).Die Beziehungen(2.61)und (2.62)stellensomiteine
sehr gute Näherung für die Phasengeschwindigkeit der synoptisch wichtigen Rossby-
Prozesse dar. Die „geostrophische“ Filterbedingung zur Ausfilterung der horizontalen
Lärmprozesseerweistsich als hinreichend und entsprichteinigermaßender Forderungdie
Rossby-Prozessenicht allzustark zu beeinflussen.Weshalb dies so ist, lässt sich damit
begründen,dassdieAmplitudender Lärmprozesseviel kleinersindalsdie derRossby—Wellen
und die Atmosphäreim allgemeinenständigin RichtungdesgeostrophischenGleichgewichts
tendiert.Da aberdie eigentlichenUrsachen für die synoptischenUmlagerungenletztlich in
den Abweichungenvom geostrophischenGleichgewichtzu suchensind, kanndie Filterung
durch „geostrophischeApproximation“ keinesfall als ideal angesehenwerdenund genießt
deshalbauchheutenurmehrhistorischesInteresse.

2.3 Nichtgeostrophische Filterung

Obwohl die im vorhergehendenAbschnitt dargelegtenFilterungsmethodenfür horizontale
Lärmprozessehinreichendsind, erweisensie sich abermituntermehrals hinreichend,da sie
dann leider auch die Rossby—Prozessebeschneiden.Die Frage ist insofernevon größerer,
praktischer Bedeutung,weil die wahrenWinde in der Atmosphäremitunterbeachtlichvom
geostrophischen Gleichgewicht abweichen können, wie dies besonders bei hoher
Strömungsgeschwindigkeitund stark gekrümmtenStromlinien der Fall ist. Obwohl die
großräumigenBewegungenin der Atmosphäredurch die „geostrophischeWindbeziehung“
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recht gut beschrieben werden können, erfasst sie die Detailstrukturenmitunter sehr
unzutreffend.Außerdemkönnen,wie bereitswiederholtfestgestelltwurde,Druckänderungen,
aufwelcheunteranderemRossby—Prozessezurückzuführensind, nurdurchageostrophischen
Massenflußzustandekommen.Man hat sich deshalbdie Frage gestellt,ob man nicht mit
einer weniger strengen Filterbedingung das Auslangen finden könnte. Schwerewellen
verursachen,wie im Modell des homogenenMediums gezeigtwerdenkonnte,wellenförmig
strukturierteVertikalbewegungeneiner materiellenFläche, d.h. der freien Oberfläche des
Mediums. Diese Vertikalbewegungenwerden von einer Oszillation der horizontalen
Divergenz begleitet, wie aus der Kontinuitätsgleichung(2.46) zu entnehmenist. Die
horizontaleStromfelddivergenzauf einer materiellenFläche kann durch die Relation [s .
PICHLER (1997);p.49]

V.v =—1—@ (2.70)
” 80 dt

beschriebenwerden,wobeidie rechteSeitedie individuelleÄnderungeinesFlächenelementes
(= relativeAusdehnungsgeschwindigkeit)ausgedrücktdurch

56 = öxöy

darstellt.Damit oszilliert auch die Ausdehnungsgeschwindigkeiteiner materiellenFläche
konformzur horizontalenDivergenzund Vertikalgeschwindigkeit,d.h.wie FORTAK (1973)
gezeigt hat, dass SchwerewellenAusdehnungsbeschleunigungeneiner materiellenFläche
auslösen.Bildetmanvon (2.70)die individuelleÄnderung,dannergibtsich

d d 1 d 1 d2 1 d 2
—V. =— ——5 =——ö —— —5 2.71
dt( v“) dt[öo dt( C)] 86 dt2( G) (öo)2ldt( C)] ( )

Damit folgtabergemäß(2.70)und(2.71)sofort

(1 1 d2
d—t(V.VH)‘l-(V.VH)Z: gy(öö) (2.72)

Diese Gleichung stellt eine Beziehung zwischen den beiden Divergenztermenund der
Ausdehnungsbeschleunigungeiner materiellen Fläche dar. Nun erinnern wir uns an die
Divergenzgleichung(1.16)im Abschnitt 1.3,die wir in etwaszusammengefassterForm und
unter Vernachlässigungdes Reibungstermsund des dritten Terms der rechtenSeite aus
Gründen der magnitudo unter hydrostatischen Verhältnissen im System e=p in
nachfolgenderForm schreibenkönnen:

(Ä—I5+DZ—2J(u‚v)+uß—fg+vgcp =0

du dvv
wobei D—EV.VH=;+—3————tancpbedeutet.Man erkenntsofort, dass die erstenbeiden

x y a
Terme nichts anderesals die Ausdehnungsbeschleunigungauf einer p—Flächedarstellen.
Unterbindetman diese, dann können auch keine Schwerewellenausgelöstwerden.Somit
degeneriertdieDivergenzgleichungzu derRelation
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&f—uß+2J(u,v)=Vä<b (2.73)

Diese Gleichung wird in der Literatur als „Balancegleichung“ bezeichnet.Sie ist eine
zeitfreie, diagnostischeVerträglichkeitsbedingung,die den ZusammenhangzwischenWind
und Geopotentialfeldherstellt.Gleichzeitig ist sie auch ein „Filter“ für Schwerewellen.
Während der geostrophischeWind geradlinig und beschleunigungsfreiist und keine
befriedigendeNäherungfür den wirklichenWind darstellt,beschreibtdie Balancegleichung
eine wesentlichbessereNäherungdes horizontalenWindes. Dieser ist hiemit nicht länger
beschleunigungsfrei.Die Balancegleichungenthältz.B. denGradientwindals Lösung,womit
auch Zentrifugalbeschleunigungenmitberücksichtigtwerden.In der Form von (2.73)kann
die Balancegleichung aber noch nicht gelöst werden, da sie gleichzeitig u und v als
unbekannteVariable enthält. Mit Hilfe des Helmholtz-Theorems kann man aber den
horizontalenWind in einenrotorfreienunddivergenzfreienAnteil zerlegen:

V„=vr+vd=irprw+Vpx (2.74)

wobei in (2.74) \|]die Stromfunktionund )( das Geschwindigkeitspotentialdarstellen.Im
„synoptischenScale“ ist der rotorfreiegegenüberdemdivergenzfreienAnteil desWindfeldes
klein, sodaßss(2.74)mitguterNäherungzu

v„ =i‚ ><qu1 (2.74a)

degeneriert.In vereinfachterKomponentenschreibweiseergibtsich für (2.74a)im sphärischen
Koordinatensystem

u=- a—“’bzw. v—_ a—‘(’ (2.75a,b)
dy dx

Für die relative Vorticity erhalten wir gemäß Abschnitt 1.3, Seite 12, in sphärischen
Koordinaten

dx dy r
dv du+ tan<pu

undentsprechendausgedrücktdurchdie Stromfunktionim sphärischenSystem

d2\11+d2\1t_tantpd_ut (2.76)

dx +dy2 r dy
E.v=_VpSPHll]:

Nach Einsetzen von (2.75a,b) und (2.76) in die Balancegleichung (2.73) ergibt sich
schließlich

82111821; 82111
W2 a‘" 2 = V2cp 2.77pSPHw+—y_ß li[a—XÖYJZ—ax2 ay2i| P ( )

Ist die Stromfunktion111a priori bekannt,dann stellt (2.77) eine Poisson-Gleichungzur
Bestimmungvon CDdar.Umgekehrtwirdbei bekanntemGeopotentialCD(2.77)zu einernicht-
linearen Differentialgleichung vom Monge-Ampére—Typus zur Bestimmung der
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Stromfunktion w. Entsprechendenumerische Lösungsverfahrenstehen zur Verfügung,
worüberanandererStellezu berichtenseinwird. Auf GrundunsererbisherigenÜberlegungen
kannmandie Balancegleichungals „nichtgeostrophischeApproximation“eines„lärmfreien“
Anfangswindfeldes verwenden und damit auch nichtgeostrophischeModellgleichungen
ableiten.Nach VerwendungderBalancegleichungkönnenkeineSchwerewellen-Lösungenim
Modell mehrauftreten.WerdendieGleichungenin einem(x,y,p,t)—Systemabgeleitet,dannist
mit Hinblick auf die inkompressiblen Medien ähnliche Kontinuitätsgleichung
(RICHARDSON—Gleichung)davon auszugehen,dass sich die Luft zwischenzwei isobaren
Flächen so verhältals ob sie inkompressibelwäre.Damit sind aberauchkeineSchallwellen-
Lösungenmöglich. Somit sind auch hier alle „Lärmprozesse“ausgefiltert.Man bezeichnet
somit die Balancegleichungals „generalisierteFilterbedingung“.Bei Verwendungder nicht-
linearenBalancegleichung(2.77)sprechenwir von „nicht-linearbalanziertenModellen“. Es
gibtallerdingsaucheine lineareFormderBalancegleichungmit

fvgsp„w+pr.fo = vgcp

für „linear balanzierte Modelle“. Allen diesen „nicht-geostrophischen“gefilterten
Modellgleichungenist abereinesgemeinsam:
Sie stelleneine enormeAufgabe hinsichtlichdes Rechenpensumsdar, die alle jene Vorteile
ökonomischerZeitschrittegemäßdemCFL-Kriterium, welchedurchdie Filterunggewonnen
werdenkonnten,wiederaufhebt.

Aus diesem Grund begann man sich in den späten Fünfzigerjahrendes vergangenen
Jahrhundertsmit dem Gedanken zu tragen, die Gleichungen in ihrer ursprünglichenund
ungefiltertenForm zu integrieren.Man spricht deshalb von den „Primitiven Gleichungen
(PE)“ oder „ursprünglichenGleichungen“. Tatsächlich werden heute keine gefilterten
Gleichungen in der „Numerischen Wettervorhersage(NWP)“ mehr verwendet. Die
eingehendeBetrachtungdes Filterproblemssollte aberhier dazu dienen,dasVerständnisfür
einigegrundlegendeProblemederNWP zu erleichtern.

2.4 Die charakteristischen Unterschiede zwischen den „Primitiven
Gleichungen( PE ) “ und den gefilterten Gleichungen

Die hauptsächlichen,physikalischenUnterschiede zwischen den PE und den gefilterten
Gleichungen lassen sich einer Darstellung von HINKELMANN (1969) folgend, in
nachstehenderWeiseauflisten:

1.) Nach dem Wellentyp, den sie beschreiben.Gefilterte Gleichungen beinhaltennur
typischmeteorologischeWellenvorgänge(stabileund instabile),wie sie sich in der
Verlagerung und Entwicklung des Druck—,Temperatur- und Windfeldes in den
synoptischenWetterkartenmanifestieren.Sie werdenals Rossby-Prozessebezeichnet
und bewegensich mit einer Phasengeschwindigkeit,die der Größenordnungdes
Horizontalwindesentspricht.

2.) Die PE lassenhingegenzusätzlichauch Lösungenzu, die sich nicht auf synoptische
Prozesse beziehen und für die großräumigeWettervorhersagenur von geringem
Interessesind. Es sind dies die „Lärmwellen“, welche als kombinierte Schall-
Schwere-Trägheitswellen auftreten. Diese breiten sich mit einer
Phasengeschwindigkeitaus,die um eineGrößenordnunghöherist und im Bereich der
Schallgeschwindigkeitliegt.Die Ausbreitungerfolgtin verschiedenenRichtungenim
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Raum. Sie könnenim Rechenprozesssehrleichtdie wetterwichtigenRossby-Prozesse
vollständigüberdecken,wennmannichtentsprechendeSchritteunternimmt,sie schon
im Anfangszustandzu unterdrücken.

3.) Nach der DarstellungdesAnfangszustandes:Die hydrostatischenPE erlaubenunsals
KonsequenzderExistenzverschiedenerWellentypenbzw.Typen vonWellenfamilien
das anfänglicheMassenfeld, z.B. die potentielleTemperatur0, den BodendruckpS

oderdasGeopotentialCDunddashorizontaleWindfeld völlig beliebigvorzugebenund
für die abhängigenVariabelnjeweilseigeneGleichungenseparatzu spezifizieren.Die
gefiltertenGleichungengestattenuns nur die Spezifizierungeines skalarenFeldes,
z.B. desGeopotentialsoderderStromfunktiondesHorizontalwindes.

4.) Nach der Komplexität:Auf Grund der größerenFlexibilität, gestattendie Lösungen
der PE die Untersuchungsehr spezielleratmosphärischerPhänomene,für welchedie
gefiltertenGleichungenkeinenZuganggewähren.

5.) Nach der physikalischen Genauigkeit: Wir können erwarten,dass die Rossby-
Prozesse, welche in den Lösungen der PE eingeschlossensind, die realen und
relevanten Prozesse, die uns meteorologisch und in der Wettervorhersage
interessieren,perfektsimulieren.Wie vorherin extensobeschrieben,suchtemannach
„Filtern“, welchedie Lärmprozesseeliminieren,aberdie Rossby-Prozesseweitgehend
intakt halten. Die Lärmwellen können relativ leicht eliminiert werden, es gibt
allerdingskeine „Filter-Operatoren“mit endlichem Aufwand, welcheausschließlich
den „Lärm“ filternunddie Rossby—Prozessekomplettintakthalten.Die Unterschiede
zwischendenrealenRossby-Prozessenund solchen,welchein „gefilterten“Systemen
verbleiben,wenn man diese an Hand der Phasengeschwindigkeitender „linearen“
Wellentheorieuntersucht,scheinenvon geringerBedeutungin barotropen,aber von
essentieller Bedeutung in baroklinen Modellen zu sein. Die Amplifikation
physikalischinstabilerWellen ist in denLösungender PE kleinerals in denLösungen
der gefilterten Modellgleichungen. Auf Grund dieses Umstandes erscheint der
Einbezug eines gewissen Anteils von „Lärmprozessen“ in den Rechengang ein
notwendigesÜbel zur Aufrechterhaltungeiner möglichst großenGenauigkeitin der
Simulation von Rossby-Prozessen zu sein. In der Tat bleibt bei den
Initialisierungsverfahrenein balanzierterAnteil von „Lärmprozessen“erhalten.

6.) Nach dem numerischen Aufwand: Wegen des Vorhandenseins von
Signalgeschwindigkeitenin der Größenordnungder Schallgeschwindigkeit,mussder
zeitliche numerischeIntegrationsschrittum eine Größenordnungkleinerausfallenals
bei den gefilterten Gleichungen. Andererseits muss man festhalten, dass der
Rechenaufwandpro Zeitschrittzyklusfür die PE viel geringerist als bei „gefilterten
Modellen“, weil bei diesenzeitaufwendigeundkomplizierteRandwertproblemegelöst
werden müssen. Insbesondere,wenn die Rossby—Physikund die räumliche
Gitterauflösung gesteigert wird steigt der Rechenaufwand in unökonomische
Dimensionen. Aus diesen Gründen hat man den gefiltertenSystemenden Rücken
zugewendetundistendgültigzur LösungderPE übergegangen.

7.) Nach dem GebrauchverschiedenerDifferenzenschemata:Die numerischenLösungen
der PE weisen erfahrungsgemäßeine höhere Sensitivitätauf Verändertungender
Differenzenschematabzw. der Gitterstruktur auf als Lösungen der gefilterten
Gleichungen.Dies dürfteausdemUmstandresultieren,dassdie PE mehrVariabeln
bzw.mehrprognostischeGleichungenundeinekomplizierterePhysikenthalten.Es ist
viel schwierigerfür PE ökonomischeund konsistenteendlicheDifferenzenschemata
zu entwickeln,die den „Truncation-Error“(s. Kap.3, Abschnitt3.1)in Grenzenhalten
als bei gefiltertenModellen. Häufig werdendeshalbGlättungs-und/oderDiffusions-
Operatorenangewendet,umdenTruncation-Errorzu reduzieren.
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8.) Nach der Genauigkeitder Anfangsdaten: Ein Umstandder ursprünglichgegendie
Verwendungder PE sprach,bestehtin der Notwendigkeit,die zeitlichenTendenzen
aus der kleinen Differenz von im Betrag großer Terme, wie z.B. Coriolis—und
Druckgradientkräfte,zu berechnen.Diese Differenzensind im allgemeinennicht mit
genügender Genauigkeit bekannt, da ihre Größenordnung im Bereich der
Beobachtungsfehlerliegt. Trotz dieses Hindernisseshat man begonnendie PE zu
verwenden.Hiebei zeigte sich, dass Fehler im Feld der Anfangskräfte für die
praktische,kurzfristigeWettervorhersagenur wenig Bedeutunghaben,solangedie
Messfehler klein gegenüberden absolutenWerten der Kräftekomponentenselbst
bleiben.Diese Bedingungist in der realenAtmosphäreglücklicherweisemeisterfüllt
und letzterebefindet sich meist im „quasi-geostrophischen“Gleichgewicht,womit
vernünftige Lösungen der PE auf der Basis des gegenwärtigenNiveaus der
Beobachtungsgenauigkeitgegeben sind. Das Vorhandensein von Meß- und
AnalysefehlernüberhauptsetztaberderVorhersagbarkeitderAtmosphäreGrenzen.

Die NWP will natürlichkeine Lärmprozessevorhersagenund ist in ersterLinie nur an der
korrektenSimulation der Rossby-Prozesseinteressiert. Da die Lärmprozesse aber die
letzterenüberdeckenkönnen,müssendie Lärmprozessemöglichstvom Anfang an aus dem
Lösungsprozesseliminiertwerden.Um diesesZiel zu erreichen,hatmanbei Verwendungder
PE die Anfangsfelderdurch spezielle,diagnostischeRelationenzu adjustierenversucht.Das
Problem,diese diagnostischenDifferentialgleichungenzu finden und zu lösen,wobei diese
nur den Anfangsbedingungengenügenund im weiteren lärmfreie Bewegung garantieren
sollen,wurdesomitein wesentlichesProblemder diagnostischenMeteorologie.Im Rahmen
dieser Problematikwurden die sogenannten„Initialisierungsverfahren“[MACHENAUER
(1977),BAER u. TRIBBIA (1977),LYNCH u. HÜANG (1992),LYNCH (1997)] entwickelt.
Der Hintergrundzur Behandlungdes Initialisierungsproblemsfindet sich im nachfolgenden
Abschnitt 2.5. Darüber hinaus hat sich aber ein sehr umfangreichesProgramm zur
Behandlungder initialenDaten in der NWP in Form der „Datenassimilisation“entwickelt,
welchesabermit Hinblick auf seinenUmfang nur in einerweiterenMonographiedargestellt
werden kann. Allerdings muss hier noch ergänzend erwähntwerden, dass im Zuge der
„NumerischenMethoden“, welche im Kapitel 3 dieser Monographieeingehendbehandelt
werden,auchDifferenzenschemataentwickeltwerdenkonnten,die a priori absolutstabilsind,
weshalbin diesemFall die Filterproblematikund die RechenstabilitätkeinenEinfluss mehr
aufweisen.Natürlich bleibenaberDatendichteund raumzeitlicheAuflösung und damit der
Rechenaufwand,trotzständigwachsenderComputereffektivität,vollaufvonBedeutung.

2.5 Zum Problem lärmfreier Anfangsdaten

Die hier angesprocheneProblematikbildetdenHintergrundderBehandlungdessogenannten
Initialisierungsproblems.Wir gehen zur Demonstrationvon einer linearisiertenForm der
Flachwassergleichungenaus,wobeiauchhierjede Variation der Variabelnu',v'und gh'= (D'
in dery-Richtungvernachlässigtwerden:

d d , , dd>'
— — — —= 2.78ö(dt+deju fv + dx 0 ( )

(3+Ui]v’+fu’=o (2.79)
dt dx
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a a , _au‚ ,
— U— CD ®——fU = 2.80
[dt+ dx) + dx V 0 ( )

In obigen Gleichungen bedeutet5=gH , wobei H die Höhe der homogenenAtmosphäre

darstellt.Eine Variation desCoriolisparametersß =df/dy wurdein denobigenGleichungen
der Einfachheithalbernicht berücksichtigt.Wir erinnernuns an das „Superpositionsprinzip“
und stellenfest,dasseine Lösung durchÜberlagerungpartikulärerLösungenerreichtwerden
kann. KonsequenterWeise genügtdeshalbdie Betrachtungeiner einfachenWelle mit der
WellenlängeL und der Wellenzahl kx =27t/L, die sich mit der Phasengeschwindigkeitc

bzw. der relativenPhasengeschwindigkeitcr : U — c ausbreitet.Wellenlösungenergeben
sich somitausdemAnsatz:

u' u0

v' = v() exp[ikx(x—ct)] (2.81)

cp’ cp,

wobei uo,v0und(DOrelevanteAmplituden darstellen.Setztman (2.81)in (2.78)bis (2.80)

ein, dann erhält man für die unbekanntenAmplituden u0,v0und(DO ein homogenes

Gleichungssystem,dasin Matrixform

u() 0 f —ik u0

ikxcr v() = —f 0 0 vo (2.82)

cp, —ikö fU 0 ch,

geschriebenwerdenkann. (2.82) stellt eine Eigenwertgleichungmit cr als Eigenwertder
Matrix in (2.82)dar. Nichttriviale Lösungen für uo,vound(DOergebensich nur, wenn cr

einen Eigenwert der Matrix in (2.82) darstellt oder wenn c[ eine Wurzel der
Frequenzgleichung

2 2
(d)]—[Ö+%Jc‘ +U% = 0 (2.83)

)( X

ist. Näherungslösungenergebensich, wennmanfür die langsameLösungdenerstenTerm in
(2.83)vernachlässigtundfür die schnellenLösungenU = 0 setzt. Man erhältdann:

. Ü
c,=(U—c,)= 618 (2.84)

1+ ;
f
r 2

c3=(U—e,)=+%— 6+£—2 (2.85)

, cr — f2
c3E(Ü—c3)ä—3l— cp+F (2.86)
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Man kann in weiterer Betrachtungdie generelle Lösung von (2.78) bis (2.80) auch in
Ausdrückenvon EigenwertenundEigenlösungendiskutieren:

Linearen Gleichungen, wie éx = b begegnen wir bei stabilen Zustandsproblemen.

EigenwerteundEigenwertgleichungen,wie éx = Äx, habenhingegenihregrößteBedeutung

bei dynamischenProblemen [ s. STRANG (1993)].Eigenwerteeiner Differentialgleichung
bestimmenZahlenwertederKonstantenundParameter,die in derGleichungvorkommenund
für die alleindie Gleichung lösbarist.Zu denEigenwertengehörendie Eigenfunktionenoder
Eigenvektoren,die LösungenderEigenwertgleichungdarstellen.Die AufgabedieEigenwerte
zu bestimmenheißt„Eigenwertproblem“.Auch in derMatrizenrechnungundbei der linearen
Abbildung in der analytischenGeometriekönnenEigenwertproblemeauftreten.So hat die
obenerwähnteEigenwertgleichungnurfür gewisseWertevon Ä nicht—trivialeundn von der
Nullmatrix verschiedene Lösungen. Es muß nämlich Ä eine Wurzel der Gleichung
Ié—ÄII=Osein, wobei 1 die Einheitsmatrixdarstelltund der ganze letztereAusdruck eine

Determinanteist. Die Berechnungdieser Determinanteführt auf ein Polynom für Ä, aus
welchemÄ berechnetwerdenunddamitausderEigenwertgleichungauchdie Eigenvektoren
X bestimmtwerdenkönnen.

Man findetdie Amplituden uj,v j und(Djder Eigenlösungendurch SubstitutionderWurzeln

c; in die Gleichung (2.82). Eine derGrößenist beliebigundkann spezifiziertwerden.Man

wähltdeshalb

„. =U_C. (2.87a)] J

und löstanschließendzweiGleichungendesSystems(2.82). Aus

ikxcjr.uj= ij —ikx<I)j (2.87b)

ikxcjr.vj=—fuj (2.88)

ergibtsich folgerichtig

uj =c3 (2.87c)

if

f2 , 2
q>j=EZ——(cj) (2.90)
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In Ausdrücken dieser Eigenvektoren kann man eine erweiterte,lineare Lösung in der
nachstehendenmatriziellenForm angeben:

u'(x,t) alul a,u2 a_,u3 exp[ik(x—clt)]

) = alvl a,v2 a_,v3 exp[ik(x—c,t)] (2.91)

<D'(x,t) ald)‚ a2<IJ2a_,<D_,exp[ik(x—c3t)]

<‚=><„

wobei cj = U—c3 ist. Die Lösung der Gleichung (2.91)demonstriert,dasssich eine anfangs

spezifizierteWelle für die drei Variabeln u',v',<l>'indrei Wellen aufspaltet,die sich mit
verschiedenenPhasengeschwindigkeitenausbreiten.Dabei bestimmtc‚die Verlagerungder

Rossby-Wellenund 02 und c3 die in verschiedeneRichtungenerfolgendeVerlagerungder

Trägheitsschwerewellen.Die Eigenkoeffizienten uj‚v j undCDjwerden charakterisiertdurch

die Eigenheitender Wellen und die Parameterder Gleichungen(2.87c)bis (2.90),während
die Faktoren a„a„a3 beliebige Konstante sind, die wir jeweils zur Spezialisierungdes
Anfangszustandesder Amplituden und Phasen der drei verschiedenenWellen, die zu
u',v',d>'gehören,beliebigwählenkönnen.Mit dem Problemder Anfangsdatenstellensich
somitnachHINKELMANN (1969) die nachstehendenFragen:

1.) Welche Beziehungenmüssendie Anfangsdatenerfüllen,um lärmfreieLösungenzu
gewährleisten?

2.) Wie stehen die drei Wellentypen, welche von den Phasengeschwindigkeiten
c„c„c_,charakterisiert werden mit Hinblick auf die Spezialisierung der

Anfangsbedingungenzueinanderin Beziehung?

Man kanndieseFragenauf Basis derGleichung (2.81)beantworten.Zum Zeitpunktt = 0 gilt
offensichtlichfürdie Variante:

v'(x,t=0) = v() expikxx (2.92)

Mit Hilfe von (2.91)und (2.92)ist sofort einzusehen,dass daherdie nachstehendeMatrix-
Beziehunggilt:

ul u2 u3 al
v1 v2 v_, a2 (2.91a)

(130 (DI CI)2 <I>_,a3

Um die Frage 1.) zu beantworten,fordernwir, dassdie Amplituden der schnellenProzesse
gegen Null gehen, d.h. dass a2=a3=0 ist, womit sich die diagnostischeBeziehung für

u0,vo und(DOvon (2.91a)auf

u0 ul
vo =al v] (2.93)

CI30 (I)!
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unddamitaufdie Relationen

_ ulu0"FD—(DOund vo2%ch (2.94)
| 1

reduziert.Die Relationen(2.94) begründendie These, dass, um lärmfreieBewegungenzu
garantieren, der Amplitudenvektor mit den Komponenten u„‚v0 und(DO zum

Eigenamplitudenvektormit den Komponentenu„v„<D„ der zu den Rossby—Wellengehört,
proportionalsein muss, womit die Frage 1.) beantwortetist. Explizit lässt sich dies mit
(2.87c),(2.89)und(2.90)aus(2.94) in derForm

UO:-%2_——l——q)o (2.95)
2

k—2—(Cl)

und

i ikx

v =k—xcp =%cp (296)

° ‘” (r)“ ()“*«° 'k—2_cl l—cl f2

darstellen,d.h. wir erhaltenmit (2.95)und (2.96)die relevantenBeziehungenfür lärmfreie
Bewegungen.Wennmandie lärmfreienBeziehungenmit dengeostrophischenRelationen

(u0)geostrophisch=0 und

(vo)geostrophisch= Illi"(DO

vergleicht,dannkönnenwir erkennen,dasses BeziehungenzwischenAnfangsdatengibt,die
lärmfreieBewegungengarantieren,aber nichtmit den ebenso„lärmfreien“geostrophischen
Beziehungenzusammenfallen.Man kannsomitzusammenfassen:

a.) dassder lärmfreienicht-divergenteWind, dargestelltdurchdieMeridionalkomponente
v mitdemgeostrophischenWind in Phase,abergrößerin derAmplitude istund

b.) dass der divergente,lärmfreieWind, repräsentiertdurch die zonale Komponenteu,
nichtNull ist.Der geostrophischeWind ist natürlichnicht—divergent.

Es ist leichteinzusehen,dassdie a priori zumZeitpunktt = 0 definiertenBeziehungen(2.94),
(2.95)und (2.96)für die gesamteIntegrationszeitgeltenmüssen. Hiemit wird implizit ein
System gefilterter Gleichungen definiert. Man erhält eine prognostische und zwei
diagnostische Gleichungen und konserviert die synoptisch wichtige relative Rossby-
Phasengeschwindigkeitc{. Um auch die Frage 2.) entsprechendzu beantworten,muß man

die Gleichung (2.91a)für die Konstantena„a„a3 einer entsprechendenLösung zuführen.

Die Matrix in Gleichung(2.91a)bezeichnenwir nunmehrmit A, ihre Elementeergebensich
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aus (2.87a), (2.89) und (2.90). Anschließend multiplizieren (2.91a) von links mit der
InversenA'1 , womitwir die nachstehendeGleichung in derMatrixform

a1 u0
a, = A" vo (2.97)

a3 (DO

erhalten, was schließlich nach HALTINER u. WILLIAMS (1980), wenn man die
Anfangsbedingungenu0,v0und(DOals bekanntvoraussetzt,zu denBeziehungen

ikf"5v (DO
al= U f k__.°_2_a (2.98)

und

1
2_ u0 i_fk; (1+Ua) +(I)0 (2.99)_+

2 _L
J—+ 2[Üf2kfa 2ia)0

2
führt, wobei oc=ä)_+f—2bedeutet. In dem vorliegendenAbschnitt sollte gezeigtwerden,

X
dass es grundsätzlichmöglich ist „lärmfreie Bewegungen“ durch Einwirkung auf das
Anfangsfeldzu initiieren.Relevante„Initialisierungsverfahren“müssenaberausthematischen
und UmfanggründeneinerweiterenMonographieüberdie Vorbereitungdes Anfangsfeldes,
d.h.der„Datenassimilisation“,vorbehaltenbleiben.

3. Numerische Methoden I

3.1 Die Gitterpunktsmethode

Die numerische Lösung der prognostischen Gleichungen wurde in der historischen
Entwicklungder NumerischenWettervorhersage(NWP) zunächstmit Hilfe der sogenannten
„Gitterpunktsmethode“bewerkstelligt.Bei dieser Methode wird ein Gitternetz über das
interessierendeGebiet (Vorhersagedomäne)gelegt und an den Maschenpunktendieses
Gitternetzes( = die Gitterpunkteoder „grid-points“ ) werden die abhängigenVariabeln
definiert. Von den meist unregelmäßig in der Geographie verteilten Messpunkten
(Beobachtungsstationen)werden durch ein entsprechendes Analyseverfahren die
beobachtetenWerte an die Gitterpunkteinterpoliert.Dieses Analyseverfahrennennt man
„Objektive Analyse“. Als objektive Analyse kann man nach GANDIN (1963) jede
KonstruktioneinesFeldesmeteorologischerElementeaufGrund von Beobachtungsdatenmit
Hilfe eines quantitativenAlgorithmus verstehen.Sie ist damit ein Verfahren,das aus einer
Reihe gegebenerBeobachtungenim Gegensatzzur subjektivenAnalyse, unabhängigvon den
persönlichenEntscheidungeneinesMeteorologen,eineeindeutigeLösungergibt. Es ist aber
a priori klar, dass verschiedene objektive Analyseverfahren (d.h. differente Analyse-
Algorithmen) mitunter zu verschiedenen Ergebnissen führen können. Der Ausdruck
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„objektiv“ bezieht sich nur auf die Tatsache der Anwendung eines qualitativenund von
subjektiven Entscheidungen freien Algorithmus. Die verschiedenen Verfahren der
„ObjektivenAnalyse“ sind ihremUmfang gemäßin einerweiterenMonographieim Rahmen
dersogenanntenDatenassimilierungdarzustellen.

Mit Hilfe der an dem erwähntenDatengitterdefinierten,abhängigenVariabeln und den
unabhängigenRaum- und Zeitkoordinaten,kann man die in den Gleichungenauftretenden
Differentialquotienten durch Differenzenquotienten aus Taylor-Reihenentwicklungen
approximieren.

Andere numerischeApproximationsmethodenwerden unter dem Namen „GALERKIN“-
Methoden zusammengefasst.Sie stellendie abhängigenVariablen durch eine Summe von
Funktionen, die eine vorgegebene räumliche Struktur besitzen, dar. Die
Entwicklungskoeffizienten,diemitjederdieserFunktionenverbundensind, sind in derRegel
auch Funktionen der Zeit. Diese numerische Methode transformiert die partiellen
Differentialgleichungender Modelle in einen Satz gewöhnlicherDifferentialgleichungenfür
die Entwicklungskoeffizienten.Die beidenwichtigstenGalerkin-Methodenwerdendurchdie
„Spektrale Methode“ und die Methode der „Finiten Elemente“ repräsentiert.Bei der
„SpektralenMethode“ in derebenenGeometriehabenwir es hiebeimit den ausder Fourier-
Analyse bekannten orthogonalen, trigonometrischen Funktionen, in der sphärischen
Geometriedes sphärischenKoordinatensystemsmit Kugelfunktionenzu tun. Die „Spektrale
Methode“ hat inzwischen die Gitterpunktsmethodeim täglichen Routinedienst bereits
weitgehendverdrängt,da sieeineganzeReihevon Vorteilenaufweist.Dennochwirdauchdie
GitterpunktsmethodeeineeingehendereDarstellungerfahren,weil dieseim besonderenMaße
geeignetist, Problemeder NWP aufzuzeigen.Die Methode der „Finiten Elemente“kommt
ausder Ingenieurmathematikund wurdeerst späterin die Meteorologieeingeführt.Sie fand
mitunter bei RegionalmodellenAnwendung, weil sie bei der Erfassung kleiner Scales
gegenüberder „SpektralenMethode“ Vorteile aufweisenkann. Im allgemeinenhat sie aber
bis heutekeine sehr weitverbreiteteoder größereAnwendung gefunden.Der interessierte
Leser sei auf die einschlägigeLiteratur hingewiesen.[z. B. BURRIDGE, STEPPELER u.
STRÜFING (1986),STEPPELER (1987)].Schließlichhatsich in derfolgendenEntwicklung
eineweiterenumerischeMethodeals sehreffizientzur Erreichung ökonomischerZeitschritte
bei der Numerischen Integrationerwiesen, da deren Differenzenschematahohe Stabilität
aufweisen.Es handelt sich um die sogenannte„Semi—LagrangescheMethode“, die heute
bereitsfesterBestandteilnumerischerVorhersage—Modellegewordenist und auch mit der
„SpektralenMethode“gernekombiniertwird. Es gelingthiebeidie Vorteile beiderVerfahren
optimal auszuschöpfen.Im Zuge der „Gitterpunktsmethode“,mit welcherwir uns zunächst
beschäftigenwerden,stellt sich, wie schon erwähnt,die Aufgabe, die in den Gleichungen
auftretendenräumlichen und zeitlichen Ableitungen durch entsprechendediskrete, d.h.
endliche Differenzenzu approximieren.Den Vorgang der Umsetzungvon Differentialenin
äquivalenteDifferenzennenntmandeshalbauch„Diskretisation“.

3.1.1 Räumliche Diskretisierung

Wie es dem Charakterjeder Approximation entspricht,ist die Diskretisationnatürlichmit
einem gewissenFehler behaftet.Zunächst betrachtenwir eine beliebigeFunktion f (x) und
entwickelndiesein einerTaylor-Reihe

Ax32
AX +

3!
f(xiAx)=f(x)if'(x)Ax+f”(x) 2! _f'"(x) (3.1)
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Lösen wir dieseGleichung für die ersteAbleitung f '(X), wobeiwir zunächstdasPluszeichen
verwenden,dannerhaltenwir

f'(x)= f(x+lx‘)_f(x)+n (3.2)
X

Hiebei bedeutetR dasRestglied

” A III A 2R=[—f (X)—ä—f (x) ; ....) (3.3)

der verbleibendenTerme in derobigenReihe (3.2).DiesesRestgliedwird vernachlässigtund
deshalbauch als Abbruchfehler oder „Truncation—Error“bezeichnet.Seine Größenordnung
wird durchdie kleinstein R vorkommendePotenzvon AX durchO(AX ) charakterisiert.Man
sagtdann,dassdie Approximationvon der GenauigkeitR = O(AX) oder von 1. Ordnung
genau ist. Nach Vernachlässigungvon R stellt (3.2) eine sogenannte„vorwärtsgerichtete“
Differenzenapproximation(forwarddifferenceapproximation)dar.Verwendetmanhingegen
das Minuszeichen in (3.1), dann erhält man eine „rückwärtsgerichtete“
Differenzenapproximation(backwarddifferenceapproximation).Bilden wir die Differenzder
beidenReihenentwicklungenin (3.1)durch

AX32
AX +

3!
f(x +AX)= f(x)+f'(x)Ax +f"(x) 2! _ f"'(x) und

2 3
_f(x_Ax)=_f(x)+ff(x)kx_f"(x)%ifm(x)A3f

dannergibtsich nach f '(X) aufgelöst

f,(x)=f(x+Axägi(x—AX)+R* (3.4)

AX2
wobei R*= [—f'"(x) ? ....]

bedeutet.Bei VernachlässigungvonR* erhaltenwir eineNäherungderOrdnungO(AX2)und
(3.4) stellt eine sogenannte„zentrierte“Differenzenapproximation zweiter Ordnung dar.
Summiert man die beiden Reihen (3.1), dann erhält man nach Auflösung für f "(X) die
Relation

f"(X) : f(x + AX)—2f(x) + f(x —AX)A2 +R** (33
X

2
mit R ** = [—2f”(x) “; ...]
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d.h. auch diese Approximation ist nach Vernachlässigungvon R** von der Genauigkeit
O(AXZ) und somit eine Näherung zweiter Ordnung. Im allgemeinengilt für numerische
Differenzenschemata,dass, je höher die Ordnung des „Truncation-Errors“mit Bezug auf
AX ist,sich die Approximationumsogenauererweist.Da wir es in derAtmosphärehäufigmit
Wellenbewegungenzu tunhaben,liegtes nahe,die endlichenDifferenzenapproximationenan
Hand einer einfachen harmonischenWelle hinsichtlich ihrer „Approximationsgüte“zu
untersuchen.Setzenwir

f(x) : Aksinx (3.6)

wobei k : 27c/L die Wellenzahlund A die Amplitude bedeutet.Da wir in diesemAbschnitt

überwiegend1—dimensionaleSchematabehandeln,wird für die Wellenzahl k)(= k gesetzt.
Für dieAbleitung in derX—RiChtungergibtsichdannexaktanalytisch

f'(X) : Akcosx (3.7)

Setzenwir nunmehr(3.6)in die Differenzenapproximation(3.4)unterVernachlässigungvon
R* ein, dannerhältman

f,(x)a : sink(x+ AX)—smk(X—AX) (3.8)

2AX

wobeidasSubskripta denapproximiertenWertderAbleitungsignalisierensoll.Mit Hilfe des
trigonometrischenAdditionstheorems

sin(kxir kAX): sinkxcoskAXi coskXsinAX

ergibtsich sofort

sinkxcoskAX+ coskxsinkAX—sinkxcoskAX+ coskXsinkAX
f' X = A( ). „(

unddaher

f’(x)a : Acos kXsmkAX (3.9)

AX

Bildet man schließlichdenQuotientenvon f '(X)a der approximiertenund f '(X) der exakten

Lösung,dannerhältmaneinenAusdruckfür dieGütederNäherungdurch

f'(x)a _ sinkAX
3.10

f'(X) kAX ( )

Trägt manden Verlauf diesesVerhältnissesals Funktionder dimensionslosenZahl kAX auf,
dann kannman dem Graphenvon (3.10)(s. Abb. 3.1) leicht entnehmen,dassdie normale
zentrierteDifferenzenapproximationeine gute Näherung ist, wenn kAXden Wert 1 nicht
wesentlichübersteigt,d.h. wenndie WellenlängeL der untersuchtenWelle nichtviel kleiner
als 6AX ist. Wenn wir z.B. einenRaumschrittvon AX : 300 km annehmen,dannwird der
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„Truncation—Error“für Wellenlängenkleinerals L = 1800km intolerabelgroß,da sich das
Verhältnis

sinkAX

kAX

demWert 1nähert,wenn AX gegenNull geht,da für kleineArgumentesinkAX& kAX ist.
Deshalbistes aberoffensichtlich,dassdieGenauigkeitderApproximationzunimmt,wenn
dergewählteRaumschrittAX kleinerwirdbzw.gegenNull geht.

D(Ax“)

Abb.3.1DasVerhältnis(3.10)alsFunktionvonkAXfürApproximationen2.und4.Ordnung[nach
THOMPSON(1961)].(DieApproximation4.0rdnungwirdimAbschnitt3.8imDetailabgeleitet)

Man siehtausderAbb. 3.1, dassbei ErhöhungdesOrdnungsgradesdie Näherungwesentlich
besserwird understabetwaL = 1000km derFehlerdie gleicheGrößenordnungerreichtwie
bei der Näherung zweiter Ordnung. Allerdings erweisen sich die Differenzenschemata
höhererOrdnungmit Hinblick auf denRechenaufwandals wesentlichteurer.Wir werdenauf
solcheSchemataspäternochzurückkommen.

Der einfachsteWeg, ein Gitterpunktssystemzu entwerfen,bestehtdarin, eine Menge von
Maschenpunkteneinzuführen,die ein bestimmtesGebietder Länge LXbzw. derBreite Ly in

gleicheIntervallemit der GitterdistanzAX : Ay : d teilen.Die Längen(1bezeichnetmanals
Gitterdistanz(gridpoint lenght).Die Anzahl derGitterintervallewirdmit I in derx-Richtung
und J in der y-Richtungdefiniert.Den Ursprungkannmanz.B. in die linke untereEcke des
Gittersystemslegen(5.Abb. 3.2).Nunmehrsuchenwir die ApproximationderFunktionu = u
(X, y) an den diskretenPunkten X : iAX und y : jAy, wobei i, j natürlich immer ganze
Zahlenwertei : 0,1,2,3,4...........I bzw.j : 0,1,2,3,4.........J annehmen,d.h.wir wollenausdem
Gitter (I+1).(J+l)Wertevon uij entnehmen.Nun müssenwir uns aberklar machen,dassdie

Kenntnis von Werten uij an einer Reihe von Punkten P(iAX,jAy) auch bei optimaler

Approximation,d.h. bei einem sehr dichtenGitternetzmit kleinem d wenigerInformation
bedeutetals die Kenntnisder kontinuierlichenFunktionu (X,y). Nun wollenwir zunächstder
Einfachheit halber unsere Betrachtungenin eindimensionalerForm vornehmenund die
Funktionu (X)durcheineFourier-ReihederForm

u(x) : a?0+ (akcoskX+ bksinkX)
k=l

annähern.IndeserBeziehungist k : 27t/L wiederdieWellenzahlmit derWellenlängeL.
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Abb.3.2SchemaeinesräumlichenGitterpunktsystems

Man kanndieWellenlänge L auchdurch L = L% mit derLängenausdehnungdesGittersin

X-Richtung LXdefinieren.Deshalbkannmandie obigeFourier-Reiheauchin derForm

“ n' 27tix
ux =—°+ a.2cos +bsin() 2 +;[ . L ]

LX )(

schreiben.Nun können wir aber aus den (I+1)Werten ui nicht alle Koeffizienten der

unendlichenReihe bestimmen,aber immerhin (I+1)verschiedene ai bzw.b„ Die (I+1)

Werte ui definierennäherungsweisedenWert aound so viel als möglichder Koeffizienten

ai bzw.bi im langwelligenBereichderReihe,d.h. für die Koeffizientenfür

Von diesenKoeffizientenhatdermit i : I/2die kürzesteWellenlänge

_L/_L‚. __ i—A2—2Lx/I

Da aber I : LX /AX ist, folgt schließlichunmittelbar

L : 2Lx /(Lx/AX) : 2AX

EntsprechendunsererWahl könnenwir nunmehreindeutigsagen,dassausdenWerten ui an
den diskretenPunkten X : iAXkeineWellenlängenkleiner als L : 2AXauflösbarsind. Das
gleicheErgebniserhaltenwir auchausderRelation(3.10)mit

f'(x)a _ sinkAX
/ _ = 0f (X) kAX

Bildlich gesprochenkann man sagen,dass das „Auge“ unseresGitters alle Wellenlängen
kleiner als 2 AX „übersieht“.Vorhin habenwir gesehen,dass der „Truncation—Error“ein
Maß darstellt, in welchem Grade der Differenzenquotientden Differentialquotientenbei
gegebenemRaumschrittAX annähert.Als Maß derAnnäherunghabenwir hiebeidie kleinste
Potenz von AX, welche im Restglied R aufschien, definiert. Damit eine numerische
Approximationkonsistentist, muss sie zumindesstvon 1. Ordnung genausein,d.h. es muß
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somitR : O(AX) gelten.„Konsistenz“einerendlichenDifferenzenapproximationheißt,dass
sich die Näherung einer Ableitung der „wahren“ Ableitung selbst annähert,wenn das
Gitterintervalld gegen Null geht. Es gibt eine große Reihe von Möglichkeiten die erste
AbleitunganeinemPunktdurch„endliche“Differenzen(finitedifferences)zu approximieren.
Wichtig und entscheidend ist, dass sie der Konsistenzforderungentsprechen.Dieser
entsprechenoffensichtlichauchdie nachstehendenApproximationen:

(Ö_uj ; _u„‚_ ul UnzentrierteVorwärtsdifferenzüber AX
BX , AX

3u u. —u_] . .. .. . ..— & ‘—' UnzentrierteRuckwartsd1fferenzuber AX
BX , AX

Bu u.+l—u. . . ..
— E ‘———' Zentr1erteDifferenzuber AX
dx i+l/2 AX

du u.+1—u._l . . „
— ; —'———'— Zentr1erteDifferenzuber2AX
BX i 2AX

3.1.2 Endliche Difi‘erenzenschemata (finite difierence schemes )

Die algebraische Gleichung, die man erhält, wenn eine Differentialgleichung durch
entsprechende endliche Differenzenapproximationen in eine Differenzengleichung
umgewandelt(= diskretisiert)wird, heißt eine „endliche Differenzenapproximation“oder
auch ein „endlichesDifferenzenschema“.Zum Studium eines solchenDifferenzenschemas
bedientmansich ambesteneiner linearisiertenGleichung,umdie bei einersolchenmögliche
exakte,analytischeLösung mit der zugehörigennumerischenLösungvergleichenzu können.
Ein solches System von großem meteorologischenInteressebietet sich zunächst in der
sogenannten„linearenAdvektionsgleichung“

a—“+e3“ —0 (3.11)
dt Ö_X

an, wobei c die konstantePhasen- oder Advektionsgeschwindigkeitin der x-Richtung
darstellt.Damit istdieGleichung„linear“.Die AdvektionsgleichungbeschreibtdieAdvektion
einer abhängigenVariabelnbzw. derenzeitlicheÄnderung,verursachtdurchdie Advektion.
Sie stellteinen äußerstwichtigenTeil im SystemprognostischerGleichungendar und wird
uns

t ff II.} + 1)At

l. \! a+

«[ — 1>At)(
(11)Ax 1Ax (IH)/3x

Abb.3.3RaumzeitlichesGitterschema
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sehrhäufigals Basis für die Diskussion vieler Problemeder numerischenMethodendienen.
Die abhängigeVariable uf (v : Zeitindex) stellenwir entsprechendunserenbisherigen
Überlegungenan einemraumzeitlichenGitterschemadar. Nunmehrdiskretisierenwir (3.11)
in RaumundZeit, wobeiwir hier zunächstwillkürlicheineVorwärtsdifferenzin derZeit und
eine Rückwärtsdifferenzim Raumschrittwählen.Wir erhaltendann für den raumzeitlichen
GitterpunktmitdenKoordinaten(iAx,vAt)(s.Abb.3.3)dieBeziehung:

V+'_ .V ‚v_ .Vui un+Cul un—l=() (3.12)
At AX

Die Gleichung (3.12)ist eine von vielen,möglichenDifferenzenschemata,die als konsistent
zu betrachtensind,d.h.es nähertsich derzugehörigenDifferentialgleichung, wennAX undAt
gegenNull gehen.Damit dürfenwir erwarten,dassdie ausdemendlichenDifferenzenschema
folgende Lösung sich der Lösung der Differentialgleichungnähert,d.h. (3.12)nähertsich
(3.11).Die Lösungvon (3.12)nenntmaneine„numerischeLösung“. Letzterekannmandann
mit der exakten,analytischenLösung, wie sie für die meistenlinearenGleichungssysteme
vorliegt,vergleichenund damitAufschluß überdie Eigenschaftender „numerischenLösung“
gewinnen.Betrachtenwir nun u,"alseineapproximierteLösungfür (iAx,vAt),dannwird der
FehlerdernumerischenLösungdurch

8= uf —u(iAx,vAt)

auszudrückensein. Leider können wir diesen Fehler in der Praxis im allgemeinennicht
bestimmen,da wir es in der atmosphärischenRealität ausschließlichmit nicht-linearen
Gleichungenzu tun haben,für welche in der Regel keine exaktenLösungenbekanntsind.
Man kannaberauch in diesemFall ein Maß für die Genauigkeitdes numerischenSchemas
finden,wennmandie wahreLösung „post festum“in das numerischeSchemaeinführt.Die
wahreLösungwird selbstverständlichdie numerischeGleichungnichtexakterfüllenundman
muß einenZusatzterm8 addieren,um die Gültigkeitder Gleichung zu bewahren.Für (3.12)
ergibtsichdann

u[iAx,(v+ 1)At]—u[iAx,vAt]+Cu[iAx,vAt]—u[(i—1)Ax,vAt]
=8 3.12a

At AX ( )

Der Term 8 kanndementsprechendals „Truncation-Error“desendlichenDifferenzenschemas
betrachtetwerden.Man kanndies leichtdemonstrieren,wennmandie „wahrenWerte“ u an
den Punkten [iAx,(v+ 1)At] und [(i—1)Ax,vAt] des Raumzeitgittersin einer Taylor—Reihe
entwickelt

V 2 V 3 V
uf“=uf+[a—uj At+l 85 At2+l 3? At3+..........

at , 2 at i 6 dt‘ i

bzw.

v 2 V 3 V
—cuf_l=—cuf+c ö_u)Ax—£ Bu AX2+£ 9—2 Ax3+ ..........

8x i 2 dx i 6 dx i



wobei der einfacherenSchreibweisehalberjeweils in den Indizes AX und Atweggelassen
haben.Setzenwir dieseBeziehungenin (3.12)ein,dannergibtsichsofort

v 2 V 3 V
[d_u] +[l Ö_;l At+l du At2+ .....]
at , 2 at 6 at i

2 3 V
...+ c[a—u)iV—c%[8__u;AX_l Bu AX2+„..]=O

8x ÖX2 6 8X3 i

Aus dieserBeziehungersiehtmanleicht,dassder„Truncation-Error“8mit

2 3 " 2 " 3
=%[ 3“ At+la—‘jl At2+ .....]—c[la—u Ax———a—3 AX + ]

82t 6 dt“i 2 3x2 i 6 8x3 i

ident ist. Das abgeleiteteDifferenzenschemaist deshalb von 1. Ordnung genau, da die
niedrigstenPotenzenin 8gleich AX und At sind.Man schreibtdeshalbauchsymbolisch

&=O(Ax, At)

Damit erweist sich auch dieses Differenzenschemaals konsistent, womit sich die
Differenzengleichung(3.12)mit AX,At —>OderDifferentialgleichungnähert.Wir sehenalso,
dass man den „Truncation-Error“ durch entsprechendeVerkleinerung der Raum- und
Zeitschrittebeliebig klein machenkann. Grenzen setzt in der Praxis aber hier der daraus
resultierendeRechenaufwand,denn jede Verkleinerung der Raum- und Zeitinkremente
bedeutet eine Vermehrung der Gitterpunktszahl und damit der notwendigen
Rechenoperationen(s. hiezu auch Kap. 1).Obwohl der Truncation-Erroreineskonsistenten
SchemasdurchReduktionder InkrementeAXundAt beliebigklein gemachtwerdenkann,ist
dies noch keine Garantie, dass sich auch der Fehler der numerischenLösung ebenfalls
entsprechendverkleinert. Mit diesen Fragen werden wir uns im folgenden Abschnitt
beschäftigen.

3.1.3 Konvergenz und Stabilität numerischer Lösungen

Zunächstwollenwir unszweigrundlegendeFragenstellen:

1.) Wie verhältsich der Fehler uf —u(iAx,vAt), wenn für eine festgelegteZeitspanne
vAtdie RaumundZeitschritteAX undAt gegenNull gehen?

Die Beantwortungdieser Frage hängt mit der „Konvergenz“ einer numerischenLösung
zusammen,d.h. wenn der Fehler durch Verfeinerungdes Gitters (Ax,At —>0) sich Null
nähert, spricht man von Konvergenz der numerischen Lösung. Ein numerisches
Differenzenschema ist vor allem dann „konvergent“, wenn sich für jede beliebige
Anfangsbedingung eine konvergente Lösung ergibt. Die „Konsistenz“ eines
Differenzenschemasgarantiertkeinesfalls seine Konvergenz. Um die gestellte Frage zu
klären, verwenden wir die Gleichung (3.11) und verändernjetzt [ s. MESINGER u.
ARAKAWA (1976)]die unabhängigenVariabelnX,tin &,t,wobei
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&,5 X—ct (3.13)

bedeutet.Gleichzeitigtreffenwir die Übereinkunft,dass

u(x.t)= Ulä(x‚ t).tl (3.14)

ist. Für die lokale Ableitung von (3.14)nach der Zeit erhaltenwir unterZuhilfenahmeder
Kettenregel

Bu _au a_g au Bt+_
at 373 at at 3?

Gleichzeitigergibtsich aus(3.13)für die zeitlicheAbleitungvon&

a£— a(x— ct):-
at at

wasin die obereBeziehungeingeführt,sofort

a_u_a_U_ a_U (3....
at at BE,

ergibt.Fernergelangenwir mit (3.14)ebensozu

Bu BU B_ä‚+BU Bt BU_ _ 3.16
°ax °[a—g_+ax Bt—a_x) °ag ( )

weil Bé/Bx= 1 und Bt/BX= 0 ist. Setztman (3.15)und (3.16)in (3.11)ein, dannerhältman
unmittelbar

B

U kannsomitkeineFunktionderZeit sein,wohl abereine solchevon E,.Daher istmit (3.14)
und(3.17)

u=f(x—ct) (3.18)

eine Lösung der “linearen”Advektionsgleichung(3.11),wobeif einebeliebigeFunktionsein
kann.Da dieseLösungaucheinerbeliebigenAnfangsbedingungu(x,0)= F(X)genügt,ist

u=F(x—ct) (3.19)

die allgemeineLösungder linearenAdvektionsgleichung(3.11).BetrachtetmandieseLösung
in einerX, t—Ebene,dannkannmanleichtsehen,dassdieseLösungentlangderGeraden

(X—ct)= const.

einenkonstantenWertannimmt(s.Abb.3.4).
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x—ct : const.= x0

t u=const. = u(xo,0)

-Ct=COIISI.

V
X0

Abb3.4Eine„Charakteristische“derlinearenAdvektionsgleichung

GeradedieserArt nehnntman„Charakteristische“der Advektionsgleichung.Man kannauch
sagen,dassdie Lösungentlangdieser„Charakteristischen“fortschreitet.Nunmehrkehrenwir
zur Konvergenzfragezurück. Hiezu betrachtenwir eine beliebige„Charakteristische“durch
den Ursprung Aoeines Gitterschemasund einen GitterpunktA. Die „wahre“ Lösung in A

muss unserenÜberlegungengemäßgleich dem Anfangswertin A0 sein (3.Abb. 3.5). Die

numerischeLösung der G1. (3.12)wird hingegennur von den Wertenu (iAx,vAt), die auf
oderrechtsdergestricheltenLinie in Abb. 3.6 liegen,bestimmt.

Abb.3.5Einemögliche„Charakteristische“unddieLagedesAbhängigkeitsbereiches

Den rechts der gestrichelten Linie liegenden Bereich nennt man auch den
„Abhängigkeitsbereich(domainof dependence)“desNumerischenSchemas.Der Gitterpunkt
A0 liegt außerhalbdiesesEinflussbereiches und kanndeshalbdie numerischeLösung nicht

beeinflussen.Aus diesemUmstandkönnenmitunterbeachtlicheUnterschiedezwischender
exaktenunddernumerischenLösungresultieren.Reduziertman dieRaumundZeitschritte
AX undAt um einen gleichen,relativenBetrag,dann verändertsich der Einflussbereichder
numerischenLösung in seinem Verhältnis zur Charakteristischennicht, d. h. solangedas
Verhältnis Ax:At unverändertbleibt, kann auch die Verfeinerung des Gitters keine
Fehlerreduktionin dernumerischenLösung liefern.

Die notwendigeBedingung für eine kontinuierlicheFehlerreduktionund damitKonvergenz
derLösung ist daherfolgende:
Die „Charakteristische“,welchedie wahreLösung amGitterpunktA definiert,mussinnerhalb
des„numerischen“Abhängigkeitsbereichsliegenbzw. ihrenUrsprunghaben.Das ist abernur
dannderFall, wenndie „Charakteristischen“einensteilerenAnstieg in derX,t—Flächeals die
Begrenzung des Abhängigkeitsbereiches(gestrichelteLinie in Abb. 3.5) haben. Diese
Bedingungist im allgemeinenerfüllt,wenn
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cAt € AX (3.20)

ist. Somit ist (3.20)die notwendigeBedingungfür die Konvergenzder numerischenLösung
der Differenzengleichung(3.12).Man kann sich dies durch die nachfolgendeAbb. 3.6 sehr
plakativveranschaulichen.

Als nächsteFrageerhebtsich [s.MESINGER u. ARAKAWA (1976)]:

2.) Wie ist das Verhalten des Fehlers uf —u(iAx,vAt), wenn für festgehalteneWerte

AX undAt die Zahl derZeitintervalleansteigtundv gegenN geht?

Die Beantwortungdieser Frage führt auf das Problem der „Stabilität“einer numerischen
Lösung. Zu ihrerBeantwortungbietensich verschiedeneMethodenan. Wir wollen uns hier

ac) . lo)" "1V4'4 €r / ‘ l,v+1
: / //

1 / , ”/ CAi<Ax,/ /‚/
// At , / / Al-

/ // //// ; ‚I
/ _/,/ - Al

3/ />" ':
L""N AX: CAT an l.‘1,V Ax fillv }

Abb.3.6Charakteristischefürc.At=AXundc.At’<AX
a.) CharakteristischeundGrenzedesAbhängigkeitsbereichesfallenzusammen
b.) DieCharakteristischeweisteinensteilerenAnstiegauf,weilAt’<Atist

Erneutwerdenwir uns der linearisiertenGleichung (3.11)bedienen,da für diesebekanntlich
analytische Lösungen existieren, an welchen die Güte der numerischenLösung durch
Vergleich gemessenwerdenkann.Die Lösung für eine lineareGleichungkannmitunterdurch
eine Fourier—Reiheausgedrücktwerden, wobei jede einzelne harmonischeKomponente
ebenfallseine Lösung darstellt.Somit genügtes, die Stabilitätan Hand einerHarmonischen
zu untersuchen.Die Stabilität aller zulässigen Harmonischenstellt dann die notwendige
BedingungderStabilitätfür die LösungdesnumerischenSchemas bzw. derDifferenzenglei-
chungdar.Für die Gleichung (3.11)kannmandie folgendeanalytischeLösungangeben:

u(x,t)=Re[U(t)expikx] (3.21)

wobei wieder k=2n/Ldie Wellenzahl in der X—RiChtungund U(t) die zeitabhängige
Amplitude der Welle darstellt.„Re“ soll anzeigen,dass nur der „Realteil“ der Wellenlösng
relevantist. Setztmandie Relation(3.21)in (3.11)ein, dannergibtsich

£exp(ikx)+ iko exp(ikx)= 0 bzw. % + iko = 0 (3228‚b}
dt

Aus der partiellenDifferentialgleichung(3.11)ist somit, da (3.22)nur noch eine abhängige
undeineunabhängigeVariableenthält,einegewöhnlicheDifferentialgleichunggeworden,für
diemandie nachstehendeLösung

U(t) : U(0)exp(—ikct) (3.23)
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findet, wobei U (0) den Anfangswertder Wellenamplitudezum Zeitpunktt = 0 bedeutet.
Durch Einsetzenvon (3.23)in (3.21)erhältmanschließlich

u(x,t): Re[U(0)expik(x -—a)] (3.24)

JedeWellenkomponentek wird mit der konstantenGeschwindigkeitc entlangder x-Achse
ohneAnderungderAmplitudeadvektiert.Nun erinnernwir unsandieGleichung(3.12)

v+l v v v
ui _ui +Cui—ui—IZO
At AX

die in etwasgeänderterForm auchmit

uf“ : (1—„)uf +|.tuf_1 (3.25)

geschrieben werden kann, wobei u=cAt/Ax bedeutet. In diese Gleichung setzen wir
nunmehreine„diskrete“LösungderForm

u; : Reluv expik(iAx)J (3.26)

ein, wobei U" die Amplitude am Zeitpunkt v bedeutetund der Gitterindexdurch i zur

Unterscheidungvon i = \/—1ersetztwurde Aus (3.25)ergibtsichdann

UV“ = (1—u)U" +uU” exp(—ikAx) (3.27)

Die Gleichung (3.27)versetztuns in die Lage, dasAmplitudenverhaltenmit derZeit einerzu
untersuchendenWelle, wenn v zunimmt, zu studieren. Wir definieren deshalb einen
„Amplifikationsfaktor“?»durchdie Relation

U”1 : ÄU" bzw. |U"+1=1Ä11U"

Fürjede„stabile“harmonischeLösung (3.26)kannmanfordern,dass

V
=2 U°|(B1U"

ist, wobei B eine endliche Zahl bedeutet,d.h. die Amplitudenänderungbleibt in gewissen
Grenzen.Aus der letzterenBeziehungergibtsich durchLogarithmierender rechtsstehenden
Ungleichung

v 1n|2.|( 1n[B/|UO|JEB' (3.28)

wobei B' eine neue Konstantedarstellt.Da die Anzahl der Zeitintervalle,überwelche wir
unsereBetrachtungerstrecken,durchdenAusdruck v = t/At gegebensind, kannman (3.28)
auchin derForm
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mwg[%JXt 62%

schreiben.Fordernwir nunmehr,dassdie Lösung in einem endlichenZeitabschnittt = NAt
(z.B. innerhalb einer bestimmtenPrognosezeitspanne)unter einer bestimmtenSchranke
bleibt,dannkannmanin symbolischerSchreibweisedie GeltungderRelation

mp.|s O(At) (3.30)

erwarten. Definiert man schließlich [M= 1+6, dann ergibt sich für 8 << 1 die bekannte

Näherungsformelln(1+ 6)z 5unddamit

550@0 630

oderschließlichauch

|X|s 1+O(At) (3.32)

DieseRelation(3.32)stelltdie notwendigeStabilitätsbedingungnachv. NEUMANN dar.Die
NEUMANN sche Bedingung lässt auch exponentiellesWachstum zu, wenn dies mit der
ursprünglichenDifferentialgleichungim Einklang steht, d.h. die wahre Lösung dieser
tatsächlichexponentiellwächst[s.a.HALTINER (1971)].

Wenn wir hingegen wissen, wie im Falle der linearen Advektionsgleichung,dass die
Amplitude der wahren Lösung nicht wächst, dann genügt es |7»|£1als hinreichende

Stabilitätsbedingunganzusehen.Diese Bedingung ist wesentlichweniger strengals (3.32).
Setztmannunmehr

UV+I: ÄUV

in die Gleichung (3.27)ein, dannerhältmansofort

).= (1—„)+ uexp(—ikAx) (3.33)

Mit Hilfe der EulerschenIdentitätexp(—ikx)=coskAX—isin kAX könnenwir (3.33)in die
Form

X = [1—u(1—coskAx)]—i[usinkAX]

bringenund anschließend?»als „komplexe“Zahl ?»= a—ib auffassen.Der Absolutbetrag
dieserkomplexenZahl istaberbekanntlich

w=@utn%

Aus dieserÜberlegungergibtsich
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?»2= [1—11(1—coskAx)]z—i[j.tsinkAx]2

wasnachAusführungdesQuadratsundentsprechenderUmformungschließlichzu

|2.12= [1—2„(1—„)(1—coskAX)] (3.34)

führt. Aus (3.34) erkenntman sofort, dass als hinreichendeStabilitätsbedingungfür die
lineareAdvektionsgleichung(3.25)die Relation (1—11)2 0 geltenmuss,dennfür u = 1folgt

aus(3.34)pt|= 1undfür 0(„( 1

Ikl<1

wasmit demStabilitätskriteriumvonNEUMANN identist. Die Beziehung(3.34)liefertaber
noch weiteresehr wertvolle Aufschlüsse über das Verhalten der numerischenLösung [s.
MESINGER u. ARAKAWA (1976)].TrägtmanKurvenfür fixierteWertederWellenlängeL

m em D1agrammmit m als Ord1nateund u als Abszrsseem, dannkannmand1eVar1at10n

von [KImitustudieren.

Die Abb. 3.7 zeigt die |k|2—Kurven aus (3.34)durchgehendals Parabeln.Nun erinnernwir

uns, dass die kleinste noch auflösbareWelle in unseremGitter mit 2Ax ermitteltwerden
konnte,d.h.diemaximaleauflösbareWellenzahlliegt bei

2n_ 27c nk ___ __
MAX L 2AX AX

Weitere Kurven im Diagramm sind für L = 4AX bzw. k=1t/2AXund L = 8AX bzw.

k = n/4Axdargestellt.Die ersteAbleitungvon |7»|2nach11ergibt

a|2.|2_ : —2(1—2u)(1—coskAX)
811

Für 11= 1/2ergibtsichdeshalbfürjedebeliebigeKurve |7»|2einMinimum, da

3|7»l2 aW—— = und —) 0
Bu Bu2

ist. Aus der Abb.3.7 kann man entnehmen,dass sich mit wachsenderWellenlänge der
Amplifikationsfaktorfür jeden u —Wert 1 nähert.Außerdem zeigt sich, dass im stabilen

Bereich [XI(1 für alleWerteu<1ausder numerischenLösungeineDämpfungerfolgt.Da die

„wahre“Lösung abereine konstanteAmplitude aufweisenmuss, rührtdieserEffekt von der
„numerischenApproximation“ her. Diese Dämpfung bzw. dieser Fehler gegenüberder
„wahren“Lösungwächstmit abnehmenderWellenlängeL bzw. mit wachsenderWellenzahl
k. Bei der kleinstenWellenlänge L = 2AX bzw. k = TC/AXwird der Fehler maximal. Der
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Fehlerkann,wennAt nichtextremklein gehaltenwird, für Wellenmit der LängeL = 2AX so
groß werden,dass im Zuge einer numerischenIntegrationdiese Welle schon nach einem
Zeitschrittvöllig ausgelöschtwird. Wir sehenalsoerneut,dassunserGitternetz,die verschie-

|
E L : 4Ax
} L _ 82h?1 _____________________________________

il
i
1

0.5- \ / i\\ // 3
\ / 5
\ / 3/ _\\ / L — 2.4.1\

/ 1
\\ // :

0 \ _l=/ :
0 0.5 1 1.1E cAt/Ar

2
Abb.3.7m -KurveninAbhängigkeitvon11fürverschiedeneWellenlängenL

[ausMESINGERu.ARAKAWA(1976)]

denenWellenlängenmit einemsehr„selektiven“Auge registriert.Je kleinerdieWellenlänge
ist,desto„kurzsichtiger“scheintdie Gitterpunktsmethodezu sehen.Mit Hinblick darauf,dass
EDV-Anlagen Datenmengennicht unbegrenztspeichern können, haben wir es noch mit
einem anderenmathematischenFehler zu tun. Dieser fällt vor allem bei der Berechnung
höhererAbleitungen ins Gewicht und wird als „Round-off-Error“ oder „Rundungsfehler“
bezeichnet. THOMPSON (1961) konnte zeigen, dass der „Round-off-Error“ durch
Verminderungder Gitterdistanznoch verstärktwird. Andererseitsdarf aberdie Gitterdistanz
nicht beliebig vergrößertwerden,da dann der viel ernstere„Truncation-Error“wieder voll
zuschlägt. Während die Erweiterung der Speicherkapazität von EDV—Anlagen zur
Verminderungdes „Round—off—Errors“beiträgt,können„Round-off-Errors“im Anfangsfeld
auch durch eine geeigneteFiltertechnikeingeschränktwerden [ S.THOMPSON (1961)und
SHUMAN (1957)].

Aus denbisherigenÜberlegungenkönnenwir abschließend[s.a.HALTINER u. WILLIAMS
(1980) oder RIDDAWAY/HORTAL (2000)] für die Konvergenz und Stabilität einer
numerischen Lösung, wie bereits in Abschnitt 1.5 überblicksweiseerwähnt, nunmehr
detailliertzusammenfassen:

1.) Die numerischeLösung einesendlichenDifferenzenschemasist konvergent,wennsie
sich für einfixesZeitintervallNAt derLösungderDifferentialgleichungnähert,sobald
die InkrementeAX undAt gegenNull gehen.

2.) Wenn ein numerisches Differenzenschemaeine konvergente Lösung für jede
beliebigeAnfangsbedingungliefert,bezeichnetmandiesesgleichfalls„konvergent“.

3.) Ein numerischesDifferenzenschemaist stabil, wenn seine Lösungen gleichförmig
begrenzteFunktionendes Anfangszustandesfür alle genügendkleinenZeitschritteAt
bleiben[RICHTMYER u. MORTON (1967)].

4.) Wenn die Lösungen der Differentialgleichungenzwar in Grenzen bleiben, ist das
zugehörige,numerischeDifferenzenschemadennochinstabil,sofernefür einen fixen
räumlichenSchrittAX und homogeneRandbedingungenAnfangsstörungenexistieren,
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für welchedie numerischeDifferenzenlösungunbeschränktwächst,sobaldv gegeno<z
geht. Diese Definition impliziert eine noch strengereForderungals die Definition
unterPunkt3.

5.) Ein Satz von Differentialgleichungenist, unbeschadetder Punkte 3. und 4. stabil,
wenn der kumulative Effekt aller „Round-off—Errors“ bei wachsendem v
vernachlässigbarbleibt.

Erwähnt sei hier noch zusätzlich das LAX’sche Aquivalenztheorem[RICHTMYER u.
MORTON (1967)],welchesbesagt,dass

6.) für ein entsprechendformulierteslinearesAnfangswertproblemundeineendlicheDif-
ferenzenapproximation,welche„konsistent“ist, „Stabilität“die notwendigeund hin-
reichendeBedingungfür „Konvergenz“ist.

Wir sehenalso,dassbei numerischenApproximationenim Zuge derpraktischenAusführung
der Integrationunbedingtauf Konsistenzund Stabilitätzu achtenist, damitKonvergenzder
Lösungengewährleistetwerdenkann.Mit verschiedenenMethodendieseEigenschafteneiner
numerischen Lösung zu gewährleisten,werden wir uns daher in der Folge noch zu
beschäftigen haben. Zusammenfassendsei hier erwähnt, dass es drei Methoden der
Stabilitätsanalysegibt. Die sogenannte„Energiemethode“,die „Matrixmethode“und die
„Fourier-Methode“nachv. NEUMANN. EinschlägigeLiteraturfindetder interessierteLeser
bei HALTINER u. WILLIAMS (1978)oderRIDDAWAY/HORTAL (2001).Wir wollenhier
nurdie ammeistenin derNWP verwendeteMethodenachv. NEUMANN näherbeschreiben.
Im allgemeinenist diese Methode leicht anzuwendenund gestatteteinen gutenEinblick in
ihre Funktionsweise. Wir gehen hier wieder von der eindimensionalen, linearen
Advektionsgleichung

Bw Bw_ U—=O
Bt + BX

aus.Als Anfangsbedingungsoll

w(x,0)= Ck exp(ikx) mitderWellenzahlk = 2n/L

gelten.Wir kennendanndie „analytische“oder„wahre“Lösungaus

\|J(X,t)= Ckexp[ik(x—Ut)]

Nun betrachtenwir die Differenzengleichung,derenAnfangsbedingungdurch

w?= Ck exp(ikxi)

gegebenist.Die generelleLösungresultiertnunaus

W = (?»k)VCkexp(ikx,)

wobei M eine komplexeGröße darstellt,welchevon demendlichenDifferenzenschemaund
derWellenzahlk abhängt.Wenn
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?»k= |Kklexp(i0)

ist, wobei |?»kldie fraktionelle Änderung in der Amplitude pro Zeitschritt und @ die

Informationüberdie Phaseangibt,dannresultiertdie Beziehung

\!!(X,t)= Ckl?»klvexp[ik(xi +Vke)]

Der Vergleich dieser diskretenLösung mit der anfangsangegebenenanalytischenLösung
bedingtdie nachfolgendenSchlussfolgerungen:

1.) Das diskreteSchemaist stabil,wenn|?»kl£ 1für alle k ist.

2.)Das NumerischeSchemabedingteineDämpfungD, wennproZeitschrittD = |?»kl< 1

ist. IstD = 1,dannistdasSchemastabilundneutral.
3.) Die PhasengeschwindigkeitdernumerischenLösung istgegebendurch c =—0/kAt

Diese ist gewöhnlichunterschiedlichzu U unddamitwirdeinPhasenfehlerinduziert.
Ein sehrgeeignetesMaß hiefüristdie sogenannterelativePhasengeschwindigkeit

c

U
4.) Da die GeschwindigkeiteinerStörungvonderWellenzahlabhängt,gibtes numeri-

scheDispersion,d.h.eineauseinerVarietätvon Fourier-KomponentenerzeugteStö-
rung behältihre Form nicht bei. Daraus resultiert,dassdie Gruppengeschwindigkeit
nichtgleichderPhasengeschwindigkeitist.

r*=

Das Stabilitätskriteriumist sehr streng.Da exponentiellesWachstumauch für physikalisch
realistischeStörungenmöglich ist, wird, wie schon früher erwähnt,das Stabilitätskriterium
durch |Äk|£ 1+O(At) formuliert.Dies gestattetein exponentiellesabernicht schnelleresals

exponentiellesWachstumderLösung. ImFalle derAdvektionsgleichungwissenwir, dassdie
„wahre“Lösung nichtwächst,weshalbesgenügtals Stabilitätskriterium|?»k|S 1 zu fordern.

3.1.4 Approximation 4. Ordnung für zentrierte räumliche Difi”erenzenbildung

Ähnlich wie im Abschnitt3.1entwickelnwir die Funktionf (X)= u in einerTaylor—Reiheum
denzentralenPunktX= iAx derForm

2 3 4 5
f(xirAx)=if(x)+f’(x)Axif”(x)A; +f"'(x)%if'v(x)%+fv(x)A;

d.h.wir erhaltenauch

Bu B2uAX2 B3uAX3 Bu4AX4 Bu5AX5
ui+lzui +——Ax+ 2 + , + 4 + 5

BX BX 2! BX“ 3! BX 4! BX 5!
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Bu B2uAX2 B3uAX3 Bu4AX4 Bu5AX5
—u,_ =—u +—AX — 2 + , — 4 + ,

BX BX 2! BX“ 3! BX 4! BX“ 5!

Bildet mandie DifferenzdieserbeidenBeziehungen,dannfolgt,wenngleichzeitigdurch2AX
dividiertwird

_ 3 2 5 4ui+l u,_1=B_u+B u AX + Bu5AX (3_35>
2AX BX BX‘ 3! BX 5!

Dieser Differenzenquotientist offensichtlichvon zweiterOrdnung genau.Er wird gebildet
durchWerteu(x),welchejeweils eineGitterdistanzvor und nachdem zentralenGitterpunkt
anzutreffensind, d.h. die Differenz wird überdie Entfernung 2AX gebildet.Man kannaber
auch eine ähnliche Entwicklung über i 2Ax, d.h. eine Differenz über die Entfernung4AX
bildenunderhältdann

3
u‚_,=4a—“Ax+16-a—äAX 3“ AX

ax ax 31 3x 51i+2_

bzw.nachDivision durch4AX

—u,_2_B_u Ö3UA_X2 Bu5AX4ui+2 _—— + —,
4AX BX BX“3—! BX5 5!

(3.36)

Auch dieserDifferenzenquotientist offensichtlichvon der GenauigkeitR = O (Ax2),wobei
allerdingsdie Koeffizienten größersind. Man kann aber auch eine ebenfalls„konsistente“
Approximation für Bu/Bxfinden, wennman die beidenRelationen(3.35)und (3.36)linear
kombiniert [s.a.ARAKAWA u. MESINGER (1976)].Zu diesemZweck multipliziertman
(3.35)mit4 underhält

4(ui+l—u,_‚)_£,B_u+ B3uAX2 Bu5AX4
+ -

2Ax ax ax 3! M 51

SubtrahiertmanvondieserletztenGleichung(3.36),dannresultiert

4(u„, _ u,_‚)—u„2 u _2_3B_u+(ResttermvonderOrdnungO(Ax4) bzw.
2AX 4AX BX

3M_Ä@ZÖ_U+O(AX4) (3.37)
3 2AX 3 4AX BX

(ui+l_ ui—l))_ (Ui+2_ ui_2)_ au
3d 12d—Bx

oderauch,daAX= d bezeichnetwird 2 —+ O(AX4)

d.h.wir erhaltensomiteineApproximationvoneinerGenauigkeitderOrdnung R =O(Ax4).
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3.1.5 Gittersysteme zur globalen Integration der „Primitiven Gleichungen (PE)

IndererstenMonographieNr. 30 [HUBER-POCK (2003)]wurdedargelegt,dassesmitunter
sinnvoll ist, die großräumigen atmosphärischenBewegungen in einem sphärischen
Polarkoordinatensystemdarzustellen.Von dieser fundamentalenÜberlegung ausgehend,
wurdendanndie „primitiven“Gleichungen(PE) in die jeweils ausgewählteProjektionsebene
einer Landkarte transformiert.Dieser Weg erweist sich als sehr praktisch, weil die
durchzuführendenAnalysen und Prognosenin der synoptischgewohntenDarstellungsform
angebotenwerdenkönnen.Hiebei kann man ein rechteckigesGitter Muster von diskreten
Punkten über die gewählte Kartenprojektion ausbreiten. Die Orientierung der
Koordinatenachsenerfolgthiebeibeliebigund entsprechendder gewähltenKartenprojektion.
Bei der Kegel- oder polar—stereographischenProjektion jeweils in Richtungeines beliebig
ausgewähltenMeridians. Bei der Merkator-Projektionkann man die X—Achseentlangeines
Breitenkreises(z.B. des Äquators)und die y-Achse entlangdes Nullmeridianslegen. Die
GitterdistanzenAX und Ay können dann ebenfalls entsprechendbeliebig gewähltwerden,
wennman darauf achtet,dass [AX]= [Ay]ist. Die Beschränkungauf einen Kartenausschnitt

einergewähltenProjektionerfolgtelangeZeit mit Rücksicht auf dasRechenpensumund die
Computerkapazitäten.Mit zunehmenderVerbesserungder Rechentechnologiewurden aber
die Voraussetzungengeschaffen,zu einer globalenBetrachtungsweiseüberzugehenund die
Gleichungenwiederin ihrerelementarenForm auf derKugel selbstzu integrieren.Allerdings
zeigtesich hiebei,dassdie Ergebnisseder IntegrationgegenüberderBeschaffenheitdes über
die Kugel zu legendenGitters,anwelchemdie Ausgangswerte-als auchdie prognostizierten
Endwerte betrachtet werden, nicht unempfindlich sind. Die Wahl eines bestimmten
Gitternetzeszur Darstellungder Strömungsverhältnisseauf der Kugel ist keineswegseine
leichtegeometrischeAusfgabe,wegender verschiedenenim Gegensatzzueinanderstehenden
Anforderungenan ein solchesNetz. Es handeltsich um drei wichtigeEigenschaften,die für
eineerfolgreicheIntegrationoffensichtlichbeachtetwerdenmüssen:

1.) Die Homogenität, d.h. die Gitterpunktemüssen möglichst gleichmäßig über die
gesamteSphäreverteiltsein.

2.) Die Uniformität,d.h.dasGittersoll die Sphärein solcheElementeteilen,dassderen
FlächeundFormmöglichstgleichförmigsind.Vor allemfür dieGitterdistanzsollte
dieszutreffen.

3.) Die Isotropie,d.h.dasGittersoll keineRichtungauf derKugeloberfläche,rundum
jedenGitterpunktgegenübereineranderenbevorzugen,wasbedeutet,dasssinguläre
Punktezu vermeidensind.

Im übrigen sollten diese Eigenschaftenbei jedem Gitter, welches für die numerische
Integrationentwickeltwird, vorausgesetztwerden.Auch bei den in den Kartenprojektionen
ausgebreitetenGittern tretenbekanntlichgewisse Schwierigkeitenbei der Erfüllung der
obigenForderungenauf, doch ist die Größe des Kartenausschnittesmeistso beschaffen,dass
der begangeneFehler nicht allzu sehr ins Gewicht fällt. Bei globalerBetrachtungdarf er
allerdingsnichtmehrakzeptiertwerden.EntsprechendesphärischeGitterwurdenentwickelt.
Diese können aber aus Platzgründenim Rahmen dieser Darstellungnicht alle dargestellt
werden. Der interessierteLeser findet diese an Hand der nachstehendenLiteraturzitate:
KURIHARA (1965),SADOURNY, ARAKAWA u. MINTZ (1968),WILLIAMSON (1970)
undMAJEWSKY et al. (2000).Auf diesesletztereZitatwollenwir etwasnähereingehen.Es
handeltsich hiebei um dasGlobal—ModelldesDeutschenWetterdienstes(DWD). Bei diesem
wird, ähnlichwie bei SADOURNY, ARAKAWA u. MINTZ (1968)sowieWILLIAMSON
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(1970), in die Erdkugel ein Ikosaederzur Erzeugung des Gitters gestellt, wobei zwei
EckpunktedesIkosaedersmit denPolenzusammenfallen.Breitenkreisin etwa26.5650Nord,
die anderen5 Eckpunkte in etwa26.5650Süd. Durch Verbindung der nächstenNachbaren
unterdiesenzwölf Punktenmit Großkreisabschnittenentstehen20 großesphärischeDreiecke
mit einer Seitenlängevon etwa 7054 km (s. Abb. 3.8). Ausgehendvon diesemGitter von
Dreicken, werden durch sogenannte rekursive Halbierung der Dreiecksseiten immer
feinmaschigereGittererzeugt.SieheAbb. (3.9abis d). Der Unterteilungsprozessendet,wenn
die gewünschteAuflösungerreichtist.

Abb.3.8RegulärerIkosaeder,deraus20gleichseitigenDreieckenbesteht

„’i’ -
.’ä'A'A65v “ “\n;g;'äüü_ez%„‚‘/o«VAVAVAVAV„„(;.0,1„1;VAWAYA'AVMQ«&)
»(‚VAVAVA'AVAVAVé‘e‘«»«,'AYAVAWA'AVA»()QM

Abb.3.9GittergenerierungdurchrekursiveHalbierungderDreiecksseiten
DerParameternibedeutetdieAnzahlderIntervalleaufeinergroßenDreiecksseite

JederGitterpunktinnerhalbder sphärischenHauptdreieckeoderan derenSeitenbefindetsich
im ZentrumeinesHexagons.Nur die Gitterpunkteanden 12Scheitelndes Ikosaederswerden
nur von 5 Dreieckenumgebenund stellensomit die Zentralpunkteeines Pentagonsdar (3.
Abb. 3.10). Aus der Abb.(3.10) ersieht man gleichfalls, dass die Pole pentagonale
Mittelpunktedarstellen.Die Dreiecksflächendes Ikosaedersformen 10sphärischeRhomben,
von welchen5 umdenNordpol und5 um denSüdpolgelagertsind.Die Gitterpunktewerden
mit den zwei Indizesi und j markiert(s. Abb. 3.11).Nach diesemIndexsystemergibt sich
direkt einsichtig aus Abb. (3.11), dass innerhalbeines Rhombus (n — 1)2Gitterpunktezu
liegen kommen, da auf jedem Größtkreis des Hauptdreiecks (n — l) Gitterpunkte
vorgefundenwerden,wenn man die Scheitelpunkteabrechnet.Innerhalbeines sphärischen
Dreiecksbefindensichdeshalb
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Abb.3.10DarstellungdessphärischenIkosaedersunddeshexagonalenIkosaedergittersfürn=6
(n=dieAnzahlderIntervalleaufeinergroßenDreieckseite)

(; n‚-? 1\' Ami"(kmz).\„„„(l\lllz).
4 16f 2562 154109238061-
5 32 10242 38515 59955
6 64 40962"' 9628 15017
7 128 163842 2407 3756
. „8.-156..-.._6553.62 602MA_MÖ„3_5_9 512;“”2631332" 50 " ”2.35

...",“ 'Äu1lkmlA-n1u“9111....-.A111111919[q
..4 16 477.6 440.5 _Q3(,_u. _,
5 32 239.3 220.3 263.2 ,
“ ...‘z4.119.8 110.1 131.6 17 12859.9 55_,--—--..(._'5.,.8._______,

8 . 356300 27.6 '3j_'1'‚““‘—'!

°
151315.0” 13.s 16‚5_„___

Abb.3.11IndexbezifferungeinerRhombuszelle Tab.3.1:CharakteristischeGrößendesDreiecksgittersfür
verschiedeneAuflösungenn, .A=Gitterdistanzen,

A = Dreiecksflächen

g1<n—112—6—1>1

Gitterpunkte,da die (n — 1) auf dem den Rhombus in zwei Dreiecke teilendenGrößtkreis
weggerechnetwerdenmüssen.Da auf der ganzenKugel 20 sphärischeHauptdreieckeliegen
undaufden30KantendessphärischenIkosaeders(n—1)Gitterpunkteplus 12Scheitelpunkte
zu findensind,ergibtsich ohneweitereSchwierigkeitfür die GesamtzahlanGitterpunktenin
demsphärischenNetz die Formel:

N =10[(n—1)2—(n—l)J+3O(n—l)+l2=10n2+2 (3.38)

Das Gitterbieteteine nahezugleichförmigeDiskretisierungder Kugeloberfläche,auchwenn
die sechseckigenZellen in ihrer Größe variieren,speziell in der Nähe der Fünfecke. Das
Verhältniszwischender minimalenund der maximalenFläche der Gitterelementeist eine
FunktionderDichtederGitterpunktebzw. dersogenannten„Auflösung“. Um dieAuswahl an
Auflösungen zu erhöhenkann man zuerst eine Dreiteilungder großenDreiecksseitenmit
anschließenderrekursiverHalbierung vornehmen.Die Flächen der Gitterelementenehmen
mit zunehmenden11ab [s.a. Tab. (3.1)].
NachWILLIAMSON (1968)kannmanrelativleichtdiemittlereGitterdistanzB auf folgende
Weise bestimmen:Man definierteinemittlereFläche F alsjenenFlächeninhalt,welchenein
sphärischesDreieck annimmt,wenn 20n2gleicheDreieckemit der OberflächederErdkugel
flächengleichsind,d.h.mathematischformuliert
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,—,:4a_121

20n

wobei a den Erdradius bedeutet,da jedes Hauptdreieckn2 sphärischeSekundärdreiecke
enthältund das ganzeIkosaederaus 20 Hauptdreieckengebildetwird. Die Seitenflächedes

vorliegendenIkosaedersbeläuftsich auf S—F=d2/4J3 und stellt 1/20der Erdoberflächedar.
Deshalbkannman

2%
4a 2 bzw.umgeformtd =& L schreiben.
20n n 5x/3

Aus dieser Relation erhält man einen Überblick über die Varianz der Gitterdistanzals
FunktiondesKoeffizientenn, der faktischdieAuflösung desGittersbestimmt.Der Tab. (3.1)
des DWD kannman die Werte und Varianzen der übrigenGrößen entnehmen.Das GME-
Modell desdeutschenWetterdienstes(DWD) verwendetzur vertikalenDiskretisierungein (5-
Koordinatensystemnach SIMMONS u. BURRIDGE (1981). Diesbezüglich siehe auch
HUBER-POCK (2003). Zur Abbildung der Differenzenoperatorenwerden an jedem
Gitterpunktauf der Kugel lokale Basisfunktioneneingeführt.[s. MAJEWSKI (1998)oder
MAJEWSKI et al. (2000)}.Diese Basisfunktionenwerdendurchdie Länge undBreiteeines
lokal definierten,sphärischenKoordinatensystems,dessenÄquatorundNullmeridiansich am
relevantenGitterpunktschneiden.Hiebei sind (n,x) die KoordinatendieseslokalenSystems
[s.Abb. (3.12)].

82/4f=

Die lokaleOstrichtungstimmtmit der globalenOstrichtungunddie lokaleNordrichtungmit
derglobalenNordrichtungüberein.Drei orthogonaleEinheitsvektoren

1710,(€()), und(€),,)

spannendas lokale, sphärischeKoordinatensystemauf. 320ist hiebei der Ortsvektordes

Gitterpunktsauf der Einheitskugel. (€„), ist orthogonalzu 120und stimmtmit der globalen

Ostrichtung überein. (€),„ist ebenfalls orthogonal zu 320und zeigt in die globale

Nordrichtung.Die VorteileeinessolchenKoordinatensystemsbestehendarin,dass

1.) das Koordinatensystemin der Umgebung des Gitterpunktesnahezukartesischist.
Singularitätensindweitvom Gitterpunktentfernt.

2.) Es werden nur zwei tangentialeGeschwindigkeitskomponentenbenötigt,um die
kugeloberflächenparallelenGeschwindigkeitsvektorenzu beschreiben.

Abb.3.12:Dasglobalekartesischeunddaslokale,sphärische(n,x)-Koordinatensystem
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Natürlich müssen die Geschwindigkeitsfelderin das jeweilige lokale Koordinatensystem
transformiertwerden, bevor man Differenzenoperatorenberechnet.Die meteorologischen
Gleichungenwerdenfür das lokale, sphärische Koordinatensystem(mx) gelöst,wobei die
horizontalenAbstände (dx, dy) auf der Erde mit dem Radius a aus dx =acosxdn und
dy=adx folgen. Für dieses Koordinatensystemsind nunmehrDifferenzenoperatorenfür
Gradientund Laplaceherzuleiten.Man gehthiebeivon derüblichenForm derOperatorenim
sphärischenKoordinatensystemaus, wobei man berücksichtigenmuß, dass am zentralen
Gitterpunktn = x = 0 ist.JedeFunktion\1/kannmanin derNachbarschafteinesGitterpunktes
durcheinquadratischesPolynomutmitden lokalenKoordinaten(n,x) approximieren:

w(n,)()= 100+01,11+oc,x+013112+oc,nx+0198 (3.39)

wasauchalsTaylor—ReihederForm

“’! 1“! 1,34). [af—“’! %!“lz
, : + — + — +- 2 + (340)w(nx) % [ann 8Xx , 311 11 311821nx+ ax )(

dargestelltwerdenkann.Die diskretisierteForm derGradient-und Laplace-Operatoreneines
skalarenFeldes \|]wird als gewichteteLinearkombinationder Werte von w am zentralen
Gitterpunktunddenumgebendenfünf oder sechsNachbargitterpunktenangesetzt.Der Index
m der Nachbargitterpunktevariiertimmer von 1—6, wobei das Gewicht desmitunternicht
existentenGitterpunktesbei denauftretendenPentagonsgleichNull ist.

81/1 6
_ : ZGIJ,.m(Wm_WO) (341)377 m=l

a„” 6
-ä—_—ZG (3.42)

Die Gewichte GM, undG„nn (m = 1, 2 6) sind für jeden Nachbargitterpunkt

unterschiedlichund hängen ausschließlich von der Position der Gitterpunkteab. Diese
Position ist durch die lokalen Koordinaten (n,x) gegeben.Die Gitterpunktewerdengegen
denUhrzeigersinngezählt(s.Abb. 3.13).

Abb.3.13:DerzentraleGitterpunkt(O)unddiesechsNachbargitterpunkte(l—6)
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Eine zumGradientoperatoranalogeErmittelungergibtsich fürdenLaplacemit

82 82 6
— = _ .4[an2 + 3762]‘lf Z Lm(Wm Wo) (3 3)

m=l

Um die Gewichte G„m undG„nnsowie Lm abzuleiten,mussman von G1. (3.39)ausgehen.

Für sechsumgebendeGitterpunktehabenwir sechsBestimmungsgleichungenfür die fünf
Koeffizienten on,in dernachfolgendenRelation:

wm(nm’Xm) : WO+O‘1Tlm+ a2Xm+ a3nrzn+ CX%“me+ a5Xäl (3'393)

mit m = 1,2,......6. Mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate (Minimierung der
Fehlerquadrate)kannmannunmehrdie fünf Koeffizienten 01,unterVerwendungderRelation

(3.39a)unddemGleichungssystem

0%= ß1m(wm—wo) (3.39b)

bestimmen.Aus diesen Überlegungen, insbesondereGl. (3.40), ergibt sich dann für die
GradientgewichteG„m = ß„„ und G„m = film und für die Laplace—Gewichte

Lm= 2(ß_,m+ß5,m)wobeihierm von 1 bis 6 läuft.Auf Grund der Symmmetriebeziehungen

im GME müssen die Gewichte nur für den Rhombus 1 berechnetwerden. Die gleichen
Gradient—Koeffizientenwerden für die Berechnung der Divergenz verwendet.Allerdings
müssendie Windkomponentenum und vm an den sechsNachbargitterpunktenin das lokale
Koordinatensystemdes zentralenGitterpunktesrotiertwerden,bevorder Divergenzoperator
berechnetwerden kann. Bezüglich der Einzelheiten darf auf MAJEWSKI et al. (2002)
verwiesenwerden.

3.1.6ZeitlicheDiskretisierung(ZeitlicheDifi‘erenzenschemata)

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns überwiegend mit gewöhnlichen
Differentialgleichungenmit einerabhängigenund einerunabhängigenVariablen.Obwohl die
Modellgleichungen der NWP in der Regel ein komplexes System partieller
Differentialgleichungenbilden,stelltdie Lösung gewöhnlicherDifferentialgleichungeneinen
wichtigen Teil des Rechenprozessesdar. So reduzieren sich die bestimmendenpartiellen
Differentialgleichungenbei der „Spektralen Methode“ auf einen Satz gewöhnlicher
Differentialgleichungen für die zeitabhängigen Entwicklungskoeffizienten. Auch bei
Anwendung der „Semi-LagrangeschenMethode“ werden wir einem ähnlichen Ergebnis
begegnen.Lösungsmethodenfür gewöhnlicheDifferentialgleichungenwerdenuns deshalb
hier beschäftigen,da diesezur Approximation der zeitlichenAbleitungenin den partiellen
Modelldifferentialgleichungenverwendet werden können. Differenzenschematafür die
zeitliche Ableitung bei den „Primitiven Gleichungen“ sind meist nur von zweiter oder
mitunter auch erster Ordnung genau. Die Erfahrung hat nämlich gezeigt, dass
Approximationen höhererOrdnung meist nicht sehr erfolgreich sind. Bei gewöhnlichen
Differentialgleichungen genügt gewöhnlich die Gleichung selbst und eine einzige
Anfangsbedingung,um zu einer exaktenLösung zu gelangen.Der Fehler der äquivalenten
numerischen Lösung ist daher ausschließlich durch die Inadequatheitdes numerischen
Schemas bedingt. Bei partiellen Modelldifferentialgleichungenresultiert der Fehler der
numerischen Lösung aber sowohl aus der Inadequatheitdes Schemas als auch der
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ungenügendenInformationüber den Anfangszustand.Die Steigerungder Genauigkeitdes
numerischenSchemas kann deshalb den aus der mangelndenInformationresultierenden
Fehler nicht verringern.Andererseitswird aber wegendes Stabilitätskriteriumsohnehinmit
sehr kleinen ZeitschrittenAt zu rechnen sein, die kleiner sind als für eine ausreichende
Genauigkeit notwendig wäre. Approximationen höherer Ordnung sind deshalb für die
zeitlichen Differenzenschematanicht erforderlich und es ist viel sinnvoller höheren
Rechenaufwandfür die Reduktion der viel größeren Fehler der räumlichenAbleitungen
aufzuwenden.InderPraxisderNWP habenwir es mit einemSystemnicht-linearerpartieller
DifferentialgleichungenderForm

aU—F[UÖUBLI ] (344)X— .....

zu tun, wobei U beispielsweiseeine vorauszusagendeabhängigeVariable darstellt. Die
Gleichung (3.44)gibt im allgemeinennur Auskunft über die Steigungder Tangentean die
Kurve des wahrenzeitlichenVerlaufs U (t) in Abb. 3.14.Man setztdaherden Verlauf der
FunktionU (t)durchein Fortschreitenin ausreichendkleinenangenähertenTangentenstücken
zusammen.Die Vorhersageüberein größeresZeitintervall t = NAt wird in viele Vorhersagen
über möglichst kleine Zeitschritte At zerlegt. Die v-te Vorhersage Uv ist dabei das
Anfangsfeldfür die(v+1)-teVorhersage.Die Zeitschrittemüssen hiebeiso gewähltwerden,
dassdie Rechnungstabilbleibt.

1l1 1 lt=o f...+A1 fo+m h;+3Affo+%? +o+SM +.+GM ;\
‚t

Abb.3.14ZeitlicherVerlaufder„wahrenFunktion“U (t)unddernumerischapproximiertenWertevonUV

Die Forderungder Einhaltung des Stabilitätskriteriumsbedeutetim Sinne der Abb. 3.14
nichts anderes als At so klein zu wählen, dass der entsprechendePolygonzug aus
TangentenstückendenraschestenSchwingungender VariablenU (t)noch ausreichendgenau
folgenkann. [ s. a. EDELMANN ( 1976)].VoraussetzungderRechnungist natürlich, dass
U (0) zum Zeitpunkt to bekanntist. Von diesemZeitpunkt to ausgehend,könnenwir dann

bis zum Zeitpunkt t= t0+NAt in derZukunft fortschreitenunddenVerlauf derVariabeln U

(t) angenähertnumerischextrapolieren.Um zeitliche Differenzenschematazu konstruieren
gehenwir zunächstwieMESINGER u. ARAKAWA (1976)von

gi=F[U,t] 643
m

aus,wobeiU = U(t) ist. Die unabhängigeVariable ist hier die Zeit t.Wir teilendie Zeitachse
in v Intervalleder gleichenLänge At und bezeichnen UV als den approximiertenWert des
„wahren“WertesU zum Zeitpunkt vAt. Gleichzeitig setzenwir voraus,dassunsdie Werte
UV undUV”lbekanntsind. Nunmehr wollen wir Schemataentwickelnmit derenHilfe ein
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v+langenäherterWert U berechnetwerdenkann.Hiezu gibt es eineReihevon Möglichkeiten.
Die wichtigsten werden wir im Folgenden besprechen.Grundsätzlich gibt es zeitliche
Differenzenschematamit Einschluss von zwei und drei Zeitebenen.Die Schematamit zwei
Zeitebenen setzen die Werte Uv undU”'zueinander in Beziehung. Sie spielen für die
Integrationüber den erstenZeitschritt,ausgehendvon to, eine wichtige Rolle, wenn die

Anfangsbedingungennur auf einer Zeitebene bekannt sind. Wir müssen also die exakte
Beziehung

(V+I)At
UV“ = UV + [F(U, t)dt (3.46)

vAt

jeweils durch ein entsprechendesnumerischesSchema approximieren.Hiezu kann man
sogenanntenicht—iterativeoderiterativeSchemataheranziehen,z. B.

1.)Das „EULER“ oder„Vorwärts-Schema“(EULER forwardscheme)

UV+l=U" +AtF” mit F" = F(U”,vAt) (3.47)

Hiebeiwirdder Integranddurchdie als konstantbetrachteteFunktionF amjeweiligenunteren
Rand des Zeitintervallsangenähert.Das Schema ist zeitlich nicht zentriertund von erster
Ordnunggenau[O (At)].Im allgemeinensind alle nichtzentriertenSchematavon erster,alle
einfachenzentriertenSchematavon zweiterOrdnung[O(At)2]genau.

2.)Das„Rückwärts-Schema“(Backwardscheme)

U“' = U“ +AtF““ mit F"“ = F(UV+l. (v+1)At) (3.48)

Der Integrandwird hier durch eine konstant betrachteteFunktion F am oberen Rand
approximiert.Der Truncation—Errorergibtfür diesesSchemaR = O(At). Jedesmal,wennein
Term F”l auftaucht,nenntmandas Schema„implizit“. Kommt ein solcherTerm nicht vor,
dannwirddasSchemaals „explizit“bezeichnet.ImpliziteSchematasindäußerstschwierigzu
lösen,da FV“ noch nicht bekanntist. Es bedeutetnämlich, dassein Systemvon simultanen
Gleichungen für die U—Werteauf iterativemWeg gelöst werden muss. Die Zahl der
simultanen Gleichungen entspricht hiebei genau der Anzahl der Gitterpunkte. Das
Lösungsverfahrenläuft hiebei auf die InversionsehrgroßerMatrizenhinaus,was eine sehr
große, zeitaufwendigeRechenarbeitbedeutet.Deshalb haben implizite Methodenzunächst
kaumEingangin die NWP gefunden.

3.)Das„TRAPEZ-Schema“ (TrapezoidalScheme)
Bei diesem Schema wird der Integranddurch das arithmetischeMittel des Wertes F am
Anfang Fv undamEndedesZeitintervallsmit FM angenähert:

v+1 v At v v+l - v v v+l v+lU =U +7.(F +F ) m1tF =F(U ,vAt) und F =F(U ,(v+l)At) (3.49)

Der Truncation-Errorergibthier R = O[(At)2].Auch diesesSchemaist natürlich„implizit“.
Man kannimplizite Schemaaber,wie erwähnt,mit Hilfe einesIterationsprozesses„explizit“
machenundwir erhaltendannz. B.

112



4.)Das„MATSUNO-Schema“ (EULER backwardscheme)

Man beginntmitdemEULER— oderVorwärtsschemaalsersteNäherung:

U,"“ = UV+AtF" (3.50)

Aus dieserNäherung U,V+lberechnetman anschließendF‚"“ = F(U,”',(v +1)At) und erhält
schließlichals zweiteNäherung

U,”' = UV+AtF,“' (3.51)

womit wir ein „explizites“SchemaderGenauigkeitR = O[(At)]erhalten.Neuerdingswird in
der Literaturauch von einem „Super—MATSUNO-Schema“berichtet.Dieses ist nach FOX-
RABINOVITZ (1996) bzw. LAZIZ (2004) eine Generalisierung des EULER-
Rückwärtsschemas,bei welchemmehrals ein Korrekturschritteingebautwird,d.h.es handelt
sich um ein Iterationsverfahrenmit zusätzlichenKorrekturen.LAZIZ (2000)verwendetdas
Schemabeim „Adjustment“—Prozessin einemETA-Modell mit einemRückwärts-Schemafür
die Coriolisterme. Er unterscheidethiebei einen sogenannten „Vorhersage- und einen
Korrektur—Schritt“.Das Verfahren wird in erster Linie bei Initialisierungs-Methoden
verwendet.Darübersollteim RahmenderDatenassimilierungnocheingehenddieRedesein.

Auf gleicheWeise kannmanauchdasTrapez-Schemaexplizitmachenunderhält

5.)Das„HEUN“-Schema mit

U,V+l: UV +At.Fv und U,v+l= UV +%At.[FV+F‚V+'] (3.52)

Nunmehr kannman auch die Informationeiner zusätzlichenZeitebeneheranziehen.In den
meistenFällen istja UV"l bekannt.Es istdannmöglichein sogenanntes3-Zeitebenen—Schema
zu entwerfen.Wir habenhiebeidie exakteBeziehung

(V+!)At
UV+l= UV" + [F(U, t)dt

(V—1)At

entsprechendzu approximieren.WähltmanzurAnnäherungdesIntegrandeneinenkonstanten
Wert im Intervallüber 2At, der mit FV in der Mitte diesesIntervallsübereinstimmt,dann
erhältman:

6.)das„LEAP-FROG“-Schema (Stepoverscheme)mit

UV+1= U"" +2Ath (3.54)

Es ist ein zeitlichzentriertesSchemavon derGenauigkeitR = O[(At)2]undgehörtzu den am
häufigstenin derNWP verwendetenzeitlichenDifferenzenschemata.Allerdingsweistes, wie
die meisten Schematamit 3 Zeitebenenden Nachteil auf, dass physikalisch irrelevante
Schwingungen erzeugt werden, welche man als Numerischen Lärm bezeichnet. Man
verwendetnach Verwendungdes „LEAP-FROG—Schemas“ zum Erhalt einer Lösung zum
Zeitpunkt(v + 1)deshalbin der Regel eine Glättungmit Hilfe des sogenannten„ROBERT-
ASSELIN“ —Filters
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U = UV+a[UV+'—2UV +UV"]

wobei 01einen Gewichtungsfaktordarstellt. Es handelt sich hiebei um einen zeitlichen
Glättungsoperator,derzeitlichzentriertist [ROBERT (1969),ASSELIN (1972)].

Schließlich kann man einen Vorwärtszeitschrittmit einem zentriertenZeitschrittüber At
kombinierenunderhältdann

7.)das„LAX—WENDROFF“—SchemamitdemVorwärtszeitschritt

UV+5=UV +FV-A2—t (3.55)

Numerische Stabilität ist hiebei nur erreichbar [s. EDELMANN (1976)], wenn beim
Vorwärtsschritt ein räumlich gemitteltes UV verwendet wird. Gleichzeitig gilt
FV = F(U", vAt). AnschließendapproximiertmanmitHilfe von

1

1 1
F 2=F[U 2,[V+-;—)Atj

schließlichdasIntegralin (3.46) durch FH2 in derMitte desZeitintervallsundgelangtzu

UV“ = UV+AtFer2 (3.56)

Das „LAX-WENDROFF“-Schema ist von derGenauigkeitR = O[(At)2]undweisteineReihe
vonVorteilenauf,welchewir späternochbesprechenwerden.

Schließlichsei hiernoch

8.) Das „ADAMS-BASHFORT“—Schema der Vollständigkeit halber erwähnt, das eine

Genauigkeitder Ordnung R =O[(At)4J aufweist.Eine vereinfachteForm diesesSchemas
erreichtman,wennmandenIntegrandenin (3.46)durchjenenWertvon F (U,t)approximiert,
den man aus einer linearen Interpolationaus den Werten FV"1undFv im Zentrum des
IntervallsAt erhält.

312 A+ A+
L 1 T .L TJ
r 1 1 - .
Fu-1 FV Fv+ä- FW“!

Abb.3.15GrafischeDarstellungderWertevonF imvereinfachten„ADAMS-BASHFORT“-Schema

Aus derAbb. 3.15ersiehtmansofort,dassbei linearerInterpolationvon

V+—_ v—l_ä v_ v—lF 2 F —2(F F)
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geltenmuss,wasunmittelbarzu

|
F 2=3Fv_va—l

2 2

führt.VerwendetmandieseletzteRelationzurApproximationdesIntegrals(3.46),dann
erhältman

UV+l= UV +At (%FV—%F"") (3.57)

Diesesvereinfachte„ADAMS—BASHFORT“-Schema istebenfallvonderGenauigkeitR =
O[(At)21.

3.1.7 Eigenschaften zeitlicher Differenzenschemata: Stabilität, Physikalischer
Mode und Numerischer Lärm

Wir wenden uns nunmehr den Stabilitätseigenschaftender im vorherigen Abschnitt
entworfenen zeitlichen Differenzenschematazu. Diese Eigenschaften hängen von der
FunktionF(U,t) ab.Wir müssendeshalbdieseFunktionnäherbeschreiben.Zur Anwendung
auf atmosphärischeModelle eignetsich die Form F 5 icoU.Mit Hilfe von (3.45)erhaltenwir
deshalbmit

E = iOJU (3.58)
dt

eine Beziehung, welche auch als „Oszillationsgleichung“bezeichnetwird. Die Größe U
könnenwir auchals komplex in derFormU = u + iv auffassen.Der Parameter0)ist reell und
wird als Frequenzbezeichnet.Mit Hilfe der linearenAdvektionsgleichung(3.11)lässt sich
zeigen, dass (3.58) tatsächlich, trotz der Einfachheit des Ansatzes, auf generelle
atmosphärischeBewegungsformenanwendbarist.Mit Hilfe desLösungsansatzes

u(x,t)= Re[U(t)exp(ikx)]

kann(3.11)einerLösungzugeführtwerden.Wir erhaltensofort(3.22b)mit

Q +iko = 0
dt

Diese gewöhnliche Differentialgleichungführt unmittelbarzurück zu (3.58), wenn wir
m=—kc setzen.Ein weiteressehr einfachesBeispiel, dass der einfache Ansatz (3.58) für
generelle atmosphärische Bewegungsformen gilt, erhält man, wenn man den
BeschleunigungstermunddenCoriolistermausdenBewegungsgleichungenmit

d—u=fvundd—Vz—fu
dt dt
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heranziehtund U = u + iv in diese Relationen einführt und die v-Komponentemit i
multipliziert.NachAddition derresultierendenRelationenfolgt

dU
— =—ifU
dt

Auch diese Beziehung führt zu (3.58) zurück, wenn man 00= - f setzt,womit neuerlich
gezeigtwird, dass der Ansatz (3.58) für generelleBewegungsformenin der Atmosphäre
zutreffendist.Tatsächlichkanngezeigtwerden,dass(3.58)auseinemsehrverallgemeinerten
System von bestimmendenlinearen Modellgleichungen erhaltenwerden kann. [YOUNG
(1968)loc.cit.MESINGER u. ARAKAWA (1976)}.Als allgemeineLösung von (3.58)kann
manfürdiskreteWerte t = vAt auch

u(vAt)= [U(0)exp(ioovAt)] (3.59)

einführen.Betrachtetmandie Lösung in einerkomplexenEbene,dannrotiertihrArgumentin
jedemZeitschrittgegendenUhrzeigersinn, wobeisich keineÄnderungderAmplitude ergibt
(s.Abb.3.16).

111-O

Abb.3.16RotationdesArgumentsderLösunginderkomplexenEbenemit(1)AtproZeitschrittAt.@, = n /8

unduim=0zumZeitpunktt=0.G)=(0At.

EntsprechendunserenfrüherenÜberlegungenund im Sinne der Analyse von v. NEUMANN
kannmanauchansetzen:

U”[ = ÄU" (3.60)

oderweiters,daX als komplexeZahl aufzufassenist,kannmanschreiben(s.Abb.3.18)

>.= [21exp(i®) (3.61)

Die numerischeLösung lässtsichdanndurch

UV = |Ä[VU(O)eXp(iVO) (3.62)

ausdrücken.Aus (3.62) ist leicht zu erkennen,dass O=—c„kAt die Phasenänderungder

numerischenLösung in jedem Zeitschrittdarstellt,da ja 0)=—ch mit cNals numerische

Phasengeschwindigkeitangesetztwerdenkann. Da sich die Amplitude der „wahren“bzw.
analytischen Lösung nicht ändert, müssen wir für die numerische Lösung aus
Stabilitätsgründen

7»£1

fordern.Damitergibtsich aus(3.62)sofort,dassfolgendeBedingungengeltenmüssen:
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imaglnaref‘ ‚» p ( a+ ib )
Achse ///////’.

:D=Ä;.:

LreelleAchse"7

Abb.3.17DarstellungeinerkomplexenZahlinderGAUSS‘schenZahlenebene.
IÄI=derAbsolutbetragund@dasArgumenteinerkomplexenZahl

Das Schemaerweistsich als

instabil >
neutral wenn |Ä| = 1

dämpfend <

ist. Gleichzeitig könnenwir auch die Phasenänderung@ der numerischenLösung mit der
wahren Lösung 0)At vergleichen. Das Verhältnis beider Anderungen, welches auch als
„relativePhasenänderung“bezeichnetwird,ergibtdann:

Das numerischeSchemawirkt

beschleunigend > cN > c

@
neutral für — = 1 cN = c

mAt

verzögernd < cN < c

@ CN . . . . . . . . .
da ——A—=— 18t,wobe1h1ercNdre Phasengeschwrnd1gke1tder numer1schenund c d1eder

0) t C
„wahren“ Lösung darstellt. Aus Genauigkeitsgründen ist es deshalb wichtig und
wünschenswertsowohldenAmplifikationsfaktorals auchdie relativePhasengeschwindigkeit
cN/c nahe 1 zu halten.Allerdings ist dies nicht immer wünschenswert,denn in manchen

numerischenSchemataentstehenauch Lösungen,die nicht in Richtungder wahrenLösung
konvergieren,auch wenn die Raum- und Zeitschrittegegen Null gehen. Existierensolche
Lösungen, dann haben sie auch ihren eigenen Amplifikationsfaktor. Sie stellen sich als
falsche und „nicht-physikalische“Lösungen dar, die die realen physikalischenLösungen
sogarüberdeckenkönnen.Man bezeichnetsie als „NumerischenLärm“ oder „computational
mode“.Hier ist es dannnatürlichwünschenswertdurch [M< 1eineentsprechendeDämpfung

zu erreichen.Wir kommenspäteraufdiesesPhänomennochzurück.

Nun kann man zeigen, dass die nicht-iterativenzeitlichen Schemata in eine einzige
DifferenzengleichungderForm [s.MESINGER u. ARAKAWA (1976)]

U"“ = UV +At.[ocFv+ßF,“'] (3.63)
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zusammengefasstwerdenkönnen,wobei aus Konsistenzgründen01+ B = 1 geltenmuss. Es
ergibtsichdanndiejeweiligeBeziehungfür die einzelnenSchemata,wennman

01= ], B = 0 für das„EULER“-Schema
01= 0, B = 1 für das„RÜCKWÄRTS“-Schema und
01= 1/2,13= 1/2 fürdas„TRAPEZ“-Schema

setzt.Nunmehrwendetman(3.63)aufdie „Oszillationsgleichung“anunderhält

UV“ = UV +icoAt[och+ßUV“] (364)

Um jetzt ?»zu ermittelnmüssenwir (3.64)nach U“'auflösen und erhalten,wenn 00At= p
gesetztwird

Uv+1=1+10‘13UV
1—1ßp

worausmanaufGrundunsererbisherigenÜberlegungen[s.G1.(3.60)]soforterkennt,dass

_1+iocp
3.65

1—ißp ( )

ist. ?»stellt hier den komplexenAmplifikationsfaktordar. Komplexe Zahlen dividiert man
bekanntlichdadurch,dass man den Zähler und Nenner mit der komplex-konjugiertendes
Nennerserweitertundsich schließlich

,_1+iap 1+i‚ßp _ 1+iocp+ißp—ocßp2_1+ip(oc+ß)—0tßp2_ 1+ip—(Xßp2

_1—ißp 1+ißp _ 1—ißp+ißp+!3292 1+132132 1+ß2132

ergibt,weil 01+B = 1 ist.Setztmanjetztdie für dasjeweiligeSchemageltendenWertefür OL
undB ein,dannerhältman

X = 1+ip fürdas„EULER“—Schema

?.= 11+ 113 für das„RÜCKWÄRTS“—Schema und
+P
1 2 .

1——p +1p
?»=—il— für das„TRAPEZ“-Schema

1+— 24 P

Nunmehrsindwir in der Lage die StabilitätdesjeweiligenSchemaszu testen.Hiezu müssen
wir den Absolutbetrag|?»lder komplexenZahl ?»bestimmen.Für diesenAbsolutwertergibt

sich bekanntlich

|i|=|aiib|=(e+bz)i

woraussofortdie nachstehendenErgebnissefolgen:
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1
IM= (l+ p2)5für das„EULER“—Schema.Diesesist immer„instabil“,weil |?»|> 1ist.

wl-2
l)»!= (11++2 : (1+p2)_%für das„RÜCKWÄRTS“-Schema

p

Dieses letztereSchemaist wegen l?r|<l immer„stabil“,gleichgültigwie großderZeitschritt

At auchgewähltwird.Es handeltsich umein „unbedingt“stabilesSchema.Da aberw immer

kleinerals 1 ist, wirktdiesesSchemastarkdämpfend,wobei das Ausmaß dieserDämpfung
mit wachsenderFrequenzwegenp = 0)Atzunimmt.Das ist mituntereine sehrwillkommene
Eigenschaft, vor allem wenn sich hochfrequenteFeldstrukturen im Anfangsfeld zu
unrealistischen Amplituden aufschaukeln. Eine selektive Dämpfung gerade solcher
hochfrequenterWellenbewegungenwirkt dann gleichsam wie ein „Filter“. Für das
„TRAPEZ“—Schemaerhaltenwir schließlich

d. h. das Trapezschema verhält sich immer stabil oder neutral. Die Amplitude der
„numerischenLösung“ bleibt ebenso konstant,wie die der „wahren“Lösung. Sowohl das
„Rückwärtsschema“als auchdas „Trapezschema“erweisensich immer stabil.Damit haben
wir einewichtigeEigenschaft„impliziter“ Schemata kennengelernt.Sie sind immerstabil.
Wir haben auch schon erwähnt,dass die Lösung solcher „impliziter“ Schemataan dem
notwendigenaußerordentlichenRechenaufwandzumeistscheitert. Man hat deshalbin der
NWP mit Anwendungder „PrimitivenGleichungen“sogenannte„semi-implizite“Schemata
entwickelt,bei welchendie rechteSeite der Modellgleichungenin zwei Terme F = F]+ F2
aufgespaltenwirdunderhältdannschematischgesehen

UVV1: UH + 2At.[F,V+%(F,“' + F2V+']

Alle nicht-linearenTransporttermewerden hiebei in El zusammengefasstund explizit

behandelt. In F2 vereinigt man hingegen alle jene Terme, welehe die Schwerewellen
kontrollieren,wie DruckgradientundDivergenz.Diesewerden„implizit“ angenähert.Da der
implizite Teil aber unbedingtstabil ist, muss der maximal möglicheZeitschrittAt in einer
NumerischenIntegrationnicht mehr an den sehr schnellenSchwerewellen,sondernan der
viel geringeren Advektionsgeschwindigkeitder Rossby—Prozesseorientiert werden. Der
Vorteil desgrößerenZeitschrittes,derdurchdieseOrientierungmöglichwird, gehtallerdings
teilweisebei der Auflösung nach U”l wiederverloren.Man mussnämlich eine elliptische
DifferentialgleichungvomHelmholtz-Typ lösen.
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Ein iteratives Schema auf zwei Zeitebenen haben wir im „MATSUNO“-Schema
kennengelernt.Wenden wir auf die Oszillationsgleichung(3.58)die Relationen(3.50)und
(3.51)an,dannergibtsich

U‚v+l: UV +At.icoUVund U,V+l: UV+ At.imU‚V+'

v+lEliminiert man Ul durch Einsetzen aus der ersten Gleichung, dann folgt unter

Bedachtnahmeauf p = (DAt

U!“ = [1_p2+iplUV

wobei die eckige Klammer nichts anderes als ?»darstellt und sich deshalb für dessen
AbsolutwertundStabilitätskriterium

l
: _ 2 4 5

IM [1 p +p ] (3_66>

ergibt. Dieses ist demnachstabil, wenn p S1 ist. Mit anderenWorten, um Stabilitätzu

garantieren,mussAt so klein gewähltwerden,dass

msi
0)

gilt. Das MATSUNO-Schema ist also „bedingt“ stabil, wobei zu bedenkenist, dass dieses
Stabilitätskriteriumumso restriktiverwirkt, je höherdie Frequenz(:)ist. Differenziertman
(3.66)nachp, dannfolgt

% = p(1—p2+p4)_%(292—1)
dp

Für p = 1/JZwird dl?»|/dp= 0 unddamitder AmplifikationsfaktordesMATSUNO—Schemas

zu einemMinimum. Wennmanmit einemSystemarbeitet,dasviele Frequenzenenthält,wie
das in derrealenAtmosphärederFall ist, somussmandenZeitschrittsowählen,dassfür alle

Frequenzen 0 < p < l/JZ bzw. At < 1/'w«/ZIgilt, wodurch wie im impliziten

Rückwärtsschemaalle Amplitudenmit relativ hoher Frequenzdurch das Schemagedämpft
bzw. reduziert werden. Diese Technik fand auch schon bei „Initialisierungsverfahren“
entsprechendeAnwendung,da sie unechtehochfrequenteLärmphänomene,die meist durch
die Analysemethodenerzeugt werden, dämpft. Zur Zusammenfassungder Eigenschaften
bisher besprochenerZeitdifferenzenschematasei hier die von MESINGER u. ARAKAWA
gegebeneDarstellungdes Amplifikationsfaktors|?»lals Funktion von p = (0Atin Abb. 3.18

präsentiert.Bevor wir fortfahren, ist es noch wünschenwert,die Phasenänderungender
numerischenLösungenpro Zeitschrittunddie relativePhasenänderungG)/p für die einzelnen
Differenzenschematazu betrachten.Wir habenin (3.61)denAmplifikationsfaktordurch

?x.= |?»Iexp(i®)
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Abb.3.18DerAmplifikationsfaktor|7\.lalsFunktionvonp=wAtfürverschiedenezeitlicheDifferenzenschemata
unddiewahreLösung.[nachMESINGERu.ARAKAWA(1976)

definiert.DieseBeziehungkannmitHilfe derEulerschenFormel auch

>.= |Klexp(i®)= |x|[cos@+ isin @]= a+ ib = ÄRE+i?»„„

geschriebenwerden,wasnichtsanderesals die „goniometrischeForm“ einerkomplexenZahl
darstellt.Das Argument @ einer komplexen Zahl, welches hier die Phasenänderungder
numerischenLösung darstellt,kann aus den Beziehungen a=lklcos®=kRE und weiters

b = |?»lsin@ 5 MM ermitteltwerden. Damit folgtmit

7V1M_ |Ä|sin®

ÄRE_ |Ä|cos®
= tan®

undunterBeachtungderDefinitionzyklometrischerFunktionenmit @= arctan?»IM/7»RE
die Relation

@ = l arctanh“— (3.67)
P [3 ÄRE

Für das„EULER“-Schema erhieltenwir ?»= 1+ ip , d.h. ÄRE= 1 und km = p unddaher

= l arctanp (3.68)9
p p

Für das„RÜCKWÄRTS“—Schema ergibtsichmit Ä = (1%) (1+ip), da ÄRE= 1/(1+p2) und
+ F

?»‚M=p/(l+p2) ist, schließlich gleichfalls (3.68). Die rechtenSeiten von (3.68) sind für
beide Schemataimmer kleiner als 1 und es wirken daherbeide verzögernd.Für p = 1 wird
®/p= TC/4=O.78539.Daherist cN= 0.78c.

Im Fall des „MATSUNO“-Schemas mit Ä=l—p2+ip und daher ?»RE=1—p2 und

km = perhaltenwir



= l arctan p (3.69)

Hier kannman nichtohneweiteresentscheiden,welchenWert die rechteSeiteannimmt.Da
wir aberausStabilitätsgründenp < 1fordernmüssen,könnennurkleineWertevonp in Frage
kommen.Entwickeltman (3.69)in einer zyklometrischenReihe, dannfolgt, wennwir nach
demzweitenGlied abbrechen

Da aberfür kleinep die folgendenNäherungengelten

2 2 2 3 %1/1—p =1+p und 1/(1—p) =1+3p

folgt schließlich, wennwir dieseNäherungenin die obige Reihe einsetzenund erneutnach
demzweitenGlied abbrechen

=1+2i ............... (3.70)

Aus dieser Ableitung sehen wir sofort, dass das „MATSUNO“-Schema immer
beschleunigendwirkt,da ®/p>1 ist.Die Phasenfehlerbeeinflussenzwardie Stabilitätnicht,
aber bei Anwendung zur Lösung von partiellenDifferentialgleichungen,addiert sich der
Phasenfehlerdurch räumliche Differenzenbildungzu diesem Phasenfehlerdurch zeitliche
Differenzenbildung.Der darausresultierende„totalePhasenfehler“verdientdeshalbgenaue
Beachtung.Der Anteil des „räumlichen“Phasenfehlerserweistsich hiebeiaberin der Regel
als dominant.Zum Abschluß wollenwir hier noch daswichtige„LEAP-FROG“-Schema auf
seineEigenschaftenuntersuchen.Wie schonerwähnthandeltes sich hiebei um ein Schema
unterEinbezug von drei Zeitebenen.Diskretisiertman die Oszillationsgleichung(3.58)nach
diesemSchema,dannergibtsich

UV“ = UV_1+ i2va (3.71)

Alle Schematamit drei Zeitebenenbenötigenmehr als eine Anfangsbedingung,obwohl
physikalisch gesehennur eine einzige ausreichenmüsste.Von sich aus kann das Schema
diese zweite Anfangsbedingungnicht ermitteln, wenn sie nicht aus den Beobachtungen
abgeleitetwerdenkann. Man verwendetdaher beim Rechenstartein entsprechendesZwei-
Ebenen—Schemaund gehterstnach diesemerstenSchritt zum eigentlichen„LEAP—FROG“-
Schema über. Nach der Methode von v. NEUMANN können wir bekanntlichU"“ = ÄUV
oder auch ebenso gut UV = ÄUV" bzw. UV“ = ?»2UV" schreiben.Setzt man diese letzteren
Beziehungin (3.71)ein, dannerhaltenwir sofort

?3U"" = UV“l+i2p7»U“'

unddarausdie quadratischeGleichung

73—i2p>t—1=o (3.72)
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welchedie nachstehendenWurzelnhat

x, = (1—p2)5+ ip (3.73a)

% =—(—pz)5+ ip (3.73b)

Wir erhaltensomitzwei LösungenderForm U"“ = ?»U". DieserUmstandergibtsich ausder
Verwendungdes Drei-Zeit-Ebenen—Schemas.Im allgemeinenführtein N—Zeitebenenschema
zu (N — 1) Lösungen. Eine Lösung, die einem einzelnenWert des Amplifikationsfaktors
zugehört,wird als „Mode“ bezeichnet.Betrachtetman die Ä-Werte in den Gleichungen
(3.73a)und (3.73b),dannergibtsich aus unserenfrüherenÜberlegungen,dasseine Lösung
U"“ = ÄU" eineApproximationandie „wahre“Lösung danndarstellt,wennÄ—>lundAt—>O
geht.Beide Lösungendes „LEAP-FROG“—Schema erhaltenwir, wennp = (1)At—>Ogehtund
sichdaherfolgerichtig

?»l=] und ?»2=—1

ergibt. Hiebei bezeichnetman die Lösungen, welche 7», zugehörenals „Physikalischen
Mode“, da wir ja immer nur Gleichungen lösen wollen, die reale physikalischeProzesse
beschreiben.Hingegensind allemit 71.2verbundenenLösungenkeineApproximationenan die
„wahre“ physikalische Lösung und werden deshalb als „computationalmode“ oder auch
„Numerischer Lärm“ bezeichnet.Da man den „Numerischen Lärm“ nicht ohne weiteres
eliminierenkann, muss man für Stabilitätfordern, dass beide Amplifikationsfaktorennicht
größerals 1 sein dürfen.Zur Stabilitätsanalysedes „LEAP-FROG“-Schemas betrachtenwir
zunächstdrei Spezialfälle:

1.) |pl< 1.IndiesemFall ist 1—p2positivundwir erhalten|?»‚(= |?»2|= 1, d.h.beide„Modes“

sindneutralundstabil.
2.) |p|= 1. In diesemFall gilt x, = h, = ip und daher |x,|=|>t,|=1.Auch hier sind beide

„Modes“ neutralundstabil.
3.)(pl > 1. Jetzt haben die beiden ?» — Werte nur noch imaginäre Teile.

1 l
x, = i[p+(p2—1)2]und>»,= i[p—(p2—1)2], weil derRadikand(1_ p2)< 0 istunddaher

‚/1— 2 = V—1‚/p2—1= i+/p2—1gilt. Weiters folgt für die Absolutbeträge, da die
1 l

Klammerwertereell sind, |?ql= [p+(p2—1)2] und |?»2|= [p—(p2—1)2] und damitfür p > 1

derWert |?»ll> 1 und für p < - 1 derWert |Ä2| > 1, d.h. das „LEAP—FROG“-Schemawird

instabil. Man sieht also, dass dieses Schema nur stabil ist, wenn |p|=|coAtl£leingehalten

wird. Aus unseren früheren Überlegungen erhalten wir für die Phasenänderung
@= arctan?»‚M/ÄRE , wasaufdas„LEAP-FROG“-Schema angewandt

@[= arctan_p_ (3.74)
1

(1—p2)2



fürden„PhysikalischenMode“ und

o, = arctan—1— (3.75)1
(1—p2)5

für den „NumerischenLärm“ ergibt.TrägtmandenVerlauf derbeidenletzterenGleichungen

in einemDiagrammmit der x-Achse x = ip/‚/(l —p2 und y = G)lbzw.32 auf,dannerkennt

>man,dassfür p—O die Relation

@]+o, = in (3.76)

gilt. Speziell wennp ——>0 geht,danngeht @1—>p, während®2"’ 711—p geht.Für kleine

ZeitschritteAt nähertsich deshalbdie relativePhasenänderung®1/p—>p/p= 1,womit sich
der “PhysikalischeMode“ der „wahrenLösung“ nähert,wogegender „NumerischeLärm“
wegen ®2/p—>(n — p)/pein ganz verschiedenesVerhalten aufweist.(3. Abb. 3.19) Das
Verhaltenderbeiden„Modes“ kannleichtmitHilfe derAnsätze

U,V= U](O)exp(iv®,)undU; = U2(O)exp[iv(irrr—ol )]

analysiertwerden.Für @)1habenwir hier den Wert 71:/8angenommenund den Imaginärteil

Uim der Lösung für t = 0 gleich Null gesetzt.Der „PhysikalischeMode“ rotiertdanngegen

denUhrzeigersinnmit @l = 7t/8 proZeitschrittAt undder „NumerischeLärm“ für p > 0 mit

n— 91 = 77c/8. In Abb. 3.20 ist die Rotation des „Physikalischen Modes“ und des
„NumerischenLärms „ in einerkomplexenEbene“dargestellt.
Aus Genauigkeitsgründenmuss die Phasenänderungdes „PhysikalischenModes ®,“ die
Phasenänderungp = mAt der „wahrenLösung“ möglichstgenauapproximieren.Entwickelt
man die rechteSeite der G1. (3.74)in einer zyklometrischenReihe und brichterneutnach

1 1
demzweitenGlied ab,dannerhältman @1= p/(l—p2)5—1/3[p3/(1—p)2(—p2)5]........

93= aretan[ -x)
’_--’fli____-__..——-———————_—‚__—_-_——————____...

01= aretanx

@
x E })‚'*\/l----p5

Abb.3.19Phasenänderungdes„PhysikalischenModes“unddes„NumerischenLärms“beim„LEAP-
FROG“Schema
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Abb.3.20a.)„PhysikalischerMode“undb.)„NumerischerLärm“des„LEAP-FROG“—Schemasfür
verschiedeneWertevonv

1
Mit Hilfe derNäherungsformelnbeikleinemp: (1—p2) 2 = 1+p2/2 und (1—p2)_1= 1+p2
folgtweiters

@, =p+p3/2—p3/3(1+p2+p2/2+p4/2)...............

BrichtmanerneutnachdemdrittenGlied ab,dannergibtsich schließlich
61 = p+1/6.p3......... undwir erhaltendannfür die „relative“Phasenänderungschlussendlich

& = C—N= 1+l p2.........
p c 6

d.h. die numerischePhasengeschwindigkeitc„erfährt gegenüberder „wahren“Lösung eine

leichteBeschleunigung.Vergleichtmanmit demMATSUNO-Schema Gl. (3.70),dannsieht
man sofort, dass das letzte Glied in dieser Reihenentwicklungdas Vierfache des letzten
Gliedes in derReihenentwicklungdes „LEAP—FROG“-Schemasdarstellt:2p2/ 3= 4(1/6pp")
d.h. die Beschleunigungdurch das „LEAP—FROG“-Schema ist viermal kleiner als die des
„MATSUNO“—Schemas.Dieser günstigenEigenschaftstehtein großerNachteildes „LEAP-
FROG“—Schemasgegenüber:die Existenzdes „NumerischenLärms“, der sich neutralverhält
und nicht ohneweitereseliminiertwerdenkann.Bei nicht-linearenModellgleichungengibt
es, wie die praktische Erfahrung zeigt, eine Tendenz zu leichter Amplifikation des
„Numerischen Lärms“. Allerdings ist es möglich, wenn ein System von
Schwerewellengleichungenzu lösenist, Gitter-und Differenzschematazu entwerfen,welche
sehr ähnliche Eigenschaften wie das „LEAP-FROG“—Schema aufweisen und keinen
„NumerischenLärm“ enthalten.Diese Schemataberechnennur den „PhysikalischenMode“
undesmußnurdie halbeRechenzeitwie beim„LEAP-FROG“—Schema aufgewendetwerden.
Eine weitereMöglichkeit , den „NumerischenLärm“ zu unterdrücken,bestehtdarin, in den
Rechengangjeweilig ein Schemaaufzwei Zeitebenenzwischenzuschalten.NachAnwendung
des „LEAP-FROG—Schemas“,um eineLösungzumZeitpunktt = (n+ 1)Atzu erlangen,wird
in der Regel eine Glättungnach dem sogenannten„ROBERT—ASSELIN“-Filter [ROBERT
(1969)undASSELIN (1972)]zumZeitpunkt 11At angewendet:

U = UV +oc(U”'—2UV+U"")

wobeioaeinenGewichtungsfaktordarstellt.
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3.1.8 Die Ad vektionsgleichung

IndiesemAbschnittwerdenwir unsmit einemfür die Praxis sehrbedeutungsvollenTeil der
atmosphärischenGleichungen befassen:Zunächst mit der einfachen Form der „linearen“
Advektionsgleichung und anschließend in einem späterenAbschnitt auchmit ihrer „nicht-
linearen“ Form. Der Einfachheit und besseren Einsicht halber wollen wir unsere
Überlegungenin eindimensionalerBetrachtungsweisefortsetzen,die die Erweiterungauf
zwei—und dreidimensionaleBetrachtungvorbereitensol]. Diskretisiertman die Gleichung
(3.11)räumlichdurch ein zentriertesendlichesDifferenzenschemaüber 2Ax, dannerhalten
wir einesogenannte„semi—diskrete“Gleichung,weil links nocheinDifferentialquotientsteht:

Öui _ _C ui+l- ui—l (3.77)
? _ 2Ax

Die zeitliche Ableitung kann nach einem im vorigen Abschnitt dargelegtenZeitschema
diskretisiertwerden.Wählenwir das„LEAP-FROG“-Schema, dannerhältman

v+l_ v—l . _ .
LL=_Cw (3.78)

2At 2Ax

(3.78)ist ein konsistentes,numerischesSchema zur Lösung dereindimensionalen„linearen“
Advektionsgleichung.Nunmehrführenwir in (3.77)die diskreteVersuchslösung

u. = RelU(t)exp(ikiij1

ein,wobeiwir hierzurUnterscheidungvon i =«/—1für denGitterpunktsindexwiederi ver=
wendethaben.Wir erhaltendann

U[expik(i +1)Ax—expik(i—1)Ax

2Ax
oderauch

dU .
——ex ikiAx =—cdt p( )

£ _ —cU[exp(ikAx)—exp(—ikAx)]

dt 2Ax
(3.79)

Mit Hilfe derEulerschenIdentität exp(ikAx)—exp(—ikAx)= 2isinkAX kannmanaus (3.79)
sofort

d_Uin[—csmkzlx (3.80)
dt Ax

erhalten.Wenn man in (3.80)für den eckigen Klammertermgleich COsetzt,dann ist diese
Beziehungmit der Oszillationsgleichung(3.58) ident. Diskretisierenwir (3.80)nach dem
„LEAP-FROG“—Schema,dannerhältman

(3.80a)UV“ = UV" +2iAr[—c sm“" ]UV
Ax

126



. At . . .
worausmitp = (1)At= —cA—s1nkAx schheßhch

x

Uv+l= U"“l +ZipUV (3.80b)

folgt. Wir haben vorhin gesehen,dassdas Schema nur dann stabil ist, wenn für alle

Frequenzenlp|£ 1 ist,d.h.es gilt mit (3.80a)auch

|—c£sinkAxl£l
Ax

Da IsinkAxl im erlaubtenFrequenzbereichals Maximum den Wert 1 erreicht,vereinfacht
sichdiesesStabilitätkriteriumzu

331
Ax(Cl (3.81)

was aber nichtsanderesals das GEL-Kriterium darstellt.Es ist dem auf Seite27 unterGl.

(1.60)bereitserwähntemKriterium sehr ähnlich. Es fehlt hier nur die x/2, da wir unsere
Betrachtungenvorläufig noch auf eine Raumdimensionbeschränkthaben.MESINGER u.
ARAKAWA (1976)zeigen, dass die numerischeLösung für den „PhysikalischenMode“,
tatsächlichgegendie „wahre“LösungderAdvektionsgleichungkonvergiert,wennAt—+0 und
Ax —>0 gehen.Für den „NumerischenLärm“ konntensie zeigen,dasser sichmit 02=—c in
entgegengesetzterRichtung ausbreitetund das Vorzeichen von Zeitschritt zu Zeitschritt
ändert.Er ist dabeifür geradeZeitschritte positiv und für ungeradenegativ.Erwähntmuss
hier auch noch werden, dass das „MATSUNO“—Schema bei Anwendung auf die
AdvektionsgleichungDämpfungseffektezeigt, die von der Wellenzahl k abhängig sind.
Maximale Dämpfung ergibt sich hiebei für Wellenlängen L = 4Ax währendgerade im
hochfrequentenBereich nahe L = 2Ax ungenügendebzw. keine Dämpfung stattfindet.
Obwohl Dämfungerwünschtsein kann,ist sie in dieserselektivenForm ungeeignet.Für die
Lösung der Advektionsgleichung erweist sich das „MATSUNO“-Schema deshalb als
ungünstig.Es verbleibt das Problem des „Numerischen Lärms“, welcher als Fehler der
„NumerischenLösung“ überlagertist unddahereliminiertoderstarkgedämpftwerdenmuss.
Hier bietetsich unteranderemdasSchemavon „LAX-WENDROFF“ an, dasals Schemaauf
zwei Zeitebenen keinen „Numerischen Lärm“ erzeugt. Wir diskretisieren die
Advektionsgleichungim „LAX-WENDROFF“—Schema in einem Raum-Zeit-Gitter,wie in
der nachstehendenAbb. 3.21 demonstriert.Zunächst werden provisorische Werte im
Mittelpunkt zweier Raumzeitgittergebildet. Dies geschieht durch die Wahl zentrierter
Vorwärtsdifferenzenin RaumundZeit, wobeifür

uv ‚ undu_
i+— 1-12 2

räumliche,arithmetischeMittel uV aus den zwei am nächstengelegenenGitterpunktenim
Raumerrechnetwerden.Man erhältsomitfür die Advektionsgleichung(3.11)jeweils

127



V+1L L L

Abb.3.21:RaumzeitgitterzurAbleitungdes„LAX—WENDROFF“-Schemas
nachMESINGERu.ARAKAWA(1976)

v+— v+— ]
u ——[u" +u"] u 2——[u."+u.v_]i+l 1+1 1 U.V_u(‚ i—1 2 1 11 \, up
2 1 : _C 1+lA 1 und 2 1 : _C 1A 1—l

—At x —At x
2 2

Hierauf setzt man diese provisorischenWerte in ein räumlich und zeitlich zentriertes
DifferenzenschemaderAdvektionsgleichung(3.11)in derForm

v+l v v+l/2 v+l/2
“' —u. __C ui+1/2_ui—l/2l ]
At Ax

ein underhältzunächst

u,"“—uiv c cAt u"„—u" 1 „ „ c cAt u.V—u.v_l 1 „ „
——=—— —— +—+ +—h.+u.) —— — + ——h ....)At AX 2 AX 2 AX 2 AX 2

worausschlussendlichdie Relation

v+l_ v 2
T =—äl(ul.. +w.)l+%°—f.tl(ur„ —2u.V+ )] <3-82>

resultiert.Hält man At festund lässtAx—>0 gehen,dannnähertsich der letzteTerm in der

82u
x2Gleichung (3.82)dem Ausdruck %c2At was nichtsanderesals einen „Diffusionsterm“

darstellt,welcherdämpfendwirkt.Sein Dämpfungseffektist, wie manzeigenkann,maximal
für den hochfrequentenTeil desWellenspektrums,vor allem für dieWelle L = 2Ax. Da sich
gerade mit dieser sehr kurzen Wellenlänge häufig ernste Probleme ergeben, ist diese
Eigenschafthöchstwillkommen.Das Schemaist vonderGenauigkeitR=O[(Ax)2]+O[(At)2].
Um die Stabilitätdes „LAX-WENDROFF“—Schemas zu untersuchen,führtmandie Lösung
(3.26)in (3.82)ein underhältnachähnlicherRechnungwie schonfrüher
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2 2 . 4 kAX 1
|).|=1—4u (1—„ )sm ——2—2 (3.83)

. [Cl/At. . . 2
wobe1u =— 1st.Das „LAX—WENDROFF“— Schema13tdemnachstab1l,wenn( —u )2 0

Ax

ist,wasmit demCFL-Kriterium

“_ Ax _

identist.DurchAbleitungvon [Mnachu ergibtsich sofort

% _ _ 4u(1—21.12)sin4@

l
a“ [1—4112(1—u2)sin4%? 2

und damit beimWert 11= 1/J2 für alle (?»|- Kurven als Funktionvon p ein Minimum. [s.a.

MESINGER u. ARAKAWA (1976)}.SetztmandiesenWert für u in (3.83),dannerhältman
unmittelbar

W = [1—sin4kAX/21%MIN

Daraus ersieht man, dass dieser Minimalwert bei der kleinstengerade noch auflösbaren
Wellenlänge2Ax bzw. 7t/AxdenWert |ÄIMIN=Oannimmtund von da an monotonanwächst

und sich mit L—+oodem Wert |Ä|=1nähert. In der Abb. 3.22 lässt sich diesesVerhalten

eindrucksvollablesen.Die Dämpfung ist vor allem für die kurzenWellenlängengroß,was,
wie bereitserwähnt,sehr vorteilhaftsein kann. Allerdings hängtdie Dämpfung auch vom
Zeitschrittab,wasim Grundegenommen„physikalisch“nichtganzeinzusehenist.Außerdem
kannüberdenZeitschrittAt nichtnachBeliebenverfügtwerden,dadieseramCFL-Kriterium
zu orientierenist.Dies stelltzweifelloswiederumeinenNachteildesSchemasdar.

Demgegenüberbesitztes aberden großenVorteil keinen„NumerischenLärm“ zu erzeugen.
Allerdings besitzt kein Schema, welches aus der Kombination räumlich zentrierter
Differenzen und der früher abgeleitetenzeitlichen Differenzenschematagebildet werden
könnenalle Vorteile des „LAX—WENDROFF“-Schemas. Darüberhinaus ist die Dissipation
klein gegenüberden realenphysikalischenDissipationenin derAtmosphäre.Deshalbwurde
das„LAX—WENDROFF“-Schema in derNWP mit Erfolg angewendet.
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Abb.3.22DerAmplifikationsfaktoralsFunktionvonufürdas„LAX-WENDROFF“—Schemafürdie
WellenlängenL =2AxundL =4Ax[nachMESINGERu.ARAKAWA(1976)]

3.1.9 Die „Numerische Dispersion “

Wir habenfrüherfestgestellt,dassdie lineareAdvektionsgleichungLösungenderForm

u(x,t)= Re[U(t)exp(ikx)]

hat,vorausgesetzt,dass%+ iko = 0 gilt. Man sieht,dasssich Wellen allerWellenlängen

mit der gleichen Phasengeschwindigkeitc ausbreiten,d.h. die Funktion u(x,t) wird ohne
Änderung ihrer Form mit konstanterGeschwindigkeit0 entlangder x-Achse verlagert.Nun
ziehen wir die semi-diskreteGleichung (3.77) heran. Diese „hybride“ Gleichung hat die
Eigenschaft,dassdie FehlerdernumerischenApproximationausschließlichaufdie Fehlerder
räumlichenDifferenzenbildungzurückzuführensind, da die zeitlicheÄnderungsich noch in
derForm einesDifferentialquotientenmanifestiert

QEL::_CEEHLLEEL (377)
dt 2Ax

DieseGleichunghat, wie bereitsdemonstriertdie diskreteLösung “1= RelU(t)exp(ikiij

vorausgesetzt,dassdieBeziehungetwasumgeordnetin derForm

— +ikU = 0 (3.84)
dU [ednkdx]

dt X

geschriebenwird. Man kann dies sofort zeigen, wenn man die diskreteLösung in (3.77)
einsetztundaufdie EulerschenIdentitätenBedachtnimmt.Wennwir denKlammertermmit

c _ [csm kAX} (3.85)
kAX

bezeichnen,dannwird (3.84)zu
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%+ike*U =0 (3.86)

Aus dieser Gleichung erkenntman sofort, dass sich die Wellen in der „semi-diskreten“
Beziehungmit der Phasengeschwindigkeitc*, welcheeine Funktionder Wellenzahl k bzw.
WellenlängeL darstellt,ausbreiten.Damit kommtes durchdie räumlicheDifferenzenbildung
zu einerDispersionderWellenkomponenten,d.h. die einzelnenWellen laufenabhängigvon
ihrer Wellenlänge mit verschiedenen Phasengeschwindigkeitenauseinander. Dieses
Phänomennenntman„computationaldispersion“oder „NumerischeDispersion“.Wenn kAx
anwächst,dann sinktdie Phasengeschwindigkeitc* und wird für die WellenlängeL = 2Ax
sogar Null. Auf jeden Fall ist aber für alle Wellenlängendie Advektionsgeschwindigkeit
kleinerals die Advektionsgeschwindigkeitder „wahren“Lösung.Durch dasdamitgenerierte
Auseinanderlaufender einzelnen Wellenkomponentenkann es zu einer sehr ernst zu
nehmenden „Lösungstrennung“kommen. Besonders gravierend ist dieses Problem für
atmosphärischePhänomene, die durch Überlagerung von Wellen mit verschiedener
Wellenlängezustandekommen,wie z. B. Fronten,Scherungslinienetc.Die letzterenwerden
besondersdurchSuperpositionhochfrequenterWellenkomponentengeneriertundunterliegen
deshalbeiner sehrraschenDispersion,die mitunterzu einer völlig irrealenDeformationdes
FeldesderprognostischenVariabelnführenkann.

IndiesemZusammenhangverdientauchdie sogenannteGruppengeschwindigkeit,welchefür
die Energieausbreitungsprozessewichtig ist, besondereBeachtung.Die Gruppengeschwin-
digkeitkannbekanntlichdurchdie Beziehung

eG=£(kc)=c+kj—E (3.87)

definiert werden. Daraus sieht man, dass die Gruppengeschwindigkeit,dann mit der
Phasengeschwindigkeitübereinstimmt,wenn dc/dk= 0 ist, d.h. keine Abhängigkeit der
Phasengeschwindigkeitvon Wellenzahl bzw. Wellenlänge gegeben ist. Im Zuge der
Diskretisationvon (3.77)habenwir aberdie Relationen(3.84)bis (3.86)erhalten,womit für
die GruppengeschwindigkeitdernumerischenLösungoffensichtlich

e; = i(ke*)= e*+k— (3.88)

zu geltenhat,wasmit (3.85)zu

CGzik_[k XCOS ); SlrlkAx]+c =ccoskAx (3.89)
Ax k

führt.Man erkenntsofort,dassmitwachsendemkAX die „NumerischeGruppengeschwindig-
keit“ abfällt und bei L = 4Ax (kAX = 7t/2)den Wert 02 = 0 annimmt.Bei noch kleineren

Wellenlängenkehrtsich dasVorzeichenum und C2wird negativ,d.h. die Wellenpakete,die

von einerdiesersehrkurzenWellenlängengebildetwerden,breitensich entgegengesetztzur
Advektionsrichtungder „wahren“Lösung und andererindividuellerWellen aus. Das steht
aber offensichtlich im Gegensatz zu den physikalischen Eigenschaften der
Advektionsgleichungund man nenntsolcheWellen auch „parasitische“Wellen. Sie stellen
somiteineweitereFehlerquellenumerischerLösungendar.Die Hauptfehler,welchedurchdie
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räumlicheDifferenzenbildungentstehen,sind somit der „Phasengeschwindigkeitsfehler“und
die „NumerischeDispersion“.Man hat sich deshalbum ApproximationenhöhererOrdnung
beiderräumlichenDiskretisationbemüht,umdie erwähntenFehlerkleinzu halten.

3.1.10 Approximationen vierter Ordnung für zentrierte räumlicheDifi‘erenzen -
bildung in der Advektionsgleichung

Setzenwir nunmehrdie ApproximationvierterOrdnung(3.37)für die räumlicheDifferenzen-
bildung in die lineareAdvektionsgleichung(3.11),dannergibtsich

__i+c[_ll_li___i+z_—'_]zo (3.90)

Mit Hilfe derdiskretenLösung u; = Re(U(t)exp(ikiij habenwir für die hybrideGleichung

(3.77)bei räumlicherDifferenzenbildung,welche von zweiterOrdnung genauist, für die
Phasengeschwindigkeitdie numerischeApproximation (3.85) erhalten.In analogerWeise
ergibtsichjetztfür ApproximationenvierterOrdnung

(3.91)
C...._ c 4 sinkAx 1sin2kAx

3 kAX 3 2kAx

als „Numerische Phasengeschwindigkeit“.Für kleine Wellenzahlen kann man (3.85) und
(3.91)in trigonometrischeReihenderForm

e*=e[1-1/31(1<Ax)2+..........] bzw. e**=e[1-4/51(kdx)4+.........]

entwickeln.Darauswird soforteinsichtig,dasszwar in beidenFällen derVerzögerungseffekt
der „numerischenPhasengeschwindigkeitexistentist, aber für die Approximationenvierter
Ordnung bedeutendkleiner ausfällt.Währenddiese vorteilhafteEigenschaftvor allem für
Wellen desgroßenundmittleren„Scales“ festzustellenist, nähertsich die Approximationfür
kurzeWellenlängensehrraschdemWert c* undwird schließlichbei L = 2Ax ebenfallNull
(s. hiezu Abb. 3.23).Aus der Abbildung erkenntman außerdem,dassab einerWellenlänge
von L = 4Ax die numerischePhasengeschwindigkeitc** stärkermit kAX abfälltals c*, d.h.
die „NumerischeDispersion“ist in diesemBereich für ApproximationenderviertenOrdnung
stärkerals für solche zweiter Ordnung. Mit einem Wort, obwohl auch die kurzwelligen
Komponenten mit einer größeren Geschwindigkeit c** advektiert werden, ist ihre
„Numerische Dispersion“ größer und es erfolgt eine raschere Deformation des Feldes.
Gleichzeitigmussman bedenken,dassder Rechenaufwandpro Gitterpunktfür eine Schema
vierterOrdnung entsprechendzunimmt.Man ist somit vor die Entscheidunggestellt,die
gewünschtegrößere Genauigkeit mit Hilfe von Schemata von der Genauigkeit vierter
Ordnungzu erzielenoderdie GitterdistanzAx entsprechendzu verkleinern,wobeiwiederum
auchdie Auswirkungauf dasCFL-Kriterium Beachtungfindenmuss.BeideWege führenauf
jedenFall zu einembedeutendgrößerenRechenaufwand.

Auch der „Truncation-Error“ eines Schemas 4. Ordnung soll hier noch kurz untersucht

werden.Setzenwir in (3.37)—31= f'(x) undfür f(x) = A sinkx , dannerhaltenwir aus(3.37)
x

die approximativeRelation
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F(X). _ As1nkAx[ 1
1+g(1—coskAx)}coskx

+>1=1

Abb.3.23Phasengeschwindigkeitenc*undc**imVergleichzurPhasengeschwindigkeitcderwahren“Lösung
C2=numerischeGruppengeschwindigkeit

BildetmanschließlichdasVerhältnisderapproximiertenzur „wahren“Ableitung,dannergibt
sich

f )x)8= smkA" [1+1(1—coskAx)] (3.92)
f (x) kAX 3

TrägtmandiesesVerhältnisals Funktionvon kAx auf,dannerhältmandie gestrichelteKurve
in Abb. 3.1 underkennt,dass(3.37)tatsächlicheine genauereApproximationdarstellt.Sie ist
relativgutbis zurWellenlängeL =4Ax undfällt für kleinereWellenlängenraschab.

Mit THOMPSON (1961)wollenwir nunfordern,dassdermaximale„Truncation-Error“10%
womöglich nicht übersteigen sollte. Aus Abb. 3.1 ergibt sich dann, dass das
Differenzenschema(3.4)dieseForderungnur für kAX = 0.8, dasSchema(3.37)hingegenbis

kAx2 =£ d.h. es
kAXl 0.8

kann ohne Verlust an Genauigkeit die Gitterdistanz mit Ax2 = 1.75Axlim Fall der
ApproximationvierterOrdnung, also 1.75mal größer als für ein SchemazweiterOrdnung,
gewähltwerden.Da (I+1)Gitterpunkteüber die Entfernung L)(und (I+1)Gitterpunkteüber

kAx = 1.4 erfüllt. Für ein und dieselbeWellenzahl k ergibt sich daher

die EntfernungLy in einemzweidimensionalenGittersystemverteiltsind,ergibtsich

I+1=Lx/Ax2 +1 und J+1=Ly/Ay2 +1 oderauch

1+1= (L,/1.75M,)+1 und J+l=(Ly/l.75Ayl)+l

d.h.esergibtsicheineAnzahl von

(1.75)2(I+1)(J+1)= (1/Ax‚Ayl)(Lx+1.75Ax‚)(Ly+1.75Ay,)

Gitterpunkten.Mit (1.75)2= 3.06stellenwir daherfest,dassbei gleicherGenauigkeitfür das
Schema (3.35) etwadie dreifacheAnzahl an Gitterpunktengegenüberdem Schema(3.37)
notwendigwäre. Die Anzahl der Rechenoperationenist natürlichder Gitterpunktsanzahl
proportional,d.h. dreifachgrößer.Allerdings sind für die Berechnungvon (3.37)doppeltso
viele Rechenoperationenals für das ursprünglicheSchema(3.35)ohne der Verdreifachung
der Gitterpunktsanzahlerforderlich.Wir könnendeshalbgemäß(1.62)für die Rechenzeiten
beiVerwendungderbeidenDifferenzenschemata
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r, = L3NXRnAt

r, = LNX2RnAt

ansetzen,woraussofortersichtlichist,dassdasVerhältnisderRechenzeiten

r‚ : 1:2= 3:2

beträgt,d.h. bei gleicherAnzahl von n ZeitschrittenAt "tl um denWert 12/2größer ist. Da
für das DifferenzenschemavierterOrdnung bei gleicher Genauigkeitman die Gitterdistanz
1.75 Axlwählen kann und gleichzeitig für den PrognosenzeitraumT = nAt geltenmuss,
könnenwir auch

n‚At1= n2At2

schreibenbzw. mit Hilfe des Stabilitätskriteriumsfür zweidimensionaleBetrachtung(CFL-

_ Axlc\/2
Kriterium)Cx/ZAtl/Axl S] und cx/2At2/sz 51 zu n,/nl ——=Axl/l.75Axlund

Ax2cx/2

weiters schlussendlich zu n1=1.75n2kommen.Für das Rechenzeitverhältnisergibt sich
deshalb:

{,/T2= (3/2)1.75= 2.6

d.h. bei Anwendung von (3.37)könntedie Rechenzeit trotz Verdopplungder Anzahl der
Rechenoperationenauf etwa38%der Rechenzeitfür das Schema(3.35)verringertwerden.
Da gleichzeitigdernotwendigeSpeicherplatzfür ein zweidimensionalesWertefeldum 1/3für
(3.37)kleinerseinkann,erweistsich diesesSchemaals besonderswertvoll.InderTat ist der
Vorteil aber nicht ganz so groß,weil gezeigtwerdenkann, dass das Stabilitätskriteriumfür
Approximationender vierten Ordnung etwas restriktiverist. Diskretisierenwir die semi-
diskrete Advektionsgleichung (3.90) zeitlich nach dem „LEAP—FROG“-Schema, dann
erhaltenwir

v+l_ v—l _ _ . _ _ _U. U. =_C[iur+r __r+z_un—2]zo (3.93)
2At 3 2Ax 3 4Ax

IndieseRelation(3.93)führenwir die bereitsmehrfachverwendetediskreteLösung

u; = RelU(t)exp(ikiij

ein underhaltenunterBedachtnahmeauf die EulerschenIdentitätenauf ähnlicheWeise, wie
schonbisher

UV“ = UV“ +2i[(—cAt/Ax)(4/3sinkAX—1/3sin2kAx/2)]UV (3.94)

Von dengleichenÜberlegungenwie in (3.80a)ausgehend,kannmandann

p = (1)At= [—cAt/Ax(4/3sin kAx—1/3sin2kAx/2)]
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ansetzen. Das „LEAP—FROG“—Schema ist generell dann stabil, wenn für alle
Frequenzenlp(S 1 ist,d.h.wennfür alle zulässigenWellenzahlen k dieBedingung

[—cAt/Ax(4/3sin kAX—1/3sin2kAx/2)]S1 (3.95)

gilt. Um für alle Wellenlängen Stabilität zu garantieren, muss das Maximum des
Klammertermsgefundenwerden.Dieses Maximum bestimmtman, indem der Term in der
rundenKlammer nachkAx abgeleitetunddasErgebnisgleichNull gesetztwird:

4/3coskAx —1/3cos2kAx =0

Setztman weitersfür cos2kAx=2cos2kAx— 1, dannerhältmaneinequadratischeGleichung
deren reelle Wurzel coskAx = - 0.225 bzw. kAx = 1030ergibt. Daraus folgt für den
Maximalwert4/3sin103°-1/6sin206°= 1.37.Mit Hilfe dieserÜberlegungenergibtsich dann
sofortaus(3.95)

1.37cAt/Ax5 1bzw. cAt/Ax5 0.73

als Stabilitätskriterium, d.h. für Approximationen vierter Ordnung ergibt sich ein
restriktiveres Stabilitätskriterium. Es lässt sich übrigens auch zeigen, dass das
Stabilitätskriteriumumsorestriktiverist,je höherdie GenauigkeitR =O[(Ax)n]wird.Für das
VerhältnisderRechenzeitenerhaltenwir nunmehr

5 = (3/2)1.75(0.73)= 1.9T
2

d.h. trotz des restriktiverenStabilitätskriteriumskann die Rechenzeit 12 immer noch auf

nahezudenhalbenWert von ”C,reduziertwerden.Die VorzügedesSchemas(3.37)sindsomit
offensichtlich. Anschließend muss aber ergänzend festgestellt werden, dass für den
hochfrequentenFeldteil, also Scales,die nahebei derWellenlängeL = 2Ax liegen,keineder
endlichen Differenzenmethodenbefriedigendsind. Hier kann nur eine Verringerung der
GitterdistanzAbhilfe schaffen.Aus der Abb. 3.23 kann man entnehmen,dass durch eine
Halbierung der Gitterdistanzsich die ursprünglich stationäreWelle L = 2Ax mit einer
Geschwindigkeit von 2/3c der „wahren“ Lösung verlagern würde [s.a. MESINGER u.
ARAKAWA (1976)}.Gleichzeitig bedeutetdies aber, wenn wir zu zweidimensionaler
Betrachtungübergehen,dass sich die Rechenzeitum den Faktor 4 verlängert,wobei das
StabilitätskriteriumnotwendigerweiseeineHalbierungdesZeitschrittesAt erforderlichmacht
und daher die Rechenzeitum ein weiteresmal um den Faktor 2 vergrößertwird. Das ist
freilich keine prinzipielle Schwierigkeit, sondern eine Frage der Rechentechnologie.Die
Approximationen höherer Ordnung erzeugen aber noch ein anderes Problem. Die
VerwendungzusätzlicherGitterpunkteerzeugtähnlich wie die Verwendung von mehr als
zwei ZeitebeneneineArt „räumlichenNumerischenLärm“. Außerdemwirddie Formulierung
derRandbedingungenkomplizierter.Zu einfacheRandbedingungenkönnenaberzu weiteren,
mitunterernstenSchwierigkeitenführen. ROBERT (1974)konntezeigen, dass die größte
Fehlerquelle in den NWP-Modellen durch den Truncation—Errorim Advektionsterm
hervorgerufenwird. Eine Verbesserungder ErmittlungdesAdvektionstermsfür Systemedes
„kleinräumigen“ScaleskanndurchAnwendungder LagrangeschenMethodeerreichtwerden.
Auf dieseMethodewerdenwir späterzurückkommen.

135



3.1.] 1 Die zweidimensionale Advektionsgleichung

Bisher haben wir uns überwiegend nur mit eindimensionalen Problemen beschäftigt.
Nunmehr wollen wir uns auch der zweidimensionalen Betrachtung widmen. Die
zweidimensionale,lineareAdvektionsgleichunglautet

d_u_|_de_u+Ca—u=0 (3.96)
dt 8x y By

wobeiwieder cx,cy = const.und u = u(x,y,t)ist. Die konstante,vektorielleAdvektionsge-
1/2schwindigkeitistdeshalb|c|= [ci +ci] . Als nächstesschreibenwir die Gleichung(3.96)in

„semi—diskreter“Form

dub.——c um,j—u u

?_ * 2Ax V 2Ay
i—l,j_ i,j+l_ i‚j—l

Führenwir in dieseGleichungdieVersuchslösung

uij= Re[U(t)expi(ijx +kyjAy] (3.97)

ein, wobei hier kx undkydie Wellenzahlenin die jeweilige Koordinatenrichtungbedeuten,

dann erhält man, ähnlich wie schon im eindimensionalen Fall, nach entsprechender
BerücksichtigungderEulerschenIdentitäten

C
a—U=i — °V sinkxAx——ysink Ay U (3.98)
dt Ax Ay y

Diskretisiertman(3.98)zeitlichnachdem „LEAP-FROG“—Schema in derZeit, dannerhalten
wir sofort

UV“ = UV“ +2iAt[(—e, /Ax)sin kxAx—(ey/Ay)sinkyAy]Uv (3.99)

und mit Hilfe der bereitswohlbekanntenRelationen Uv = ?»UV" bzw. UV+l= 7\.ZU"_1folgt
schließlich aus(3.99)?3U"" = U“1 +2ip?»U”'loderauch

73—Zip?»—1= 0

wasmit (3.72)übereinstimmtund wobei p = Atl(—cx/Ax)sin kxAx—(cy/Ay)sinkyij ist.

Aus unserenfrüherenBetrachtungenin der eindimensionalenForm wissen wir, dass als
notwendigeBedingungfür Stabilitätim „LEAP-FROG“-Schema

|p|£l
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zu geltenhat.Deshalbmussanalogim zweidimensionalenFall die Relation

|Atl(—cx/Ax)sinkxd—(ey/Ay)sinkde | < 1 (3.100)

gelten, wobei für ein regelmäßigesGitternetzjetzt Ax = Ay = d gesetztwurde. Der

Maximalwert,den |sinkxd und (sinkyd|im Bereich der zulässigenWellenzahlenannehmen

kann,ist auchhierjeweils 1.Das Stabilitätkriteriummuß natürlichfür alle kXund ky erfüllt

sein. Betrachtetman ein Diagramm von Wellenzahlen für ein zweidimensionalesGitter,
wobeiin der x-Richtungdie ProduktederWellenzahlmit derGitterdistanzkxd und in der y-

Richtung die Produkte kyd aufgetragensind, dann liegen die zulässigenWellenzahlen

innerhalb eines quadratischenGebietes in der Wellenzahlenebene(s.Abb. 3.24). Der
maximaleWert derlinkenSeitevon (3.100)kommtinnerhalbdeszulässigenWellenbereiches
an demPunktP mit den Koordinaten P(kxd= 7t/2;kyd = 7t/2) zustande.Damit werdendie

Terme sinkxd= sinkyd= 1, d. h. für den Betrag eines gegebenenAdvektionsgeschwindig=

keitsvektors|c|hat die linke Seite von (3.100) dann einen maximalenWert, wenn die

Advektionsgeschwindigkeiteinen Winkel n/4mit der x- bzw. der y-Achse einschließt.In
diesemFall gilt nämlich

NH

5“54,p.
0\<

1>kxd

Abb.3.24ZulässigesGebietderWellenzahlenkxundky füreinquadratischesGitternetzmitderGitterdistanz

d=Ax=Ay[nachMESINGERu.ARAKAWA(1976)]

weil sin111/4= cy/|c|= J2/2 und cos1t/4= cx/c|= J2/2 ist.Mit dieserÜberlegungergibt

sichdannaus(3.100)sofort

|c|72%51 (3.101)

wasabernichtsanderesals dasbereitsöfterserwähnteCFL—Stabilitätskriteriumdarstellt.
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3.1.12 Die nicht-lineare Ad vektionsgleichung, “Aliasing “
und die „nicht-lineare Instablität“

Bisher habenwir uns nur mit linearenGleichungenbeschäftigt.Als nächstenSchrittwollen
wir aucheine möglichsteinfachenicht—lineareGleichung betrachtenund werdenhiebei auf
eine weitere Schwierigkeit stoßen. Wir betrachtendie eindimensionale, nicht-lineare
Advektionsgleichung:

Öu Bu
Öt+uax —0 (3.102)

Hiebei istwiederu = u(x,t),aberc = u= const.BetrachtetmanjetztdenmultiplikativenTerm
der Gleichung uÖu/Öxdannwird dieseMultiplikation(durchdie NichtlinearitätdesTerms),
wennman diese in endlichenDifferenzenausführt,einenweiterenFehler erzeugen,der auf
die UnfähigkeitdesGitternetzesWellenlängenkleinerals L = 2d aufzulösen,zurückzuführen
ist. Die nicht mehr auflösbarenWellenlängen bzw. Wellenzahlen sind bekanntlichk >
kMAX= 7t/d, da mit L = 2d, kMAX= 27t/L= rt/d wird. Wir betrachteneineFunktionu(x),
welchedurchWerteandenGitterpunktenmit denKoordinatenx = id mit Hilfe vonu = sin kx
dargestelltwerdenkann,wobeik < kMAXist.Wennmanu = sin kx in dennichtlinearenTerm
uBu/8x einsetzt,dannergibtsich

uöu/8x= ksin kxcoskx = (k/2) sin2kx

Aus dieserRelationerkenntmansofort,dass,wennk im Interval1/2kMAX < k < kmx

liegt,der nicht-lineareTerm neueWellen mit Wellenzahlengrößerals k mx generiert,d. h.
solche die außerhalb des vom Gitter noch auflösbarenWellenbereichs liegen. Die so
erzeugten Wellenzahlen können im numerischen Rechenverfahren nicht entsprechend
dargestelltwerden.Um einen plakativenEindruck dieses „numerischenFehlverhaltens“zu
erlangen,betrachtemandie Abb. 3.25.Vergleichenwir z. B. eineWelle mit derWellenlänge
L = 4d/3,d.h. k > k MAXbzw. L < 2d, die in der Abb. 3.25 voll ausgezeichnetist, mit einer

Welle L = 4d, die gestrichelteingetragenwurdeunddie Wellenzahl k = 7t/2daufweist,dann
ist sofortevident,dassmit Hinblick darauf,dassunsnurWerteandenGitterpunktenbekannt
sind,nichtfestgestelltwerdenkann,umwelcheWelle es sich tatsächlichhandelt.Da wir aber
nurauflösbareWellenlängenbetrachtenkönnen,begehenwir durchdie numerischeRechnung
einenFehler,der „Aliasing—Error“oder auch „Wellenverfälschungsfehler“genanntwird. Mit
MESINGER u. ARAKAWA (1976)kannmandiesnochdeutlichermachen:

, / " ‚?,—Y}//\ {P \ / ./ /
' ‚’ / /

\ / 3 ,/ // \“.% - .....-.-}. / Q .. . ...+..-.—_.»-
r ' /

\ ‘ / / \
\ \ \ & //// / \\_/

Abb.3.25DieWellemitL =4d/3istimGittervonderWelle4dnichtzuunterscheiden.

Im generellen Fall darf man sich die Funktion u aus einer Zahl von harmonischen
Komponenten u=Zu„ zusammengesetztdenken. Der nichtlineare Term enthält dann

n
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Produkte mit verschiedenen Wellen zahlen z. B. sink‚xsin k2x. Entsprechend dem
trigonometrischenTheoremgilt auchdie Identität

sink‚x sink2x51/2[cos(kl—k2)x—cos(k‚+k2)x]

Wenn man nunmehrmit einer numerischenRechnungbeginnt,wobei zunächstnur Wellen
mitWellenzahlenk < k w.x vorhandensind,werdensehrraschWellen k > kMAXgeneriert
und es kommt zur bereits besprochenen Fehlinterpretationder Wellenzahlen bzw.
Wellenlängen.Nun istes aberauchmöglich sinkx = sin[2kMAX—(2kMAX—k)]xzu schreiben.
Setzt man für diese Beziehung für die kleinste noch auflösbareWellenlängeL = 2d die
Relation kMAX= 7t/d undverwendetdastrigonometrischeTheorem

sin(A—B)=sinAcosB—cosAsinB

dannergibtsich fürA = 2kMAXxund B = (2kMAX—k)x sofort

. . 27zx 275 27zx. 27r
s1nkx=s1n——cos ———k x—cos—s1n ——k )(

d d d d

Da andenGitterpunktenx = iAx = id ist,erhaltenwir sin 27tid/d= 0 undcos 27tid/d= 1und
dahergilt auch

sink id =—sin(2kMAX—k)id

Auf diese Weise ersiehtman sofort, dass bei lediglicher Kenntnis der Gitterpunktswerte
zwischen Wellen mit der Wellenzahl k und der Wellenzahl k* = (2kMAx—k) nicht

unterschiedenwerdenkann, d.h. wenn k > kMAXist, wird die Wellenzahl k durch die
Wellenzahl k* fehlinterpretiert.Diese Wellenzahl ist um den gleichen Betrag kleiner als
kMAX, um welchen—k größerist als kMAX. Wir könnenunsdeshalbk* als dasAbbild einer

Reflexion (oder Spiegelung) von k über kMAX in den erlaubtenWellenzahlenbereich
vorstellen(s.hiezuAbb. 3.26).

1 /f\ 1 /.

0 k* kmax k 21—c„„„x

Abb.3.26Reflexionvonk überkMAX.Die„generierte“WellenzahlwirdalsWellenzahlk*vorgetäuscht.

Der dargelegte„Aliasing—Error“bereitetbei der NumerischenIntegrationder prognostische
Gleichungeneine weiteresehrernsteSchwierigkeit.Jede beliebigeatmosphärischeVariable
kannals FunktionderRaumkoordinatenbetrachtetwerden.Diese Funktionenkannman sich
als SummeeinerReihe von harmonischenKomponentenvorstellen.Der Beitragjederdieser
Komponenten zum mittleren quadratischenWert der Variablen ist als Funktion der
Wellenzahl k zu betrachten.Sind die VariabelnGeschwindigkeitskomponenten,danndürfen
wir die Funktionals „kinetischesEnergiespektrum“ansehen.DiesesSpektrumbeschreibtdie
relative Bedeutung der verschiedenen „Scales“ im Variablenfeld. Synoptische
Untersuchungenhabengezeigt,dass sich dasGesamtspektrumals Ganzes nurwenigändert,
wenn auch die einzelnen „Scales“ selbst größerenVeränderungenunterliegenkönnen.So
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weistdas zonaleSpektrumder westwärtsgerichtetenGeschwindigkeitskomponentenfür die
Wellenzahlen k = 4 bis k = 7, d.h. also 4 bzw. 7 Wellen entlangeinem Breitenkreisein
Energiemaximumauf,währendie Energie für k > 10sehrraschabfällt [s.hiezuMESINGER
u. ARAKAWA (1976)].Im hochfrequentenBereich nahe kMAXstecktim allgemeinennur
sehr geringe Energie. In einer numerischen Integration wird aber die Form des
Energiespektrumszusätzlich zu den relativ kleinen, physikalischrealenÄnderungendurch
Wellenverfälschungaus dem „Aliasing—Error“belastet.Mit einemEnergiespektrumder hier
dargelegtenForm und der Tatsache, dass die meistenKombinationenvon Wellenzahlen
(kl +k2) größersind als kMAX,dürfenwir erwarten,dassder Großteil der Energie solcher
Kombinationenzu jenengeneriertenWellenzahlengehört,die nicht viel größersind als k =
kMAX. Da aber die durch Nicht—Linearitätgenerierten(k]+k2)> kMAX, wie wir gesehen
haben,durchdas„Aliasing“ eine scheinbareReflexion in denerlaubtenWellenzahlenbereich
erfahrenbzw. mit denWellenzahlenetwaskleiner als kMAXverwechseltwerden,findet ein

„unechter“Energieflussin den Nahbereichvon kMAXstatt.Die Erfahrungzeigt, dass ohne
spezielleVorsorge,vor allembei längerenPrognosespannen,diesesPhänomenraschzu einer
totalenRechenkatast0pheführenkann. Da dieses Phänomendurch den nichtlinearenTerm
uöu/öx oder allgemein durchv.Vv verursachtwird, sprichtman auch von „nicht—linearer
Instabilität“. Die Erscheinung wurde zuerst von PHILLIPS (1959) beobachtet und
beschrieben.Sie tritt vorwiegend bei Langzeitintegrationenauf und wurde ursprünglich
fälschlicherweisefür einen „exzessivenTruncation-Error“gehalten. Aber es zeigte sich
schon bald, dass selbstbei drastischverkleinertenRaum- und Zeitschritten,das Phänomen
nach einer bestimmten Integrationszeitwiederkehrt. PHILLIPS hat deshalb zu seiner
Unterdrückungnachjeweils nAt = 2 StundenSimulationszeiteine harmonischeAnalyse des
prognostischenVorticityfeldeszwischengeschaltetundhiebeialleWellenzahlenk > 1/2kMAX

eliminiert, d.h. bei k = 1/2kMAX einen Reihenabbruchin der Fourier-Reihe oder eine
„Truncation“ (Abschneidung)der höherenWellenzahlendurchgeführt.Das Verfahrenwirkt
gleichsamwie ein „LOW PASS“—Filter,das nur für niedrigeWellenzahlendurchlässigist.
Diese „Truncation“ wird uns in etwas anderer Form bei der SpektralenMethode erneut
begegnen.Tatsächlich kann man auf diese Weise „nicht—linearenumerischeInstabilität“
vermeiden,da aus Wellenzahlen k < 1/2k keine Kombinationen (kl +k2)> k entstehen

können, die dann durch den „Aliasing—Effekt“ fehlinterpretiertwird. Man darf auch
annehmen,dasseinigeZeit verstreicht,bis sich erneutWellenmitWellenzahlen(k1+k2) >
kbilden. ORSZAG (1971) konnte sogar zeigen, dass es im allgemeinen genügt, alle
Wellen k > 2/3kauszufiltern,umden „Aliasing-Error“ zu eliminieren.Noch einfacherist es a
priori ein Differenzenschema zu verwenden, dass gerade die hochfrequenten
Wellenkomponentenstarkdämpft.Wir habenein solches im „LAX-WENDROFF“—Schema
bereitskennengelernt. In der Tat gelingt es diesem Schema„nicht-lineareInstabilität“zu
verhindern. In der Praxis genügt es meistens das „LAX-WENDROFF“—Schema als
intermittierendenSchrittzwischenein anderesim Zuge derIntegrationverwendeteszeitliches
Differenzenschema,z. B. dem „LEAP—FROG“-Schema, zwischenzuschalten.OLIGER u.
KREISS (1973) haben als weitere Methode die Einführung eines dissipativen Terms
vorgeschlagen. Man kann auf diese Weise, wenn das Differenzenschemaselbst nicht-
dissipativ ist, den Grad der Dissipation besser kontrollieren.Eine andere Methode zur
Verhinderung der „nicht-linearenInstabilität“bestehtdarin, anstattder Eulerschen eine
LagrangescheFormulierungdes Advektionstermeszu verwenden.Auch daraufwird noch
zurückzukommen sein. Schließlich ist noch das Verfahren von ARAKAWA (1966)
anzuführen.DiesesberuhtaufderIdeeein Differenzenschemazu entwerfen,welchesvon sich
aus frei ist von „unechtenEnergieflüssen“und damit frei von „nicht-linearerInstabilität“
Dieses Schemawird im nächstenAbschnittabgleitetund vorgestellt.Ein weitereseffizientes
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Verfahrenzur VermeidungunechterEnergieflüsseist es, Differenzenschematazu entwickeln,
die energiekonservierendeEigenschaftenaufweisen.Multipliziert man die „nicht-lineare“
Advektionsgleichung (3.102) mit u und integriert das Ergebnis über die gesamte
Modelldomäne,wobei zyklische Randbedingungenangenommenwerden,dann erhältman
zunächstfür die linkeSeite

undnachdererwähntenIntegration

L
QE=0 mit E=ljuzdx
81 2 0

Nunmehr betrachtenwir eine semi—diskreteForm wie Gl. (3.103) in welcher nur der
Advektionstermdiskretisiertwurde.Hiebei soll die EnergieE konserviertwerden,weshalb

BE . 1 2
—=0m1tE=—E udx
dt 2i '

ist. Diskretisierenwir die rechteSeite von (3.102)in einemzentriertenSchema,dannergibt
sich

% : —u.[M) (3.103)
öt 2Ax

Multiplikationmit uiundSummationüberallerelevantenGitterpunkteergibtformelmäßig

BE 1 2 2_=__ u.u. —u.u. 3.104at 2 ( 1 1+1 1 1—1) ( )

„„ —Aiund hebensich deshalbnicht gegenseitig
auf. Zur Ableitung eines alternativenDifferenzenschemaskönnte man (3.102) in der
Flussform

8 8 2
a_li=_a—x('u2j (3.105)

Die Terme haben leider nicht die Form A.

darstellenunddannzur semi—diskretenForm

%____1 _‘_1_12+1__U12.1E_(ui+l +ui—l)(ui+l“ui—1j (3.106)
at 2 2Ax 2 2Ax

kommen,aberauchdiesesSchemaist nicht in der Lage die Energiezu konservieren,da sich
keine Terme aufheben.Wählt man hingegen das nachfolgendeSchema, dann wird die
Energie,wie erwünschtsehrwohl konserviert:
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% : _[ui+l+ui + ui-1][ui+l_ui—1j (3_1()7)
Öt 3 2Ax

Multipliziert man nämlich beide Seiten von (3.107)mit u,.Ax und summiertanschließend
überalle relevantenGitterpunkte,dannerhältman [s.a.HORTAL/RIDDAWAY (2000)]

er 1 11
a : _Zi:'6_(uiz+1ui+uizui+l—ufui_l_ui2—lui) (3°108)

Die durch die Pfeile markiertenTerme heben sich jeweils in der Summe zwischen
aufeinanderfolgendenGitterpunktenauf und es ergibt sich für die Summe von (3.108)der
Wert Null, d.h. die Energie ändertsich zeitlich nicht und wird deshalbkonserviert.Somit
zeigt sich, dassdurchentsprechendeMittelung Energie konservierendeDifferenzenschemata
entwickeltwerdenkönnen, die damit falsche Energieflüsseund „nicht-lineare“Instabilität
verhindern.Eine andereMethoderzur Verhinderungder „nicht-linearenInstabilität“besteht
darin, anstattder Eulerschen eine Lagrangesche Formulierung des Advektionstermeszu
verwenden.Auch daraufwirdnochzurückzukommensein.

3.1.13 Der „ARAKAWA-JACOBI-OPERATOR“

Da sich die Atmosphäre hinsichtlich des Massenflusses überwiegend„nicht—divergent“
verhält,konntenauf Basis derFlachwassergleichungenARAKAWA (1966)undMESINGER

u. ARAKAWA (1972)zeigen,dass für die Erhaltungder potentiellenEnstrophie%(C*)2h

die Beziehung

[[Cil(w*‚é*)dxdy= 0 (3.109)

undfür die ErhaltungderkinetischenEnergiedie Relation

[jrp*J(rrf,g*)dxdy=0 (3.110)

gilt. Hiebei istdie kinetischeEnergie

[v ; ) =%(Vw*.Vw*)wobei v*=hv =k x thf ist. FernerbedeutetC =(&;hf] die

absolutepotentielleVorticity unddie Stromfunktion\11*= hw.

Die beiden Ausdrücke (3.109) und (3.110) können in endlicher bzw. diskretisierter
Schreibweiseauch
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1 N
— *U = 3.111N;c. . < )

bzw.

1 N .
— JJ =0 3.112NZfl]w. .. ( )

geschriebenwerden,wobei JJ„einen diskretenJacobi-Operatordarstellt,welcher jeweils
noch zu definierensein wird. Demnach hat man der Idee ARAKAWAS folgend, Jakobi-
Operatorenzu konzipieren,die beide Bedingungen (3.109) und (3.110) erfüllen, d.h die
Enstrophieund die kinetischeEnergie konservierenund „falsche“Energieflüsseverhindern.
Es lassensich verschiedeneFormendesanalytischenJacobi-Operatorsangeben

J'(r‚r*‚q*)=auf/8x aq*/ay—aw*/ayÖC/öx (3.113)

J“(wi@*)=a/axw*az;*/ay)—a/ayw* 36/80 (3114)

J (wi C"‘)=ö/öy(C“aw*/öx)—ö/öxdf auf/öy) (3.115)

In diskreterForm, wennwir von dem Gitterschemader Abb. 3.27ausgehen,lassensich die
Jacobi-Operatoren(3.113) bis (3.115) durch die nachstehendendiskretisiertenVarianten
darstellen.

oi-1,j+l oi,j+1 oi+l,j+l

oi-1,j oi,j oi+1,j

oi—1,j-1 oi,j-1 oi+1,j—l

Abb.3.279—Punkt—GittermitgenerellerIndexierungi,j

Hl.-=1/4d21(\11311‚j—\1fl.‚.->(CÄ...—CT„=.)—Wi,—..—Wi,. )(C2‘.„j—CL„,)] (3.113a)

JJij[=1/4d21‘111+1,j(81+1,j+1_ C1+l,j—1)_ W?_l‚j(C.oT—l‚j_ C1—l,j—l>_ .........
.. .. .. .. ., „ (3.114a)

°°°°°°°Wi,j+1(Ci+l,j+l_ z-;i—1‚j+1)+Wi‚j—1(Ci+1,j—1_ Ci—l,j-|)]
111_ 2 * * + + ‚. ..

JJij —1/4d [Ci,j+l(Wi+l,j+l_ Wi—1,j+1)_ Ci,j-1(Wi+1.j—1_Wi_1,j_1)_ —————— (3.115a)

........Cil+l’j(Wi+laj+l_ W1+1,j—1)+ Ci—l,j(Wi—l,j+l_Wi—LJ—l)

Wir wollen nun an Hand einesetwasgrößeren 24 GitterpunkteumfassendenGitters,wobei
wir aus praktischenGründenjetzt eine fortlaufendeIndexierungn = 1,2,3......24 anwenden
(s.Abb.3.28)zeigen,dassz.B. die Relation (3.111)mit dem Jakobi—OperatorJJH tatsächlich
die Enstrophiekonserviert.
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Abb.3.2824Punkte—GittermitderIndexierungn=1,2,3 24.DieunterstrichenenGitter—Indizesstellen
Randwertedar,dieinderRegelgleichNullgesetztwerden

Die einzelnenJacobi-OperatorenJJ:“für die Gitterpunkten = 1bis n = 9 lautenentsprechend
(3.114a),wobeiwir dereinfacherenSchreibweisehalberjetztdasSternsymbolweglassen

H? =1/4d21w2<c3—£.)—w.(€. —C.)—v.(é_. —C.)+w.(C. —C.)1

JJ'.‘= 1/4d21117..<i„—i.)—w.<€. —C.)—w.di.. —C.)+w.(i.. —C.)1

JJ3'=1/4d21i11„(512—i.o)—w.(ii4—C.>—%<i..—Ä.>+v.(ih —€.)1

JL? =1/4d21\113(513—C2)—v5(irs—CÖ)—fiirr(ih—E..>+w.(€.—C.)1

JJ? =1/4d21v4(514—c.>—r..<ä.. —i..)—w..(ä.. —i..)+w.(é. —5.)]

H? =U4d2[w.<€.—C.)—fh.(i.. —i..)—w.<é. —E..>+w.(ä. —“C..)1

JJ?=1/4d21w8(1;‚—i..>—%(i..—i„>—v.(ä.—i..)+ü..<i..—i„)l

JJ? =1/4d2[\119(132—'ä..)—w.(£. —ä..)—w.(€. —c.>+irf..(i.. —'C..)1

JJ9[: 1/4d2[\1125(i10_ä24)_\118(81_ä22)_\|12(i10_ 81)+{1723(524_ z322)]

EntsprechendunsererFestlegungverschwindenalle Randwerte(= alle Werte, die mit dem

Wellen—Zeichenwie 117bzw.5 gekennzeichnetsindundaneinemRandwertgitterpunktdes24
Punkte—Gitters,wie z.B. o_16auftreten.Nunmehrsummierenwir überalle Jakobi-Operatoren
anden„voll ausgefüllten“GitterpunktenmitdenIndizes1bis 9 ähnlichGl.(3.111):

1 N
E;g„rrff =1/N[CJH' + C.“? + C3Uä' + C4UÄ' + CS“? + °°°°° (3.116)

.......+6,11};+C,]J)‘ +C„JJÄ'+C.,JJQ']=0

Die Summe ergibt, wenn man die Jakobi-OperatorenJJ{'bis JJ'; in (3.116)einsetztund

bedenkt,dassdiemit demWellenzeichengekennzeichnetenRandwertewegfallen:
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JJ);=%iC„JJ„ =

1/4d2[\112C1C3_‘112C.11C9—W6CIC5+W6CIC7_\|J4C..1C3+W4C1C5+WBCIC9_W8C1C7_ °°°°°

-----_W1C2C4+W1CZC8+W3CzC4_W9C2C8+W4C3CI_WZC3C1_W3Q4CJZ+WSC4C6+m°

°°°°°+W1€4C2_W1C4C6_W4CSCI+W6CSCI+W1C6C4_WIC6CJ8—\IISC6C4+W7€6€8_°°°-

-----+W8C7Cl_W6C7Cl+W9C8C2_W7C8C6—\V‚C_‚8(;2+WIC8C6_W8C9Q1+W2C9Cl]: 0

Alle Terme dieses langen Klammerausdruckesheben sich gegenseitigauf, wie man sich
überzeugen kann. Somit wird demonstriert,dass die Enstrophie tatsächlich von dem
NumerischenSchemaJJC konserviertwird. Eine ähnlicheBeziehungJJ1<lässtsichauchfür

die kinetischeEnergie K entsprechend(3.112)ableiten.Hingegenist abermit Verwendung
von JJ;", wie sich durchähnlicheBetrachtungzeigt,allein keineswegsdie Enstrophie,wohl
aberdie kinetischeEnergie zu konservieren.Auf ähnlicheWeise kannman zeigen,dassein
Jakobi—OperatorJJC durchdie Relation

1 N 1 “
JJC=oc[—I\T2C„J1flj+y[fizgnflfl"j=0 (3.117)

gefundenwerdenkann, welcher die Enstrophie durch die obige Kombinationkonserviert.
Hiebei wird oc+y =1gesetzt,wasdaherzu or=y =1/2 führt.EbensogelingtderNachweis,
dassdie Kombination

N N
JJK =d[—äzwnrrg)+ß[äzwnrrg)=0 (3.118)

n n

mit oc+B=1 und daher oc=B=1/2die kinetischeEnergie zu konservierenin der Lage ist.
Diese Überlegungen erweiterndhatte ARAKAWA die Idee die Operatoren(3.117) und
(3.118)zu der Alternativezusammenzufassen,welche hier in speziellerForm für unser24-
Punkte—Gittergeschrieben

N N N
JJA = JJ, +JJK =Ot[%ZJJL]+ ß(%ZJJH] +){%ZJJL") =0 (3.119)

lautet,wobei die Konsistenzrelationoa+B+y =3gilt und daher 01=B=y =1/3 ist. Es ergibt
sichschlussendlichfür unserGitter

N
JJA =1/3[%Z(JJL +JJ}‚‘ +JJL“)]=O (3.120)

n

Somit könnenwir ein numerischesSchemaerhalten,das geeignetist, sowohldie Enstrophie
als auch die kinetische Energie gleichzeitig zu konservieren,die mittlereWellenzahl zu
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erhaltenunddamit „nicht-lineare“Instabilitätzu verhindern.(3.119)bzw. (3.120)werden in
derLiteraturdeshalbauchalsARAKAWA—Jakobi-Operatorbezeichnet.

Zusammenfassungder Maßnahmen zur Verhinderung „nicht—linearer“Instabilität(nach
RIDDAWAY/HORTAL (2000):

a.) Elimination aller Wellen, die nicht-lineareInstabilitätverursachendurch Fourier-
Analyse desFeldes.EntfernungallerWellenlängenkleinerals4Ax bzw.3Ax.

b.) Anwendung von Glättungsoperatoren,die die Amplituden der kurzen Wellen
reduzieren,währendsie aufgroßeWellen kaumEinfluss haben.

c.) Einführungvon explizitenDiffusionstermen.
d.) Verwendungeines Integrationsschemasmit eingebautemDiffusionseffekt(z.B. das

LAX—WENDROFF—Schema)
e.) Einführung von Glättung direkt in die endlichen Differenzenschemata,um

Energiekonservierungzu gewährleisten.
f.) Verwendung von GALERKIN—Methoden (z.B. der SpektralenMethode oder der

MethodederfinitenElemente)
g.) VerwendungeinesSemi-LagrangeschenSchemasfür die Advektion

Auf die letzterenMethoden1)undg)wirdspäternocheinzugehensein.

3.1.14 Grundlagen zur Lösung der„Primiti ven Gleichungen“:
Ein— und mehrdimensionale Lösungsschemata

Bei der numerischenIntegrationderprimitivenGleichungen(PE-Modellen)habenwir esmit
den sogenannten„ungefilterten“Gleichungenzu zun. Sie enthaltenLösungenfür Schwere-
und Trägheitsschwerewellen. Mathematischgesehenhandeltes sich um ein Modellglei -
chungssystem von zwei bis drei partiellenDifferentialgleichungenersterOrdnung. Das
SystemdieserGleichungenkannauchin eineeinzelneDifferentialgleichunghöhererOrdnung
zusammengefasstwerden.Eine solche Gleichung kommt durch entsprechendeElimination
der abhängigenVariabeln zustande.SchonARAKAWA (1970)hatgezeigt,dasssich bei der
IntegrationderatmosphärischenGleichungenzwei Hauptproblemeergeben:

1.) Eine zutreffendeSimulationdes sogenannten„geostrophischenAnpassungs-
prozesses“(geostrophicadjustment),d.h. jenes Prozesses,durchwelchendie
Atmosphäre ständig in Richtung eines „quasi-nichtdivergenten“Zustandes
strebt, der sich in erster Linie als Resultat der Dispersion von
Trägheitsschwerewelleneinstellt.

2.) Die entsprechende Simulation bzw. Vorhersage dieser nahezu nicht-
divergentenStrömung,wenn sie sich einmal eingestellthat.Die numerische
Rechenproblematikhabenwir an Hand der Advektionsgleichungbereits„in
extenso“dargestellt.

Nach dem Misserfolg von RICHARDSON (1922)habenCHARNEY, FJQRTOFT und v.
NEUMANN (1950)durchAusfilterungderSchall—undTrägheitsschwerewellenmit Hilfe der
geostrophischenApproximation in der Vorticitygleichungden erstengroßenDurchbruchin
derNumerischenWettervorhersageerzielt.Diese gefiltertenModellgleichungenhabenwir im
Abschnitt 1.6.4bereitsbesprochen.Sie umgehenallerdingsdas unter 1.)genannteProblem
der Numerischen Integration:das „geostrophischeAdjustment“. Die Anstrengungenund
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Untersuchungenzur Verbesserungder NWP habenaber schonsehrbald gezeigt,dass auch
n1cht-geostrophischeEffekte in die Gleichungen unbedingtmiteinbezogenwerdenmüssen.
ImAbschnitt2.3 habenwir dargelegt,weshalbdies sehrplausibelist.Andererseitsbringtder
Einbezugder nicht—geostrophischenEffekte abergroßeSchwierigkeitenmit sich, wenndies
im Rahmen der gefiltertenModellgleichungen (Balancegleichung)geschieht,sodass der
rechentechnischeVorteil des längerenZeitschrittsrestlosverlorengeht.Deshalbhatmansich,
nach ersten erfolgreichenVersuchen von HINKELMANN (1959),entschlossen, zu den
„Primitiven Gleichungen“ zurückzukehrenund verwendetheuteausschließlichsolche PE-
Modelle. Eine eingehendeDarstellungderPE durchHINKELMANN (1969)wurdeschonim
Abschnitt 2.4. gegeben. Der Ausdruck „Primitive Gleichungen PE“ sollte nicht
missverstandenwerden, denn im Grunde handelt es sich hier ja um die wesentlich
komplizierterenGleichungenunddasAdjektiv „primitiv“ soll nurandeuten,dasses sich hier
um die „ursprünglichen“Gleichungenhandelt.Die hohe Ausbreitungsgeschwindigkeitder
Schwere-und Trägheitsschwerewellensowie die große Empfindlichkeitder PE gegenüber
den Fehlern im Anfangsfeld,erfordertbei ihrer numerischenIntegrationbesondereSorgfalt.
Zum besserenVerständnisbehandelnwir zunächstden einfachstenTyp von Schwerewellen,
wobei die abhängigenVariabeln Funktionenvon nur einer räumlich abhängigenVariabeln
sind.Auch jetzt verwendenwir ein linearisiertesGleichungssystem:

Öu äh
—=—— 3.121
dt göx ( )

a_h=_Ha_u (3.122)
öt 8x

Die beiden Relationen stelleneine besonderseinfache Form von Flachwassergleichungen
dar,wobeih die „freie“ Höhe deshomogenenMediums darstelltsowieg undH =const.gilt.
H ist hierdie Höhe derhomogenenAtmosphäre.Wir untersuchensomitein Systemvon zwei ,
unabhängigenund zwei abhängigenVariabeln. Man kann für (3.121) und (3.122) die
Lösungsansätze

u(x,t)= Re{u*exp[i(kx—Vt)]} und h(x,t)= Re{h *exp [i(kx—vt)]}

machen,wobei u* und h* Amplitudenundv die FrequenzderWellenlösungdarstellen.Setzt
mandieseLösungenin die obigenGleichungenein, dannfolgt

u*v=gh*kx und h*v=Hu*kx

NachEliminierungvonu*ergibtsichausdiesenBeziehungendie Frequenzgleichung

1
v2=gkiH oderauchkl =i(gH) 2

1
was gleichbedeutendmit c =i(gH)äist. Daraus ersiehtman, dass sich Schwerewellenin

beideRichtungenmit der Geschwindigkeit c =i gH ausbreiten.Diese Geschwindigkeitc

ist keineFunktionderWellenzahlundes findetauchkeineWellendispersionstatt,da es sich
hierja um eine exakteLösung für Schwerewellenprozessehandelt. Diskretisiertman die
G1. (3.121)und (3.122)durch zentrierteDifferenzenauf der rechtenSeite, dannerhältman
die beiden„semi-diskreten“Relationen
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%“t_i=_ % (3.121a)

%=_HP% (3.122a)

FührtmanjetztdiskreteLösungenderForm

u(t)=Re{u*expli(ijx —W)” und h(t) = Re{h *expli(kxiAx —vt)J}

in dieseGleichungenein, dannerhältmanunterBedachtnahmeaufdie EulerschenIdentitäten
undähnlichemRechengang,wie schonbisher,die Frequenzgleichung

v2 _ gH[SinkxAx]2

Ax

d.h. anstattder konstantenPhasengeschwindigkeitc erhältmanjetzt für die Schwerewellen
im numerischenRechengangeinevonderWellenzahlabhängigePhasengeschwindigkeit

e*=l=ir./g_n[ 1 ][sinkxAx] (3.123)
kx kxAx

Die Phasengeschwindigkeitist hier erneuteine Funktion der Wellenzahl und nimmt mit
zunehmenderWellenzahl ab bis sie bei k =n/d(L = 2d) stationärwird. Somit sindwir auch
bei denSchwerewellenmit der„NumerischenDispersion“konfrontiert.
ImgegensatzzumAdvektionsproblem,daswir anHandderAdvektionsgleichungbereitszur
Genüge studierthaben,habenwir es hier mit zwei abhängigenVariabeln zu tun. Zunächst
wollenwir davonausgehen,dassbeideVariabelnanjedemGitterpunktgegebensind.

dh
A LU V

u,h u, h g,h u,
[\

i—2 i-
CDID“CD 0

i i+1 i+2-

Abb.3.29Gitterpunktsschemamit2abhängigenVariabeln,welcheanjedemGitterpunktgegebensind

Mit Hinblick auf (3.121a) und (3.122a) hängen die unterstrichenenVariabeln in der
Abbildung 3.29jeweils nur von den anderenunterstrichenenVariabeln ab, also z. B. ui von

hi_lundh hingegen die anderen nicht unterstrichenenebenfall von anderen nicht

unterstrichenen,z.B. hi vonu„ undu,„, d.h. dasGitter in Abb. 3.29setztsicheigentlichaus
zwei elementaren„Subgittern“zusammen.T)ieLösungen,welche an dem einen„Subgitter“
auftreten,sind von den Lösungendes ander .1Subgittersfaktisch völlig abgekoppelt.Es ist
daherviel ökonomischernur eine der Lösungen zu berechnenund hiebei ein Gitter wie in
Abb. 3.30 zu verwenden. Ein solches Gitter mit alternierenderVariablenbelegungder
Gitterpunkte wird „Versetztes Gitter“ oder englisch „staggered grid“ bezeichnet. Die
Rechenzeit,

i+1’
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Abb.3.30EinWechselgitterodergestaffeltesGitter(engl.„staggeredgrid“),beiwelchemdieabhängigen
VariabelnalternierendandenGitterpunktenmitgeführtwerden

welchenotwendigist, um das System(3.121a)und (3.122a)zu lösen,wird mit Hilfe dieses
Gitters halbiert,wobei der „Truncation-Error“unverändertbleibt. Außerdemwerdenjetzt
alleWellenlängenL < 4d, welchegroßeFehler in der Phasengeschwindigkeitaufweisenund
negativeGruppengeschwindigkeitenzeigen, eliminiert. Erinnern wir uns an die Abb. 3.23,
dannkannmansoforteinsehen,dassjetztnurdie linkeHälftedesDiagrammesdenzulässigen
Wellenbereichüberdeckt,d.h. die Gruppengeschwindigkeitist schlechterdingsCG=0 und

die numerische Phasengeschwindigkeit c* = 2/3c. Das bedeutet natürlich eine
außerordentlicheVerbesserungder numerischenApproximation.Will man die Genauigkeit
nochweitersteigern,danngenügtes , dassdie Gitterdistanzum denFaktor2 reduziertwird,
womitauchdie Wellenlängen4 d > L > 2d in die Betrachtungeinbezogenwerden.Hiedurch
kannmaneine genauerenumerischeIntegrationin der gleichenRechenzeitdurchführen,die
man in einem „nicht—gestaggerten“Gitter aufwendenmüsste. Die Entwicklung solcher
gestaggerterGrids sowohl in der Raum- als auch in der Zeitdimensionhat sich deshalbals
sehrzweckmäßigerwiesen.

Die bisher angestellten Überlegungen lassen sich leicht auch auf zweidimensionale
Betrachtungsweiseverallgemeinern.Bedientmansichdeseinfachen,linearenSystem

3_u:_ 3_h
Bt ng

3_V=_ 911
Bt By

in welchedie Lösungsansätze

u(x,t)=Re{u*expli(kxx+kyy—vt)[}

v(x,t): Re{v *expli(kxx+kyy—vt)]}

h(x, t)= Re[h * exp[i(kxx+kyy —vt)J}

eingesetztwerden,dannerhältmannachanalogemRechengang,wie schonwiederholtbisher
durchgeführt,die Frequenzgleichungv2=gH(ki +ki) bzw. als Ausbreitungsgeschwindig=

keitder„wahren“Lösung

1 1
_ 2 2 __ _c-iv(kx +ky) 2—i(gH) 2
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Diskretisiertmandie rechtenSeitenobigerGleichungen,dannerhältman das nachstehende
„semi—diskrete“System

BU- hi+lj_ hi—lj_‚ _ _ , , 3.124
Bt g 2Ax ( )

BV. hi j+l_ hij—l_, _ _ , . 3.125
Bt g 2Ay ( )

_Bi _ _ [ui+l‚j_ ui—l‚j_ Vi.j+l_ Vi.j—l] (3.126)
Bt 2Ax ZAy

in welcheswir die nachfolgendendiskretenLösungen

ui(t) u *

vi(t) =Re v * exp[i(kxiAx+kyjAy —vt)]

hi(t) h *

einführenkönnen.Man erhältnachDurchführungder Rechnungund Eliminierung von u*
undv* sofortdie Frequenzgleichung

sin2kxd+sin2kyd
d2v =gH

woraussich für die numerischePhasengeschwindigkeitdie Relation

sin2kxd+sin2k d ly 2 3.127
d2(ki +k3) ( )

c"==v(ki +ki)_%=[gH

d. h. wir sind auch hier mit einer von der Wellenzahl abhängigenPhasengeschwindigkeit
konfrontiert.Es lässt sich nunmehr zeigen, dass die Art der räumlichen Belegung der
Gitterpunktemit denverschiedenenVariabelndie Phasen—undGruppengeschwindigkeitsehr
wesentlichbeeinflussenkann. Wir werdenuns dahermit den verschiedenenGitterformen
befassenmüssen.Wennwir die großräumigenVorgängein derAtmosphärestudierenwollen,
dann müssenwir den Einfluss der Corioliskraft einbeziehenund haben es dann mit den
sogenannten„Trägheitsschwerewellen“zu tun. In der Praxis der NWP werdenin der Regel
außerdemzwei—unddreidimensionaleGitterzu verwendensein.Zunächstwollenwir unsmit
den zweidimensionalenGittern beschäftigen, um ihren Einfluss auf die numerischen
Lösungenzu studierenund zu analysieren,in welcherGütedasnumerischeGitterin derLage
ist den „geostrophischenAnpassungsprozess“zu simulieren.Dies hängtzweifellosdavonab,
welcheWerte der Gruppengeschwindigkeitein numerischesSchema in einembestimmten
Gitter liefert.Zur besserenEinsicht bedienenwir uns erneuteines einfachen,linearisierten
Flachwassermodellsin derForm
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—=— _— f 3.128
Bt ng+ V ( )

BV Bh
—=— ——f 3.129Bt gBy U ( )

a_h=_H Ö_U+Ö_V (3.130)
Bt Bx By

Das Gleichungssystemstellt ein sehr einfachesModell dar, welcheswir aberals Teil des
kompletten Systems der PE betrachtenkönnen. Im großräumigen Scale lassen diese
GleichungenzweiBewegungsgformenzu:

1.) die langwelligequasi-geostrophischeund quasi-nichtdivergenteStrömung(Rossby-
Prozesse)unddie

2.) hochfrequentenundkurzwelligenTrägheitsschwerewellen.

Trägheitsschwerewellenwerdenin derAtmosphärepermanentangeregt.DieseWellen zeigen
ein „dispersives“Verhalten,d. h. die lokaleAnhäufung von Wellenernergieunterliegteiner
zeitlichenDispersion(Zerstreuung).Die nachder ZerstreuungverbleibendeBewegungzeigt
nahezugeostrophischesVerhaltenundändertsich zeitlich relativgeringfügig.DiesenProzess
habenwir bereitswiederholtals „geostrophischesAdjustment“angesprochen.Seinekorrekte
Simulation ist von entscheidenderBedeutung für die NWP. Unser Interessewendetsich
dahermit PE-ModellenjenenWellenvorgängenzu, welchedurchphysikalischeProzesseund
durch Unangepasstheitder Anfangsbedingungenund der numerischen„Rechenprozeduren“
angeregtwerden.Das Problem der Anfangsbedingungenwäre im Rahmen einer weiteren
Monographie,betreffenddie Datenassimilisationzu besprechen.ImAbschnitt3.1.17werden
wir uns mit den verschiedenenMöglichkeiten der räumlichen Verteilung der abhängigen
Variabeln in den verschiedenenGittersystemenund derenAuswirkungenauf die numerische
Phasen—undGruppengeschwindigkeitim Gegensatzzur „wahren“Lösung befassen.Vorher
soll abernochmalszusammenfassendderUnterschiedzwischen„expliziten“und„impliziten“
Schemataangesprochenwerden.

Wir habenschonbishergesehen,dassz.B. ein räumlichund zeitlich zentriertesSchema,wie
das LEAP-FROG-Schema ein explizitesSchemadarstellt.In diesemFall ergibtsich analog
für Schwerewellengleichungenanalogzu Gl.(3.80b)

p =— gH —A—t—sinkAX unddiesesSchemaiststabil,wenndieBedingung

|—JQI% sinkAx|£ 1
x

erfülltist.

Bei Besprechungder Stabilitätverhältnissevon zeitlichenSchematahabenwir im Abschnitt
3.1.7 habenwir bereitserwähnt,dass„implizite“Schemata( wie z.B. dasRückwärtsschema
oder das Trapezschema) immer stabil sind. Das ist eine sehr wichtige und günstige
Eigenschaft. Der große Vorteil der ständigenStabilität wird aber durch den enormen
Rechenaufwand,der für die Lösung „impliziter“ Schemata erforderlich ist, weitgehend

151



aufgehoben.Wir wollen hier ein implizites Schema für die eindimensionaleForm von
Schwerewellengleichungen[s.G1.(3.121)und(3.122)]kurzvorstellen.Nachentsprechender
Diskretisation mit zentriertenRaum—und Zeitdifferenzen [s.a. RIDDAWAY/HORTAL
(2000)]erhältman

u"“ —u.v'1 öh‘”l +5h‘"l1 1 : _ l 1 3.131
2At g1 2 ( )

v+l_ v—l v+l v—l
hi—hi=—H öui +öui (3.132)

2At 2

wobei 5 hier einen zentrierten,räumlichenDifferenzen—Operatorübereinstimmendmit der
erstenAbleitung darstellt.Wendetman diesenOperatorauf die G1. (3.131)an, dannerhält

v+l
1maneine Beziehungfür öu , welcheRelationman anschließendin die Gleichung (3.132)

einsetztundsomit

gH(At)252hiv“—h,V“=F[h"“',u""] (3.133)

erhält. Da die rechte Seite der Gl.(133) bekannt ist, haben wir es mit einer elliptischen
Differentialgleichung zu tun, die für hf“ gelöst werden kann, wenn entsprechende
Randbedingungengeben sind. Das System ist zwar absolut stabil, aber die (elliptische)
Helmholtz—GleichungmussfürjedeneinzelnenZeitschrittAt extragelöstwerdenunddies ist
extremrechenaufwendig.Ein implizites Schemakann auch unterVerwendungvon zeitlich
vorwärtsgerichtetenDifferenzen mit Hilfe der CRANK-NICOLSON-Näherung gefunden
werden

V+]_ v—l
“zT“: —g1ß.öh.V+ß...öhf“1 <3-134>

v+l_ v—l
hi—2NL =—Hlßvöul+ß...öu.V“1 (3135)

wobeifür die Gewichteßv+ß„„ =1 gilt. Sind dieWerte BV=1 und B

einemzeitlichenVorwärts-und einemzentriertenRaumschema.Diese Varianteist komplett
instabil. Die Instabilitätist auch für ß„> 1/2gegeben.Für ßV£ 1/2erhältman hingegen

absoluteStabilität.

=0 entsprichtdiesV+l

Währendimplizite Schematahinsichtlichder schnellenSchwerewellenbedeutendeVorteile
mit Hinblick auf die Stabilität erbringen, ist dieser Vorteil für die Transport—und
Coriolistermenicht so bedeutend,da diese durch die langsamenRossby-Prozessebestimmt
werden. Außerdem haben implizite Schemataden Nachteil die Phasengeschwindigkeiten
dieser Prozesseunrichtigzu simulieren.Man hat daherdie Ideeaufgegriffen,die Vorteile
beider Schemata, der expliziten mit guter Simulation der Phasengeschwindigkeitund
implizitermit ihreroptimalenStabilitätseigenschaft,durcheineentsprechndeKombinationzu
vereinen. KWIZAK und ROBERT (1971) haben eine solche Kombination seinerzeit
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konzipiert und „semi—implizite“Methode genannt.Wir haben dieses Schema bereits im
Abschnitt3.1.7erwähntundschreibeneshiernochmalsan

UV+l: UV“ +2At.[F‚V+%(F,"" +F,“'] (3.136)

wobeialle nicht—linearenTransport—undübrigenTerme in F1undalle Schwerewellentermein

F2 zusammengefasstwerden. Gleichzeitig werden die in F' zusammengefasstenTerme

explizit und die in F2 enthaltenenimplizit numerischangenähert.Der Einfachheithalber
benutzenwir hier zur Demonstrationwiederein System von Flachwassergleichungen,das
sich aus (2.42a), (2.43a) und (2.46) herleiten lässt, wenn man entsprechendder
Perturbationsmethodemit V undH =const.von derIdentität

hV.v = (h’+H)V.(V+v')

Gebrauchmacht.Dies ergibt weitersexplizit und da der ersteund zweiteTerm der linken
SeitedieserRelationverschwindenbzw. ausGründen derGrößenordnunggestrichenwerden
kann

h'V.V+h'V.v' +HV.(V +v')=HV.V

Mit Hilfe diesesErgebnissesunddennachfolgendenDefinitionen

Au =—v.Vu+fv, Av =—v.Vv—fu und Ah =—V.Vh

könnendanndieGleichungenin derForm

%_Lt‘=_gg_z+Au (3.137)

%_‘t’=_ggg+Av (3.138)

%—T=—HV.V+Ah (3.138)

geschrieben werden. Wenn man jetzt gemäß (3.136) und den numerischen
Differenzenoperatoren

öx\1'ij21/d1W1+1/2‚j_Wi—1/2,j]und öy\1’ij=1/d[wi,j+l/2_Wi,j—1/2] (3°1393’b)

wobei w hier eine beliebige Variable und d die Gitterdistanzbedeutet,diskretisiert,dann
ergibtsich

u..V“= tig“—gAt[öth“ +ö,hV“ ] ij+2At.Aj (3.140)U

v..V“ : v..V“ _ gAt[öth“ +5th“ ]ij+2At.Aj (3.141)U U
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hV“ =hV“ —HAt{ [8,u+8,v] V“+ [8,u+8,v] V“ ]„+2At./\; (3.142)

Als nächsteswendenwir den 5, - Operatorauf die Gleichung (3.140)und den 5, - Operator

aufdieGleichung(3.141)an,wobeiwir die nachstehendeSchreibweisevereinbaren:

8,(8,h)= 8 h..=1/d]8 h .—8 h,_„„]=1/d]1/d(h„„—h„)—1/d(h„—h,_„)]=xx 1j x 1+1/2,jx

1/d2[h„„— 2h,+ h,_„]

8,(8,h)=8yyh„ =1/d]8 h.. —8 h„_„,]=1/d]1/d(h,„,—h„)—1/d(h„—h„_,)]=y |,j+1/2y

1/d2h —2h,.,+h„_,]iJ+l

underhaltensomit

ö,u„V“ : 8,u„V“ —gAt]8„h„V+' +8„h„V“ ]+2At.8,A,V,„ (3.143)

v+l v— v— V+
5„v„ : öyv„ '— gAt]ö„h„ ' + h„']+ 2At.5A‘;„ (3,144)

Addierenwir dieseGleichungendannergibtsich sofort

(öu +öv„=)v+l (öu„y,+övjv_l)—.....x1j X11
(3.145)

.....—gAt](8„+8„)h„V '+„(8 +8„ )h„."“]+2At (8 A +8 A );

Wennwir nunmehrdenLaplace-Operatorin Differenzenformmit (sa. Abb. 3.31)

(öxx+ öyy)hij_ d12hvaumij:d12[hi+l.j+hhi,j+l+ hi—l,j+hi,j—l_4hi,j]

definieren,dannkannnachEinsetzenvon (3.145)in (3.142)

HAt2
h,“l =h„V ‘ —2HAtö,u, +8 v g V„„h; ' +V2,mh;“1 [ ,„1+(N , N J)+"' (3.146)
+2At.]Ah—HAt(5,A, +8,A, )],V

geschriebenwerden.NunmehrkannmanfolgendeDefinitioneneinführen:

gHAt2 ( 2 hV—l) und
Numi,j'1”=,V„‘=h V'—2HAt[8, u+ö v,];"+1]

FV =2At]A„ —„HAt(5A +5A )];llj

Mit diesenDefinitionenlässtsich (3.146)nachentsprechenderUmformung schließlichin die
Relation
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2 hv+l_ v+l: „
VNumhi.j €ljhi_j Fl.] (3.147)

2
ist undumschreiben,wobei8,2_, =

F“' : _812,j[N1V+F2v_l]i,j (3°148)1.1

bedeutet. Die Gleichung (3.147) stellt die endliche Differenzenapproximation einer
elliptischen Differentialgleichungdar. Die Terme sind nunmehr so arrangiert,dass zum
Zeitpunktv - 1 die rechteSeite von (3.148)an allen Gitterpunktenbekanntist. Kann die
Gleichung (3.147)gelöstwerden,dann ist es jederzeit möglich aus (3.140)und (3.141)die

v+lWindkomponentenuV+lund v zu berechnen.Lösungsmethoden für Gleichungendieser
Art werdenwir späterin einem eigenenAbschnitt noch behandeln.Auf jeden Fall sei hier
nochmalshingewiesen,dass die „impliziten“ und „semi-impliziten“Schematazu den sehr
effizientenVarianten,welchein derNWP verwendetwerden,gehören.

41_,
()1,j+1

()i,j+1/2

ni-Lj ni-1/2j ) ij ni+ll2fj n i+1_1;

]oi,j-l/2

(,)i,j—l

Abb.3.31GitterschablonefürdenLaplace-OperatorunddieOperatoren5„,\11und5„,\11

Sie gewähreneinerseitszwarabsoluteStabilität,sindandererseitsabersehrrechenaufwendig,
vor allemwasdas„implizite“Schemabetrifft. Damitwollenwir esmiteinemHinweisauf
die entsprechendeLiteratur bewendenlassen [ z.B. GERRITY u. MCPHERSON (1971),
MARCHUK (1974),BURRIDGE u. HAYES (1974)].

Als nächsteswollen wir noch einige weiteregünstigeLösungsschematabesprechen.Wir
verwendernhierwieder vereinfachteFlachwassergleichungendernachstehendenForm

d_u du d(])
+ U—+—— —0 (3.149)

dt dx dx

8_q>+Ua_cp+(I)—= 0 (3.150)
dt dx dx
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wobeiwir alle y—abhängigenTermeunddenCoriolistermgestrichenundgh=q>sowiegH : (D
gesetzthaben. Bei unserenbisherigenBetrachtungenhabenwir gesehen,dass sowohl die
Schwerewellen als auch die LAMB-Wellen hinsichtlich der Stabilität sehr restriktive
Zeitschritteerforderlichmachen.Diese Zeitschrittesindviel kleineralses die Genauigkeitfür
meteorologischeWellenprozessehinsichtlich des zeitlichen „Truncation-Errors“erfordern
würde. Der größte „Truncation-Error“ für meteorologischeWellen resultiert aus der
räumlichenDifferenzenbildung.Das Verhältnis des zeitlichenzum räumlichen„Truncation-
Error“ beträgtlaut ROBERT (1974)etwa 1 : 40. Implizite Schemata,die sich immer als
absolutstabilerweisen,würdensich daherimmer im besonderenals günstigerweisen,haben
aberden Nachteil, wie wir bereitswiederholterwähnthaben,rechnerischextremaufwendig
zu sein oder mitunter überhauptkeine Lösung zuzulassen. Dennoch hat man versucht
rechenökonomischeSchemata zu entwerfen, in dem man teilweise implizite Schemata
einführt. Ein solches habenwir mit dem semi-implizitenSchema bereitsvorgestellt.Ein
weiteres solches teilweise implizites Schema liegt im sogenannten „VORWÄRTS-
RÜCKWÄRTS“—Schema vor [s.MESINGER (1977)].Man behandeltdie Terme,welehedie
schnellen Schwerewellenprozessebeschreiben, das sind die Druckgradientkraftin den
Bewegungsgleichungenund der Divergenzterm in der Kontinuitätsgleichungimplizit,
währendman die anderenTerme, z. B. den Advektionstermexplizit behandelt.Man könnte
auch den Advektionstermimplizit behandeln,es zeigt sich aber dann, dass inakzeptable
Phasengeschwindigkeitsfehlerresultieren.Diskretisiertman das Gleichungssystem(3.149)
und (3.150),dann erhältman die nachfolgendenRelationen,wennman zuerstdas q>-Feld
durch eine Vorwärtsdifferenzprognostiziertund anschließenddie u—Komponenteaus einer
Rückwärtsdifferenzermittelt

V+ v (I)At v v
(])il=q)i _Ü(ui+l _Ui—1) (3-151)

V+ v At V+ v+
ui [ : ui _ä(q)i+1l_(])i—ll) (3152)

aus.IndieseGleichungenführenwir nunLösungenderForm

[u] : Re]ä>:]expi(k,iAx) (3.153)
4)

ein. DarauserhältmandasGleichungspaar

(])*V+l= (])*V—®niu*V (3.154)

u *V“= u*V—nic]>*V“ (3.155)

bzw.

u *"“ = u*"—ni((1)*"—-d>niu>kv) (3.155a)

wennmanaus(3.154)für (1)*” einsetzt.Gleichzeitigbedeutethier

11= At/d(sink,d)
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InMatrixformlassensichdie Gleichungen(3.154)und(3.155a)in derForm

[1—®n —niil[u*v]zk[u*v] (3.156)

—£I>n1 1 (1)*" q>*V

schreiben,wennwir gleichzeitigvondenv. NEUMANN3chen Beziehungen

u *V+lE }»u *V

q)*v+l q)*v

Gebrauchmachen.Die Matrixgleichung(3.156)lässt sich nunmehrleicht in die homogene
Form

(1—Ä—(Dn2)u*v—ni<1)*"=0

(—q>ni)u*V+(1—Ä)<p*v= 0

umwandeln.Für eine nicht-trivialeLösung dieses homogenenGleichungssystemsmuss die
DeterminantederKoeffizientenverschwinden,d.h. esmuss

(1—Ä—<Dnz) —ni

+im) 0—k)

sein. Nach Auflösung der Koeffizienten-Determinanteerhalten wir eine quadratische
Gleichungfürdie Eigenwertein derForm

(1—2.)2—<Dn2(l—Ä)+<Dnz=0

derenLösungensichmit

7.=1/2{2—<Dn2i]<bn2(d>n2—4)];} (3.157)

ergeben. Ist<Dn£ 4dann ist der Wert unter der Wurzel entweder Null oder negativ.
EntsprechendunseremfrüherenVorgehenkannman?.als komplexeZahl auffassen.Für den
Absolutbetragdieserbzw.denAmplifikationsfaktorergibtsichdeshalb

l
w=hutqä

was stets mit CI>n2S4zu |Ä|=1unddamit zu Stabilität führt. Ist hingegen (I)n2)4bzw.

\/(I>n2)2dannergibt sich Instabilität,da |2.|>1wird. Für Stabilitätmuß daher,wie leicht

einzusehenist,dieRelation

l
ci>2n 32 (3.158)

l
='£<DZ sink,d
d
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gelten.Im bereichder zulässigenWellenzahlenerreicht sink,d maximal ], weshalb(3.158)
auchdurch

®5AwdakMUd£2

formuliertwerdenkann, wobei c als ein Äquivalent zur Ausbreitungsgeschwindigkeitvon
Schwerewellen betrachtetwerden kann. Somit zeigt sich, dass mit dem vorliegenden
Differenzenschemaein zweifachgrößererZeitschrittverwendetwerdendarf als bei einem
„LEAP—FROG“—Schema. Schließt man die Advektionsterme mit zentrierter
Differenzenbildungin die Betrachtungein, dannwird dasSchemaerneutinstabil.Man muss
sichdannmit einerweiterenModifikation in denAdvektionstermen,wie GADD (1978)unter
Zuhilfenahmedes„LAX-WENDROFF“-Schemas zeigenkonnte,behelfen.

3.1.15Das « RUNGE-KUTTA »-SCHEMA

Wir haben bisher schon eine Reihe von Methoden zur möglichst genauen Lösung
gewöhnlicher Differentialgleichungenkennengelernt und wollen diesen noch weitere
Methodenhinzufügen.Diese sind so angelegt,dasssie die ApproximationenvonDifferenzen
nachdemKonzept„TaylorscherReihen“durchführen,wobeisiedenVorteil aufweisen,keine
explizitenAbleitungender Funktion f (um)vornehmenzu müssen.Die Grundidee besteht
darin,eine lineareKombinationvon Werten f (um),wobei \11eine beliebigeVariable ist, zu
verwenden,um die Funktion \]!(t)zu approximieren.Eine lineareKombinationist so naheals
möglich einer Taylor-Reihe für \]!(t)anzupassen,um eine Methode zu erhalten,die einen
höchstmöglichenGenauigkeitsgradR erreicht. Mit Hilfe dieser Methode können die
sogenannten „RUNGE-KUTTA“-Schemata gewonnen werden, wobei man z.B. zwei
Ermittlungender Funktion\11(x,t)pro Zeitschrittanwendet.Diese Vorgangsweisekann auf
die generelleEntwicklung von RUNGE—KUTTA-Formeln erweitertwerden,wennman die
Informationüberdie SteigungderFunktion anmehralseinemZeitpunktim Funktionsverlauf
\|/(t)zur Extrapolationder Lösung verwendet.Angenommen,es soll uf“ ausder Funktion

fhyV,tV)dureh

WV“=\|JV+Atf(wv,tv) (3.159)

bestimmtwerden.Für eineLösungvon derOrdnung R : O(At2)könnenwirdieRelation

\|f”': W + ak1 (3.160)

ansetzen,wobei a eine relevanteKonstantezur Erreichungdes OrdnungsgradesR darstellt.
Ista = 1, danndegeneriert(3.159)zum „EULERschen Vorwärtsschema“. Für eine Lösung
vonderOrdnung R : O(At3) kannmanhingegen

WV“=wv+ak,+bk, (3.161)
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ansetzen,wobei k2=Atf(w" +ßk„tV +ocAt) bedeutetund 01,B a und b wieder so zu

ermittelnsind, dassdie Lösung von derOrdnung R : O(At3)ist. Nunmehrschreibenwir die

Reihenentwicklungvon111in derNachbarschaftvon tVmit

d\|f At2 d2\jl
V“: V+At— +— +OAt3

W W dt ,. 2 dt2 ( )

d\lfEs istoffensichtlich,dassd—t: f (111,t) gilt, sodasssich

2
d ‘le: _—df(‘1ßt)=d_f+d_wd_f: d_f+f d_f ergibt.Somit resultiertfürdie Lösungschließlich
dt dt at dt 81]; at 81|1

2
“!)/+1=\|fv+Atf(\lfv,tv)-l-At Iiä+f df

dt d)];
] +O(At3) (3.162)

2 . .(v‚t)

Der Term k2in derGleichung(3.161)kannexplizit auch

k2 : Atf(tpV+ßk„t" +ocAt)=

...At[f(rpV‚tV)+ ocAta—f(Lazi£v—)+ßk,%qjtv)]+0@t3) (3.163)

geschriebenwerden.Setztmannunmehrvon (3.163)in (3.161)ein,dannerhältman

v”' = „. +(a+mm f (wV‚tV)+bAt2[oca—f+ßfa—f] +o(m—*) (3.164)
(„.„.)dt d\p

Der Vergleich der Terme mit identischenKoeffizienten in (3.164)und (3.162)ergibt die
nachstehendenGleichungenzurBestimmungderKoeffizienten

a+b=l, ocb=—i-,ßb=% (3.165a,b,c)

Allerdings gibtes unbeschränktvieleMöglichkeitenfür die Konstantena, b, 01,13,welchedie
Relationen(3.165a,b,c) erfüllen, 2. B. auch a = b = ‘/2oder oa: ß : 1. Mit dieserWahl
erhaltenwir die klassische„RUNGE—KUTTA—Methode“ zweiterOrdnung (RK 2), welche
sich zusammengefasstmit

„...r =\|1"+%(k,+1<,) (3.166)

ergibt.Hiebei ist

k, =Atf(\|l",t") und
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k2=Atf(wv +k„t" +At)

Auf ähnlicheWeiese können auch „RUNGE—KUTTA-Methoden“ höhererOrdnung, 2. B.
vierterOrdnung(RK 4) entwickeltwerden.Hiebei ist

.. . 1w '=\p +g(k,+2k,+2k,+k4) (3.167)

und

k2=Atf[ufi+ ',t"+é£
2

k, =Atf[qfl+£,fl+%

k4=Atf(w" +k_„t" +At)

Es sei hiererwähnt,dasssich in derLiteraturnochweitere„RUNGE—KUTTA—Methoden“mit
nochhöhererOrdnungfinden lassen[s.SHU u. OSHER (1988)oderSIGAL u. SHU (1995)].
An dieser Stelle sei auch darauf hingewiesen, dass die „RUNGE—KUTTA-Methoden“
expliziteVerfahrendarstellenunddahernurbedingtstabilsind.

Inzwischenhatsichherausgestellt,dasssichbeiderLösungdesAdvektionsproblems

u, : L(u) (3.168)

mitunterDiskontinuitäten(Schockwellen,Kontakt—Diskontinuitätenetc.) einstellenkönnen,
auchwenndie Anfangsbedingungenu(x,0)eineglatteFunktiondarstellen.Die traditionellen,
endlichen Differenzenmethoden,auch wenn sie linear stabil sind, liefern in diesem Fall
schlechteErgebnisse. Deshalbwurdenneuerdingsnoch effizientereDiskretisationmethoden
entwickelt.Diese schließendie sogenannten„TVD (Total—Variation—Diminishing)-Methoden
ein.Die totaleVariationeinerdiskretenskalarenLösung ist in derRegeldurch

TV(“) : Z]ui+l _ ui]

definiert.TV ist die totaleVariation. Man sagtdann, dass ein SchemaTVD ist, wenndie
Relation

Tv(uV+‘)s Tv(uV) (3.169)

füreinenEULER-Vorwärtsschritt von ersterOrdnungin derZeit, d.h.
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u”l : uV+At L(uv)

wobei L(u) einenräumlichenDifferential—Operatordarstellt,der ausder Gleichung (3.168)
resultiert,erfüllt ist. Hiebei ist natürlichdurchentsprechendeEinschränkungdes Zeitschritts
At £ At, Stabilitätzu gewährleisten.Das Ziel der TVD—RUNGE-KUTTA-Zeitdiskretisation
bestehtdarin, die TVD—Eigenschaften(3.169)zu erhaltenbei gleichzeitigerErhaltungder
zeitlichenGenauigkeitmit stabilitätserhaltenderEinschränkungdesZeitschrittsdurch

At 3 cm,

wobei C ein CFL—Koeffizientfür ZeitdiskretisationhöhererOrdnungist. Man gehtalso von
dergenerellen,explizitenRUNGE-KUTTA-Methode aus

u(i)=u(ol+Atäc,kL(uk) i=1,2‚ .........m (3.170)
k=0

wobei hier die einzelnenNäherungendurch die Superskripte(i) und (k) dargestelltwerden
und gleichzeitig u(o): u" undu(m): uV+list. Hiebei bedeutetL, wie bereitserwähnt,einen
räumlichen Differentia10perator.Um TVD—Bedingungen zu gewährleisten, wird die
Gleichung(3.170),wie folgt,umformuliert.Für

i-l
on„20undk=Zoc„ :]

k=0

erhaltenwir [s.SHU u. OSHER (1988)]die nachstehendeIdentität

u(i)= Za„u<k) +Atic„L(u<kl)a a,ou°+ia„[u® —Atäc„L(u®)j+ Atäc„L(u®)=
k=0 k=l |=O k=0

i—l i-1
...= [oc„u<k)+[c„ — Ze„or„]At L(u<kl)] (3.171)

k=0 l=k+l

i—l
wobeidie letzteSummation Zc„,oc„ für k = i—1nichtdurchgeführtwird.Wennmanfür den

1=k+l
Ausdruck in der rundenKlammer des letztenTerms von (3.171)gleich B„ setzt,dannerhält
manschließlichdieTVD-Beziehung in derForm

i—l
u“)= Zoc„u(k) +ß„At L(u(k)) i = 1,2, m (3.172)

k=0

DiesesSchemaistTVD unterderEinschränkungdesCFL-Kriteriums

aik (3.173)
|ß..l

?»5 %„mm,k
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NunmehristdasnotwendigeZiel die Koeffizientenon„und B„ so zu wählen,dass(3.172)die
höchstmöglicheOrdnung an Genaugkeit bietet und somit optimal ist. Ein einfacherWeg
bestehtdarin eine „Standard-RUNGE-KUTTA-Methode“ zu erwählenund anschließendin
die Form (3.172)zu bringen,um die Koeffizienten 01„und B„ zu bestimmen.Ein Schema
zweiter Ordnung (m = 1) lässt sich leicht darstellen. Für die Genauigkeit werden die
nachstehendenKoeffizientenbeziehungenformuliert[s.SHU u. OSHER (1988)]:

1
_ 0L21l310 ß21: “ZB-

10

1
0‘20=1_0‘21 ß20=1'5ß-

10
(3.174)

undals freieParameter:B„ = 1 01„= -

Ausgehend von der Gleichung (3.172) für „TVD RUNGE-KUTTA —Zeitdiskretisation“
zweiterOrdnung(m= 1)ergibtsich

„. : .„„<o>. A. ß„r(.<o>)

wobeioffensichtlich01.„= B„ = 1 seinmuss.Deshalbfolgt aberweitersdasSystem

um : um)+At L(u(0))

„(Z): oc„u<0)+AtB„L(u“”)+ oc„um+AtB„L(U®)

Der CFL-Koeffizient ist für stabileVerhältnisseC S 1. Die Koeffizientenergebensich aus
(3.174),weshalbschließlichdasnachstehendeSchema

um : u(0)+At L(u(°))

um : lu(°) +lu(l) +1At L(u<l))
2 2 2

folgt.Man kannsichweitersleichtüberzeugen,dassdiesesSchemamit

um : um)+At L(u(°))
(3.175a,b)

um : um)+—1—At L(u(o))+lAt L(u('))
2 2

identist.DiesesSchemaentsprichtim GrundedemklassischenHEUN-Schema oderauchder
modifiziertenEULER-Methode. Eine MethodehöhererOrdnung, z.B. dritterOrdnung(m =
2) führt [ bezügl. der Ableitung siehe SHU u. OSHER (1988)] zu dem nachstehenden
Schema:

um : um)+At L(u(o))
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u<2>: u(0)+%AtL(u(0))+%AtL(W) (3.176a,b,c)

u(3): u(o)+%AtL(u(o))+—é—AtL(M”)+%At L(um)

BezüglichMethodennochhöhererOrdnungsei hierebenfallsauf SHU u. OSHER (1988)und
SIGAL u. SHU (1995)verwiesen.

3.1.16Zeit—Splitting-Methoden

Als weiterezeitliche Diskretisationsschemata,die im Rahmen der PE verwendetwerden,
sollenhierauchdie seinerzeitvonMARCHUK (1974)vorgeschlagenen„Zeit-SPLITTING“ -
Schematanocheingehendbesprochenwerden[s.a.MESINGER u. ARAKAWA (1976)].Die
IdeedieserMethodenbesteht darin,für ein komplexesSystemvon Gleichungenein Schema
zu entwerfen,bei welcheminnerhalbeinesjedenZeitschrittesdasSystemin zweieinfacheren
Subsystemen,die aufeinanderfolgen,gelöstwerden.Zur Demonstrationspaltenwir hier die
Flachwassergleichungenin denadvektivenTeil

Systema.)

91 9x_ +C— : 0
9” 9”

(3.177a,b)
dh dh
— +c— =0
dt dx

undin denSchwerewellenteil

Systemb.

du dh
— +g— = 0
dt dx

(3.178a,b)

_d_h+H d_u: 0
dt dx

auf. Nunmehr werden die numerischen Lösungen des Systems a.) uv+l und hV+lals
provisorischbetrachtetundmit u *bzw.h * bezeichnet.Diese WertewerdenandemBeginn
des Zeitschrittszur Lösung des zweitenSubsystemsb.) (3.178a,b) verwendet.Aus diesem
System b.) resultierendann erneut Werte uV+l und h"“, die dann als die aktuelle
Approximation auf dem Zeitniveau (v+1) betrachtetwerden. Hiebei wird bei dem
advektiven System ein großer und bei dem Schwerewellenteilein kleiner Zeitschritt
verwendet. Die Lösung, die durch dieses Zeit-SPLITTING erreicht wird, stellt eine
konsistenteApproximationandie „wahre“Lösungdar.Dies kannmanfür die Subsystemea.)
undb.)beweisen,wennmanbestimmteSchematafür ihreLösungwählt.Die Näherungswerte
der abhängigenVariabeln müssen sich dann dem „wahren“ Wert annähern,wenn der
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Zeitschrittgegen Null geht. Zum Studium der Stabilitätder „Zeit—SPLITTING“—Methode
verwendenwir erneutdie Lösungsansätze

u,V+l: Re]?0’u(t)exp(ikx,)]
(3.179a,b)

h,"“1: Re[k"h(t)exp(ikx,)]

Für dasSubsystemea.) lautetdanndie relevanteBeziehung

u; : Re]?»a7tvu(t)exp(ikx,)]

(3.180a,b)
h; : Re]?»,?0’h(t)exp(ikx,)]

und schließlichfür dasSubsystemb.)

u;*: Re[k„XVU(t)exp(ikxi)]
(3.181a,b)

h;*: Re[ÄbÄvh(t)exP(ikxi)]l

undweitersfür die KombinationbeiderSysteme

u,”1: Re]Ä,Ä„Ä“u(t)exp(ikx,)]

(3.182a,b)
h,v+l: Re]Äakbkvh(t)exp(ikx,)]

Wir habenhieralsoeinenAmplifikationsfaktorfür dessenAbsolutwert

IM= KaM.] (3.182)

gilt. Somit ist zu folgern, dass,wenn die Schemata(3.180a,b) und (3.181a,b) stabil sind,
auch die Kombination beider Schematastabil sein muss. Diese Schlussfolgerungkann für
beliebige Systeme von Gleichungen und verschiedene Mengen von Subsystemen
verallgemeinertwerden.Der besondereVorteil der „Zeit—SPLITTING“—Methode ist, dass
man unterschiedlicheZeitschritte anwendenkann: lange Zeitschrittefür das Subsystem,
welchesdie langsamenProzessebeschreibt,wie z. B. den advektivenTeil (3.177a,b) und
kurzeZeitschrittefür die schnellenProzesse.Auf Basis dieserIdeevon MARCHUK (1974)
hat sich deshalb eine neue Strategieentwickelt, durch welche die Recheneffizienz sehr
gesteigertwerdenkann,wennmanexplizite numerischeSchematafür hochfrequenteModes
mit kleinen und für niederfrequenteModes mit längerenZeitschrittenintegriert.Eine sehr
einfacheMethode stelltnach BALDAUF (2004)das sogenannteadditiveZeit—Splittingdar.
Man berechnetzuerstdie langsamenProzessein einem großenZeitschritt,aktualisiertdie
Felderundberechnetin nSkleinenZeitschrittendie schnellenProzesse.

Anschließendaktualisiertmanerneutmit Hilfe diesesRechenergebnissesdas relevanteFeld.
In Abb.3.32 ist dieseMethode nach BALDAUF (2004)graphisch illustrativdar—und dem
Verfahren von KLEMP-WILHELMSON mit dem EULER—VORWÄRTS-Schema
gegenübergestellt.Es existierenin der Zwischenzeiteine Reihe solcherVerfahren [ s. hiezu
KLEMP u. WILHELMSON (1978), SKAMAROCK u. KLEMP (1992), WICKER u.
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SKAMAROCK (1997,2001)oder SKAMAROCK (2004)]. Die hauptsächlichverwendete
„SPLITTING“-Methode für kompressible, nichthydrostatischeGleichungen wurde von
KLEMP u. WILHELMSON (1978) eingeführt. Diese verwendeten eine zeitliche
Diskretisationnachdem„LEAP-FROG“-Schema für alleTerme,welchedie niederfrequenten
Modes repräsentierenund ein „VORWÄRTS-RÜCKWÄRTS“-Schema nach MESINGER
(1977)für die Terme,welchefür die Verlagerungder hochfrequentenModes verantwortlich
sind. SKAMAROCK u. KLEMP (1992) stellten fest, dass dieses System eine sehr gute
Kombination von Stabilität, Genauigkeit und minimaler Filternotwendigkeitgegenüber
anderen Schemata aufwies. Weiters führten SKAMAROCK und KLEMP (1992) ein
explizites „Zeit-SPLITTING“—System ein, das auf der Methode von KLEMP u.
WILLIAMSON aufbaute,aber ein „VORWÄRTS in der Zeit-Methode“für die langsamen
Modes und das „VORWÄRTS—RÜCKWÄRTS“—Schema für die schnellen Prozesse
anwendet.IhreAnalyse dieser Methode ergab zunächstmituntersignifikanteInstabilitäten
und ließen das Schema trotz Filterung ungeeigneterscheinen.SMOLARKIEWICZ (1984)
und TREMBACH et al. (1987)konntenaber zeigen, dass die Vorwärtsmethodenfür den
Advektionsterm der Bewegungsgleichungengute Näherungen erbringen, wenn ein
entsprechendes„Zeit-SPLITTING“ zur Anwendung kommt. Solche vorwärtsgerichteten
Schematamüssen„up-windbiased“(stromaufwärts)formuliertwerden.Sie reduzierendann
sowohl den Phasenfehlerals auch künstlicheOszillationen durch unaufgelösteGradienten.
Außerdemhabenreine Vorwärtsschemataden attraktivenVorteil, dassdie Zahl der kleinen
Zeitschritte,die zur Integration der hochfrequenten Modes notwendig sind, halb so
umfangreichist als für die Methodevon KLEMP u. WILHELMSON notwendigwäre,wenn
gleichzeitigdasVORWÄRTS—RÜCKWÄRTS“-Schema von MESINGER verwendetwird,
da die schnellenModes von t bis t +At im Gegensatzzu t - At bis t +At integriertwerden.
Deshalb stellt das Schema von SKAMAROCK u. KLEMP mit seiner Kombination des
„VORWÄRTS—Zeitschemas“ für die advektiven Terme mit dem „VORWÄRTS-
RÜCKWÄRTS“-Schema für die hochfrequentenModes eine attraktiveAlternativezu der an
sich sehrgutenMethodevon KLEMP u.WILHELMSON dar.

* ]“

Cl>W'L— ‚...:-:
v+_l__ /j'

/”
(1);__ „€./“‘

dcb /; dd)[N
„v__ 4)L_ ‚. ' '

1 dt 1 dt 1 dt 1 1 | J
1 1 1 1 1 | 1

tv tv+l tv tw

Abb.3.32SchematischeDarstellungdesadditivenZeit-Splittings(links)unddesKLEMM-WILLIAMSON-
EULER-Vorwärts—Zeitsplittings(rechts).[(nachBALDAUF(2004)]
Zusammenfassendkannmanmit BALDAUF (2004)feststellen,dass sich drei verschiedene
Integrationsmethodenanbieten:

1.) Man integriertalle einzelnen Prozessemit einem so kleinen Zeitschritt At, dass alle
Prozessein stabilerWeise integriertwerdenkönnen.Dieses Verfahrenkannmanmit einem
einfachenOperator-Splittingkombinieren.Hiebei wird ein Prozessberechnetunddie Felder
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werdenanschließendaktualisiert,dann kalkuliertman den nächstenProzessmit Hilfe des
aktualisiertenVariablenfeldesund fährt so weiterfort. Diese Rechnungsollte in der Regel
stabilsein.
2.) Die zweiteMethodebestehtdarin, impliziteSchematazu verwenden.Diese sind, wie wir
wissen,rechentechnischsehraufwendig,aberdafürimmerabsolutstabil.Auch hierkannman
ein Operator—Splittingeinführenunddie ProzessemiteinemZeitschrittAt integrieren,dernur
von den langsamenProzessen bestimmt wird. Die Fortschrittein der Computertechnik
machenein solchesVerfahrenzunehmendattraktiver.
3.)Der dritteWeg derZeit—Splitting—Technikbestehtdarin,die langsamenProzessemit einem
großen Zeitschritt At und die schnellen Prozesse mit einem kleinen Zeitschritt A7: zu
berechnen.Die istein viel erffizientererWeg, alsderunter1.)genannte.

Wir wollen daher in der Folge eine solche Alternative für die Integration nicht
hydrostatischer,kompressiblerGleichungenbeschreiben.Eine „RUNGE-KUTTA“-Methode
zweiter Ordnung (RK2) wird für die zeitliche Integrationder advektivenTerme und ein
„VORWÄRTS-RÜCKWÄRTS“-Schema für die akustischen Terme verwendet. Die
„RUNGE-KUTTA“—Methode erhältdie Vorteile des „VORWÄRTS“-Schemas, weil es eine
„upwind-Diskretisation“für die räumlichenDifferenzengewährleistetund nur% der kleinen
ZeitschrittederKLEMP-WILHELMSON —Methodebenötigt.Außerdemerweistsich dieses
Schema sowohl für zwei-dimensionalewie drei-dimensionalen1cht—hydrostatischeModelle
als stabilund genau.Zur Demonstattiongehenwir mit WICKER u. SKAMAROCK (1998)
von einem eindimensionalen Gleichungssystem, das sowohl die Advektion als die
VerlagerungakustischerWellen aus

a_u+a_"=_u_ai (3.183)
dt dx dx

3_“+Csza_uz_ua_" (3.184)
dt dx dx

beschreibt.Hiebei ist u die Geschwindigkeitdes Fluids in der x-Richtung und 71:ist die
Perturbations-Exner—Funktion,t ist die Zeit und c, die Schallgeschwindigkeit.WICKER u.

SKAMAROCK integrierendie Terme, die für den advektivenTeil verantwortlichsind mit
einem einzigen langen Zeitschritt und die schnellen, akustischenProzesse mit mehreren
kleinenZeitschritten.Es wird hiebei das „RUNGE—KUTTA“-Schema zweiterOrdnung für
dengroßenZeitschrittverwendet,um die VariabelnderGleichungen(3.183)und (3.184)von
t nach t + At zu integrieren.Dieses RK 2—Schemawird in der Literatur als „verbesserte
Polygon-Methode“bezeichnetundwird in nachstehenderWeise formuliert

1>*=1>‘+%F(<1>‘) (3.185)

q>‘““= 6‘ +AtF(rp*) (3.186)

wobei F einen Antriebsvektordarstellt,welchervon den relevantenFeldvariabelnabhängig
ist. (Dstehtjeweils für u oder 71.Die Superskriptsbezeichnenhier dasjeweilige Zeitniveau
und* diejeweiligeersteNäherung.
Diese RK2-Methode ist nur dann stabil, wenn sie mit einer räumlichen Diskretisation
„upwind—biased“(stromaufwärts)gerichtetist. Demgegenüberist das RK2—Schemaimmer
instabil,wenn die räumlichenAbleitungen zentriertermittelwerden.Obwohl WICKER u.
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SKAMAROCK (1997) feststellen konnten, dass verschiedene stromaufwärtsgerichtete
Diskretisationschemataverwendet werden können, fanden sie, dass das stromaufwärts
gerichteteRK2 einensehr gutenKompromisszwischenEffizienz und Genauigkeitdarstellt.
Für einepositiveStrömung,d. h. u > 0 kanndiesesSchemadurch

9 —<1>„„ R(<1>) (3187)

t+At_ t_ UAt *
9 —<1>—6AxR19) (3.188)

formuliertwerden.Hiebei istR ein Differenzenoperator,derdurch

R((1))=q>i-2_ 6(131—1+3(1)1+ 2(1)1+2 (3—189)

gegebenist.DieserresultiertausdernumerischenDifferentiations-Formel

dkf(x) _ k! "‘

dxk _ m!hk ,;Aif(x*)

wobeidie FaktorenA, in ABRAMOWITZ u. STEGUN (1965)zu finden sind.Das Schema
ist stabilfür alleWellenzahlen,wenndie COURANT-Zahl für die Advektion kleinerals0.88
ist. Für alleWellenlängenkleinerals L = 4 Ax erfolgteine starkeDämpfung.Zur Integration
des 7t- Gradient—und des Divergenztermsin (3.183)und (3.184)wird ein „VORWÄRTS-
RÜCKWÄRTS“-Schema mit räumlichzentrierterAbleitungverwendet.

NunmehrwirddasSchemain die zweiHauptschritte

t__ u, 1f„— ——6AXR(u) (3.190)

.__ U.‘ X .f„_ 6Ax R(7t) (3.191)

. x 1 . . . . ..
wobe1 (])=5;q>_„, +q>_A,] 1st, gete11tberechnet. D1e relevanten Var1abeln fur den

1+——1—-2 2
Prädiktoram mittlerenZeitniveau werdendurch Integrationder schnellenund langsamen

. At . . . . . .
Prozessezum M1ttelpunkt?des Ze1tschr1ttsAt hm unterVerwendungkle1nerZe1tschr1tte,

abermit überden Schritt% fixgehaltenenTendenzen(3.190)und (3.191)berechnet.Der

Algorithmus für die schnellenModes ist das „VORWÄRTS—RÜCKWÄRTS“-Schema nach
MESINGER (1977)unddieGleichungenfürdie kleinenZeitschrittewerdenmit

‘E+A'C_ ur _ AT, — , 5,TCI+ATf,; (3.192)
Ax
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+ 'L' T A T+T [n;A =tt, —CS—Tö,u .. +Atf, (3.193)
Ax

wobei ö,q>=Ai;q> „ —<1)„; ist, angegeben.In (3.192)und (3.193)sind die kleinen
)( x+7 x 2

ZeitschritteAT

durchdie Beziehung At : £festgelegt, wobei 32—3—kleineZeitschritteverwendetwerden,um
S

zumMittelpunkt% desgroßenZeitschrittesAt zu gelangen.

Zur Verdeutlichung siehe Abb. 3.33. Im nächsten Schritt wird der große Zeitschritt
At Att+

komplettiert und die advektiven Tendenzen f„ 2 und f 2werden neu aus den am112

Mittelpunkt %berechneten Variablenwerten ermittelt. Die diesbezüglichen Tendenzen

lauten:

„& „_“g „&
f„ 2 =—Ö'—A—Ru 2 (3.194)

x

und

..A u,”? ..4
f„ 2 =—Ö'A R n 2 (3.195)

x

At At
d.h. derR—OperatorlautetnunmehrR[®;+2]: [(I),_2—6(1>,_,+3q>,+2(])„,]t+2, wobeiwieder(1)

für u oder71:steht.

D1e Integrat10nm1tden kle1nenZe1tschr1ttenund der uber den we1terenZe1tschr1tt?

Att+-
festgehaltenenTendenzen f, 2 startetvom ursprünglichenZeitniveaut, um zum Zeitniveau

t+At zu gelangen,indemdieRelationen
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(DH-At qf‘ q)t: q)‘C

q)”At: 6‘ +AtF(<lf) LangsameModes qf : 6‘ +%F((b‘)

A
Schnelleund larfgsameModes

AtAT t+— AT
u,““ = uf ——-8,rtf +Art„ 2 u,““ = u; ———8,rtf+mr;

x Ax
2 N 2c AT t+— c A1:

rt?“ = n“;__. ö,u““ +Atf, 2 rt?“ = n; __. ö,u““ +Art;
4 x x

At
t+ At ? [

Abb.3.33DasTime-SplittingSchemanachWICKERundSKAMAROCK(1997)

AtA +-it+At___uit__Töxnt + A’Cfi 2 (3.196)
Ax

2 AtA (+-
„,2+22: n; —-—°SAT8,11%+Art„ 2 (3.197)

)(

über n, kleineZeitschritteberechnetwerden.SKAMAROCK undKLEMP (1992)habenauch

eine Stabilitätsanalysevorgestellt,welche von WICKER u. SKAMAROCK (1997)für das
vorliegende „TIME—SPLITTING“-System verwendetwurde. Sie gehen hiebei von einer
vereinfachten,linearisiertenVariantederGleichungen(3.183)und(3.184)aus,welche

9‘l+esa_"=_ua_u (3.198)
dt dx dx

a_"+esa_u=_ufifi (3.199)
dt dx dx

lauten. Hiebei ist U die mittlere Advektionsgeschwindigkeit,cseine konstante

Schallgeschwindigkeitund n wird mit 71:/cSredefiniert.Die Analyse geht hiebei von einer

räumlichenFOURIER-Zerlegung derGleichungen(3.198)und(3.199)aus,d.h.wir setzenfür
(D‘denAnsatz

q>,‘„: (Ä)‘Cexp(ikx, i nAx,) mitn : 0,1,2........ an,um 5,6 unddenR-Operator

R((1)t): [(1)i—2_6(1)i—1+3(1)i+2(1)1+2]t

in entsprechenderWeise in den Gleichungen(3.192)und (3.193)bzw. (3.196)und (3.197)
ein, um zu diskretisieren.Man erhältdannfür daserstereGleichungspaardie Relationen
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um“ = uf —i?tc,7t‘+L2.,uV (3.200)
HS

und

7t““ = nV—ixc,u“m —L2. n‘ (3.201)

wobeidie nachstehendenAmplifikationsfaktorenaus 8,6 mit

2 A
7.„ = % 1"sin@) (3.202)

Ax 2

undausdemR—Operatormit

)., =% {i[cos(2kAx)—4cos(kAx)]+[sin(k2Ax)—8sin(kAx)]} (3.203)
)(

resultieren.Zur Stabilitätsanalysekann man die Gleichungen (3.200)und (3.201) in die
Matrixform

ét+At: Aöt (3.204)

umschreiben.Hiebei ist A eineAmplifikationsmatrix.Für denEigenwertderMatrix A muss,
damitStabilitätgegebenist

|7.,|s1

gelten. Die Analyse der Kopplung großer mit kleinen Zeitschritten verlangt nach
SKAMAROCK u. KLEMP (1992),dass der volle Zeitschrittin der Matrix A enthaltenist,
d.h. sowohlder großeZeitschritt,alle nS kleinenZeitschritteundjede Art der Filterung.Ein

voller Zeitschrittdes Systems(3.200)und (3.201)mit einer ROBERT—Filterung kann z.B.
durchdieMatrix—Relation

®t+At: ansL(q)t)T (3.205)

angesetzt werden, wobei (0‘)Teinen Vektor ]u‘,7t‘,u‘,7t‘,u"“,7c"“] darstellt. In der

Beziehung(3.205)stelltL die Matrix für die großenZeitschritteund S"5die Matrix für die
kleinenZeitschrittedar. F ist hingegeneine Filterungsmatrix.Für die Stabilitätsanalysenach
v. NEUMANN ist,wie schonerwähnt

A=FS"SL

als Amplifikationsmatrixzu betrachten.Für diese Matrix A sind somit die Eigenwertezu
finden.Es mussdaraufhingewiesenwerden,dassin Fällen, in welchenA mehrereEigenwerte
gleich 1 hat,die Stabilitätsbedingungresultiert,dassalle Eigenwertevon A denAbsolutwert
|?»A]£ 1 notwendigerWeisehabenmüssen.Obwohl dieseBedingungeinerseitsnotwendigist,

ist sie aber nicht hinreichend,vielmehr [s. SKAMAROCK u. KLEMP (1992)] soll die
„SpektraleNorm“ der Matrix A 5 1 sein. WICKER u. SKAMAROCK (1998,2002)haben
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viele Stabilitätsanalysendurchgeführtund festgestellt,dass der „SpektraleRadius“ ( = der
größteEigenwertderMatrix A) eineguteApproximationder „SpektralenNorm“ darstellt.In
den nachstehendenAbbildungen werden Ergebnisse der Stabilitätsanalysegraphisch
dargestellt, wobei der maximale, absolute Eigenwert als Funktion der advektiven

COURANT-Zahl Cru=% und der akustischenCOURANT-Zahl CCS= cS—2£angegeben
xAx

wird. Gleichzeitig wurde eine Variante mit n,=4bzw.nS =12 kleinen Zeitschritten

untersucht.Die Schematasind stabil,wennder absoluteEigenwertgeringerodergleich 1 ist.
Hier wird ein räumlicherWellenlängenbereichvon L = 2Ax bis L = 20Ax betrachtet.Mit
115=4 kleinen Zeitschrittenpro großem Zeitschritt zeigt sich eine große Region wo die

Amplifikationsmatrixkleinerodergleich 1 ist. Der Stabilitätsbereichvon Interesseistjeweils

rechtsund unterhalbder Linien AB, welcheunterVoraussetzungH = äeingezeichnet sind
Cs

(3. Abb.3.35). Wenn die Anzahl der kleinen Zeitschritteauf 115=12erhöht wird, dann

schrumpftder Stabilitätsbereichsichtbar.SKAMAROCK u. KLEMP (1992)habenseinerzeit
gezeigt, dass das ungefilterte KLEMP—WILLIAMSON-Schema ähnliche Instabilitäten
aufweist.Man konntehier mit dem ASSELIN-Filter Abhilfe schaffen.Unter Verwendung
eines von der Divergenz bestimmtenDämpfungstermskonnteebenfallseine stabilisierende
Wirkung erzielt werden.Divergenz-Dämpfunghat den Vorteil, dass sie sich nur auf die
akustischen Terme auswirkt und die nicht-divergentenModes nicht beeinflusst. Der
EinschlusseinessolchenDivergenzfiltersin dereindimensionalenGleichungführtzu

du du du dD
—+c — =—U—+v-
dt 5dx dx dx

2
wobei D =—a£und v =%_A_x_

" AT
Instabilitätsbereichsignifikant( s. hiezuAbb. 3.35undAbb, 3.36).

ist und reduziert im Rahmen des RK2-Schemas den

WICKER u. SKAMAROCK (2002)beschreibenauch ein RUNGE-KUTTA-Schema dritter
Ordnung (RK3) und das sogenannteCROWLEY-Advektionsschema. Beide Schematagehen
von einerFlussform derskalarenAdvektionsgleichungaus,welche

d d
4: 60
dt dx

lautet. Bezüglich vieler Details sei der Leser auf WICKER u. SKAMAROCK (2001),
TREMBACK et al. (1987) und CROWLEY (1968) verwiesen. Im ersten Schritt des
CROWLEY—Schemas werdendie Tendenzendes großenZeitschrittsberechnet.Die kleinen
Zeitschrittewerdendannüber ns/2 bis t + At/2ermitteltunddie Ergebnissemit u* und 7t*

bezeichnet.Für denzweitenSchrittwerdendie Zwischenwerteu* und71:*modifiziert,in dem

die ursprünglichenAdvektionstendenzenmit Hilfe der Relationen u**=u*—%f,f und

** .. A .
n = 71—äf; weder abgezogenwerden
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a.) n,=4 v=0.0 b.) ns=12 v=0.0

' T‘. . . $ &__ __ 3",. ‘ . „..- ==" ' 7 2«_ Y‘ /,? J:. / -1 . /
. .; ‘_\,
".. ; \\" \ J.;...

'. \\ \_\ „f. ,
("‘ 5 ‘ „___ A \ /d.»* “++—.. . .— =‚ut; p(%; __/P i
' f“*. €' B ‘_ 1L //] ;_ '/ / 1 — -

// i //Y‚\/{ .‘\.‘ ‘. ... \) “"“*'" —‚ -U(‚|\» ;.1:?

Abb.3.35DermaximaleAmplifikationsfaktorfürdas„Split-Explizit“-SchemadritterOrdnungmita.)ns=4

undb.)ns=12.DieschraffiertenFlächenliegeniminstabilenBereich.Cru= UAt/Ax(Courant-Zahlfürdie

advektivenProzesse). CC,= CSAT/AX(COURANT-ZahlfürdieakustischenProzesse)
[nachWICKERu.SKAMAROCK(1998)]

c.) n
41

Abb.3.36DermaximaleAmplifikationsfaktorfürdas«Split-Explizit»-SchemadritterOrdnungmitc.) IIS=12.

DieschraffiertenFlächenliegeniminstabilenBereich.Cm= UAt/ AX (COURANT-Zahlfürdieadvektiven

Prozesse.CC,=CSA’E/AX (COURANT-ZahlfürakustischeProzesse).
[nachWICKERu.SKAMAROCK(1998)].
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Schema Differenzengleichung Zeitlevel Stabilität

Explizite Schemata
EULER - 2 immerinstabil

Vorwärts—Schema

LEAP-FROG

Adam Bashfort

ImpliziteSchemata
Rückwärts—Schema

Trapez—Schema

Semi-Implizites
Schema

Kwizak u. Robert

IterativeSchemata

Matsuno-Schema

Heun-Schema

Lax-Wendroff-

Schema

U,“' = UV +At.FV

U” = UV“ +2At FV

Uv+l : Uv—1+At(_3_FV_va—l)
2 2

UV+1: UV—l+ 2At,FV+1

Uv+1:UV—l+_A2_t(FV+ FV+1)

U“' = UV" +2At

[EV+_;_<FV—l+FV+1)]

U,"“ = UV+AtFV

U2V+l: UV+AtFV+I

U,"“ = UV+AtFV

UV+1= UV+—12-At(FV+FV“)

lv+-
U 2=UV+%AtFV

UV+1= UV+AtFV+2

bedingtstabil

bedingtstabil

unbedingtstabil

unbedingtstabil

oderneutral

bedingtstabil

bedingtstabil

schwachstabil

bedingtstabil
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SchnelleModes

Schritt2

LangsameModes

SchnelleModes

“ 6Ax
AT

u,”Ar=u; ——5,71:'[+A1:f;
Ax

c2At
7c,”“=71“;——5 ö,u“AT +A1:f,;

Ax
r+fl‘ 2

At
‘ ——é£ö,7tT+Atf;+21 i AX

2

Ax

Schema Differenzengleichung Zeitlevel Stabilität

RUNGE —KUTTA

RK2 wV*'=WV+1(1<,+1<,)
2 2 bedingtstabil

RK4 WVV'=WV+-l—(k,+2k,+2k,+k,)
6 2 bedingtstabil

i—l
TVD-RUNGE u(')= (X„u(k)+At ß„ L(u(k>)

k=0 bedingtstabil
KUTTA

TIME—SPLITTING bedingtstabil

Schritt 1

1 u't [LangsameModes f„ =————‘—R(u )
6Ax

N|
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AusgehendvondiesenneuenWertenu**und71**werdenanschließenddie neuen
advektivenTendenzenüberAt unddie nS kleinenZeitschrittevon t bis t+At berechnet,

t+At t+Atwomitschließlichdie gesuchtenWerte u und n erhaltenwerden.
Zum AbschlussdiesesAbschnittesfügenwir nochzwei Tabellena.)undb.)hinzu,in welchen
die wichtigen Differenzenschematanochmals im Überblick zusammengefasstsind. Mit
Hinblick aufdie großeAnzahl von endlichenDifferenzenschemataistes sehrwichtig,welche
Faktorenüberlegtwerdenmüssen,wennmanein bestimmtesSchemaauswählensol].

a.)ZunächstistesbesonderswünschenswertdenTruncation-Errorfür die räumlichen
wie die zeitlichenDifferenzenmöglichstgeringzu halten,und

b.) solltemananstreben,denPhasenundDämpfungsfehlerso klein als nurmöglichzu
halten.

c.) Es ist sehreinfachein explizitesSchemazu programmieren.Allerdings istes nur be
dingtstabilunddieWahl desZeitschrittsist limitiert. ImpliziteSchematahingegen
sindabsolutstabil,aberes istein größererPreishiefürzu bezahlen.Dieserbesteht
darin,dass zur LösungdesSystemsbeijedemZeitschrittein Systemsimultaner
Gleichungengelöstwerdenmuß.

d.)WenndasSchemamehr als zwei Zeitlevel hat, danntrittin derRegelein Rechen-
mode (computationalmode) aufundeskannunterUmständenzu einerLösungstren-
nungbei geradenundungeradenZeitschrittenkommen.Außerdembedingtein Schema
mit dreiZeitebenenaucheinenhöherenSpeicherbedarf.

3.] .] 7 Zeit-Splitting für multidimensionale Systeme

Wir habenbisher überwiegendnur eindimensionaleSchematabehandelt.In der Praxis der
NWP müssen diese natürlich zumindest auf zwei Dimensionen erweitertwerden. Nach
SKAMAROCK (2004)sind aber zwei signifikanteSplitting-Fehlermit der Symmetriedes
Zeit—Splitting-Operatorsund der Konsistenzzwischen dem Transport-Schema(Advektions-
Schema)und der diskretisiertenKontinuitätsgleichungverbunden. Die Problematiksoll hier
nachSKAMAROCK (2004)anHandeinessogenanntenskalarenTransportschemas,welches
für ein geophysikalischesFluid mitHilfe dergenerellen,skalarenKonservierungsgleichung

8,5_j>+V.pvb = 0 (3.206)

dargestelltwird, aufgezeigtbzw. mit einerdiskretenLösung der G1. (3.206)geklärtwerden.
Hiebei ist (1) ein skalares Mischungsverhältnis, p die Luftdichte und v der
Geschwindigkeitsvektorim Fluid. V. bedeutet den Operator einer mehrdimensionalen
Flussdivergenz. Zusätzlich erfüllt der Massenfluss pv die entsprechende
Kontinuitätsgleichung

{’,—V;+V.p v = 0 (3.207)
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DiskreteSolver für skalareTransportgleichungensind bei vielenwichtigenAnwendungenin
geophysikalischenFluiden, z. B. bei derKlima-, Wetter-undOzean-Modellierung,aberauch
bei Problemender LuftqualitätundLuftchemievon Bedeutung.Uns interessierthier in erster
Linie deren Beziehung zur NWP. In der bisherigen Entwicklung bei den großskaligen
Modellen hatman sich in ersterLinie mit zweidimensionalenLösungenbefasst.Dort erfährt
die dritte Dimension eine gesonderteBehandlung, was generell berechtigt ist, da die
vertikalenCOURANT—Zahlen in diesenAnwendungengewöhnlichsehrklein sind. Mit der
gegenwärtigaberverbreiteteinsetzendenEntwicklunghochauflösenderModelle, müssendie
Bewegungenin der weiterenZukunft aber voll dreidimensionalbetrachtetwerden.In dem
kleinen Scale habendie vertikalenGeschwindigkeiteneine den horizontalenBewegungen
sehr ähnliche Größenordnung.Hiebei muss auf die konvektiven Vorgänge hingewiesen
werden.HorizontaleGitter in diesenhochauflösendenModellen mitGitterdistanzenbis d =2
km habenz. B. in simuliertenGewitternVertikalgeschwindigkeitenbis zu w = 50 m sek‘l .
Transport—oderAdvektionsschematain diesemScale müssenvoll dreidimensionalausgelegt
sein, um den Transportdieser Größenordnungrichtig zu simulieren.Mit Hinblick auf die
höhere Komplexität mehrdimensionalerSchemata gibt es solche viel weniger als für
eindimensionaleVerhältnisse.Wir habenbisherderEinfachheithalbervorwiegendletzterein
unserenBetrachtungenverwendet.Natürlich müssen auch mehrdimensionaleSystemedie
nachstehendenEigenschaftenbesitzen:

1.) Konservierung:Die Gl. (3.206)ist eine Konservierungsgleichungund sollte auch in
ihrerdiskretenForm globaleundlokaleKonservierunggewährleisten.

2.) Konsistenz:Die diskreteKonservierungsgleichung(3.206)sollteaufdie G1.(3.207)zu
rückführen,wenndasskalareMischungsverhältnis(1)eineKonstanteist.

3.) Stabilität: Die Stabilität im mehrdimensionalenSystem sollte gleich wie im
eindimensionalenSystemsein.

Die Eigenschaften1.)und2.) folgennachSKAMAROCK direktausdenGleichungen(3.206)
und(3.207).Die StabilitätergibtsichgemäßdemCFL-Kriterium undistmitHinblick auf ihre
Effizienz mit möglichst großem Zeitschritt relativ zur Gitterdistanz einzurichten bzw.
anzustreben.

Eine Reihe vonmehrdimensionalenSchematawurdeninzwischenentwickelt.An dieserStelle
sei auf die diesbezügliche Literaturaufstellungin SKAMAROCK (2004) besonders
hingewiesen.Zunächstwollen wir uns zur besserenUnterscheidungmit Schematabefassen,
die kein Zeitsplittingeinsetzenund verwendenhier ein „Vorwärts—inderZeit“-Schema(FIT-
Schema),d.h. es wird von t bis t + dt integriert.Es sei hier erwähnt,dassSchemata,welche
auf der zeitlichen Diskretisation der G1. (3.206), gekoppelt mit einer Darstellung der
Flussdivergenz(3.207)in jeder Koordinatenrichtung,häufig in Modellen geophysikalischer
Fluide verwendetwerden.Die hiebei entwickeltenSchemataweisen aber nicht unbedingt
günstige Stabilitätverhältnisseauf. Die Stabilitäts-Limitssind mitunter sehr streng und

ergeben COURANT—Zahlen für das „LEAP-FROG“-Schema z.B.Cr =PA—Ääilfür
x

eindimensionale, C, Sl/J2 für zweidimensionaleund C, 51/73 für dreidimensionale
Advektion. Als nächstes wollen wir uns mit der „inkompressiblen Näherung“ der
Transportgleichung(Advektionsgleichung)undderMassenkonservierungsgleichung

ad?+V.q>v =0 ; V.v : 0 (3.208)
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befassen.Eine exakteLösungvon (3.208)kannmit

910=9(O)exp(tL) (3.209)

angegebenwerden, wobei der kontinuierliche Operator L=(V.v) bedeutet.Für einen
einzelnengroßenZeitschrittergibtdie exakteLösung

(1)(t+At)= b(t)exp(AtL) (3.210)

Wir beschränkenuns hier auf eine zweidimensionaleBetrachtungmit zeitlich konstanten
Geschwindigkeitskomponentenu undv unddemOperator

L=—;uai+vai]=L,+Ly (3.211)
x y

Man kanndanndie exakteLösungin einerTaylor—Reiheentwickelnunderhält

2
(1)(t+At)= [I +At(L, +L, )+% (LV,+L,L, +L,L, + l},)+O(At3)](1>(t) (3.212)

Die korrekteErfüllung der Kreuz-Termeaufder rechtenSeitein einemdiskretenOperatorist
für eine zeitliche Genauigkeit zweiter Ordnung und für die Stabilitätsbedingungvon
Bedeutung. SKAMAROCK (2004)weist auf die Arbeiten von LIN u. ROOD (1996)und
LEONARD et al. (1996) hin, welche von eindimensionalenAdvektions-Operatorenund
Flussform-OperatorenGebrauchmachen,um Lösungenfür (3.225)und (3.226)zu erreichen.
Betrachtet man den inkompressiblen Fall (3.227), dann kann man in die jeweilige
Koordinatenrichtungdie Advektions-Operatoren

d
A, =—u—— und A, =—v-

dx dy

definieren.Man erhältdannfürdiejeweilige advektiveTendenzaus

%—?+u%=0 bzw. (1)“”’“=(I+AQ(1)tund%+v%3=0 bzw. (1)‘"LAI=(I+A,)(1>t

Wobei I den EinheitsoperatorI = 1 darstellt.Ebenso ergibtsich der diskreteOperatorF für
einezweidimensionaleFlussformin diejeweiligeKoordinatenrichtungmit

„.... = (l +F, )q>Vmit F, =—i(uqf) und q>‘““= (l +F,)0‘ mit F, =—i(uqf)
dx dy

Unter Verwendung dieser Definitionen kann man das nachfolgendeFIT-Schema in ein
zweidimensionalesvon zweiterOrdnunggenauesSchema entwickeln.Wir folgen hier den
Ausführungenvon SKAMAROCK (2004)und LEONARD et al. (1996).Das konventionelle
Operator-SplittingdesAdvektionsoperatorsA bestehtbei zweidimensionalerBetrachtungaus
denfolgendenSchritten:ZuerstformtmaneinenersteneindimensionalenSchritt,derals erste
prognostischeAnnäherungzu betrachtenist.Dies soll hier in derx—Richtungerfolgen:
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$Ax: 6+ Ci ((1)1+1_ (1)i15 (3.213)

Hiebei ist 6 das aktuelleMittel überdie auf der x—AchsesenkrechtstehendenSeitenfläche

der betrachtetenGitterbox, ci bedeutetdie Geschwindigkeitskomponentein der Gitterbox
bzw. Gitterzellein die x-Richtung.Es ist wichtigfestzuhalten,dassder zweiteTerm auf der
rechtenSeite der G1. (3.231)als die Differenz der Flüsse durch die Seitenflächenmit der
Zellgeschwindigkeitci zu betrachtenist. Allerdings beeinträchtigtdiesdie Eindeutigkeitdes
Flusses durch die Seitenflächenund damit die Konservierung.Als nächsteserfolgt eine
weitereprognostischeAnnäherung,welchein dery-Richtungvorgenommenwirdund

5241;: $Ax+C;(®i,j+l_ q>i,j)$Ax (3214)

lautet,wobei jetzt die in der erstenAnnäherunggewonnenenWerte 9.1. in der Gleichung
(3.214)und die Zell—Geschwindigkeitin der y—Richtungverwendetwerden.Somit wird ein
neuer Näherungswert 6‘"" gewonnen. Beim Operator-Splitting werden die

Zwischennäherungen,wie hier z.B. 6Ax auf die Werte 6 aufaddiertund anschließendder
Rechenprozessauf Grund dieserneuenWerte,wie in denG1. (3.213)und (3.214)sequentiell
fortgesetzt.Nunmehrkannman die G1. (2.213)in Operatorformumschreiben.Mit Hilfe des
Advektionsoperatorserhältmandann

9... =9+A.9E(I+A.)9 (3.215)

Die gleicheDefinitiongilt auchfür die y—Richtung

9111=9... +AÄ... = (I+A. 19... (3.216)

odermitHilfe von (3.215)

9111=(I+A.XHA.)$

Nunmehrbetrachtenwir eineneindimensionalenFlussdifferenz—Operatorderkonservierenden
Formundbezeichnendiesenbzw.dessenKomponentenmit FC, und FC,

68. = (I+F.. >9= 5 +ei....„h... ('<1>1—ei...-<i>..(ö) (3217)

$Cy: (I+ FCy)ö : 5 +C;,i,j+lq)i,j+l($)_ C;,i,j(1>i,j@) (3.218)

Der Unterschiedzur advektivenForm bestehtin den beidenRelationendarin, dassdie hier
verwendetenGeschwindigkeitskomponentenzu jeder Zellfläche eindeutigzugeordnetsind
und deshalb nicht an zwei Flächen gleich sein müssen. Die konservierendeForm des
Operator—SplittingsentsprichtdaherderBeziehung

$Gljl: 6 + 13C)((6)+FCy(öCx) (3'219)
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undbeiumgekehrterReihenfolge

631 =5 + F...(% )+FC.(6) (3.220)

Nun bestehtauchdie Möglichkeit mit einerAdvektiv-Form in der x-Richtungzu startenund
eine Zwischennäherungder Form (3.215)durchzuführen.Dann berechnetman in der Folge
eine konservierende Flussform—Differenz in der y—Richtung unter Einbezug der
stabilisierendenKreuzterme kombiniertmit einer zusätzlichen,separatenkonservierenden
Flussform-Differenzin der x-Richtung,basierendauf den ursprünglichen(l)—Werten.Dies
ergibteineäquivalenteForm derNäherungmit

5.3.“=& + FC.(6‘)+FC.(6...) (3.221)

Jede Flussdifferenz-Rechnung ist eindimensional und bedingt Konservierung und
KonsistenzerhaltungsowieStabilität[s.a.LEONARD et al. (1996)].ImnächstenSchrittwird
die SequenzderKoordinatenrichtungumgekehrtundmanerhält

5;I' = 5‘ + PC,.(5.„)+FC,(5‘) (3.222)

Der Algorithmusalterniertzwischenden G1. (2.221)und (2.222)in der weiterenRechnung.
Dieses Verfahren heißt MACHO-Methode. (MACHO : Multidimensional advective
conservativehybrid operator).Nimmt man an, dassdie Flussdifferenz-Operatorenin (3.221)
und(3.222)linearsind,dannerhältmannachMittelungderbeidenGleichungenzunächst

(V“ = (*+ F..[g(a +51. )]+ FC.[%((>*+++.)] (3.223>

Führtmanin dieseGleichung die Relationen(3.215)und (3.216)ein resultiertschließlichdie
von SKAMAROCK (2004) angegebene Formelvariante, wobei hier F‚(undFy den

konservierendenFlussform—DifferenzenFCXund FCyentsprechen

+ 1 1(D‘At={I+FX[I+EAYJ+Fy[I+EAXJ}(D‘ (3.224)

Die Operator—KomponentendesFlussvektorsergebensichmit

(I+ Fx)(pt: [I+Ath +—A2t—2(L2x)+O(A3)i|®t

(3.225a,b)

(I+ Fy)q>‘: [I+AtLy +% (LZy)+O(A3)]q>‘

In (3.225a,b)wird die Beziehung(3.224)nahezuvollständigangenähert,obwohlder Term

A 2 . . . . . .
[% (LXLy+ Lny)] n1chtenthalten1st. FXundFy garant1erend1eKonserv1erungund die

Verwendungdes inneren Advektions-OperatorsA mit dem äußerenFluss-OperatorF die
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Konsistenz. Multidimensionale Stabilität ist garantiert, wenn die individuellen,
eindimensionalenOperatoren-SchemataA und F mit Cr S] für sich stabil sind. Die
Rechenschrittezur Implementierungdes Schemas (3.224)ergebensich direkt in folgender
Weise:
Die Operatoren—Komponentendes advektiven Schemas AX undAy werden zunächst

unabhängigauf (D‘angewendetunddie darausresultierendenFeldgrößen

t 1 t t 1 [@ [+5Ay((z)) und@ I+5Ax($ )

werdenermittelt.Auf dieseFeldgrößenwerdenanschließenddie Fluss—OperatorenF" undFy

angewandtund die sich ergebendenWerte auf (D‘aufaddiert,womit das endgültigeErgebnis

(l)t+Aterhaltenund der Zeitschrittsomit komplettiertwird. Der rechentechnischaufwendigste
Teil ist natürlich die Ermittlung der Operatoren F und A. Im Gegensatz zu den
eindimensionalenSchematabenötigtder zweidimensionaleAlgorithmuszwei Anwendungen
von F und zwei Anwendungenvon A. Sind die Rechenkostenfür beide Operatorengleich
groß,dannbenötigtdas zweidimensionaleSystemden vierfachenRechenaufwandgegenüber
einem eindimensionalen Schema. Gegenüber dem eindimensionalen Schema müssen

t t+A — - . . ..A‚„Ay und(l>bzw.<b tgespe1chertwerden, d.h. der Spe1cherbedarfISt dre1fachgroßer.

Entsprechend können nun auch dreidimensionaleSchemata abgleitet werden (s. hiezu
SKAMAROCK (2004).

Als nächsteswollenwir nunmehrein Schemamit Zeit-Splittingvorstellen:

Eine einfacheForm für die zweidimensionaleBetrachtungsweisestelltdie Beziehung

<)‘““= (I+ Fy)(1+ F)()q>‘ (3226)

dar.Diese Formulierungleidetanzwei Problemen:

1.) Das Schema ist nur von 1. Ordnung in der Zeit genau, da die Flussdivergenz-
Operatoren nicht kommutativ sind: FXFy$Fny. Während die Operatoren

(I+ Fy)und(I+ FX) die eindimensionalenTaylor-Reihenvon zweiterOrdnunggenau

entwickeln,ist dies in der zweidimensionalenVariante nicht komplettder Fall. Der
Term fehltundwird bestenfallsnurdurch At2LXLy ersetzt.Imwesentlichenreduziert

die diskreteLösung im zweidimensionalenFall die Symmetriedes kontinuierlichen
Operatorsnicht.

2.) Die Beziehung (3.226) garantiert die Konsistenz nicht, wenn die
Massenkonservierungsgleichung(3.208)nichtberücksichtigtwird.

Als eine sehr populäre Lösung des Systems (3.226) und seiner Probleme bietetsich die
VeränderungderOperator—Sequenzan.Es werdensukzessiveSchrittein derForm

q>‘““: (I+ F. )(I+ Fy)qf und

q)t+2At: (I+ Fy)(I+ FX)q)t+At
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durchgeführt.Die KombinationdieserbeidenSchrittführtschließlichzu

@MN=ü+gh+RXH+UO+Qß‘ 82%)

Dieses Systemist von zweiterOrdnunggenau. [I+FX(At)][I+FX(At)]und [I+Fx(2At)]sind
beidevon zweiterOrdnunggenaueApproximationenfüreinen 2At—Schritt.

3.1.18 Trägheitsschwerewellen und verschiedene Gittersysteme

Wir wollen fünf verschiedene,häufig in der NumerischenWettervorhersageverwendete
Gittersystemeuntersuchen(s. dazu Abb. 3.37) und auch ARAKAWA (1997).Da in allen
Gittersystemendie Gitterdistanz den gleichen Wert einnehmen soll, erhalten wir pro
Flächeneinheitdie gleiche Anzahl von Variabeln und damit etwa die gleiche Rechenzeit.
Allerdings werden wir sehen, dass die numerischen Lösungen für verschiedene
Raumverteilungder Variabeln differenteErgebnisse liefern. Zunächstwollen wir folgende
numerischeDifferenzenoperatorendefinieren:

1 1
ö.v+j=- \1!.1.—\v_(_ öyw„-=— w.. . —w.‚ 1 (3.228a,b)

d 1+5‚J l_2°J CI 1, ,

\|1bedeutethier eine beliebigeVariable und d die GitterdistanzzwischenjenenPunktenüber
welchedie endlichenDifferenzengebildetwerdensollen.Für die GitterA bis D werdendiese

Differenzenjeweilsüberd, im E-GitterüberdieDistanz x/2dgebildet.

(A) (B)

. , u, 1),/1 u, v,11 u, v,h _ h h h
_]=1-1 _}+ 1 _

u, 1 ‚u,v

} u,V,h u, v,!? u, v,11 ] h /1 h

u, v u, 1

. u, v,h u, v,h u, v,h . [ /2 h h
1—L . „ J—. . ‚„z—l I 1=;—1 1—1 1 1=;—1
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Abb.3.37.VerschiedeneGittertypenmitdifferenterVariablenbelegungzurLösungdesGleichungssystems
(3.249a,b,c)

181



Der GittertypD wirderhalten,wennmanin derAbbildung desGittertypsC einfachu undv
vertauscht.

Gleichzeitigdefinierenwir alsMittel überdie gleichenPunkte

_x 1
Wij: 5[W„jJ +Wi__1.j]

2 2
(3.229a,b)

_y _ l +
WU 2 ‘l’i,j+%‘lfi,j_%

undschließlichdasMittel überx undy mit

—xy :! l
Wij EWij:_[\lf.1.1+W.1.1+W_1_1+W.1.1 (3230)

4 “?”5 ”54—5 “?“5 ‘?"5

Mit Hilfe dieser Operatoren (3.228a,b), (3.229a,b) und (3.230) kann man das
Gleichungssystem(3.128)bis (3.130)eine entsprechendeDiskretisationdurchführen,wenn
mander Einfachheithalberdavon ausgeht,dassu, v und h keineVariation mit y aufweisen
unddiesesvereinfachteSystem

du äh
— =—g— +fv
dt dx

%; : _fu (3.231a,b,c)

931= H d_u
dt dx

lautet.Vorhermüssen wir aber auch die „wahre“ analytische Lösung ableiten, um die
Ergebnisse der numerischen Lösung mit dieser vergleichen zu können. Naturgemäß
betrachtenwir auchhiereineindimensionalesSystem.Mit Hilfe derLösungsansätze

u(x,t) u°‘<

v(x,t) : Re v"<exp[i(kxx—vt)1 (3.232)

h(x,t) h*

erhaltenwir aus(3.231a,b,c)

—iu*v=—igkxh*+fv*

—iv*v=—fu*

—ih*v=—1Hu*kx
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. . . . . u * k
Nun erm1ttelnw1rausden letztenbe1denGle1chungenv* : —1f— und h*: Hu * *

v v
undsetzendieseBeziehungenin die ersteGleichungein.Darausfolgt

—iu*v : —[ljigkiHu *—[lif2u *)
V V

bzw. nach Multiplikation mit —_ ,"
1fu*

und Umformung die „Frequenzgleichung“der

„wahren“Lösungmit

1 1
f—2v2= ?lngi )+1 (3.233)

Die Größe gH/fzstellt das Quadratdes sogenanntenRossby-Deformationsradius,welcher
mit

„(33
f

definiertwird, dar. Diese Größe ist niemals Null und v dahereine monotonanwachsende
FunktionderWellenzahl kx, d. h. dieGruppengeschwindigkeit

_dv Ökc_ )(
CG_'ak—x_ak X

istebenfallsniemalsNull, sondern,wennman(3.233)nach kxdifferenziert

CO: [%]kxgH

Dieser Umstandist von größterBedeutungfür den geostrophischenAnpassungsprozess,da
keinelokaleAnhäufungvonWellenenergiestattfindenkann.

Als nächsteswollen wir uns der numerischenLösung zuwenden.Wir diskretisierendie
Gleichungen(3.231a,b,c)underhalten

1.) ImA-Gitter:

du —x
———=—6 h +fdt g x V

a—V=—fu
81

a—h=—Höxux
81
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InexpliziterForm schreibtsichdies

du g
[_a—tjij: —EI [öx,i+ll2‚j+ öx,i—l/2J]+

fvij bzw.

Bu g
(g) = _i [hi+l,j_ hi,j+ hi,j_ hi—l,jI_+fvij

11

womitdie Gleichungenschließlichdie Form

Öu g

(gt—)“.: _2—d[hl+l‚j_
hi_1‚j]+fvij

(+)81 U ’

dh H
(ä?) _ _2_d[ui+l,j_ ui—l,jI

Ü

annehmen.IndenobigenGleichungenbedeutetd die GitterdistanzAx. Setzenwir nunmehrin
dieseGleichungendie diskretenLösungen

u(x,t) u *

v(x, t) = Re v * exp[i(kxiAx—w)] (3.234)

h(x,t) h*

ein, dann erhaltenwir nach sehr ähnlicher Rechnung wie bei der „wahren“ Lösung und
VerwendungderEulerschenIdentitätsformeldie Frequenzgleichung

v 2 ?»2 . 2
(_) =(äl (sm kxd)+1 (3235)
f

wobei ?»2: gH / f 2 ist.Für die Gruppengeschwindigkeiterhaltenwir schließlich

% : gH/vd(coskxdsinkxd)

2.) ImB-Gitter:

8u
—=— 8 h+f8t g x V

a—V=—fu
81
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Ql—l=—Höxu
81

erhält man nach ähnlicher Rechnung mit Hilfe der diskretenLösungen (3.234) für die
Frequenzgleichung

[XY = 4(%]2(51n2kxd/2)+1
f

undfür dieGruppengeschwindigkeit

% = 2gH/vd(coskxd/23inkxd/ 2)

3.) ImC-Gitter:

8u —x
—=— 8 h+f8t 8 x V

a—V=—ffix
81

3a=_Höx
81

erhältmanalsFrequenzgleichung

v 2 X 2
(?) =cos2kxd/2+4 (€) (sin2kxd/2)

undfür dieGruppengeschwindigkeit

2
cG =[??? ——ä—j[£]sinkxd/2cos kxd/2

V

4.) ImD—Gitter:

8u —x —x
—=— 8 h +f8t g x V

a—V=—ffix
81

-aÄ=—Höx "
81

erhältmanalsFrequenzgleichung
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v 2 712
(?) =cosszd/2+[ä) (sin2kxd)

undfür die Gruppengschwindigkeit

cc =2gH/vd(coskxdsinkxd)—f2d/2v(costd/2sin kxd/2)

und

5.) im E—Gitter:

Bu
—=— 6 h+f8t g x V

—al=—fu
81

3=_H5,
81

worausmanfür die Frequenzgleichung

(ij = 2(%)2(31n2k,d/J2)+1
f

undfür die Gruppengeschwindigkeit

gH .
cG : 2—dx/2(coskxdlx/2$mkxd/J2)

v

erhält.Man kann nunmehrdie für die Gitter A bis E gewonnenenFrequenzgleichungenin
einegenerelleRelationderForm

v2 = f2ß2+01ng (3.236)

zusammenfassen,wobeioffensichtlichfolgendeKoeffizientenfürdieWerte01und[3gelten:

A-Gitter: [3= 1 01=(sinkxd)l/d

B-Gitter: [3=1 01= (sinkxd/2)(dl2)'l

C—Gitter:13= coskxd/2 01= sinkxd/2(d/ 2)“l

D-Gitter: 13= coskxd/2 01=sinkxd(l/d)

E-Gitter: [3=1 01=sink,d/J2(d/ß)

Als generelleBeziehungergibtsich für die Phasengeschwindigkeiten
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wl-kl = c = i[%j[fzßz +ong] (3.237)
)(

undfür die Gruppengeschwindigkeitdie generelleFormel

CG=%28—k—x+[fßaß+01gHÖ—k] (3.238)

Man sieht sofort, dass die Phasengeschwindigkeitfür alle Gitter kleiner ist als die der
analytischenoder „wahren“ Lösung. Die größte Abweichung ergibt sich für die kürzeste
WellenlängeL : 2d in denGitternA und D. Die Gruppengeschwindigkeitensind vor allem
für die kleinen Wellenlängen sehr niedrigundwerdenfürWellenlängen2d< L < 4d in den

:? _
7 du

2+ diff4—- B
C

0 \ 1 =2" pd/r
A

0 —2- D

fürdieGitterAbb.3.38Phasengeschwindigkeitc undGruppengeschwindigkeitCG alsFunktionvon
TE

A—Dundfürdie„wahre“Lösung.InderAbbildunggilt/!= k‚(.

gH =104mzsek'2;f : 10'4sek'l; d=500km[nachHALTINERu.WILLIAMS(1980)]

GitternA undD sogarnegativ.IndenGitternB undC wird sowohldie Phasen-als auchdie
Gruppengeschwindigkeitambestenmit Hinblick auf die „wahre“Lösung angenähert.Da die
Energie sich mit Gruppengeschwindigkeitausbreitet,müssendie Gitter B und C die besten
Dispersionseigenschaftenaufweisen,d. h. das schnellste„geostrophicadjustment“unterden
untersuchtenGittern anbieten.Die schlechtestendiesbezüglichenDispersionseigenschaften
weisendie GitterA und D auf. In ihnenkannsich die Energiemit denkurzenWellenlängen
in die falscheRichtung ausbreitenund damit beachtliche„Lärmphänomene“erzeugen.Wir
sehendaraus,dass die Wahl des Gittersystemsbeim Entwurf eines numerischenModells
ebenfallsehrsorgfältigüberlegtwerdenmuss.

3.1.19 Schwerewellen und Stabilität in „nicht-gestaggerten “und „ gestaggerten “
Gittersystemen

Um die Stabilität des Gleichungssystems,welches Schwerewellenenthält, bei „nicht-
gestaggerten“und „gestaggerten“Gittern zu untersuchen,gehenwir erneutvon einfachen,
linearisiertenundeindimensionalenFlachwassergleichungenin derForm (3.149)und(3.150)

a—Ul+Ua—u+äzo
8t 8x 8x

187



—q>a+U_q>8+®8_20
8t 8x 8x

welchesin Abb.3.39zu sehenist:

u‚(1> u‚(l> u‚(l> u‚(l> 11,
o o o o o
i-2 i-1 i i+1 i+2

Abb.3.39Ein“nicht-gestaggertes“Gitter

v+l v—l v _ v v _ v
ui ui + U ui+l ui—l+ ‘Di+1(131—1: (3.239)
2At 2d 2d

v+l_ v—l v \;
(hi (Di + U (l)i+l_(l)i—[+@ uiv+l_ui—l (3240)
2At 2d 2d

Hier wurdewiederAX : d gesetzt.IndieseGleichungenführenwir die Lösungen

u u *
[ ]: Re[q)*i]exp[(k id +vat)] (3.241)
<i>

u*[sin (1)At+
At d d

At

[sin coAt sink d]
+U "

At d

CD
d At d

sinkxd [sin (nAt

d

l
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1
sin(DAt: —At/d[Ui<bäjsinkxd (3.242)

führt.Für eineneutraleLösungdesGleichungssystemsmuss(1)reell sein.Da für die Frequenz
die Beziehung

0): CORE+i(1)„\4

gilt, folgt deshalb (0‚M: 0. Damit gilt aber sin0)AtS 1 undes ergibtsich für die rechteSeite
von (3.219)

l
At/d[Ui(b2]sinkxd 51

Da im Bereich der zulässigenWellenzahlen kxder Term sinkxdmaximal den Wert 1
annehmenkann,ergibtsich,da

1
c=[Ui<D2]

die PhasengeschwindigkeitexternerSchwerewellenist, schließlich

|c|At/d51

für „nicht-gestaggerte“Gitter. Dehnt man die vorliegendeAnalyse auf zweidimensionale
Verhältnisseaus,dannerhältman

lclJ2At/d s= 1bzw.|clAt/dg 0.707 (3.240a)

43 ® <l>——d—><l> (1)
n X 0 x n x 0 x n
i—2 i—2/3i—l i—1/2 i i+1/2 i+1 1+3/2i+2

Abb.3.40Ein“gestaggertes“Gitter.

Betrachtenwir nunmehrein „gestaggertes“Gitter, bei welchem wir die Distanz Ax : d
beibehalten,aber eine der Variabeln um eine halbe Gitterdistanzd/2 in der x —Richtung
verschoben,mitführen,dann erhältman, wie aus der Abb.3.40 sofort einsichtigwird, die
nachstehendendiskretisiertenRelationen

uiv++1l/2_ uiv+—ll/2+ U u1V+3/2_ uiV—l/2+ (l)iv+1_ (Div—l: O (3243)
2At 2d 2d

v+l v—l v v v _ v
(l)i (131+ U (l)1+1(pi—1+CDu1+3/2u1-1/2: O (3244)
2At 2d 2d
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In das System werden nunmehr die Lösungen (3.241) mit der Modifikation Ax : d/2
eingeführt.Nach ähnlicherRechnungwie bei dem „nicht—gestaggerten“Gittererhältmandie
Frequenzgleichung

[
sin0)At=—2At/d(sinkxd/2)[U cosk,d /2+cp?)

wasfür neutraleLösungen,d. h. mit reellem0) zu

]
At/d(sinkxdl2)[Ucoskxd/2i<D2] 51/2

führt.Für denzulässigenWellenbereichfolgtdeshalbals Stabilitätskriterium

|c|At/dSl/2

d.h. für ein „gestaggertes“Gitter in dervorliegendenForm istderZeitschrittAt aufdie Hälfte
zu reduzieren,damit die Rechnung stabil bleibt, was natürlichzu einer Verdopplung der
Rechenzeitführt.Auf der anderenSeitekannman aberzeigen,dassin einem„gestaggerten“
Gitter der vorliegendenForm ( s.Abb.3.40)die Phasengeschwindigkeitbesserapproximiert
wird.

Aus (3.239)und(3.240)erhaltenwir für „nicht-gestaggerte“Gitterdie Identität:

]
aresin0)AtE 0)At=—arcsin[At/d[U i <D5Jsinkxd]

unddaauchim diskretenFall 00=—c* k)(ist,schließlich

1
aresin[At/d[U +cr)?)sinkxd]5

l
c* nicht- esta ert :( 3 33 ) kxAt

1
s(1/kxd)[u+cp5jsinkxd = c(1/kxd)sinkxd (3.243)

Analog ergibtsich für „gestaggerte“Gitter
[

(1)At=—arcsin[2At/d(sinkxd/2)[U coskxd/2+@]

wassofortzu
1

c* (gestaggert)= (1/kxd)arcsin[(Usinkxd)i 2c1>5sinkxd/2]
1

umgeformtwerdenkann,weil sinkxd: 2coskxd/2sin kxd/2 ist.Auch hiergiltU <<(1)2
unddamitkommenwir schließlichzu

c* (gestaggert): c(l/kxd)23inkxd/2 (3.264)
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Aus denRelationen(3.243)und (3.244)gehtaberunmittelbarhervor,dassdie nachstehende
Bedingungc*(nicht-gestaggert)< c* (gestaggert)< c
stetserfüllt ist. Deshalb stellt bei gleichem „Truncation-Error“im Advektionsterm,da die
Differenzenin diesemTerm in beidenGittersystemenüberdengleichenAbstand2 d gebildet
werden,c* (gestaggert)eine besserenumerischeApproximationder Phasengeschwindigkeit
dar als c* (nicht—gestaggert).Diese Eigenschaft ist mit Hinblick auf den geostrophischen
Anpassungsprozessvon großerBedeutungund belegteinmalmehrden Vorteil gestaggerter
Gitter. Deshalb ist es sinnvoll, mitunterauch größerenRechenumfangin Kauf zu nehmen.
Jedenfallszeigen unserebisherigenBetrachtungen,dass die jeweiligenVor- und Nachteile
numerischerSchematastetsmit Hinblick auf die gesetztenZiele sorgfältiganalysiertwerden
mussen.

3.1.20 Ein ökonomisches Gitterschema für Rossby- und Schwerewellen

Bei der numerischen Integrationeines dreidimensionalenPE-Modells muss mit dem
Nebeneinandervon Trägheitsschwerewellenund Rossby-Wellengerechnetwerden.Von den
erstemwissen wir, dass sie für den geostrophischenAnpassungsprozess,mit dessenHilfe
nicht nur die realen, sondern auch die „künstlichen“, durch Analysefehler generierten
Ungleichgewichteim Anfangsfeld beseitigtwerden, sehr wichtig sind. Man kann externe
Schwerewellendadurcheliminieren,dassmanam oberenRand des Integrationsgebietskeine
Vertikalgeschwindigkeitenzulässt.Die höchste,erlaubtePhasengeschwindigkeitdesSystems
entspricht dann der der sogenanntenLAMB-Wellen, welche wir im Abschnitt über
atmosphärischeWellen mit

1
c =U+(yRT+fz/kz)5
bereitskennengelernthabenhaben.Da U gegenüberdem Klammerausdrucksehr klein und

f2 /k2< yRT ist, kannauchwegen7=(cp/cv)und H = RT/g schließlich
1

c ai(cp/cv)(gH)z (3245)

geschriebenwerden,worauszu ersehenist,dassdie PhasengeschwindigkeitderLAMB—Welle
ungefährderPhasengeschwindigkeitvon Schwerewellengleich ist.Mit Hinblick aufdie

W) /‘ 7 /+ H)
v +‘"’ n—</ (n+1)At

OZ“— ..17 Z .. ./

/
c/‚J nAt
/

)(

/ v/o_. / v?! j (n-1)At

Abb.3.4l“Gestaggertes”Raumzeitgitter(ELIASSEN-Gitter)
geeignetfürdasLEAP—FROG—Schema
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notwendigeRechenstabilitätist alsodie Phasengeschwindigkeitin (3.245)mitder in (3.240a)
in etwa ident. Bei einer maximalenPhasengeschwindigkeitvon c = 300 m sek“lund einer
Gitterdistanzvon d = 100km ergibtdies für zweidimensionaleBetrachtungZeitschrittevon
etwa4 Minuten. Das CFL—Kriteriumzwingt also zu sehr kurzen Zeitschrittenund bedingt
hiemitlängereRechenzeiten.Aus diesemGrund istes verständlich,dass manzurErreichung
einer ökonomischen Rechenzeit nach teilweise oder „unbedingt“ stabilen Differen-
zenschemataAusschau hielt. Solche Schemata haben wir mit den impliziten bereits
kennengelernt,die sich allerdings,wie schonwiederholterwähnt,als sehrrechenaufwendig
erweisen.An dieserStellesei auchdaraufhingewiesen,dassmannichtnurräumlich,sondern
auch„raumzeitlichgestaggerteGitter“ entwerfenkann.Ein solchesGitterwurdeschon 1956
von ELIASSEN vorgeschlagen(s. Abb. 3.41). Ein solches Gitter ist zur Lösung des
Gleichungssystems (3.128), (3.129) und (3.130) besonders geeignet. Würde man alle
Variabeln auf jeder Zeitebenemitführen,dann müssteman zwei voneinanderunabhängige
Lösungenerhalten.Die Lösungensindjeweils von jenenVariabeln unabhängig,welcheauf
der jeweiligenZeitebenein Abb.3.4l ausgelassensind. Das Gitter der jeweiligenZeitebene
wirddurcheineVerschiebungdesGittersdervorhergehendenZeitebeneentlangderLinie x =

y um den Betrag \/Zderzeugt.Das hiebeientstehendeGitter erweistsich als raumzeitliches
E-Gitter, welchesdurch SuperpositionderSubgitterjeweils benachbarterZeitebenengebildet
werdenkann.Die Lösung des Systems(3.128),(3.129)und (3.130)erfordertdeshalbnurdie
halbe Rechenzeit bei gleichbleibendem „Truncation-Error“ gegenüber einem
„ungestaggerten“Gitter. AußerdemkanndasAuftretendes „NumerischenLärms“ vermieden
werden,dadie VariabelnwechselweisenuraufjederzweitenEbenemitgeführtwerden.
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