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Die »Mitteilungen der Erdbcben-Kommission« erschienen bisher in den

Sitzungsberichten der mathem.-naturw. Klasse, Abteilung I. Von nun an werden sie
als besondere Ausgabe vertffentlicht werden.
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Uber die Art der Fortpflanzung der Erdbeben-
wellen im Erdinneren

(II. Mitteilung)

von

Dr. H. Benndorf.

Aus dem physikalischen Institute der k. k. Universitat Graz.
(Mit 9 Textfiguren.)

(Vorgelegt in der Sitzung am 10. Mai 10086.)

Bereits in der ersten Mitteilung habe ich als Ziel der vor-
liegenden Untersuchungen die ungefihre Bestimmung der
Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Erdbebenwellen in ver-
schiedenen Tiefen des Erdkorpers bezeichnet und habe zu
diesem Zwecke versucht, eine moglichst richtige Laufzeitkurve
(Hodograph?') der ersten Vorldufer eines Bebens zu gewinnen.

Als ein zweites Bestimmungsstiick, das zur Ermittlung der
Fortpflanzungsgeschwindigkeit dienlich wére, erschien mir zur
Zeit, als ich die erste Mitteilung abschlof, die Emergenzwinkel-
kurve, d. h. eine Beziehung zwischen dem Emergenzwinkel e
eines Strahles und der Epizentraldistanz A; erst als der gré8ere
Teil der Resultate der vorliegenden Arbeit gewonnen war,
gelangte ich durch Auffinden einer Beziehung zwischen Lauf-
zeitkurve und Emergenzwinkel, die ich weiter unten entwickeln
werde, zu der Einsicht, daB, theoretisch wenigstens, eine Be-
stimmung der Emergenzwinkel nichts Neues bringen kann, da
sie sich bei beliebiger Verteilung der Geschwindigkeit im Erd-
inneren stets aus der Laufzeitkurve berechnen lassen.

1 Ich vermeide absichtlich den Ausdruck »Hodographe, weil er in der
Physik bereits in anderem Sinne verwendet wird.



2 Mitteilungen der Erdbeben-Kommission.

Von um so groferer praktischer Bedeutung erscheint aber
die experimentelle Bestimmung dieser Winkel, weil sie einmal
eine erwiinschte Kontrolle der Laufzeitkurve geben, eine
Berechnung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit longitudinaler
Wellen in der duflersten Erdkruste ermoglichen und zugleich
ein Mittel an die Hand geben, geologische Abnormalitdten in
der Ndhe der Erdoberfliche ausfindig zu machen.

Die folgenden Uberlegungen méchte ich mit einer Dis-
kussion des einzigen mir bekannten Beobachtungsmateriales
liber die Emergenzwinkel beginnen.

1. Experimentelle Bestimmung des Emergenzwinkels.

W. Schliiter hat in seiner bereits genannten Arbeit iiber
Schwingungsart und Weg der Erdbebenwellen! mit Hilfe
seines als Vertikalseismographen adaptierten Klinographen die
ersten einwandfreien Bestimmungen des Emergenzwinkels der
Vorldufer einer Reihe von Beben ausgefiihrt.

Es ist in hohem Grade zu bedauern, daBl es Schliiter
nicht vergénnt war, seine Untersuchungen fortzusetzen; jeden-
falls wiare es aber von sehr groflem Interesse, wenn an mdog-
lichst vielen Stationen, wo brauchbare Vertikalseismographen
aufgestellt sind, Bestimmungen von Horizontal- und Vertikal-
komponenten des ersten Einsatzes von Beben ausgefiihrt
wirden. Seit Wiechert die eingehende Theorie der Seismo-
graphen gegeben hat, liegt kein Hindernis vor, sie mit beliebigen
Apparaten auszufiihren, wenn sie nur so konstruiert sind, dafl
sie eine genligend genaue Ermittlung der Konstanten zulassen
und die Stérungen durch Reibung auf die GroéSie von Kor-
rektionsgliedern herabgemindert sind.

Die folgende Tabelle I enthélt zundchst die Schliiter’'schen
Zahlen, wobei A die Entfernung in Megametern — 10 s,
e, den Emergenzwinkel, o — cos ¢,, # den Sehnenwinkel, d. i.
den Winkel, den die Sehne zwischen Beobachtungsort und
Epizentrum mit dem Horizont im Beobachtungsorte bildet,
bezeichnet.

1 Beitrage zur Geophysik, Bd. V, p. 401, 1903.
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In Fig. 1 sind die A als Abszissen und ¢, als Ordinaten
aufgetragen; die eingezeichnete Kurve bezieht sich auf aus-
geglichene Werte, die weiter unten besprochen werden.

Tabelle L

Nr. Datum des Bebens A € @ = cos ¢, B
1 1900, VIL 13. 2:0 29° 0-87 20°
2 VIIL 24. 2-1 39 0:78 29
3 VIIL. 28. 2-4 56 0-56 4b
4 VIIL 27. 2-8 59 0-52 46
5} VIIL 29. 75 64 0-44 30
6 VIIL 29. 8-0 69 0-36 33
7 X 1. 85 73 0-29 35
8 VIIL. 5. 9:0 75 0-26 35
9 VIIL 20. 9-5 78 0-21 35

10 VII. 29. 11-4 78 0-21 27

11 VIIL. 27. 14:0 80 0-17 17

Betrachtet man diese Einzelwerte, so kann man sich eines
gewissen Zweifels an ihrer Richtigkeit oderybesser gesagt, All-
gemeingiiltigkeit nicht entschlagen.

Was zunidchst die Entfernungen anlangt, so sind sie nach
einem Verfahren gewonnen worden, das sich der Autor selbst
zurechtgelegt hat, aber nicht mitteilt; da indes die Werte von ¢,
sehr regelméBig liegen, ist nicht anzunehmen, daf§ hier grofiere
Fehler unterlaufen sind. Die experimentell gefundenen Werte
von ¢, konnen, wie aus den sorgfiltigen Konstantenbestim-
mungen der Apparate hervorgeht, nach meiner Ansicht
hochstens um Prozente falsch sein.

Es eriibrigt also, zu untersuchen, wie weit wohl diese
Zahlen durch Gottinger Untergrundverhéltnisse oder besondere
Bebenbeschaffenheit, beeinfluit von Mittelwerten an der Erd-
oberflache, abweichen.

Das ist ja zunédchst klar, dafl eine von der mittleren ab-
weichende geologische Beschaffenheit der dufiersten Erdrinde
sehr wohl die Absolutbetrdge der Emergenzwinkel fdlschen

1%
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kann, indem sie entweder alle zu grof oder alle zu klein
ausfallen.!

Nimmt man als Stérungsursache eine horizontale Schicht
von groflerem oder kleinerem Brechungsvermdgen, als sie im
Mittel der duleren Erdkruste zukommt, so miissen die Cosinusse
des beobachteten Emergenzwinkels mit einem Faktor multipli-
ziert werden, der kleiner, respektive grofier als 1 ist; grofle
Emergenzwinkel nahe 90° werden also wenig, kleine am
meisten gestort.

Moglicherweise sind die Goéttinger Werte um 20°/, zu
klein; ich unterlasse es aber, so hypothetische Korrekturen
anzubringen, so lange die Basis dazu noch so unsicher ist.

Wie dem aber immer sein mag, so kdnnte eine derartige
Annahme das Auffallendste der Emergenzwinkelkurve nicht
erkldren, namlich das eigentlimlich sekunddre Maximum der
Winkel zwischen A = 3 und 7, auf das schon Schliiter aus-
driicklich hinweist. Die Beantwortung der Frage, ob die Ab-
flachung der Kurve zufdlliger Natur, hervorgerufen durch die
geringe Anzahl der Beobachtungen, oder ob sie der Ausdruck
eigentiimlicher Strukturverhiltnisse des Erdinneren ist, erheischt
eine besondere Untersuchung. Ich glaube im folgenden mit
ziemlicher Sicherheit den Nachweis bringen zu konnen, daB
dieser Einsenkung der Emergenzwinkelkurve eine reelle Be-
deutung zukommt.

Zu diesem Zweck aber und auch fiir die weiteren Schliisse
ist es notig, eine allgemeine Diskussion iiber den Strahlengang
im Erdinneren zu fiihren.

2. Uber gewisse Eigenschaften des Strahlenganges im Erd-
inneren.

Zunichst wollen wir, wie es ja allgemein geschieht, an-
nehmen, daf fiir die Fortpflanzung der Erdbebenstdie im Erd-
inneren dieselben Gesetze gelten, wie fiir die Wellenbewegung
in einem Medium mit variablem Brechungsindex, daf§ also das

1 Ganz besonders unregelmigige Schichtung konnte eventuell auch be-
wirken, dafl der Emergenzwinkel verschieden ausfillt, je nach dem Azimut, aus
dem das Beben kommt.
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Fermat'sche Prinzip gilt, nach dem die Variation der Laufzeit
8T = O ist; ferner soll die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ der
Bebenstrahlen in konzentrischen Kugelflichen konstant sein
und infolgedessen nur als Funktion der Entfernung » vom Erd-
mittelpunkt ¢ — f(») betrachtet werden. Von dieser Funktion
koénnen wir unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, daf§ dasim
ganzen in Betracht kommende Intervall von » = 0 bis » = 7,
immer stetig ist und nirgends Null oder unendlich wird; das
letztere folgt aus der physikalischen Beschaffenheit der Mate-
rialien, das erstere daraus, daB sich diskontinuierliche Uber-
ginge, falls sie im Erdinneren vorkommen sollten, immer mit
fir die Praxis ausreichender Genauigkeit durch sehr rasch ver-
laufende stetige ersetzen lassen.

Als. Ursprung des Polarkoordinatensystems eines Punktes
(v, %) wihlen wir den Erdmittelpunkt, als Achse, von der aus
die Winkel 4 gezidhlt werden, die Gerade, die durch den Beben-
herd geht.

Bezeichnen wir mit e den spitzen Winkel, den eine be-
liebige Tangente in einem Punkte der Bahn des Stofistrahles

1
mit der durch ihn gehenden Kugelfldche einschlieit, mit » — -

den Brechungsexponenten an dieser Stelle, so findet sich! die
Gleichung der Bahnkurve aus der Beziehung

nY COS € = My¥, COS &, 1)

wobei sich die Gr6fien mit dem Index O hier wie weiterhin
immer auf die Erdoberfliche beziehen sollen.
Da nun
rdd 1

ds '1+1<d7>2
\/ r2\d¥d

ist, so ist die Differentialgleichung der Bahnkurve

Cos ¢ =

1. Vergl. z. B. Straubel, Dioptrik in Medien mit kontinuierlich variablem
Brechungsindex; Winkelmann’s Handbuch, II. Aufl.,, Bd. VI. — Rudzki, Bei-
trage zur Geophysik, III., 1898, p. 495." — v. K6vesligethy, Mathem. und
naturw. Berichte aus Ungarn. Bd. XIII, 1897, p. 418, auch Bd. XXIII, 1905,
p- 42. — L aska, Mitteilungen der Erdbeben-Kommission, Nr. XXIII, 1904.
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4% — 4 Ny ¥, COS A7

= )
¥ \/ntrt—nlricos?e,

2)
zur Vereinfachung fithren wir ein:

Cos ¢, = a, 74: =v= e und ”_o =p
es bedeutet also v und p den Brechungsexponenten und Radius-
vektor, wenn der Brechungsexponent an der Erdoberfliche #,,
beziiglich der Erdradius #, gleich 1 gesetzt werden. Gleichung 1
und 2 nimmt dann die Form an:

yp.cos e — a, 3)

adp
d{)‘ = i——:, 4
g \/vzpz_az )

wobei
1
v=F(p) =
S(rop)

als Funktion von p aufzufassen ist.

Setzen wir bis auf weiteres voraus, da der Bebenherd
punktformig ist und in der Erdoberfliche liegt, so ist bei
gegebenem v = F(p) jedem Wert von a (0 =< a =< 1) als Para-
meter eine ganz bestimmte Bahnkurve zugeordnet, es kdnnen
somit alle Grofien, die wir betrachten werden, wie Laufzeit,
Epizentralentfernung, als Funktionen von a angesehen und
untersucht werden.

Bei gegebenem a hdngt die Form der Bahn nur ab von
dem Produkte v.p = p.F(p) = ¢(p), die ich die kritische
Funktion nennen will.

Verfolgen wir den Weg eines Strahles, so wird der
Winkel e vom Oberflichenwert ¢, an entweder abnehmen oder
zunehmen oder abwechselnd beides tun, bis entweder e = 0O
oder.e:% geworden ist. Ist an irgend einer Stelle, deren
Koordinaten p, und % heifen moégen, e = 0 geworden, so ist

der weitere Verlauf des Strahles ein Spiegelbid des bisherigen;

ist aber irgendwo e = %, so setzt der Strahl seinen Weg
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geradlinig bis zum Mittelpunkte fort, um von dort aus sym-
metrisch zu verlaufen, doch kann dieser Fall nur eintreten, wie
aus Gleichung 3 hervorgeht, wenn vp unendlich wird, kommt
also fiir uns nicht in Betracht, ausgenommen den einzigen
Fall, dal cos e, = O wird; in diesem Grenzfall ist aber die Bahn
des Strahles immer ein Durchmesser der Erde.

Der Winkel e wird gleich Null, wenn vp — a wird.! Die
grofte reelle Wurzel p,, der Gleichung

vp—a = g(p)—a =20 S)

im Intervalle 0 =<p =1 gibt also die Tiefe an, bis zu der
ein bestimmter (dem entsprechenden & zugeordneter) Beben-
strahl ins Innere der Erde dringt.

Wir wollen nun dazu {ibergehen, zu untersuchen, welchen
Bedingungen die kritische Funktion ¢(p) genligen mu8, um
Anwendungen auf das Erdinnere zu gestatten.

Zunichst mufl ¢ im ganzen Intervall 0 = p = 1 stetig und
an den Grenzen ¢ (1) =1 und ¢(0) = O sein, da wir ange-
nommen haben, dafl v nicht unendlich wird.

Ferner wissen wir aus der Messung der Emergenzwinkel,
die sich durchwegs grofler? als die betreffenden Sehnenwinkel
erwiesen haben, dafl ¢ von der Oberfliche nach dem Erdinneren
im allgemeinen zunehmen, d.h. v abnehmen muf}; infolgedessen
wird auch ¢(p) in der Ndhe von ¢ — 1 abnehmen miissen. Um
die allgemeine Diskussion nicht zu weitschweifig werden zu
lassen, wollen wir annehmen, dafl die Geschwindigkeitsvertei-
lung im Erdinneren eine derartige ist, dal die sphirische

T
1 Den Fall, dafl ¢ nie Null oder ry wird, brauchen wir nicht zu betrach-

ten, da in diesem Falle spiralférmig unendlich lange Bahnen resultieren, die fiir
unsere Anwendung nicht in Frage kommen.

2 Aus dieser experimentell zweifellos sichergestellten Tatsache folgt auch,
daB die Grundannahme, die v. Kévesligethy in seiner »Neuen geometrischen
Theorie seismischer Erscheinungen< (mathem. und naturw. Berichte aus Ungarn,
Bd. XIII, 1897, p. 418) und in »Die Berechnung seismischer Elemente« (ibid.
XXIIL., 1905, p. 42) macht, daB die Geschwindigkeit der Bebenwellen nach dem
Erdinneren zu abnimmt, nicht mehr gerechtfertigt ist, wodurch seine inter-
essanten Ausfithrungen nur mehr theoretische Bedeutung haben.
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Distanz zwischen dem Ausgangspunkt eines Strahles (der
Bebenherd wird hier immer als an der Oberfliche befindlich
angenommen) und dem Auftreffpunkte, sowie die Laufzeit T
dieses Strahles mit wachsendem Winkel e, immer gréfSer oder

11 T T T T T T T T T
1ot y
09

08 L——— ———————— a0 T T 'i*

07

! |

o1

> ylp)=vp
1

—
0 ] ) ! ! L L 1 ! !
0 01 02 03 04 05 06 07 03 09 10

Fig. 2.

wenigstens nicht kleiner wird. Soweit die Beobachtungen
reichen, ist diese Voraussetzung in der Wirklichkeit erfiillt.

Bei der weiteren Untersuchung wollen wir zwei Fille
unterscheiden, je nachdem die Gleichung 5 fiir beliebige Werte
von O =< o = 1 nur eine reelle Wurzel im Intervalle 0 =<p =< 1
besitzt oder mehrere. Fall 1 ist durch Kurve I, Fall 2 durch
Kurve Il in Fig. 2 veranschaulicht.
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Betrachten wir zunidchst den Fall 2. Die Schnittpunkte
einer mit der Abszissenachse parallelen Linie in der HOhe «
mit Kurve Il stellen die Wurzeln der Gleichung ¢(p)—a =0
dar. Fassen wir die jeweilig groSite dieser Wurzeln, p,,, als
Funktion von o auf, so sieht man, dafl in dem durch Kurve II
dargestellten Fall p,, mit a stetig abnimmt, wenn wir von a =1
abwirts gehen. Beim Werte a;, — 0°8 findet jedoch ein pldtz-
licher Sprung der Werte von p,, = 075 auf p,, = 0-15 statt;
pm ist also keine stetige Funktion von a mehr. Physikalisch
gesprochen wiirde das heifien: Verfolgt man den Gang der ein-
zelnen Strahlen, in den man bei niedrigen Emergenzwinkeln
beginnt und zu groéfleren fortschreitet, so dringt jeder folgende
Strahl immer tiefer ins Erdinnere ein, bei einem bestimmten
Emergenzwinkel aber tritt ein plotzlicher Sprung auf, so daf$
einer unendlich kleinen Anderung von a oder ¢, eine endliche
Anderung von p.. entspricht; das wiirde unter Beibehaltung
unserer einschrdnkenden Voraussetzungen liber die Beschaffen-
heit von ¢(p) bedeuten, daf die sphirische Entfernung A,, des
Strahlenendpunktes vom Bebenherd, die zum Wert a; gehort,
um ein endliches Stiick kleiner wire als die Entfernung
A, —ie,, die zum Wert a,—da, gehért, wenn da, beliebig klein
wird.

Es wiirde also in diesem Fall ein ganzer Giirtel der Erd-
oberfliche zwischen den Kreisen, die zu Aa, und Aa,_da, ge-
horen, liberhaupt nicht von einem Bebenvorldufer getroffen
werden.

Analoges wiirde natiirlich gelten, wenn mehrere solcher
Diskontinuitdtsstellen bestdnden; es wiirde auch weiter
daraus folgen, da die Laufzeitkurve 7 = f(A) aus zwei oder
mehreren getrennten Stiicken bestehen miifte.

Ob derartiges wirklich bei der Erde vorkommt, ist vor-
laufig nicht mit Sicherheit zu entscheiden. Gewisse auffallende
Erdbebendiagramme ohne Vorldufer konnten wenigstens in
einer lokalen derartigen Beschaffenheit von ¢(p) ihre Ursache
haben. Jedesfalls kdnnen es nur relativ schmale Giirtel der
Erdoberfliche sein, die vor den Vorldufern geschiitzt sind.

So lange nicht das recht unwahrscheinliche Gegenteil
sicher bewiesen ist, wollen wir fiir das Folgende annehmen,
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daB derartige Diskontinuitdten nicht auftreten, d. h. da§ die
kritische Funktion immer nur eine reelle Wurzel fiir jeden
Wert von a hat.

Nebenbei bemerkt, werden sich Folgerungen auch auf den
Fall der eventuellen Diskontinuitdt anwenden lassen.

Wir gehen nun zur Behandlung des Falles I {iber, bei dem
¢ (p) nur eine Wurzel hat.

Das kann ersichtlich nur dann eintreten, wenn ¢(p) mit
wachsendem p immer wichst,

490 _ .
dp ’

da nun ¢(p) = vp, so ergibt sich fiir v die Bedingung

—_ <<, 6)

d. h. die relative Abnahme von v mit wachsendem p mufl immer

)

kleiner sein als ?

Sollte es also irgendwo im Erdinneren Stellen geben, in
denen ¢ mit abnehmendem p oder v mit wachsendem p ab-
nimmt, so ist diese Abnahme durch Gleichung 6 begrenzt.

Wir gehen nun zur Betrachtung der Groflen iliber, die fiir
die Beben von Interesse sind.

Wir wollen unter StoBidistanz, respektive StoSwinkel die
sphérische Distanz (BB, siehe Fig. 3) der beiden Enden einer
StoBkurve, respektive den Winkel (BOB') zwischen den zu
ihnen gezogenen Erdradien verstehen und sie mit A und 6
oder Aa,, respektive 81,1 bezeichnen, wenn insbesondere hervor-
gehoben werden soll, daf sie einem bestimmten Wert a, zuge-
ordnet sind.

Die zum Durchlaufen eines Strahles BB’ notige Zeit sei T
(T,,), die Linge der Kurve L (L.,), ihre Gesamtkrimmung &
(®.,). In Fig. 3 ist der Bebenherd mit H, das Epizentrum mit E
bezeichnet.
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Die sphirische Distanz zwischen Beobachtungsort B und
dem Epizentrum sei A®), der Winkel BOE 8®), die Zeit, die
der StoBstrahl vom Herd zum Beobachtungsort braucht, 7®),
die entsprechende Strahllinge L®). Die Distanz EB' heile A/,
der Winkel EOB’ @’ und analog die Zeit, die der Sto von
H bis B’ braucht, T/, die Linge HB' L'

Fig. 3.

Es bestehen daher die Beziehungen:

A= A4,
0 =0m40,
T— T4 T, 7)
L=Lw4[

b =W+ P
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Da der Bebenherd immer im Vergleiche mit dem Erdradius
nahe der Erdoberflidche liegt, sind die gestrichelten Werte klein
gegen die mit dem Index w, wenn der Beobachtungsort B weit
genug vom Epizentrum entfernt ist. Fiir solche Distanzen ist
dann geniigend genau

A=A® O@=0w T=T@® [=L®, 8)
Alle diese GrofSen lassen sich nun durch bestimmte In-

tegrale darstellen.
Man erhilt unter Benutzung der Gleichung 3 und 4:

e:;w:zafl—d_i__—, 9)
o, p\/vzpz__az

1
o' = af %, 10)
b, P\ VEpP—a
1 dp
A =7 0 — 27,0 —_—, 11
0 0 jp. p\/vzpz_az )
m
1
A':rOG’:roaf S S 12)
b, P VEpR—a?
rdd U vpdp
= = | — = —_— 1
L=]ds fcose 2%, L \/Pp— 3)
m
' vpdp
/ —
L _’Of NP 14)
b, \/vipP—a
1,2
T— J'nds:Znorof \/"+i_2, 15)
Pm vept—a
1 2
T = n,r, Yede 16)

—,
2,2 2
P, Vi pi—a
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1 dv
— .dp
R o v \/vip2—al

und schliellich

——.dp
(I)l': ¢4 dp—__—__, 18)
oV \/vng—az

gegeben ist.

Die unteren Grenzen der Integrale sind p, und ps. g ist
die Entfernung des Bebenherdes vom Erdmittelpunkt (r, = 1
gesetzt), also konstant, wahrend p,, die Wurzel der Gleichung 5,

p(e)—a=vp—a=20

ist und daher eine unbekannte Funktion von « ist. Die Integrale
ergeben die Grofen 8, A, L, 7, ® als Funktion von a, respektive
von py.

Wie man sieht, werden die Funktionen unter dem Integral-
zeichen unendlich fiir die untere Grenze, ein Umstand, der die
Diskussion der Integrale auflerordentlich erschwert, auch wenn
man voraussetzt oder der Erfahrung entnimmt, dag die kritische
Funktion immer so beschaffen ist, dafl die Integrale selbst end-
lich bleiben.

Der Gang der Untersuchung, den ich urspriinglich befolgen
wollte, war der folgende:

Gesetzt, wir kennten den zu jeder Stofidistanz gehdrigen
Emergenzwinkel (wir beschrinken uns wieder auf so grofle
Distanzen, da§ der Bebenherd mit dem Epizentrum zusammen-
fallend gedacht werden kann), A also als Funktion von e, so

1 Siehe z. B. Rudzki, I. c.
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konnte man, da die Laufzeitkurve T als Funktion von A gibt,
auch T als Funktion von a bestimmen, so da man die Glei-
chungen erhielte:

—oraf dp =A 19
‘P1@— 70°‘P mﬁ— )

und

1 2
bo(@) = 2myr, [ —P0 7, 20)

von denen die linke Seite als empirisch gegeben zu betrachten
wiren.

Ist durch diese Gleichungen die kritische Funktion
¢ (p) = v.p und damit natiirlich auch v eindeutig bestimmt? Und
wenn das der Fall ist, welche Schliisse lassen sich aus dem
Verhalten der Funktionen ¢,(a) und ¢, (a) auf die Beschaffenheit
von ¢ (p) ziehen?

Eine funktionentheoretisch strenge Behandlung dieser
Fragen scheint besondere Schwierigkeiten zu bieten;! wozu
vielleicht wesentlich mit beitrdgt, dal es sich um uneigentliche
Integrale handelt, die sich nicht nach a differenzieren lassen,
so lange iiber den Verlauf der kritischen Funktion in der Ndhe
der unteren Grenze nichts bekannt ist.

Ich habe daher bald von Versuchen auf rein analytischen
Weg eine Lésung zu finden abstehen und einen mehr empi-
rischen Weg einschlagen miissen, der im 5. Abschnitt ausein-
andergesetzt wird.

Dagegen ist es mir beim Studium der ersten Frage gelungen,
nachzuweisen, dafl die Gleichungen 19 und 20 nicht vonein-
ander unabhdngig sind, weil zwischen ihuen die Beziehung
bestehen muf:

LZ?:“) = noa——d‘f;f) : 21)

so daf, wenn A — ¢, (a) bekannt ist, sich die Zeit T berechnen
18t (n, als bekannt vorausgesetzt), die ein Bebenstrahl zum
Durchlaufen seines Weges braucht.

1 Herrn Prof. v. Dantscher bin ich fiir mannigfache Belehrung zu
besonderem Danke verpflichtet.
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Daraus scheint mir zu folgen (einen exakten Beweis ver-
mag ich allerdings nicht zu geben), dal ¢(p) und damit v als
Funktion von p im allgemeinen durch ¢, () oder ¢, (o) wenigstens
im reellen Ast eindeutig bestimmt ist.

Der Ableitung und Besprechung der Beziehung 21 ist der
ndchste Abschnitt gewidmet.

3. Uber den Zusammenhang zwischen der scheinbaren Ober-
flichengeschwindigkeit und dem Emergenzwinkel.

Um die Beziehung Gleichung 21 nachzuweisen, bilden wir
zundchst den Ausdruck T—n,aA aus der Gleichung 15 und 11
und erhalten

L y2pdp t a?dp
T——%OaA = 2%01’0 \/vz—‘ﬁ —_ 2%07’0[ 2 —'2_a2 =
Pt e * fm g

1
= 'Mzorof % \/ v¥pt—a?, 22)
Pﬂl

ein Integral, das den Vorzug besitzt, daB die zu integrierende
Funktion im Integrationsintervall nicht mehr unendlich wird;
wir k6nnen daher nach a differenzieren und erhalten

1
i(T—noaA):—Znoroaf ——%-{-
do. b, P \/v pE—a
2ny7, 5 2] Apm
+[—p y2pZ—a o=t a0 23)

der zweite Term rechts verschwindet fiir p = p,,, wdhrend der
andere nichts anderes ist als —,A.
Fihrt man auch links die Differentiation aus, so ergibt sich
dA
41 = g0 — 24)
do do
die Beziehung von Gleichung 21.
Es 148t sich in analoger Weise zeigen, da8 dieselbe Be-
ziehung zwischen T7®) und A®) besteht, so daB man ganz
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allgemein fiir eine beliebige Lage des Bebenherdes sagen kann,
zwischen Laufzeit und Epizentraldistanz besteht die Gleichung
aT® dA®) -

= n,0 . 25
do. 0 do. )

Gleichung 25 148t sich auch in der Form schreiben:

(w)
ar = Ry, 26)
dA@)
nun ist aber
(w)
dA®@ — )
arT®

die scheinbare Oberflichengeschwindigkeit der Bebenwellen,
somit besteht eine fiir jedes Geschwindigkeitsverteilungsgesetz
giiltige Beziehung

%o

e, = a = COs ¢, 27)

In Worten ausgedriickt: Das Verhdltnis der wirk-
lichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢, longitudi-
naler Wellen an der Erdoberfldche zur scheinbaren

dA
Fortpflanzungsgeschwindigkeit v® = T ist gleich

dem Cosinus des Emergenzwinkels in dem betref-
fenden Punkte.l

Diese Beziehung scheint mir nun sehr interessant; sie
zeigt, dafl die Kenntnis der Emergenzwinkel theoretisch nichts
Neues kennen lehrt, da, wenn die Laufzeitkurve bekannt ist,
fiir jedes A der Cosinus des entsprechenden Emergenzwinkels
als das c,-fache der Tangente des Neigungswinkels der T-Kurve
gegen die Abszissenachse sich berechnen ldft.

Umgekehrt erscheint sie aber praktisch von grofier Bedeu-
tung; einmal ermoglicht die experimentelle Bestimmung der

1 Nachtréglich finde ich, dafl bereits v. Kévesligethy, I. c., auf diese
Beziehung gestofien ist, allerdings nur unter Zugrundelegung des von ihm
speziell angenommenen Geschwindigkeitsverteilungsgesetzes, wihrend oben die
allgemeine Giiltigkeit dieses Gesetzes nachgewiesen ist.

H.Benndorf. 2
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Emergenzwinkel eine unabhidngige und noch sehr wiinschens-
werte Kontrolle der Laufzeitkurve; zweitens gestattet sie eine
direkte Bestimmung von #,, respektive ¢,, wenn gleichzeitig
die scheinbare Oberflichengeschwindigkeit gemessen wird.
Man ist daher nicht nur in der Lage, einen Mittelwert von ¢,
fir die Erdoberfliche zu gewinnen, sondern kann eventuell
auch groflere geologische Abnormalitdten in der Nédhe eines
Beobachtungsortes erschliefien.

Ist ¢, einmal geniigend genau fiir einen Ort bekannt, so
gibt ferner Gleichung 27 oftmals ein Mittel an die Hand, wenn
die Zeit des Eintreffens des ersten Stofies in einer Nachbar-
station bekannt ist, die Richtung, in der das Epizentrum liegt,
genauer zu bestimmen, als dies aus den zwei Horizontalkom-
ponenten des Stofes geschehen kann.

Schliellich aber, und das scheint mir nicht unwichtig zu
sein, gilt Gleichung 27 auch fiir den Fall, dafl Scherungswellen
(Torsionswellen) das Erdinnere durchziehen. Sollte es sich
als richtig herausstellen, daB die zweiten Vorldufer solche
Scherungswellen sind, dann kénnte man auch fiir diese Wellen
nach der weiter unten zu besprechenden Methode die Ge-
schwindigkeit in verschiedenen Tiefen der Erde berechnen,
aus den Geschwindigkeiten der longitudinalen und trans-
versalen Wellen unter Annahme eines Dichtigkeitsgesetzes die
zwei Elastizitdtskonstanten fiir die verschiedenen Erdschichten
bestimmen und so zur Ldsung eines wichtigen geophysikali-
schen Problems gelangen.

4. Experimentelle Priifung der Beziehung zwischen Emergenz-
winkel und Laufzeitkurve.

Um die Anwendbarkeit der Theorie zu priifen und um zu
untersuchen, wie weit die von Schliiter bestimmten Emergenz-
winkel den zu erwartenden mittleren entsprechen und daher
fir weitergehende Schliisse zu verwenden sind, und um
schlieflich eine eventuelle Korrektur der von mir in der ersten
Abhandlung aufgestellten Laufzeitkurve zu gewinnen, habe ich
folgenden Weg eingeschlagen.

Es wurden zunichst die von Schliiter gefundenen cos ¢
zu den entsprechenden Epizentralentfernungen A als Abszissen
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aufgetragen, diese Werte sind in Fig. 4 durch kleine Kreise
gekennzeichnet; dann wurde die eingezeichnete Kurve hin-
durchgelegt. Der Zug dieser Kurve ist natiirlich mit einer
gewissen Willkiir behaftet, die durch die geringe Anzahl der
Beobachtungen bedingt ist. Mir kam es aber zunidchst nur
darauf an, zu untersuchen, ob die auffallende Einbiegung der
Kurve eine reelle Grundlage hat.

Hierauf wurden durch mechanische Quadratur die Werte

A
IOOOf cos ¢,dA
2

gebildet (der Faktor 1000 ist durch die Entfernungsmessung
in Megametern bedingt).

Da, wie wir gesehen haben, allgemein die Gleichung
besteht:

ar
E = %O CcOs 60,
ergibt sich:
A
T= nof cos ¢, dA+C. 28)
2

Es handelt sich also nur um die Annahme eines Wertes

fir », = %, den reziproken Wert der Fortpflanzungs-
0
geschwindigkeit longitudinaler Wellen in der duflersten Erd-

rinde; ¢, muf jedenfalls grofler sein als 3:3 km/Sek., da
dieser Wert den Oberflichenwellen entspricht und kleiner als
75 km/[Sek.

Den Wert von zirka 75 km/Sek. findet Imamura?! bei

A
Untersuchung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit (7) der

ersten Vorldufer bei Nahebeben fiir Epizentraldistanzen bis
zirka einen Megameter; da wir berechtigt sind, anzunehmen,
dag die Fortpflanzungsgeschwindigkeit in der Ndhe der Ober-
fliche gegen das Erdinnere zunimmt, ist der Wert von
7-5km/Sek. als ein Mittelwert zwischen ¢, und ¢, anzusehen
(c» = Fortpflanzungsgeschwindigkeit in der Herdtiefe).

1 Publ. Earthquake Inv. Com. No 18, 1904, p. 102.
2%
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Ich habe mich nach einigen Versuchen fiir die Werte
co = 5°5 km/Sek.,

1
1, = —— — 0°18 Sek./km
= =5 /

entschieden und behalte ihn im Laufe dieser Untersuchung bei.
Ich will damit natiirlich nicht behaupten, daf§ dies schon der
richtige Wert sei, erst ein viel ausgedehnteres Beobachtungs-
material Uber Emergenzwinkel kann hier die Entscheidung
bringen. Fir das Wesentliche meiner Ausfiihrungen ist es
librigens irrelevant, ob dieser Wert genau richtig ist oder
nicht. ‘

Zur Bestimmung der Integrationskonstante C muf8 ein
Wert fiir 7 als bekannt angenommen werden; ich habe dafir
den Wert T = 732 Sek. bei einer Distanz A —= 9-0 Megameter
angenommen, weil dies der sicherste Punkt der Laufzeitkurve
ist. Auf Grund dieser Zahl ergibt sich fiir C = 174 Sek.

Wir erhalten somit aus der Emergenzwinkelkurve eine
neue Laufzeitkurve; die entsprechenden Zahlen sind in nach-
stehender Tabelle Il zusammengestellt.

Um nun davon ein Bild zu geben, wie diese Kurve mit
den Beobachtungen stimmt, habe ich in Fig. 1 meiner ersten
Abhandlung die neue 7-Kurve eingetragen; in Fig. 5 sind die
Beobachtungswerte sowie die mit 7, bezeichnete Kurve eine
Kopie der alten, die mit 7 bezeichnete untere Kurve die neu
berechnete.

Wie man sieht, ist die Ubereinstimmung im allgemeinen
eine liberraschend gute, woraus man wohl schlieen darf, daf§
die Voraussetzungen der Theorie erfiillt und die Emergenz-
winkelbestimmungen Schliiter’s den Mittelwerten nahe-
kommen.

Im speziellen ergeben sich fiir groBe Werte von A kleinere
Zeiten als ich sie urspriinglich angenommen habe; wieweit das
richtig ist, kann erst die Erfahrung lehren. Jedesfalls ist aber
die neue T-Kurve fiir groBe Werte von A besser begriindet, wie
die alte, die mangels an Beobachtungen nach Gutdiinken
gezogen werden mufite, widhrend die neue sich als Integral-
kurve der Emergenzwinkellinie ergibt.



Tabelle II

A
2:030f[40|/50([6:0[7-0|/80]9'010-0(11°0(12:0[14-0]|16°0| 180 | 20-0
COS €puvvvnnnnonnceannnns 0°64/ 051/ 0-47| 0-44{ 0-43| 0-42| 0-36| 0-30| 0-25[ 0-21| 0*17[ 0-11| 0-06( 0025 0-00
€ sttt 50° [ 60°| 62°| 63°| 65°| 67°( 69° | 72° |74-5° 77° | 80° | 84° | 87° 89° 90°
A
1000f cosedlA........ 554 1040( 1490| 1930( 2350( 2750( 3070| 3340| 3570| 3760| 4030 4200| 4286 | 4311
2
A
T=174+1000%x5"5 cos eydA
A ;
in Sekunden ............. 174 | 275 363| 445 525 601| 674 | 732 | 781 | 823 | 857 | 907 | 939 953 960
T in Minuten............. 2'9 |4-58/6°057-42| 875/ 10-0[ 11-2| 12-2| 13-0| 13'7| 14-3| 151 156 159 | 16-0

(44

‘UOISSIWWO-Uaqaqpag Jop uadunylanIy



H. Benndorf, Fortpflanzung der Erdbebenwellen.

»—> A in Megameterle

D

aymayy

n J <€

20

I6

12

14

12

10

23

Fig. 5.



24 Mitteilungen der Erdbeben-Kommission.

Wenn nun auch die Emergenzwinkel fiir Distanzen, die
grofler als 12 Megameter sind, nicht bestimmt sind, so weil}
man doch aus der Theorie, dal sie mit wachsender Distanz
dem Grenzwerte von 90° zustreben miissen, wodurch man
tiber den ungefdhren Verlauf der cos e-Kurve orientiert ist.

Was mir aber bei der neuen 7-Kurve gegeniiber der alten
besonders bemerkenswert scheint, ist, dal sie sich im Intervalle
von A — 2bis8 Megameter viel besser den Beobachtungen an-
schlief3t.

In meiner ersten Abhandlung schrieb ich dariiber: »Be-
denklicher konnte erscheinen, dal zwischen A =3 und A — 6
alle Punkte unterhalb der berechneten Kurve liegen, obgleich
diesen Daten kein grofies Gewicht zukommt; und es erscheint
mir in der Tat moglich, daB ein reichlicheres Beobachtungs-
material im angegebenen Intervall eine Einsenkung der Kurve
erfordern wird...«; damals war mir die Beziehung zwischen
Laufzeitkurve und Emergenzwinkel unbekannt.

Die neu berechnete 7-Kurve zeigt nun in der Tat diese
Einsenkung, und zwar ist sie hervorgerufen durch das sekun-
ddre Maximum im Emergenzwinkelgraph. Ich glaube daher,
ohne zu weit zu gehen, sagen zu kdénnen, wie immer es sich
auch mit dem Absolutbetrage der Emergenzwinkel verhalten
mag, jedenfalls ist im Intervalle zwischen A =3 und A =7
d cos ¢,

relativ klein und infolgedessen

aT d cos ¢,
=%y —————
dA? dA

auch klein, woraus folgt, da die 7-Kurve in diesem Intervalle
nahe geradlinig verlauft.

Aus dieser Tatsache werden sich dann weiterhin wichtige
Schliisse iiber den Verlauf der Fortpflanzungsgeschwindigkeit
im Erdinneren ergeben.

Uber den Verlauf der T-Kurve im Intervalle A =0 bis
A = 2 bestimmte Annahmen zu machen, halte ich noch fiir
verfriiht. Bei diesen Distanzen spielt die bei verschiedenen
Beben variable Herdtiefe schon eine betridchtliche Rolle, so dafl
es sich als notwendig erweisen wird, das Beobachtungsmaterial
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nach Grofenklassen von Herdtiefen zu sondern, wozu jetzt
noch zu wenig Daten vorliegen.

Den folgenden Untersuchungen habe ich die neue 7-Kurve,
respektive deren Werte in Tabelle II und die entsprechenden
Werte von cos ¢, zu Grunde gelegt.

5. Methode zur Bestimmung der Fortpflanzungsgeschwindig-
keit im Erdinneren.

. 1
Als bekannt setzen wir voraus den Wert von #, = -

0
und eine geniigend genaue Laufzeitkurve der ersten Vorldufer;

in Ermangelung besserer Werte wollen wir
1
1y = —— — 0-18 Sek./km
55

und die Laufzeitkurve auf Fig. 5, respektive die Werte von T
der Tabelle II unseren Rechnungen zu Grunde legen.

Wir beginnen zunidchst mit so grofien Distanzen, daf§ die
Tiefe des Bebenherdes zu vernachldssigen, also geniligend
genau T = T und A®@ = A zu setzen ist. Greifen wir nun
ein beliebiges A — A,, heraus, suchen dazu das betreffende
T=T,, so finden wir den dazugehdrigen Parameter a, = cos ¢,
aus der Laufzeitkurve durch die Gleichung

=L (40)
YT my \gA A=Aq

Wir kénnen uns also zwei Kurven zeichnen, wo a als
Abszisse und A, respektive T als Ordinaten aufgetragen sind
(die Funktionen ¢, (a) und ¢, (a) des zweiten Abschnittes).

Fig. 6 gibt ein Bild des Verlaufes dieser beiden Kurven
und Tabelle III enthélt die entsprechenden Werte.

Betrachten wir nun den Stofistrahl, der zum Parameter a,
gehort, so wird er bis zu einer gewissen maximalen Tiefe p,,
in die Erde eindringen; kennen wir p,,, so findet sich der Wert
des Brechungsexponenten v,, aus der Gleichung v,pm, = a,.
Kennten wir nun z. B. p,, fiir jedes &, so lieBe sich dann das v,,
berechnen und umgekehrt; wir hdtten dann fiir jedes a das
dazugehorige Wertepaar v, und pj.
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Tabelle III

A T
Megameter Sekunden

—— ——
a=0'00... 200 960
0-10... 14-3 913
0-20... 110 825
0-30... 890 730
0-40... 7-45 635
0-42.. 6-90 595
0-44.. 5-30 473
0-46. 4-20 383
0-48.. 3:60 330
0-50... 3-15 287
0-60.. 2:15 188
0-64.. 2:00 173

Wir wollen die Geschwindigkeit ¢ als Funktion von »

.. . . c .
kennen lernen; dies ist erreicht, wenn wir v = T" als Funktion

von p = yL v = F(p) darstellen kénnen.
0

Denke man sich p als Abszisse, v als Ordinaten auf-
getragen, so stellt die Bedingung vp — a, eine gleichseitige
Hyperbel dar, wie sie in Fig. 7 z. B. aufgezeichnet ist; jedem
Wert von a,, also jedem Stofistrahle ist eine Hyperbel zu-
geordnet.

Das einem Stofistrahle mit dem Parameter a, zugeordnete
Wertepaar v,,, p,, mug also irgend einem Punkte der betref-
fenden Hyperbel zugehoren.

Dadurch nun, und das ist das Wesen der Methode, dafi
man p,, oder v,, in immer engere Grenzen einschliefft, wird das
Stiick auf der Hyperbel, innerhalb deren der Punkt liegen kann,
immer kleiner. Man erhdlt so auf den einzelnen Hyperbeln
Punkte, die der gesuchten Kurve v = F(p) angehoren.

Bei der wirklichen Ausfiihrung dieser Methode mufl man
aber dariiber orientiert sein, ob v im ganzen Intervall 0=p =<1
mit steigendem p wéchst oder ob es Bereiche gibt, innerhalb
deren v mit wachsendem p abnimmt.
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Der allgemeinen Orientierung liber diesen Punkt ist der
ndchste Abschnitt gewidmet.
6. Kriterium fiir die Zunahme von v.

Allgemeine Voraussetzung sei wieder, dal die kritische
Funktion ¢(p) = vp im ganzen Intervalle mit zunehmendem p

10

09

01

06

0%

03

01 L 1 1 1 ! { 1
[/ 01 0z 03 0% 05 06 o7 038 09 10

Fig. 7.

wachst und dafl ferner die Untersuchung sich auf so grofie
Distanzen erstreckt, da der Bebenherd geniigend genau als in
der Oberfliche befindlich angenommen werden darf; ist dies
der Fall, so besteht zwischen der Gesamtkriimmung ® eines
Bebenstrahles, dem Epizentralwinkel ® und dem Emergenz-
winkel ¢, die Beziehung

D =2¢—0. 29)

Da wir O als Funktion von & — cose, kennen, 148t sich
auch ® als Funktion von a aus Gleichung 29 bestimmen; es
ergeben sich fiir & die Werte
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(]
a—=0:0....... 0-0
O-1....... 397
0-2....... 579
0:28...... 642
0-30...... 64-8
0-38...... 66°1
0:40...... 654
0-41...... 662
0-42...... 678
0:44...... 698
046...... 87-2
0-48. 901
0-50...... 91-6
0:54...... 90°6
0:60...... 871
0-64...... 830

welche in Fig. 8 als Kurve eingetragen sind. Den Verlauf von ®
wollen wir nun beniitzen, um ein Kriterium iiber die Zunahme
von v zu gewinnen.
Zundchst 148t sich zeigen, daB fiir jeden Wert von a, fiir
den 4% = O ist, <ﬂ> > 0 sein muB; da nun jedem a ein
da dp P=¢,,
bestimmtes p,, entspricht, ergibt sich daraus, daf8 in allen Inter-

. ad . .
vallen, in denen To = 0 ist, v mit wachsendem p zunehmen

muf.

Um dies zu beweisen, greifen wir einen bestimmten Stof3-
strahl mit dem Parameter &, und einen zweiten, benachbarten,
mit dem Parameter a,, wobei o, > a, sein soll; die ent-
sprechenden Gesamtkriimmungen seien ., und ®,,, die groften
Eindringungstiefen p,,, und psu,.

Fiir die Gesamtkrimmung ® fanden wir den Ausdruck
Gleichung 17; wir kénnen daher schreiben:

1

m o @4y ey
dp ae dp a —
(I)a‘:2a1 :+2a1 ———2 pum—
Py \/VEpi—al Py V \/ V22—

"y

= (I)'al—i- Q’, 30)
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und
q)a = 2(12[ _P_——‘ 31)
Py ¥ \/V2PT—0

Zunichst sieht man leicht ein, daf <I>{,’l immer kleiner sein
muf als ®,,, da der Nenner des Integrals im ganzen Integra-

100
% —\\
80
/ - /{
60 3 —
g
S
-
' l
20
W—> a=cose,
1
0 01 02 03 0% 05 06 0064

Fig. 8.

tionsintervall durchaus grofler ist, da a, < a,, Wenn nun

P
®,, = ®,, sein soll, und dies ist der Fall, wenn %— =0,so

muf
sz % . dp
e
Q{z‘ = 2&1I —ﬁ
my Y \/V pr—

notwendig positiv sein, d. h. d_; muf positiv sein im Intervall

pm, bis p,, oder v mufl mit wachsendem p zunehmen, q. e. d.
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Wir sehen aus Fig. 8 dafi v sicher zunimmt im Intervall
o =0-35bis =04 und ferner a = 0°5 bis a = 0-64.
Es fragt sich nun nur noch, was man schliefen kann,

ad .
wenn —— > 0 ist.

da
Wir wollen uns folgender Schluiweise bedienen.
Es ist
A _ g [ Bty ]
do O =a d2'—'dl

oder, wenn wir geniigend kleine endliche Differenzen wihlen:

Ay = o,—a,,

ad,  AD, D, o 074
da =~ Aa T Ao Aa ’

Nehmen wir nun an, daf v im Intervalle ps, bis p,, mit
wachsendem p abnimmt oder hdchstens gleich grof bleibt, so
wird

@, =0,
woraus dann folgt:
d(bal‘ - ®,—b, .

da = Ao 32)

Nun ist aber geniligend genau

D, — @ [ 2! J
Aa - oo sz = const

und, wenn wir unter dem Integrale differenzieren:

1 dv i
O, —®” D f dp *
_— = — 2&1 —_— j—
Aa Ba Pm“ y vzpz_az

1
= f d"—'+2a§f B 33
Py ¥ \/V2pE—0? v \/(2p2—o)?
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Das zweite Integral der rechten Seite 148t sich nach dem
Mittelwertsatz auch schreiben:

1 ay 1 dy p
2a2f dP_~_ P — 202 f dp P _
1 Py v \/ (VEp2—02)3 vipa—od Py ¥ \/VEP— 02
o
y% pg._l_—a_?- : ¢,¢,17

wobei vip? einen Mittelwert bedeutet, der zwischen v2,,p2,, und 1
liegt.
Gleichung 33 148t sich also auch schreiben:
ad,, - i
do — a

% ) 34)

o 1
} 1 q)ll —_ q)ll }
2 * Tuy @y < w22 2
0y Vx p"_a'l

2,2
1 v,p,—al

Setzen wir v2p2 =1, so wird die rechte Seite der Glei-
chung 34 jedenfalls kleiner, ebenso, wenn wir statt ®f: &, ein-
setzen; es bleibt somit um so mehr die Ungleichung bestehen:

A%y, _ o 1

> @, ——— 35)
da a, (1—of)
oder
o, (1—o2) > Do, - d—‘;i. 36)

Da die rechte Seite der Gleichung 36 die Subtangente der
®-Kurve im Punkt a; angibt, kénnen wir sagen: Wenn v mit
wachsendem p abnimmt oder hdchstens konstant bleibt, also
dv
s
o, kleiner sein als der Ausdruck al(l—af).

Ist also die Subtangente grofier als oy (1—a2), so muf
dy )
rr > 0 sein.

Den Inhalt dieses Abschnittes zusammenfassend, kann
man sagen:

Konstruiert man eine Kurve der Gesamtkriimmung &,
indem man zum Parameter a als Abszisse den entsprechenden

-= 0 ist, dann muf die Subtangente der ®-Kurve im Punkt
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Wert von ® als Ordinate eintrigt, so lassen sich aus dem Ver-
laufe der ®-Kurve folgende Schliisse ziehen.
dd
Ist in irgend einem Punkt «, Ta = 0, so folgt daraus, dafl
im Abstande p,, vom Erdmittelpunkte v mit wachsendem p zu-
ad
av > 0 ist. In Punkten a;,, wo —— > O ist, hat man
dp do
zu untersuchen, ob die Subtangente der ®-Kurve grogSer ist
als a, (1—a2); ist dies der Fall, so ist auch fiir solche Punkte
d
pm,, die diesen Parameterwerten a, zugeordnet sind, d—; > 0,
d. h. v nimmt mit wachsendem p zu. Nur fiir solche a, respek-

nimmt,

tive p,, kann gpi = O sein, fiir die o, (1— a2) groBer-ist als die

Subtangente der ®-Kurve.

Untersucht man unsere Spezialkurve Fig. 8 daraufhin, so
zeigt es sich, daB, wenn v liberhaupt abnimmt mit wach-
sendem p, dies nur im Intervall @ =044 und a =0°46 der
Fall sein kann.

7. Berechnung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit in ver-
schiedenen Tiefen der Erde.

Ich will nun zur wirklichen Anwendung der im fiinften
Abschnitte gegebenen Methode schreiten, die dadurch wesent-
lich erleichtert wird, dafl, wie der vorangehende Abschnitt
gezeigt hat, wenn v liberhaupt irgendwo mit wachsendem p
abnimmt, dies nur in dem kleinen Intervall &« — 0°44 bis
o — 0-46 stattfinden kann; da nun im zweiten Abschnitte
dv
r
Abnahme von v liberhaupt nicht eintreten.

In Anbetracht des noch so unsicheren Zahlenmaterials
will ich mich auf eine erste Anndherung beschrinken und da
kdénnen wir dann ruhig annehmen, da§ v liberhaupt nicht ab-
nimmt.

Die Bahn des Stofistrahles fiir a = 0 ist ein Erddurch-
messer; infolgedessen ist

gezeigt ist, dal — < % sein mufB, kann eine erhebliche

H.Benndorf. 3



34 Mitteilungen der Erdbeben-Kommission.

1
T, = ZnOrOI vadp = 2m,7,V,
)

wobei ¥ den Mittelwert von v im Intervalle O bis 1 darstellt,

und zwar ist
1 1
sz v.dp :f F(p)dp;
0 0

da nun T, = 960 Sek. ist, wird ¥y = 0-415 der Mittelwert der
gesuchten Funktion F(p).

Fir p,, 148t sich leicht eine obere Grenze angeben; es muf
jedenfalls fiir jeden Stofstrahl p,, kleiner sein als der Abstand
der dem Strahl zugehorigen Sehne vom Erdmittelpunkt, also
P < COS % Berechnet man also fiir jedes a das zugehorige 8

und trdgt die Werte von cos% auf den Hyperbeln auf, so

erhdlt man die Punkte, die in Fig. 7 eingezeichnet sind und
weifl, dal die Kurve fiir v = F(p) jedenfalls ober ihnen zu liegen
kommt.

Andrerseits findet sich eine untere Grenze fiir v,, auf
folgende Weise. Die Zeit T ist gegeben durch die Gleichung 15

1 v2p.dp
r=in| g
p

nach dem Mittelwertsatz kann man schreiben:

m

_ L wpdp
T=9V2uyp,| —————,
2,2 42
Pm\/v o

wobei v einen Mittelwert von v bedeutet, so dafl v,, <V < 1
ist, wenn v im ganzen Intervalle p,, =<p =1 waichst mit
wachsendem p.

Nun ist aber nach Gleichung 13

! vpdp
\/vzpz_az

der Linge der StoSstrahlkurve, also T — ¥n,L; setzt man in
der rechten Seite dieser Gleichung fiir L einen Wert ein, der

27, =L
3

m
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kleiner ist als L, z B. die Linge der dem Stofistrahl ent-
sprechenden Sehne

=S = 27, sin g,
2

so wird
- T
v <
VAN
und um so mehr
T
Yo < "8
2n,7, sin ——

2

In Tabelle IV sind die berechneten Werte zusammen-
gestellt.

Tabelle IV.
A (S} T (S} T

Megameter 2 Sekunden €08 2 ZS_
2=0-0.... 20°0 90° 960 0-00 0-416
0-1.... 14-3 64 4° 913 0-43 0-437
0-2....11-0 495 825 0-65 0-472
0-3.. 8:90 40°1 730 0-77 0-490
0-4.. 7-45 33°5 635 0-83 0-499
0-42... 6-90 31-1 595 0-86 0-498
0-44... 5-30 239 473 0-91 0-507
0-46. 4-20 18-9 383 0-95 0-513
0-48. 360 16-2 330 0-96 0-513

Zu hdheren Werten von a bin ich nicht gegangen, da sich
dann bereits der Einfluf der Herdtiefe zu zeigen beginnt.

Die Werte von —T— sind ebenfalls in Fig. 7 ein-

2n,7, sin >

gezeichnet und durch einen Linienzug (V) verbunden; da nun
Vm <<V sein mufl, mufl die gesuchte Kurve fiir v unterhalb
dieser Werte verlaufen.

Ich habe nun eine v-Kurve in Fig. 7 so eingezeichnet, daf§
fir p=1 v=1 wird, die Linie zwischen den beiden Punkt-
reihen so hindurchgeht, dal das Integral

3%
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i
f vdp = 0-42
0

wird. Dadurch ist, wie man sieht, die Kurve v = F(p) schon
ziemlich genau bestimmt. Angenommen, dafl die Zahlenwerte
anndhernd der Wirklichkeit entsprechen, gibt uns diese Kurve
ein Bild Uber den Verlauf der Fortpflanzungsgeschwindigkeit
im Erdinneren, die eventuell zwischen &« = 0:44 und a = 0-46
eine Korrektur in dem Sinne bedarf, dafl v eine Strecke hin-
durch abnimmt. Im groflen und ganzen diirfte aber das Bild
richtig sein.

In folgender Tabelle habe ich die Zahlenwerte zusammen-
gestellt, die sich fiir v und daraus fiir die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit der Bebenwellen ergeben; auBerdem sind noch
die Emergenzwinkel angegeben, die Strahlen entsprechen, die
bis zur betreffenden Tiefe in das Erdinnere eindringen. Fig. 9
gibt eine graphische Darstellung der Fortpflanzungsgeschwindig-
keit als Funktion der Entfernung vom Erdmittelpunkte.

Tabelle V.

¢ in Kilometer
pro Sekunde
——

v €y
p=00...... 035 157 90°
0 1...... 035 17-7 88
02...... 0-35 157 86
0°3...... 0-35 157 84
04...... 035 157 82
05...... 036 153 80
06...... 0-38 14°5 77
07 ...... 0-44 12-7 73
0:8...... 049 11-3 67
0°85..... 050 11-1 65
0:90..... 050 11-0 63
0:95..... 054 10-3 59
0:975.... 0°63 8-8 52
1:00..... 1-00 55 0

Im grofien ergibt sich also folgendes Bild fiir den Verlauf
von c.
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Im Erdmittelpunkt ist ¢ ein Maximum (15°7 kmz/Sek.) und
nimmt kontinuierlich gegen die Oberflache zu ab, bei etwa
/s des Erdradius tritt ein Stillstand in der Abnahme (eventuelt
sogar ein Kkleiner Anstieg) ein, um bei etwa 1%9/,, des Erdradius

16
i

14 \
12 \
10
8
6 m

¢ TJee |

i »w—>p
/3

o 02 &3 06 03 10

Fig. 9.

einem rapiden Abfall auf den Oberflichenwert von 55 kmz/Sek.
Platz zu machen. So unsicher die Absolutwerte und so roh die
Anndherung auch sein mag, so scheinen doch ungefihr die

beiden Punkte p — % und p = % als charakteristische

Stellen der c-Kurve.
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Dies steht in schénster Ubereinstimmung mit der Wiechert-

schen Theorie, die im Wesentlichen eine plétzliche Anderung
des Erdmaterials bei etwa %/, des Erdradius verlangt; andrer-
seits ist die Existenz der Milne-Laska'schen Kruste von
1/,0 Erdradiusdicke angedeutet.
’ Wenn ausgedehnteres Beobachtungsmaterial vorliegt, als
es gegenwdrtig der Fall ist, kdnnen eventuell weitere Regeln
zur Gewinnung von Nédherungswerten von ¢ mit Vorteil An-
wendung finden; darauf, sowie auf die geophysikalischen Folge-
rungen, die sich aus dem Verlaufe der c-Kurve ziehen lassen,
hoffe ich in einer spidteren Mitteilung zuriickzukommen.

Bis jetzt haben wir nur die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
in groferen Tiefen der Erde behandelt; um ihre Verdnderung
in der Ndhe der Erdoberfliche zu studieren, miissen andere
Wege eingeschlagen, die im ndchsten Abschnitte besprochen
werden sollen.

8. Berechnung der Herdtiefe und der Fortpflanzungs-
geschwindigkeit in der Nihe der Erdoberfliche.

Als gegeben vorausgesetzt sei wieder #, und die Laufzeit-
kurve, sei es die eines bestimmten Bebens oder eine mittlere;
im folgenden ist der Einfachheit halber liberall der Index (w)
bei den einzelnen Groflen weggelassen. Aus der Beziehung

Gleichung 26

4oar
n, dd T

ergibt sich fiir jedes T und A das zugehorige a. An einer Stelle

der Laufzeitkurve wird = 0, die zugehotrigen Werte seien

2
TdAT
Tn, Ay und ay; sie zeichnet sich dadurch aus,! daB dort die
scheinbare Oberflichengeschwindigkeit ein Minimum wird und
der zugehorige Stofistrahl NN’ (Fig. 3) trennt die Schar der
Strahlkurven in zwei Gruppen.

In die eine Gruppe gehodren alle StoBSstrahlen, die Epi-
zentralentfernungen entsprechen, die kleiner als A, sind; in die
zweite Gruppe die lbrigen. Zu einem Werte von o gehdren

1 Siehe z. B. Rudzki, 1. c.
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also immer zwei Werte von A, einer, A;, kleiner als A, der
andere A, grofer.

Wir beginnen mit Werten von A, die kleiner sind als A,.
Es besteht dann die Beziehung

1 a
A[ =7 af -—p_:_ , 35)
PV T

wobei p; die Entfernung des Bebenherdes vom Erdmittelpunkt
ist; nennen wir die Herdtiefe 2 — 1—p,, fithren in das Integral
e = 1—p als Variable ein und entwickeln v nach Potenzen
von e:

v=14ae+aei+..., 36)
so wird
v2p2 = 14+ (2b,—1)e+ 0,82+ . ..
und
h 1
A= 'roozf (1—e)1(1+be+be?. .. —a2) 2 de.
0

Entwickelt man unter dem Integralzeichen, multipliziert
und integriert, so ergibt sich:

70
\/l—ot2

wobei die Koeffizienten A4,, 4,... a und die Koeffizienten a
der Entwicklung von v enthalten.

Da nun % Klein ist, kann man sich mit den ersten Gliedern
der Reihe 37 begniigen und aus einer Anzahl verschiedener A;,
die a, a;... und die Herdtiefe 2 am einfachsten wohl durch
Probieren mit der nétigen Genauigkeit berechnen.

Gehen wir jetzt iiber Ay hinaus, also in das Gebiet, wo die
scheinbare Oberflichengeschwindigkeit wieder zunimmt, so
gelten hier die Gleichungen 7, wobei zu beachten ist, daf|
Aw) = A, und A’ = A; ist.

Es ergibt sich somit fiir

1
AatA; = 2rof . 38)
[

N

A= (A i+ A3+ . ), 37)
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auch hier ld8t sich eine Reihenentwicklung vornehmen, die
gestattet, wenn v fiir einen Wertvon p bekannt, die Werte von v
in der Ndhe dieses Punktes zu finden; so fortschreitend, kann
man dann fir beliebige Tiefen die Werte fiir v finden; auch hier
wird die Rechnung durch Einsetzen von Ndherungswerten sich
vereinfachen.

Die wirkliche Durchfiihrung dieser Rechnungen erfordert
aber ein ziemlich exaktes Beobachtungsmaterial, so dafl es sich
vorldufig kaum der Miihe lohnen wiirde, eine praktische Durch-
rechnung zu probieren.

9. Zusammenfassung der wichtigsten Resultate.

Bezeichnet ¢, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit longi-
tudinaler Wellen an der Erdoberflache, T die Zeit, die der erste
StoB eines Bebens vom Herd bis zum Beobachtungsort braucht,
A die Epizentraldistanz des Beobachtungsortes; konstruiert
man ferner die Laufzeitkurve, indem zu A als Abszisse das zu-
gehorige T als Ordinate aufgetragen wird, so 148t sich be-
weisen, daf fiir ein beliebiges Verteilungsgesetz der Ge-
schwindigkeit im Erdinneren (¢ = f(p)),

Co 4ar = cos ¢,
dA

wo e, den Emergenzwinkel bedeutet, unter dem der betreffende
Strahl die Erdoberfliche trifft; anders ausgedriickt, das Verhilt-
nis der wirklichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit (c,) zur

dA
scheinbaren v®) = T ist gleich dem Cosinus des Emergenz-

winkels.

Diese Beziehung lehrt, dafl sich aus der Laufzeitkurve die
Emergenzwinkel berechnen und infolgedessen auch T und A
als Funktion von a — cos ¢, sich darstellen lassen.

Eben wegen dieser Beziehung erscheint die experimentelle
Bestimmung der Emergenzwinkel von grofier Bedeutung; ein-
mal ermdglicht sie eine unabhdngige und noch sehr wiinschens-
werte Kontrolle der Laufzeitkurve; zweitens gestattet sie eine
direkte Bestimmung von ¢,, wenn gleichzeitig die scheinbare
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Oberflichengeschwindigkeit bekannt ist. Man ist daher nicht
nur in der Lage, Mittelwerte von ¢, fiir die Erdoberfliche zu
gewinnen, sondern kann eventuell auch gréflere geologische
Abnormalitditen in der Nédhe eines Beobachtungsortes er-
schliefien.

SchlieBlich aber ist nicht unwichtig, festzustellen, dag die
obige Beziehung auch fiir transversale Wellen gilt.

Die Priifung dieser Beziehung an den von Schliiter ex-
perimentell bestimmten Emergenzwinkeln ergibt eine iiber-
raschend gute Ubereinstimmung. Die aus den Emergenzwinkeln
berechnete Laufzeitkurve fillt mit der frither bestimmten Kurve
nahe zusammen und schliefit sich stellenweise sogar besser an
die Zeitbeobachtungen an. Der Rechnung ist ein Wert von
55 km/Sek. fiir ¢, zu Grunde gelegt worden.

Im fiinften Abschnitte wird eine geometrisch-synthetische
Methode angegeben, um die wirkliche Fortpflanzungsgeschwin-
digkeit ¢ der ersten Vorldufer eines Bebens in verschiedenen
Erdtiefen zu bestimmen.

Die Grofe ¢ nimmt im allgemeinen mit wachsender Ent-
fernung vom Erdmittelpunkt ab; zur Entscheidung der Frage,
ob diese Abnahme eine durchgidngige ist oder ob es Stellen
gibt, wo ¢ mit wachsendem Radius zunimmt, wird ebenfalls
eine Methode angegeben. Ihre Anwendung auf das vorliegende
Zahlenmaterial ergibt, dal, wenn iberhaupt, nur in einer relativ
kleinen Schicht des Erdinneren die Geschwindigkeit wichst.

Im siebenten Abschnitte wird der Versuch gemacht, trotz-
dem das Beobachtungsmaterial recht diirftig ist, die Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit im Erdinneren zu berechnen. Es
ergibt sich im groflen der folgende Verlauf.

Im Erdmittelpunkte ist ¢ ein Maximum (15°7 zm/Sek.) und
nimmt kontinuierlich gegen die Oberfliche zu ab, bei etwa
4/. des Erdradius tritt ein Stillstand in der Abnahme (eventuell
sogar ein kleiner Anstieg) ein, der anhilt, bis etwa bei 1%/,, des
Erdradius ein rapides Absinken auf den Oberflichenwert
(co = 55 km/Sek.) beginnt.

Dieses typische Verhalten steht einerseits in guter Uber-
einstimmung mit der Wiechert’schen Theorie des Erdinneren,
was als ein die Richtigkeit bestdtigendes Moment von Wert ist,

H. Benndorf. 4
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andrerseits deutet es die Existenz einer von Milne und
Léska angenommenen duBersten Erdkruste von 1/, Erdradius-
dicke an.

Der letzte Abschnitt schlieflich gibt einen Weg zur
Bestimmung der Herdtiefe und der genaueren Ermittlung der
Fortpflanzungsgeschwindigkeit in der N&he der Erdober-
fldche.
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