Kritischer Boschungswinkel und kritische Tiefe

Von Dr. August B6bm Edlen von Bébhmersheim

0. 6. Professor der Geographie an der k. k. Universitit in Czernowitz

(Mit 6 Figuren im Texte)

Es ist bekannt, dafl die groBen Meeresbecken in Wirklich-
keit keine Hohlformen sind, da wegen ihrer im Verhiltnisse zu
den Dimensionen des Erdballs zu geringen Tiefe ihr Boden nicht
konkav, sondern konvex verliuft. Je breiter ein Becken ist —
gleichviel, ob auf dem Festlande oder unter Meeresbedeckung —
desto grofler miillte seine Tiefe sein, sollte das Becken wirklich
eine konkave Gestaltung besitzen. Nimmt die Tiefe eines Beckens
von den Riéndern gegen die Mitte in solcher Weise zu, dall die
Tiefe eines jeden Beckenpunktes nur von der Wolbung der Erd-
oberfliche abhingt, dann ist der Boden dieses Beckens in Wirk-
lichkeit eine-ebene Fliche und weder auf- noch abwiirts gekriimmt.
Um diesen Grenzfall zwischen konvexer und konkaver Gestaltung
eines Beckens zu fixieren, hat Otto Kriimmel im Jahre 1907%)
den Begriff des kritischen Béschungswinkels geschaffen.

Krtimmel hat jedoch den kritischen Bdschungswinkel in-
folge eines kleinen Versehens nicht zutreffend und vor allem nicht
eindeutig definiert und ist deshalb auch bei der Exemplifikation
zu unrichtigen Ergebnissen gekommen. In dem unlingst erschie-
nenen 1l. Bande seines vortrefflichen Handbuches hat Kriimmel
zwar auf S. 765 unter den Berichtigungen zu Band I bereits selbst
ausgesprochen, dal3 seine Ausrechnung des kritischen Bdschungs-
winkels verfehlt ist, ohne jedoch den Sachverhalt vollstindig zu
kliren. Im Gegenteile, der Irrtum Krimmels lag nicht, wie er

1) 0. Kriimmel, Handbuch der Ozeanographie. Zweite, vollig neu be-
arbeitete Auflage, L. Band, Stuttgart 1907, S. 89—90.
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meint, darin, daB er (sieche unten Fig. 1) von dem Winkel OCO;
anstatt von dem doppelt so groBen Winkel OCO; ausgegangen
ist — wir werden auf beiderlei Wegen zu dem richtigen Resultate
gelangen —, sondern beruht, wie alsbald gezeigt werden Wird,'
auf der Verwechslung zweier ganz anderer Winkel. Das richtige
Resultat teilt Kriitmmel aber auch in der Berichtigung nicht mit.
Auch P. Putsche, der sich im Februarhefte von Petermanns Mit-
teilungen, das fast gleichzeitig mit dem zweiten Bande der Ozeano-
graphie erschienen ist, auf S. 78 mit diesem Gegenstande befafit,
hat wohl eine Niéherungsformel fiir die Berechnung der kritischen
Tiefe entwickelt, ohne jedoch auf den kritischen Béschungswinkel,
dessen Berechnung er sehr mit Un-
recht fiir ,etwas umstandlich” halt,
irgendwie einzugehen. Es diirfte
deshalb zur Vermeidung weiterer
Irrtimer und zur vélligen Aufkli-
rung am Platze sein, den Sach-
verhalt niher zu untersuchen.

Kriimmel ist bei seiner Dar-
legung ganz allgemein von der Gee-
staltung des Meeresbodens zwi-
schen zwei beliebigen Lotungs-
punkten ausgegangen.

Ist (Fig. 1) C der Erdmittel-
punkt und OO; die Meeresober- ¢
fliche, so ist, wenn die bei O und Fig. 1
O; geloteten Tiefen gleich sind,
der Meeresboden parallel der Meeresoberfliche und der Kritmmungs-
radius in beiden Lotungspunkten — die Erde als Kugel betrach-
tet — gleich dem um die Tiefe OB =0; B; verminderten Erd-
radius OC. Nimmt die Tiefe in B; zu, so bleibt die Gestaltung
des Meeresbodens BBy noch immer konvex, so lange die Tiefe
nicht den Betrag O; D erreicht, wobei BD 1 O; C. In diesem
letzteren Falle wird der Kriimmungsradius des Meeresbodens = oo
und der Boden liegt dann in einer Ebene, die fiir den Beobachter
in O; horizontal ist. Wichst die Meerestiefe bei O; noch weiter,
etwa bis F, und nimmt sie in der Richtung nach Bg wieder ent-
sprechend ab, so ist der Boden BFB;y konkav. Im ersteren Falle,
bei volligem Parallelismus zwischen Ober- und Bodenfliche, ist
der Boschungswinkel bei B gleich Null.
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Bis hieher ist die Argumentation Krimmels, die im vor-
stehenden sinngem#fl und zum Teile wortlich wiedergegeben ist,
in schonster Ordnung; nun aber folgt das Versehen, das darin be-
steht, da Krimmel die Tangente mit der Sehne verwechselt.
»Wichst der Boschungswinkel weiter,” sagt er, ,so bleibt die nor-
male Konvexitit des Bodens erhalten, solange der Winkel —
nimlich der Béschungswinkel bei B, denn nur von diesem ist ja
die Rede — ,nicht den Wert = DBB; erreicht. Sobald er diesen
iberschreitet, tritt der Ubergang zur Konkavitit ein. Diesen kri-
tischen Boschungswinkel DBB; = ¢ kann man sehr leicht
finden. Ist der Winkel OCO; = #,') so ist @ als Peripheriewinkel
= % Driickt man nun den Abstand der Orte O und O; an der
Meeresoberfliche in Seemeilen, also in mittleren Bogenminuten
einer kugelférmigen Erde aus, so folgt die einfache Regel: Der
kritische Boschungswinkel, der zwischen zwei Lotungspunkten den
Ubergang vom konvexen zum konkaven Verlauf des Bodenreliefs
bezeichnet, ist, in Bogenminuten ausgedriickt, gleich dem halben
Betrage des in Seemeilen angegebenen Abstandes der beiden Lo-
tungspunkte.“

Nun ist aber der Boschungswinkel des Meeresbodens BD im
Punkte B — also der kritische Boschungswinkel bei B — nicht

der Winkel DBB;= %, den der Meeresboden BD mit der Sehne

BBj; bildet, sondern der Winkel DBH = y zwischen dem Meeres-
boden BD und der Tangente BH, die fiir den Punkt B die Hori-
zontale darstellt.

Der Winkel DBB; reprisentiert dagegen mit grofler An-
ndherung den mittleren Boschungswinkel des Meeresbodens BD
und milite deshalb als der mittlere kritische Boéschungswinkel
dieser Bodenstrecke bezeichnet werden. Auf diesen mittleren
kritischen Boschungswinkel bezieht sich Kriimmels Regel, und
man kann allerdings, wenn man will, auch diesen mittleren kriti-
schen Boschungswinkel als Argument des Uberganges von Kon-
vexitit zu Konkavitit bentitzen. Praktisch wire dies freilich
nicht, weil ja infolge der Erdkriimmung die Béschung des Meeres-
bodens BD von B nach D vom Werte y stetig bis zum Werte
Null abnimmt und der mittlere Boschungswinkel in Wirklichkeit

1) Bei Kriimmel 3.
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nur in einem einzigen Punkte eintritt, dessen Lage in jedem be-
sonderen Falle erst durch Rechnung zu bestimmen wire.

Es ist ferner zu beachten, dafl hier von vornherein ein ge-
radliniger Verlauf des Meeresbodens zwischen den beiden Lotungs-
punkten vorausgesetzt ist, oder dafl, was auf dasselbe hinausliuft,
die allgemeine Gestaltung des Meeresbodens nur nach MaBSgabe
der Dbei diesen beiden Lotungspunkten geloteten Tiefen beurteilt
wird. Dies schlieit in sich, daB der Meeresboden zwischen den
beiden Lotungspunkten in diesem Sinne unter allen Umstéinden
den ijbergang vom konvexen zum konkaven Verlauf des Boden-
reliefs auf eben dieser Strecke darstellt, denn die Profilstrecken
BB; oder BF sind — entweder im Detail oder zumindest als
Ganzes betrachtet — ebenso gerade wie die Profilstrecke BD.
Hieraus ersieht man, daf die in Kriimmels Regel enthaltene De-
finition nicht das Wesen der Sache trifft, um die es sich handelt.
Denn in dem Falle der Bodengestaltung zwischen den beiden
Lotungspunkten dreht sich die Frage nicht um den Ubergang von
Konvexitit zu Konkavitit, d. h. um den geradlinigen Verlauf dieser
Strecke an sich, der ja hier immer vorhanden oder doch still-
schweigend vorausgesetzt ist, sondern um einen solchen gerad-
linigen Verlauf, wo der Boschungswinkel bei dem tieferen Punkte
D gleich Null ist. Dann tritt bei dem hoheren Punkte B der
kritische Boschungswinkel ein und dieser kritische Boschungswinkel
ist der Winkel DBH, um den der Horizont von D gegen den
Horizont in B geneigt ist; dieser Winkel ist aber gleich dem
Zentriwinkel 7.

So gelangen wir denn zu der folgenden allgemeinen und ein-
deutigen Definition:

Der kritische Béschungswinkel fir zwei durch ihre
zentralen Projektionen auf die Erdkugeloberfliche ge-
gebenen Punkte verschiedenen Niveaus ist der Boschungs-
winkel, den der als eben betrachtete Boden bei dem hihe-
ren Punkte hat, wenn er bei dem tieferen Punkte hori-
zontal ist. Dieser kritische Boschungwinkel ist daher
gleich dem Neigungswinkel zwischen den Horizonten der
beiden Punkte und gleich dem Zentriwinkel, um den die
beiden Punkte voneinander abstehen; er tritt dann wirk-
lich in Erscheinung, wenn die von dem tieferen Punkte
ausgehende Horizontale den anderen Punkt trifft und
zugleich das Bodenprofil darstellt.
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Dabei ist es vollig gleichgiiltig, ob einer oder keiner der
beiden Punkte auf der Erdkugeloberfliche selbst gelegen ist, oder
ob sie darunter oder dariiber liegen. Gehoren aber beide Punkte
der Erdkugeloberfliche an, oder befinden sie sich iiberhaupt in
demselben Niveau, danp ist es natiirlich ausgeschlossen, dafl die
von einem der Punkte ausgehende Horizontale auf den anderen
Punkt trifft, es sei denn, daBl der Winkelabstand der beiden Punkte
so aullerordentlich klein wire, dall das Bogenstiick dazwischen als
gerades Bogenelement betrachtet werden kann. Dann fallen die
Linien BH, BB; und BD in Fig. 1 mit dem Bogenelemente zu-
sammen, wirkliche, mittlere und kritische Boschung werden ein-
ander gleich und gleich Null, und wenn dann das Bodenprofil
zwischen den beiden Punkten keine UnregelmiBigkeit aufweist,
so kann hier immerhin auch von dem Grenzfall des Uberganges
von konvexer zu konkaver Bodengestaltung gesprochen werden;
nur dafl dann dieser Grenzfall nicht eine Vertiefung der Erdkugel-
oberfliche, sondern das Bogenelement der Erdkugeloberfliche selbst
betrifft.

Man sieht, daBl das Auftreten des kritischen Boschungswin-
kels fiir zwei benachbarte Lotungspunkte verschiedenen Niveaus
nicht die Bedeutung hat, daB zwischen diesen beiden Lotungs-
punkten der Ubergang von konvexer zu konkaver Bodengestaltung
vorliegt, sondern daB die Bedeutung des kritischen Boschungs-
winkels in diesem allgemeinen Falle vielmehr die ist, da eine gerad-
linige oder als geradlinig angenommene Bodenstrecke zwischen
zwei Punkten, die von dem hoheren Punkte unter dem diesen
Punkten entsprechenden kritischen Boschungswinkel ausgeht, den
tieferen Punkt mit dem Boschungswinkel gleich Null erreicht, d. h.
bei diesem tieferen Punkte horizontal ist. Setzt sich nun der
Boden in der bisherigen Richtung um den Betrag dieser Strecke
noch weiter fort, also in Fig. 1 um die Lange BD iiber D hinaus
bis Bp, so ist der Punkt By in demselben Niveau gelegen wie der
Punkt B und es ist alsdann auch der Boschungswinkel bei Bg
gleich dem Boschungswinkel bei B, nimlich gleich dem kritischen
Boschungswinkel y der um den Zentriwinkel y voneinander ab-
stehenden Punkte B und D.

Wiirde nun der Boden in der Mitte der Strecke BBz hoher
oder tiefer liegen als D, so wire er konvex oder konkav; da er
aber just durch D hindurchgeht, so stellt er den Ubergang vom
konvexen zum konkaven Verlauf dar — dies aber nicht auf der
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Strecke BD, sondern auf der doppelt so langen Strecke BB,
deren beiderseitigen Endpunkte in demselben Niveau gelegen sind.
Nicht der geradlinige Verlauf des Bodenprofils zwischen zwei Punk-
ten verschiedenen Niveaus, sondern nur der zwischen zwei Punkten
gleichen Niveaus bedeutet den Ubergang von konvexer Boden-
gestaltung zu konkaver.

Gerade dieser Grenzfall der Bodengestaltung ist aber geo-
graphisch von Interesse und soll nach der Absicht- Kriimmels
durch den kritischen Boschungswinkel fixiert werden.

Die vorhin gegebene allgemeine Definition des kritischen
Béschungswinkels gilt fir Punkte verschiedenen Niveaus; aus ihr
ergibt sich sofort die spezielle Definition fiir Punkte gleichen Ni-
veaus, die jene Forderung erfiillt.

In Fig. 1 liegen die Punkte B und B in demselben Niveau.
Verlduft der Boden geradlinig von B bis Bg, so stellt er auf dieser
Strecke den Ubergang von konvexer zu konkaver Bodengestaltung
dar, also den kritischen Fall, um den es sich handelt und dem
der kritische Boschungswinkel entspricht. Dieser kritische Bo-
schungswinkel ist daher der Winkel, den die Bodenstrecke BB,
die in der Mitte horizontal den Punkt D passiert, an jedem ihrer
Endpunkte B und Bs mit dem dortigen Horizont bildet, also der-
selbe Winkel DBH = y wie frither. Dieser kritische Boschungs-
winkel ist aber in dem Falle seiner Beziehung auf zwei Punkte
gleichen Niveaus nicht gleich dem ganzen, sondern dem halben
Zentriwinkel, um den diese beiden' Punkte voneinander abstehen,
da, wie man aus Fig. 1 sofort ersieht, der Zentriwinkel hier der
Winkel BCBy = 2y ist.

Demnach kann die spezielle Definition des kritischen Bo-
schungswinkels folgendermaBlen gefallt werden:

Der kritische Boschungswinkel fiir zwei Punkte
gleichen Niveaus ist der Béschungswinkel, den der Boden
bei jedem dieser Punkte hat, wenn der Boden auf der
ganzen Strecke dazwischen geradlinig verliuft und sol-
cherart den Ubergang von konvexer zu konkaver Boden-
gestaltung darstellt; er ist gleich dem halben Zentri-
winkel, um den die beiden Punkte voneinander abstehen.

Die Definition des kritischen Boschungswinkels ist also immer
an die Voraussetzung eines geradlinigen Bodenprofils gebunden.

Bei geradlinigem Verlaufe des Bodens von einem hoheren
zu einem tieferen Punkte kann der kritische Boschungswinkel ein-
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treten, mull es aber nicht. Tritt er ein, so besagt dies, daB} der
Boden in dem tieferen Punkte horizontal ist. Stellt nun in diesem
letzteren Falle die Bodenstrecke zwischen den beiden Punkten die
Hilfte eines symmetrischen Profils mit der Lotrechten des tieferen
Punktes als Symmetrieachse vor, dann wird auch hier durch den
kritischen Boschungswinkel der Ubergang von konvexer zu kon-
kaver Bodengestaltung bestimmt, aber nicht fir die Strecke zwi-
schen den beiden verschieden hoch gelegenen Punkten, sondern
fir die doppelte Strecke, mit Endpunkten gleichen Niveaus.

Der geradlinige Verlauf des
Bodens zwischen zwei Punkten
gleichen Niveaus ist dagegen nur
unter dem kritischen Boschungs-
winkel bei diesen beiden Punk-
ten moglich, so dafl der kriti-
sche Bischungswinkel bei Punk-
A ten gleichen Niveaus den fjbergang
von konvexer zu konkaver Ge-
staltung des Bodenprofils zwischen
diesen beiden Punkten bedeutet.
% Die Definition des kriti-
b schen Boschungswinkels: fiir zwei
Punkte gleichen Niveaus gilt na-
tiirlich auch fiir zwei einander

Fig. 2 gegeniiberliegende Uferpunkte ei-

nes Meeresbheckens, und man kann

deshalb wohl auch kurzweg von dem kritischen Béschungs-
winkel eines Meeresbeckenprofils reden.

NS

C

Die Tiefe eines Punktes unter dem Niveau eines anderen
Punktes, die dem kritischen Boschungswinkel bei diesem anderen
Punkte entspricht, kann man figlich als die kritische Tiefe?)
des ersten Punktes bezeichnen. In Fig. 1 wire demnach B; D
die kritische Tiefe des Punktes D hinsichtlich des Punktes B.

Die kritische Tiefe eines Meeresbeckens ist demnach
die Tiefe, die in der Mitte des Beckens dem kritischen Ufer-
boschungswinkel entspricht, also die Tiefe, die ein Meeresbecken
in seiner Mitte haben miifte, wenn es den Grenzfall zwischen

1) Diese Bezeichnung ist bereits von P. Putsche (Petermanns Mitteilun-
gen 1911, 8. 78) gebraucht worden.
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konvexer und konkaver Gestaltung darstellte. Diese kritische
Meeresbeckentiefe ist, wie man aus Fig. 2 ohneweiters ersieht,
gleich der Uberhshung des Halbierungspunktes der geradlinigen
Verbindung der Uferpunkte des Profils durch die Erdkugelober-
fliche oder, um eine kiirzere, in der Technik iibliche Ausdrucks-
weise zu gebrauchen, gleich der Pfeilhthe der durch die Ufer-
punkte gezogenen Sehne.?)

In Fig. 2 ist also O; G die kritische Tiefe des Meeresbeckens
00; Os. Der kritische Boschungswinkel aber ist der Winkel GOH

=y = %-, nimlich die Hilfte des Zentriwinkels, um den die

beiden Uferpunkte voneinander abstehen.

Bezeichnen wir nun den Erdkugelhalbmesser OC mit B und
die kritische Tiefe O; G mit ¢, so ist zunichst in dem bei G recht-
winkligen Dreiecke OGC

OG =R siny

Da ferner Winkel O; OG = %, so ist in dem gleichfalls bei
G rechtwinkligen Dreiecke 0GO;

0 G=t=OGtg—7;—=.Rsinytg%

Nun ist bekanntlich

; , sin 1.
smy=2sm?cos? tg—2—=—7
c0s =
2
daher s
2
t=2RsinLcos‘L———
2 2 cos L
2
(1) t=2 Roint L =2 Rsint &

Die Berechnung der kritischen Tiefe eines Meeresbeckens
ist also sehr einfach:

Die kritische Tiefe eines Meeresbeckens ist gleich
dem Erdkugeldurchmesser mal dem Sinusquadrate des
halben kritischen Béschungswinkels, oder gleich dem Erd-

_3) Unter Pfeilhtthe versteht man in der Technik den gréBten senkrechten
Abstand des Bogens von der Sehne.
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kugeldurchmesser mal dem Sinusquadrate des vierten
Teiles des Zentriwinkels zwischen den beiden Uferpunk-
ten des Profils.

Man kann also bei der Berechnung der kritischen Tiefe so-
wohl von dem kritischen Bischungswinkel als auch von dem Zentri-
winkel des Profils ausgehen, da ja die Hilfte des ersten dem
Viertel des zweiten gleich ist; doch hat man die getroffene Wahl
sorgsam im Auge zu behalten, um sich vor Verwechslungen zu
bewahren. Auf einem Versehen dieser Art diirften die Angaben
Kriimmels iiber kritische Tiefen
-beruhen, die — mit einer Aus-
nahme, wo das Resultat stimmt —
je um ihre Hilfte zu grof sind.
Kriimmel hat iibrigens die For-
mel nicht angegeben, nach der er
gerechnet hat.

Im vorstehenden ist von
Krimmels Darstellung ausge-
gangen worden, was mnatirlich
auch die Art der Entwicklung be-
einflult hat, die durch die einmal
eingeschlagene Bahn vorgezeichnet
war. Allgemeiner und mathema-

Fig- 3 tisch eleganter 148t sich die Sache
in folgender Weise untersuchen.

Fillt der Meeresboden (Fig.3) von dem Punkte P; gerad-
linig zu einem Punkte P, unter dem Boschungswinkel ¢ ab, so
kann man die Polargleichung dieser geraden Profillinie, bezogen
auf den Erdmittelpunkt C als Pol und auf CP; als Polarachse, in
folgender Weise entwickeln:

In dem schiefwinkligen Dreiecke ¢ P; P ist nach dem Si-

nussatze

7y sin 7

ro sin 0
Nun ist 7 = 180° — (0 + 8), daher sinn = sin (0 + £). Es
ist ferner d = 90° — @, also sin = cos . Ferner ist
sin (0 4+ B) = sin d cos 8 + cos d sin §
wofiir man nach vorigem auch schreiben kann

sin (0 + B) = cos & cos 8 + sin « sin B = cos (¢ — f8)
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Daher wird
r_ cos (@ —f)
re  cosa
cos &
(2) Te =17, m

Das ist die Polargleichung der von P; unter dem Bgschungs-
winkel o ausgehenden Geraden P; P fir das gewihlte Polarkoor-
dinatensystem. Ein dritter Punkt P5, dessen Abstand vom Erd-
mittelpunkt 73 ist und der mit dem Punkte P; den Zentriwinkel y
bildet, wird also

> ither '
(3) wenn 73 =177y _ Cosa in der PI‘Oﬁl.I‘lchtung P, P,
cos (& —7) liegen.
unter

Ob in den beiden Ungleichheitsfillen die Profilstrecke zwi-
schen den drei Punkten auf- oder abwiirts gekriimmt ist, hingt
davon ab, ob y = @ ist. Ist y > @, wie in der Figur dargestellt,
so ist das Profil in der ersten der obigen drei Alternativen ab-
wiirts und in der dritten aufwirts gekriimmt; ist aber y << g, liegt
also Ps; zwischen P; und P, dann umgekehrt.

Driickt man die Fahrstrablen 77, 72 und 73 durch den Erd-
kugelhalbmesser £ und durch die Tiefen %; f; und ¢3 der drei
Punkte unter der Erdkugeloberfliche aus, so ist

=R —1{ ro =R — 1t rg=R —t3
Hiedurch geht Formel (2) tiber in
cos a
BE—te=(E— )cos (¢ — B)
und es wird
cos a

Ein dritter Punkt P, dessen Tiefe unter der Erdkugelober-
fliche ¢; ist und der mit dem Punkte P; den Zentriwinkel y bil-
det, wird also

< c0s & tiber | ger Profilrich-
(5) wenn t3=R—(R'— 1) m in t‘un.g .P1 Pg
> unter liegen.
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Liegen die beiden Punkte P; und P: in demselben Niveau,
ist also (Fig.4) r1=1¢ und {;=1;, dann ist auch #=49. Da nun
' B+0+n=pF-26=180°
d=90"—a

$0 wird in diesem Falle a = % und es wird ferner nach (2)

cos a

r] ——x = 71
cos (¢ — )

was nur moglich ist, wenn

’)"g:

cos a

s _q
cos (a — )
also wenn entweder # = 0 oder ¢ = —‘% ist.})
0,
0, 4
v,
L

C
Ist nun nicht nur ¢ = %, sondern auch y = o dann geht
die Formel (3) iiber in
(6) rg = ;rl cos—2£
und die Formel (5) tiber in
7 t9—=R — (R — cosﬁ
™ (B —tr) con &

1) Allgemein kann dann zwar « = 2 ¥ w 4- B sein, wobei & Null oder
irgendeine ganze Zahl bedeuten kann. Fiir uns kommt hier indessen nur der
oben verzeichnete Fall in Betracht und auch das Winkelvorzeichen spielt hier
keine Rolle,
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und wenn nun noch iiberdies #; = e =0, d. h. wenn die beiden
Punkte P; und P einander gegeniiberliegende Uferpunkte eines
Meeresbeckens der Erdkugel darstellen (Fig. ), dann wird

t3=R—Rcos—/5L= (1—003%)

2
eos B0 e B
oder, da I — cos &= 2 sin v
®) ts = 2 R sin® &
worin f3 die Bedeutung der kritischen Tiefe des Meeresbeckens
P; P; hat, und welches also die- . "
selbe Formel ist, die wir frither > L

Ao
1]

(1) fur diesen speziellen Fall di- %
rekt entwickelt haben.

Der Boschungswinkel o von
einem hoheren Punkte P; zu
einem tieferen Punkte P kann, T
wenn die Tiefen #; und ¢ der
beiden Punkte und der Zentri-
winkel 8 zwischen ihnen gegeben
sind und die Erde als Kugel vom
mittleren Erdhalbmesser B be-

trachtet werden darf, auf fol- c
gende Weise berechnet werden o
(Fig. 8, vgl. auch 8. 595). Ea
7 __cos(a—f) cosacosf +sinesing .
re  cose cos = cosftigasinf
tg o = v 5in B cotg
__ R—uy
(9) tg a = CRTW = COtg ﬂ

Fir den Boschungswinkel 3 bei dem tieferen Punkte P
(Fig. 3) ist: 7 sind
ry sing
oder, da 0 = 90° — (# — 9) und 7 = 90° — §
rg._cos(B—8) cosB cosyAsinfsind ;
rr cosd cos 9 —cosf+anfigh
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tg % = P—— cotg B
_ R—t

Je nachdem die Auswertung dieser Formel einen positiven
oder negativen Wert ergibt, ist der Boschungswinkel 9 bei dem
tieferen Punkte Pz ein Hothen- oder Tiefenwinkel.

Die Formeln (9) und (10) sind
aber nicht pur unbequem, da sie
nicht durchgehende logarithmi-
sche Rechnung gestatten, sondern
sie liefern, da # immer ein kleiner
Winkel ist, selbst bei achtstelliger
Rechnung den log tang nur auf
b Stellen, den entsprechenden
‘Winkel also nur auf Sekunden,
wobei schon die Einheiten der Se-
kunden nicht mehr verldllich sind.

Eine Formel, der der letztere
Ubelstand nicht anhaftet, 158t sich
in folgender Weise ableiten:

In Fig. 6 ist BD die kritische
Fig. 6 Tiefe des Punktes B unter dem Ni-

veau des Punktes P;, also analog (1)

BD = 2 (R — t;) sinf —IZ—

Ferner ist $=0o¢ — £ und
DP2=P1Dtg19=(R—t1)smﬂtg.9
Nun ist
t2=02B+BD+.DP2
=t1+2(R—t1)sin3%—[—-(R—t;)sinﬂtg#

2 (B — tr) sint L.

to — 1
W= B iysmf  (BR—t)snf
—¢
I S S

Ergibt die Auswertung dieser Formel einen positiven Wert,
dann ist 9 ein Hohenwinkel und ¢ > £; bei negativem Werte ist
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dagegen 4 ein Tiefenwinkel und & < #; ergibt die Formel Null,
dann ist 3 =0 und o = 6.

Die fiir die Rechnung bequemste Formel 148t sich aber fir

die Differenz o — aufstellen, woraus sich dann der gesuchte

£
2
Winkel ¢ ebenso wie in dem vorigen Falle durch eine einfache
Subtraktion ergibt. Es ist nimlich in dem schiefwinkligen Drei-
ecke CP; Py (Fig. 3) nach dem Tangentensatze

2+
Tt Te ‘9
Ty — T2 n —ﬁ
973
Nun ist
7+ d+ g =180° B+n=2a+ 0
Atd g £ n=9d _,_ B
g — 03 z YT 2
Dadurch wird
B
rrtTre “ g
T — To ‘tg Ol—-g—)
ry—7r
tg (a—g = rj—|—r§ cotg%
Da nun, wie aus den Figuren 3 und 6 sofort zu ersehen,
a=pF443, also a—'i; =%i3, je nachdem ¢ ein Héhen-

oder Tiefenwinkel ist, so wird
Ty — T2

tg (O‘ —'g) =g (ﬁ =+ 3) —1'1 + p cotg - —’-Si
B

(12) g (a——)—tg( —I—&) 2R—(t2+t1) cotg -
Ob nun % ein Hohen- oder Tiefenwinkel ist, also das posi-

tive oder das negative Vorzeichen gilt, ist unschwer zu entscheiden.
Denkt man sich in Fig. 6 die Gerade P; B gezogen, die mit P; D

den Winke
g g

fir o —5 = 0 ist ¢ = 5 und 4= g—, 3 ein Tiefenwinkel,

Mitt. d. k. k. Geogr. Ges. 1911, Heft 12, 46
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>0 g
fiir a—-g B ist 7 2 und 3<2 3 ein Tiefenwinkel,
2 < g >0
fiar a~g=§ist ¢=pf und 3=0,
8

fur a——g—> o ist «># und 9 >0, 3 ein Hohenwinkel.
9 ist also ein Hohen- oder Tiefenwinkel, je nachdem die
Auswertung der Formel (12) einen Wert ergibt, der grofler oder
kleiner ist als %1)
Ist P; ein Uferpunkt, also im Meeresniveau gelegen, dann
wird ¢;=0 und die Formel (12) geht iiber in

BYy___ ¢ ¥
Ist nun auch P ein Uferpunkt, also t;=1t¢; =0, dann ge-
winnt ¢ die Bedeutung des kritischen Boschungswinkels fiir das
Meeresbecken P; P; und die Formel (17) geht iiber in

tg (a —g—) =0

was in unserem Falle nur moglich ist, wenn a=§; das heifit:

der kritische Boschungswinkel eines Meeresbeckens ist, wie wir
bereits frither gesehen haben, gleich dem halben Zentriwinkel, um
den die Uferpunkte des Profils voneinander abstehen.

) Liegen die beiden Punkte fiber der Erdkugeloberfliiche und bezeichnen
wir nunmehr den tieferen Punkt mit P; und den hoheren mit P, die Hiih_en
mit ~; und %z den Neigungswinkel bei P; mit ¢ und den bei P; mit &, so
lauten die Formeln (9)—(12):

-(18) tg o= cotgﬁ_ﬁ%

(14) tg m cotg B

(1) Wem (O —f) = i —
0 a(Fe)m(m2) bt

Ergibt die Auswertung der Formel (16) einen Wert, der griBer ist
als %, dann gilt das positive Vorzeichen und « ist ein Hohenwinkel; andern-

falls gilt das negative Vorzeichen und « ist ein Tiefenwinkel.
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Betrachtet man die Erde als Kugel vom Inhalte des Bessel-
schen' Erdsphiroids, so wird aus (1) oder (8) die kritische Tiefe ¢
in Metern

(18) t= 12740 566 sins &

oder, wenn man statt des konstanten Koeffizienten dessen Loga-
rithmus [in eckigen Klammern] einsetat,

19) £ — [1-105 18873] sin® %

Die Formeln (1) und (8) gelten, wie eine Vergleichung der
Figuren 1 und 2 sofort zeigt, auch fiir die Berechnung der kriti-
schen Tiefe eines Punktes unter dem Niveau eines anderen Punktes
bei gegebenem Winkel- oder Bogenabstand der beiden Punkte
voneinander. Tritt bei dem tieferen Punkte die kritische Tiefe,
die dem kritischen Boschungswinkel bei dem hoheren Punkte ent-
spricht, ein, so bedeutet dies, dafl der Boden bei dem tieferen
Punkte horizontal ist. Liegt der hohere Punkt O (Fig. 2) im
Meeresniveau, so ist die kritische Tiefe des im Winkelabstande ¢
befindlichen Punktes G — also O; G — gleich der kritischen
Tiefe des Meeresbeckens, dessen Profilenden durch den doppelten
Zentriwinkel, nimlich durch den Winkel 8 =2y bestimmt sind.
Liegt dagegen der hthere Punkt nicht im Meeresniveau, sondern
darunter, so ist die Tiefe des tieferen Punktes unter der Meeres-
oberfliche gleich der kritischen Tiefe dieses Punktes unter dem
Niveau des hoheren Punktes mehr der Tiefe dieses letzteren. Will
man in diesem Falle genauer rechnen, so hat man in die Formel
(1) oder (8) anstatt B den um die Tiefe des hoheren Punktes
verminderten Erdkugelhalbmesser einzusetzen. Ist jedoch die Tiefe
des hheren Punktes nicht gro8 und liegen die beiden Punkte nicht
weit auseinander, dann kann man auch hier direkt nach (19) rechnen;
selbst wenn die Tiefe des htheren Punktes 8666 m und der Winkel-
abstand beider Punkte 1° (60 Seemeilen) betrigt, erhilt man nach
dieser Formel die kritische Tiefe des zweiten Punktes unter dem
ersten nur um einen Meter zu grof (970°2 anstatt 968'9 m).

Indessen ist ein anderer Fehler beachtenswert, der iiberhaupt
aus der Anwendung der Formeln (1), (8) oder (19) sowie nicht
minder auch der Formeln (9)—(16) deshalb resultiert, weil darin
die wahre, sphiroidische Erdgestalt vernachlissigt und durch die
Gestalt der mit dem Erdsphiroide inhaltsgleichen Kugel ersetzt

ist. Dieser Fehler kann unter Umstinden gar nicht unbetricht-
46%
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lich sein und sich in der kritischen Tiefe von Meeresbecken bis
in die Zehner der Meter geltend machen. Will man ihn auf ver-
haltnismilig einfache Weise und hinlinglich vermeiden, so wird
man in die Formel (1) oder (8), beziehungsweise (9)—(16),. je
nachdem das betreffende Profil mehr in meridionaler Richtung, in
westostlicher Richtung oder unter dem Azimut von 45° verliuft,
anstatt /¢ den Meridiankriimmungshalbmesser, den Querkriimmungs-
halbmesser oder den mittleren Kritmmungshalbmesser fiir die mitt-
lere geographische Breite des Profilbogens einsetzen, fiir welche
Groflen handliche Tabellen vorliegen.!) Ist die Richtung des Pro-
fils aber sehr von diesen drei Hauptrichtungen verschieden, so
kann man fir die Mitte des Profilbogens den Kriimmungshalb-
messer K, den man anstatt B in die Formeln einzusetzen hat,
nach folgender Formel berechnen:

(20) | o= _Ciﬂs%" + ﬂg_f

wobei M den Meridiankrimmungshalbmesser und @ den Quer-
kriimmungshalbmesser fiir die mittlere geographische Breite des
Profilbogens und § das Azimut des Profiles bedeutet.

Hat man keine Tabellen fiir M und Q zur Verfiigung, so kann
man diese Grofen fiir die geographische Breite ¢ nach den Formeln
berechnen

@) M—_2Ud—=2) _ [6-801 73510]
VI —Fsinfg)® V(I —[0824 41042 — 3] sin® ¢)*
@) Q— a [6:804 64346]

Vi—efsin®qg VI — [0°824 41042 — 3] sin®
9 ¢

wobei a die idquatoriale Halbachse, & die numerische Exzentrizitit
der Meridianellipse und die Zahlen in den eckigen Klammern
Logarithmen bedeuten.

Die genaue Formel fiir die Berechnung der kritischen Tiefe ¢
eines Meeresbeckens, dessen Profilbogen dem Winkel # entspricht
und mit dem Azimut § in der mittleren geographischen Breite ¢
gelegen ist, lautet demnach

Y — 2 B
(23) t= 2K%Esm2?

wenn man mit K . den Kriimmungshalbmesser in der geographi-
schen Breite ¢ fiir das Azimut & bezeichnet.

1) Z. B. von H. Hartl in den Mitteilungen des k. u. k. Militéirgeographi-
"schen Instituts XIV, 1894, Wien 1895, S. 112—123.
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Fir ein Meeresbecken z. B., dessen horizontale Erstreckung
vier Bogengrade betrigt, ergibt die Formel (1) — beziehungsweise
(8) oder (19) — eine kritische Tiefe von 3881 m auf der als Kugel
betrachteten Erde. Liegt nun das Meeresbecken am Aquator, so
ist nach Formel (23) die kritische Tiefe fiir ein meridionales Profil
in Wirklichkeit nur 3859 m, dagegen fur ein westostliches Profil
3885 m und fir ein Profil mit dem Azimut -+ 45° 3872m. Liegt
aber dieses Meeresbecken am Pol, so ist die kritische Tiefe fir
jede Profilrichtung in Wirklichkeit 3898 m.

Der Einflul der sphiroidischen Erdgestalt dullert sich hier
also in stirkerem Grade, als man von vornherein erwarten mochte,
und darf daher nicht vernachlissigt werden. Die kritischen
Tiefen von Meeresbecken sind deshalb stets nach Formel (23) zu
berechnen.?)

Das Schwarze Meer hat in 34° O. L. eine Breite von rund
2020',%) der nach Formel (1) eine kritische Tiefe von 13206 m
entsprechen wiirde, wihrend ihr nach Formel (23) in Wirklichkeit
eine solche von 1319'4m entspricht. DaB hier der Unterschied
nur etwas iiber 1 m betriigt, kommt daher, weil dieses Profil ge-
nau meridionale Richtung hat und sich der Meridiankriimmungs-
halbmesser, der in rund 48° 10° geographischer Breite die Linge
des mittleren Erdhalbmessers besitzt, in der mittleren Profilbreite

1) Ebenso ist auch die Formel (12) fiir den Béschungswinkel o von einem
hoheren zu einem tieferen Punkte zu modifizieren in

; 8 be— 1t ) B
(24) tg (a — ?) m+—t) coty — 3

und die Formel (16) fiir den Bschungswinkel o von einem tieferen zu einem
hsheren Punkte in

he — Ry B

(25) tg(—:]:a)—gK +hg+h cotg — 3

Die Differenz kann sich hier blS in die Minuten geltend machen., Auf
der als Kugel betrachteten Erde wiirde z. B. der Abfallswinkel.von einem
Uferpunkte zu einem um 10" Bogenabstand entfernten, 2000 m tieferen Punkt
6° 14" 399" betragen. Liegt die Profilmitte im Aquator, so ist der Abfalls-
winkel in Wirklichkeit bei meridionaler Profilrichtung 6° 16’ 43-1", bei dqua-
torialer Richtung 6° 14’ 154’" und bei einer Richtung des Profils mit dem
Azimut 45° 6° 15" 29'1”; iiberspannt dagegen das Profil den Pol, so betrigt
jener Abfallswinkel unabhiingig von der Profilrichtung 6° 13" 1'8".

%) Die Angabe 2° 10’ bei Krimmel 'beruht auf einem Druckfehler; fiir
diese Erstreckung wire die kritische Tiefe nur 1139 m.
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von 43° 10’ nicht mehr sehr davon unterscheidet. Setzt man
aber fur die Profilausdehnung den genaueren Wert 2° 22’ ein,
dann steigt die wahre kritische Tiefe auf 1357'4m. Die Vernach-
lassigung von nur zwel Bogenminuten in der Profillinge hat hier
also einen Fehler von 38 m in der kritischen Tiefe zur Folge.
Die wirkliche Tiefe des Schwarzen Meeres ungefiibr in der Mitte
dieses Profiles mift 2240 m; sie ist also um 883 m grifer als die
kritische Tiefe.. Das Schwarze Meer ist somit ein durchaus ‘'kon-
kaves Becken, wihrend es von Kriimmel, der die kritische Tiefe
irrtimlich zu 2628 m angegeben hat, als nur an den Rindern
konkav, im ganzen aber als konvex bezeichnet wurde.

Das Celebes-Becken hat iiher seine grifite Tiefe von
5111 m hinweg von der Sangi- nach der Jolo-Insel eine Ausdeh-
nung von rund 4° 40°; die mittlere geographische Breite dieses
Profilbogens -ist 4/,° N, das Azimut der Profilrichtung N 60° W.
Hiefiir ergibt Formel (23) mit Beniitzung von (20) eine kritische
Tiefe von 5279 m,!) nicht aber, wie nach Kriimmels Berechnung,
eine solche von 10560 m. Nichtsdestoweniger ist auch hiernach
das Celebes-Becken noch immer konvex, wenn ihm auch nur 168 m
Tiefe zum Ubergang in eine wirkliche Hohlform fehlen. Wiirde
die Profillinge indessen nur um 4%/, Bogenminuten weniger be-
tragen als 4°40°, so wiirde die kritische Tiefe. genau der wirk-
lichen gleichen, das Becken also den Ubergang von konvexer zu
konkaver (restaltung darstellen. Nun sind die vorstehenden Profil-
daten dem Blatte 66 von Stielers Handatlas im Malstabe von
1:12500 000 entnommen, die Profillinge daher gewil nicht auf
die Minute genau; abgeschen davon diirften die Endpunkte des
Profils hier auch astronomisch nicht auf die Minute genau bestimmt
sein. Ob das Celebes-Becken also wirklich konvex gestaltet ist,
146t sich nicht mit Sicherheit entscheiden; nur so viel kann be-
hauptet werden, dall seine Grestaltung von dem Grenzfalle zwischen
konvex und konkav nicht weit entfernt ist. '

In der StraBe von Dover sind nach Kriimmel in 6:8 See-
meilen Abstand von C. Blanc Nez 62 m Tiefe gelotet worden. Hier

1) Formel (19), wobei die Erde als Kugel betrachtet wird, ergibt 5282 m;
die Differenz ist also auch in diesem Falle nicht bedeutend und betrigt nur

1
83m. Dagegen ergibt die Niherungsformel Putsches t=5—ol‘w2 (Petermanns

Mitteilungen 1811, 8. 78), wobei & die Linge des Profilbogens bedeutet, 5366 m,
also um 87 m zu viel.
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hat Kriimmel die kritische Tiefe richtig zu 12'0m angegeben;
der wirkliche Boschungswinkel vom Strande dorthin ist jedoch nicht
16" 56", sondern 20’ 18”, und der kritische Boschungswinkel nicht

3’ 24", sondern 6’ 48” — die Angaben Kriimmels beziehen sich
auf den mittleren Boschungswinkel und den mittleren kritischen
Bisschungswinkel.

’ Im offenen Atlantischen Ozean hat nach Kriimmel der
Kabeldampfer ,Podbielski“ im Juni 1902 in 39° 112’ N und
66° 127 W 4598 m und 23 Seemeilen norddstlich davon 4672 m
gelotet. An dem ersten Punkte ist nach Formel (12) der wirk-
liche Boschungswinkel 17" 28” ') wihrend der kritische Boschungs-
winkel hier 23" ist. Wire der wirkliche Boschungswinkel diesem
gleich, dann wire der Boden bei dem tieferen Punkte horizontal
— in Wirklichkeit aber ist er dort um 23'—17" 28" ==5"32" ge-
neigt. Um diesen Betrag, der also kaum ein Drittel des wirk-
lichen Boschungswinkels bei dem htheren Punkte ausmacht, miiite
. die Boschung bei beiden Punkten grifer sein, damit der kritische
Boschungswinkel erreicht wire. Die Angaben Kriimmels: wirk-
licher Bischungswinkel 5’ 58", kritischer Boschungswinkel 11 30"
beziehen sich wiederum auf. den mittleren wirklichen und den
mittleren kritischen Boschungswinkel; die mittlere wirkliche Bo-
schung der ganzen Profilstrecke miilite also fast doppelt so grof3
sein, als sie ist, um der mittleren kritischen Bischung gleichzu-
kommen. '

Man sieht, dafl die mittleren Boschungen zu solchen Ver-
gleichen minder geeignet sind als die wirklichen. Wire bei dem
hoheren Punkte die wirkliche Boschung der kritischen gleich, also
23, dann wire die Boschung bei dem tieferen Punkte gleich Null
und die mittlere Boschung der ganzen Strecke wire gleich der
mittleren kritischen Boschung von 11" 30”. An welchem Zwischen-
punkte alsdann die wirkliche Boschung bei ihrem durch die Erd-
kriimmung bedingten Anwachsen von Null bei dem tieferen Punkte
bis auf 23’ bei dem hoheren Punkte den Wert der mittleren kri-
tischen Boschung von 11’ 30" passiert, miifite erst eigens berech-

1) In diesem Falle beeinfluBt die wahre Erdgestalt das Resultat erst in
den Zehntelsekunden. Formel (12) ergibt 17’ 28:39”, wihrend nach (24) der
wirkliche Abfallswinkel 17’ 28:08” ist, wenn die Distanz durch das Log, und
17’ 28-23”, wenn sie astronomisch bestimmt wurde. Diese Unterschoeidung ist
hier selbstverstindlich nur theoretisch von Interesse, weil die Rechnung viel
weiter getrieben ist, als es die Zuverlissigkeit der Angaben gestattet.
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net werden. Wihrend also in dem gegebenen Falle die Béschung
bei dem héheren Punkte nur um rund ein Drittel des dort wirk-
lich vorhandenen Betrages groBer sein miiite, damit die kritische
Boschung eintrite, miilte sich zu demselben Zwecke die mittlere
Boschung fast verdoppeln; das heiflt also: an dem unbekannten
Punkte -der Profilstrecke, wo die wirkliche Boschung 3’ 58" be-
trigt, also den Wert der mittleren Boschung der ganzen Profil-
strecke besitzt, miifite die Béschung fast doppelt so grof3 sein, als
sie ist, damit die Profilstrecke ,kritisch® verliefe, also bei dem
tieferen Punkte horizontal wire. Die Vergleichung der mittleren
Bischungen entbehrt hier also nicht nur der Anschaulichkeit,
sondern verleitet sogar zu unrichtigen Vorstellungen iiber die in
Rede stehenden Neigungsverhiiltnisse.

Es konnte anf den ersten Blick auffallend erscheinen, daf3
die wirkliche mittlere Boschung unserer Profilstrecke, die bei dem
hoheren Punkte den Boschungswinkel 17" 28" und bei dem tieferen
Punkte den Boschungswinkel b 327 aufweist, 5" 58" betrigt, also
nur um 26" grifer ist als die Boschung bei dem letzteren Punkte,
dagegen um nicht weniger als 11’ 30" kleiner als die Bdschung
bei dem hioheren Punkte. Das kommt daher, weil die Profilstrecke
in unserem Falle, wo der kritische Boschungswinkel nicht erreicht
ist, von jedem Endpunkt gegen den andern Endpunkt abfillt,
also bei einem Zwischenpunkte horizontal .ist. ~Die Neigungs-
winkel bei den beiden Endpunkten haben also entgegengesetzten
Sinn und sind deshalb mit entgegengesetzten Vorzeichen zu ver-
sehen; alsdann ergibt sich als arithmetisches Mittel der mittlere
Boschungswinkel von 5° 58", wie dies ebenso auch bei den kriti-

2540 __11'30", der Fall ist.

schen Boschungswinkeln, 5

Bei der Berechnung der kritischen Tiefe t = 2 R sin® % wird

es hiufic vorkommen, daBl die Linge des Profilbogens nicht in
Winkelmaf3, sondern nach ihrem auf.der Erdoberfliiche gemessenen
horizontalen Abstande gegeben ist. Bei kleinen Winkeln ist es
nun innerhalb bestimmter Genauigkeitsgrenzen erlaubt, den Sinus
durch den Bogen zu ersetzen, wodurch unsere Formel iiberginge

2 .
int=2R (—g) Wir wollen nun ermitteln, bis zu welcher

WinkelgroBe oder bis zu welchem horizontalen Abstande dies
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hier zulissig ist, wenn man die kritische Tiefe bis auf !/, m genau
erhalten will.

Zu diesem Zwecke entwickeln wir:

b (8 () -

7
_h_p [l op
4 384 122 880 Tt
. ﬂ— ﬁ \ 2 [94- ‘86
(26) ”"’E”Z—‘(Z)“?ﬁ“L‘gﬂéﬁ_:' .

Da der Bogen griofler ist als sein Sinus, so wird die Nihe-
rungsformel mit dem Bogenquadrat einen groferen Wert ergeben
als die genaue Formel mit dem Sinusquadrat. Soll nun die Diffe-
renz hochstens !/, m betragen, so darf hochstens sein

BY _open b
2R(4)—2Rsm y

() -2 =23

Nun ist nach (26)

(%)2_ sin2§=-,}%4§——— -

wobei die folgenden Glieder, da £ hier immer ein kleiner Winkel
ist, selbst bei achtstelliger Rechnung nicht mehr zur Geltung
kommen, so dafl wir als Grenzbedingung erhalten:

gt _ 05 _\/92
68 2R =V &

Die Auswertung ergibt @ =4°14" 43'076" und fir diesen
"Wert von £ ergibt die genaue Formel eine kritische Tiefe von
43710963 m, die Niherungsformel eine solche von 43715963 m,
also, wie es nach unserem Ansatze sein muf}, genau um 05m
mehr. Fir = 4° 30" ergeben die beiden Formeln 49118886
und 4911'2574 m, differieren also im Resultate um etwas mehr als
06 m, und innerhalb dieser Unsicherheit kann man also die
Niherungsformel bis zu einer Profilbogenweite von rund 4'/,°
oder ungefihr 500 km anwenden.

05

I

@7)

Dieser Niherungsformel kann man aber eine noch bequemere
Fassung geben. Bezeichnet man den dem Zentriwinkel 2 ent-
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sprechenden Bogen der Erdkugeloberfliche mit b, so ist b=FE g
2

und die Nédherungsformel t=2F (—Z—) geht alsdann iiber in

b? 1

9 -
(28) =gt

Selbstverstindlich ist jedoch auch hier das auf S. 601—603
Gesagte zu beachten, so dal also bei Berechnungen der kritischen
Tiefe, die nicht gedachten Meeren auf der idealen, kugelférmigen,
sondern wirklichen Meeren auf der reellen, sphiroidischen Erd-
oberfliiche gelten, auch innerhalb der geringen hier angestrebten
Genauigkeit von mindestens '/, m statt nach (28) zu rechnen

ist nach

b2
(29) b= <

Zu demselben Resultate muBl man natiirlich auch gelangen,
wenn man die Formel nicht trigonometrisch, sondern geometrisch
ableitet. Denkt man sich in Fig. 2 den Radius O; C' zum Durch-
messer O; E verlingert und die Gerade O E gezogen, so ist wegen
der Ahnlichkeit_ der Dreiecke O G O; und £0 O,

t:00;,=00;:2R
§ 007
" 2R
Hier fragt es sich nun, inwielange man die Sehne OO;

. b . .
mit ithrem Bogen 5 (nach unserer Bezeichnungsweise) vertauschen

darf, ohne im Resultate eine bestimmte Fehlergrenze — wir wihlen
wieder !/, m — zu tiberschreiten.
b .
Ersetzen wir OO; durch den Bogen 5 80 geht die Formel

iiber in

1) Driickt man & in Kilometern aus, so wird fir die Besselsche Erd-
1
e B2 =[O 2 : .a. 0.
50-063 5 [0-29276 — 2] 82 in Metern. Indem P. Putsche (a. a. 0.)

den Koeffizienten von 52 auf % abrundet, erhilt er die kritische Tiefe bei

kugel ¢t =

Bogen von 100—500 km um 4—95 m zu groB, wiihrend die richtige Niherungs-

formel auch bei einem Profilbogen von 500 km noch auf !/, m genau ist.
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b\
)
~ 2R ~ SR

also in dieselbe Niherungsformel wie frither. Andererseits ist

00,—2R'sin £

4
wodurch die genaue Formel
‘ vy
2 gin? £
_—0012—4R sin _2Ri2£
Y Y

Wil‘d; was wiederum dieselbe genaue Formel ist wie frither. Es
kann also die Sehne des halben Bogens mit dem halben Bogen
mit genau demselben Effekte vertauscht werden wie der Sinus
des Viertelbogens mit dem Viertelbogen. Dies geht auch aus der
Figur sofort hervor, da (fir R=1) O 0;= 2 sin % ist.

Der Wert von ¢ wird nach der Nétherungsf‘ormel (28) zu
hoch erhalten:

b 8 Richtiger Wert von ¢
bei 500 km 4° 29 49°6104” um 06295 m 49049609 m

, 450 | 4° 2506493” , 04131 , 39731151 ",
, 400 . 3°35 51-6884” , 02579 , 3139:3200
, 360 , 30 8527274" 01612 , 24035881 , °
, 300 , 2041'53-7662" , 00816 , 17659309
, 250 2014 54:8054” , 00393 , 12263583
, 200 . 1047 55:8443” _ 001609 ,  784:87839
, 160 , 1020'56:8832" | 000509 , 44149805
, 100 ., 5357-9221” 000101 , 196'22261
, B0,  26'589610" , 0000062 , 49055842 ,

Die Berechnung ist hier nur deshalb so vielstellig durch-
gefithrt worden, um zu zeigen, in welchem MaQe sich der Wert
der Nuherungsformel mit kleiner werdendem Profilbogen dem
Werte der richtigen ‘Formel nithert. Der ,richtige Wert von &“
entspricht der Formel (19) und gilt natiirlich nur fiir eine kugel-
formige Erde vom mittleren Halbmesser des Besselschen Erd-
sphiroids, B =6 370 283:157 m.
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Es dirfte in vielen Fillen niitzlich sein, zu wissen, welchen
Fehler man begeht, wenn man den Bogen b vom mittleren Erd-
halbmesser B und dem Zentriwinkel # an die Stelle der zuge-
horigen Sehne s setzt. Um dies allgemein zu untersuchen, ent-
wickeln wir wieder:

m—=“—_() 30 ()~ i@@i+~-=

8° g7
? 48 +3840 6451907 "

Nun ist
b=Rﬂ
s—2Rsm——R 8— —|— £? B -+ )
7920 322560 ' T
also
— pe BT
b—s= R( 19.20 322 560 )
oder, da ﬂ——
b R(= be b
= (24R3_1920R5 T 3ez60RT T )
8 5 H7
€10 N P N L —

24 R® 1920 R* 322 560 RS
b3 b2 bt
=ﬂm@—@m+zﬁﬁﬁ—-“)

In Betracht kommt hier nur das erste Glied, die iibrigen
konnen vernachlissigt werden. Denn das Glied mit 4° ergibt

0001 m bei einem Bogen auf der Erdkugel von 316218m

0;01 n o ” ” ” ” 29 ” 501173 n
L ) , 194305,
1 1258 888

”n ” n ” " n » ”

Das Glied mit 57 aber ergibt 0001 m erst bei einem Bogen
von 1550633 m Linge.

Zur Orientierung mdge die folgende Tabelle dienen. Es ist
auf der Erdkugel der Bogen linger als die Sehne um



b
0001 m bei 9912341 m
0005, , 16949865 ,
001 , , 2135549
005 , , 3651746
o1 , , 460090
05 , , 186743
1, 0, 99123
5 , ,169499
10, 213556
50 , ,365179

100 , 460100

1¢
10
30
490

g
5 20°95”
9 882"
11° 3147
19" 42-40”
24’ 49-74”
42" 27-41”
53’ 2954”
31’ 28-23”
55" 14717”
17 4207
8 17-68"
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Bei der Berechnung der letzten drei Angaben muBite jedoch
in (30) auch noch das Glied mit &° beriicksichtigt werden; bei seiner
Vernachlissigung wiirde man den Bogen, der genau um 10 (50,
100) m linger ist als seine Sehne, schon um 1 (5, 10) m zu kurz

erhalten.
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