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Zusammenfassung.

Fir den eindimensionalen Fall des Problems der hydrodynamischen
Spannungserscheinungen in belasteten Tonschichten wird unter der Voraus-
setzung, dafl die Eigenschaften des Tones eine Funktion der Tiefe sind, die
Differentialgleichung abgeleitet. Das Randwertproblem ist ein Sturm-
Liouville’sches. Die Eigenfunktionen werden in Form einer Reihe angesetzt, deren
Summierung fir den Fall von zwei homogenen Tonschichten durchgefiihrt wird.
In diesern Fall ergibt sich, daB bei einseitiger Entwisserung nach oben der
zeitliche Verlauf der Setzung wesentlich nur von den Eigenschaften der oberen
Schichte abhingig ist. Die gewonnenen Resultate gelten auch firr die Wirme-
-leitung und die elektrischen Ausgleichsvorginge im induktionsfreien Kabel.

Wenn man einen Ton belastet, so wird der Belastungsdruck
zuerst zur Génze von dem im Ton enthaltenen Porenwasser auf-
genommen und pflanzt sich als hydrostatischer Druck durch die
ganze Tonschichte fort. Hat das Wasser an der Oberfliche des
Tones die Moglichkeit, aus dem Ton auszuflieBen (z. B. wenn die
Tonschichte in Sand eingebettet ist), so setzt im Tone eine Poren-
wasserstromung ein. Ein Teil des Wassers wird allméhlich aus-
gepreBt, bis schlieBlich der Belastungsdruck von der festen Sub-
stanz des Tones als ,,Korn-zu-Korn‘-Druck aufgenommen wird.
Die Folge des Wasserverlustes ist eine Volumverminderung, die
sich bei Bauwerken, unter denen sich Tonschichten befinden, als
Setzung bemerkbar macht. Es handelt sich dabei um einen sehr
langsamen Vorgang, so dall Bauschiden auch nach Jahren noch
auftreten konnen. -

Der zeitliche Verlauf der Setzung hingt von dem Verlauf
der Wasserauspressung und diese von der Druckinderung, mit
anderen Worten, von dem Verlauf der hydrodynamischen Span-
nungserscheinungen in der Tonschichte ab. Zwischen dem Druck-
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hohengefille und der Porenwassermenge, die durch die Schichte
stromt, besteht Proportionalitit — Gesetz von Darcy — wie von
Terzaghi gezeigt hat.!

Die mathematische Behandlung des Problems fithrt auf die
bekannte Wiarmeleitungsgleichung. Eine ausfiihrliche Dar-
stellung dieser Tonmechanik findet man in dem Lehrbuch von
Terzaghi und Fréhlich,®? wo auch die Voraussetzungen und
notwendigen Vernachlissigungen, die zu der Differentialgleichung
v. Terzaghis fiithren, ausfiihrlich dargestellt sind. Daf die Ver-
einfachungen, auf denen der v. Terzaghi’sche Ansatz fufit, ge-
stattet sind, wurde von L. Flamm nachgewiesen.? Wihrend
bis jetzt das Problem unter der Annahme behandelt wurde,
daB in dem Gesamtbereich der betrachteten Tonschichte der Ton
itberall die gleichen Eigenschaften besitzt, wird im folgenden diese
Voraussetzung nicht gemacht. Die physikalischen Eigenschaften
des Tones werden als mit der Tiefe verdnderlich angenommen.

Die Differentialgleichung der Porenwasserstrémung in einer
unhomeogenen Tonschichte.

Wir beschrinken uns auf die Betrachtung des linearen
Problems. Die Porenwasserstromung erfolge nur in der z-Richtung.
Wir betrachten in der Schichte eine waagrechte diinne Scheibe
mit dem Querschnitt Eins und der Hohe dz. Das Volumen der
Scheibe ist somit ebenfalls dz. Der spezifische Porenwasser-

2
verlust v [_Cgﬂ] ist der Porenwasserverlust pro Volumseinheit

bei einer Druckénderung um Eins. Infolge der kleinen Spannungs-
differenz { ist daher der Porenwasserverlust der Scheibe v{dz.

Die Ortskoordinate z wird im folgenden vertikal nach abwirts
positiv gewihlt. Es bedeutet z=0 immer die obere Begrenzungs-
flache (der oberen Tonschichte, wenn es mehrere sind). Die obere
Begrenzungsfliche der betrachteten Scheibe habe die Koordinate z,
die untere z+-dz. In der kurzen Zeit di flieBe durch den oberen Quer-

1 K.v.Terzaghi, Die Berechnung der Durchlissigkeitsziffer des Tones
aus dem Verlauf der hydrodynamischen Spannungserscheinungen. Sitzungsber.
Aked. Wiss. Wien, Mathem.-naturw. Kl., Abt. I1a, Bd. 132, Heft 3 und 4, S. 125
bis 138. 1923. .

2 K. v, Terzaghi, O. K. Frihlich, Theorie der Setzung von Ton-
schichten, Leipzig und Wien 1936.

3 L. Flamm, Beitrag zur Theorie der Setzung von Tonschichten. Wasser-
kraft und Wasserwirtschaft 33 (1938), Heft 9/10, S. 97.
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schnitt der Scheibe die Porenwassermenge ¢ [em], durch den
unteren Querschnitt die Wassermenge q+dg. Es ist dg=v{dz.

Den hydrostatischen Druck bezeichnen wir mit w [%]
Die hydrostatische Druckverminderung in der Zeit dt ist
aw
L=
und daher
ow
dg= s dtdz.
Nach deéim Gesetz von Darcy ist
k dw
=== 1
=7 % di 1)

kist die Durchlassigkeitsziffer [g_z] und 7 das Raumgewicht

der Porenfliissigkeit [%,] Der Porenwasserverlust in unserer

Scheibe ist also auch

dg="20a; = %%(kaa—f) dtdz.

Diesen Ausdruck setzen wir gleich dem oben gewonnenen:

dw 1 9

_13 ?ﬁ)
vgrdtda= 4 (K22 aras.

Nach Kiirzung der Faktoren d¢t und dz erhalten wir die gesuchte
Differentialgleichung

w_ 3 < 3_“’> 9
e T ez sz' (2)

In dieser Gleichung sind die GréBen v und % von z abhéngig.

Im Falle die beiden konstant sind, konnen wir diese durch den

2
Verfestigungsbeiwert ¢ [cs%] ausdriicken,

k
C=Y—v (3)

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. KI., Abt.IIa, 151. Bd., 4. bis 6. Heft. 8
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und erhalten die Gleichung von Terzaghi

aw 2w
B S )

die ein Spezialfall der Gleichung (2) ist.

Losung des Randwertproblems.

Die Maichtigkeit der betrachteten Tonschichte ist 2. Wir
fihren eine neue Variable

T
r=g72 (5)
ein, so daB fir z=~h, z = % wird. AuBerdem definieren wir eine
Funktion
4h?
p(a) =5 v (a). (6)

Mit Hilfe dieser Beziehungen' geht die Differentialgleichung (2)
iiber in die Gleichung:

ow 3 < aw>.

ow _ 8 [ 3w 7
Pot oz \"dx (@)

Die Bernouilli’sche Lésung dieser Gleichung wird in der iiblichen
Form eines Produktes zweier Funktionen 7 () und X(z) eingefiihrt.

w(z,t) = X_(x). T (t). 8

Durch Einsetzen dieses Ausdruckes in die Differentialgleichung (7)
erhalten wir eine Gleichung, deren eine Seite nur von z, die andere
Seite nur von ¢ abhiingig ist und die wir daher gleich einer Kon-
stanten —) setzen konnen. Wir erhalten also zwei Differential-
gleichungen:

iT
AT =0 ©)
und .
d [ dX
L (RS2 ) 4 rpx =0, (10)

Die Losung der Gleichung (9) ist
T=ae M, (11)



Der hydrodynam. Spannungsverlauf in, zwei homog. Tonschichten. 115

Die Lésung der Gleichung (10) muB8 die Randbedingungen er-
fillen. Im Falle die Entwisserung der Schichte nur nach oben
erfolgt, sind diese:

X(0) =

X (7> _o (12)
dx \2/) "

Durch diese (sowie einige andere hier nicht behandelte Rand-
bedingungen) und durch die Differentialgleichung (10) wird ein

sogenanntes Sturm-Liouvill’sches Eigenwertproblem defi-
niert.! Die Eigenwerte ) sind positiv. Wir setzen daher

A= (13)

Bei 'gegebenen Randbedingungen bilden die Eigenwerte nach der
Gréfle geordnet eine abzidhlbare Reihe

)\17 )\27 )\31 v
und das zugehorige System der Eigenfunktionen
X17 X21 -X:h vee

liefert ein vollstindiges orthogonales Funktionssystem. Es gilt
die Orthogonalititsbeziehung

T

fzp X, Xndz =0 fir == m. (14)
A f

Jede den Randbedingungen des Elgénwertproblems geniigende
stetige Funktion F (z) mit stiickweise stetigen ersten und zweiten
Ableitungen ist in eine absolut und gleichméBig konvergente Reihe

FM=Z%&

nach den Eigenfunktionen entwickelbar.

Man kann daher die Lésung w (z,t) an den vorgegebenen
Anfangszustand F (z) anpassen.

1 R. Courant, D. Hilbert, Methoden der mathematischen Physik.
Berlin 1931, Bd. 1, 8. 250 ff.
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Man erhilt

oo
W (@) = ) Xn(2) am e~ 0" (15)
m=1
Die Konstanten a, sind aus

k.

2
fp FXn.dz
vo (16)

kY

2
f pX'f,,dx
0
zu bestimmen.

Um die Eigenfunktionen zu bestimmen, formen wir die
- Gleichung (10) durch Einfiihrung einer neuen unabhanglgen
Variablen

Ay =

dz
= [—-= 17
um und erhalten die Differentialgleichung
P eu=0. (18)
dg?

In dieser Gleichung ist s eine Funktion von £ Die u sind die von £
abhangigen Eigenfunktionen. Es ist

k(x).p(z) = o (8), (19)
X (z) = u (§). (20)

Die Losung der Gleichung (18) setzen wir in Gestalt einer
Reihe! an:
U= Sg—8+8—Ss+.... (21)

Daraus folgt die Bedingung, daBl
d?sq  dis, " ds,
dgr dg de:

= —AsSoFAes;—AaS,+ ..

sein muB. Diese Bedingung ist erfillt, wenn das erste Glied der
linken Seite gleich Null, das zweite Glied der linken Seite gleich
dem ersten Glied der rechten Seite, das dritte Glied links gleich

1 Forsyth, tehrbuch der Differentialgleichungen, Braunschweig 1912.
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dem zweiten Gliede rechts ist und so fort. Wir erhalten also ein
System von Differentialgleichungen:

d?s

aw — 0
2

tfl;l = A68,
o ". ..

*"%" = )\GSn_l

Es 1aBt sich leicht zeigen, daB nach durchgefiihrter Integration
in diesem Gleichungssystem nur zwei willkiirliche Konstanten A
und B auftreten kénnen; so dafl die Glieder der Reihe (21) folgende
Gestalt haben

So= Aé+B,

S = kffcso(d&)z,

= f [osl ey, (22)

Sn = )\fﬁsn—l(d&)2~

Es ist jedes folgende Glied der Reihe aus dem vorhergehenden zu
berechnen. Diese so gewonnene Darstellung der Eigenfunktionen
- leistet gute Dienste, wenn bei bekanntem s die Integration in
geschlossener Form durchgefiihrt werden kann und die Summierung
der Reihe gelingt.

Zwei homogene Tonschichten.

Wir betrachten den Fall von zwei homogenen Tonschichten,
‘die iibereinanderlagern -und nur nach oben entwéssert werden.
In jeder der beiden Schichten sind k und v konstant. Die beiden
Konstanten haben aber in jeder der beiden Schichten einen anderen
Wert, so daB jede Schichte allein betrachtet zwar homogen
ist, die beiden Schichten gemeinsam als Ganzes betrachtet
aber als eine unhomogene Schichte anzusehen sind. Wenden
wir in diesem Fall die Formeln (22) an, so konnen die Integrale
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berechnet werden, weil ¢ konstant ist und vor das Integral--
zeichen tritt. Es ist nur zu beachten, daB ¢ in jeder Schichte einen
anderen Wert hat.

Wir versehen alle Konstanten, die sich auf die obere Schichte 1
beziehen, mit dem Index ,,1‘, dementsprechend die Konstanten
der Schichte II mit dem Index ,2“. Da die Eigenfunktionen X
und u bereits einen Index, ndmlich den der zugehdrigen Eigen-
werte tragen, versehen wir diese mit dem rémischen Index ,,I¢
und ,,IT*, je nachdem, fiir welche Schichte diese gelten.

Die Méchtigkeit der oberen Schichte ist #,, die der unteren
hy; die Méichtigkeit der beiden Schichten zusammen als unhomo-
gene Schichte betrachtet ist A.

Es ist hy+h, — h. (23)
Wir setzen in Formel (22)
5 = 5, = const.

und erhalten mit Beriicksichtigung von (21)

\/k {s\/xcl (&\/G) (&\/;'al) _ .}Jr

sn i s<\/2x!‘ol>2 CUEN

4!

Die Klammerausdriicke sind die trigonometrischen Reihen und es

1st daher A,
u, = —)\—— sin (& \/)\ 01) + B, cos (& \/)\ 01)

In der gleichen Weise erhalten wir #ir die Schichte II
uing = \/_ sin (&\/)\cz)—}-B cos (&\/)\02)

Nach Formel (17) erhalten wir fiir die obere Schichte

und entsprechend von (6) und (19)
4k2“{k1’01
——

Gle1P1=_
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Mit Hilfe dieser Beziehungen und mit Beriicksichtigung von (3),
(13) und (20) erhalten die Eigenfunktionen im Bereich der Schichte I
folgende Gestalt:

X — Al'T\/Cl (
L 2hky m:\/cl

Analog fiir die untere Schichte:

X=2“\/CZ'<_>B ) ‘
T oy o T oees qt\/c2

Die Randbedingungen (12) lauten im vorliegenden Falle

X1(0) = 0,
d_XII (ﬂ) _
“dz \2) =%
Die erste der beiden Bedingungen ist erfiillt fiir

B, = 0.

Um die zweite Bedingung zu erfiillen, formen wir den Ausdruck
fir X1 um. Wir fithren zwei neue willkiirliche Konstanten -a,
und o, ein nach folgender Beziehung:

Aom o in (L2
2hy ~ ® a\/¢, %2

B,=a, Ve cos ( 2}”__ a.z\‘.
k2 T Cy )

o) B )

(26)

Dadurch erhdlt X, die Gestalt

\/c2 2hy
X —
II [7: \/C2 (

und die zweite Randbedmgung ist erfiillt, wenn

U.z—x)

O = —-.

2
Auch A, ersetzen wir durch eine neue Konstante:
AITE
2hv

al=
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‘Auf Grund der zuletzt gewonnenen Resultate lauten nun die
Eigenfunktionen

R

el 2 )

Sie werden ibersichtlicher, wenn wir nach (5) x durch z ersetzen.

\/ - (\/cl )
X,=a \/02 cos { VE_ (h—z)}-

k2'

(25)

X, =a

Um die Eigenwerte \ =+? zu bestimmen, miissen wir noch die
Vorginge in der Grenzfliche zwischen den beiden Schichten be-
trachten. Der ganze Vorgang ist, abgesehen vom Zeitpunkt =0,
notwendig stetig. Es darf also an der Schichtgrenze weder eine
Unstetigkeit des hydrostatischen Druckes noch eine Unstetigkeit
des Druckhohengefilles auftreten. Oder mit anderen Worten,
der hydrostatische Druck ist in beiden Schichten an der Grenze
gleich, ebenso die zu- und abstromende Porenwassermenge, die
nach Darcy dem Druckhdhengefille proportional ist.

Die Grenzbedingungen lauten demnach
w1 (hy, )= wn (b, ?)

& <3WI> (Bwn)
1%z Joen,~ "2\ "0z i

Betrachten wir nach (8) nur die Eigenfunktionen, so lauten
die Grenzbedingungen:

und

X () = X (hy), (26)
WD)

Wir fassen jetzt, ohne Unklarheiten befiirchten zu miissen, X als
Funktion von z, statt wie bisher von z auf.
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Aus (26) folgt

\/01 sin ( \V/cll ) = a, \/a ‘cos ( \/hcz ) a. (28)

Aus (27) fo]gt

a, cos ( \‘76’_) = a, sin (\V/—h:_> . (29)

Durch Division der ersten Gleichung durch die zweite er-
halten wir eine transzendente Gleichung fiiry:

vy i st

AuBerdem existlert eine nicht triviale Losung der beiden Glei-
chungen fiir a, und a,. Wir-fiihren statt derselben eine neue Kon-
stante a ein, wie in Gleichung (28) bereits angedeutet. Die Eigen-
funktionen lauten dann

X: =#sm(
. v
sm(\/q) 1
X a

= cos z)}.
. CcOS ( ) [\/cz
Ve
Die Losungen der Gleichung (30), die wir in folgender Form

schreiben: A " b o
t Ym Iy Vm A_Z Ry \/£2 31
() () - RV @

kann man auf graphischem Wege bestimmen, indem man in einem
rechtwinkeligen Koordinatensystem die beiden Kurven

ke _he
=E¢z“g(" va;)

kenstruiert. Die Abszissen der Schnittpunkte der beiden Kurven
sind die Lésungen der Gleichung. Nun schneiden sich aber die

und
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ins Unendliche verlaufenden Zweige des Tangens und Kontangens
in-sehr spitzem Winkel, so daB8 die Bestimmung der Schnittpunkte
sehr unsicher wird. Es ist daher von Vorteil, der Gleichung eine
andere Gestalt zu geben. Man erhilt

-xeh Qi)

hy by >
COS |ypy | —— + ——
{ (\/01 \/Cz
Hierin bedeutet

Y
kz

K— (33)

‘)

01

1—|—

Die Gleichung (32) ist zur graphischen Losung besser geeignet, da
sich bei richtiger Wahl des MaBstabes die beiden Kurven in fast
rechten Winkel schneiden und die Koordinaten der Schnittpunkte
gut abgelesen werden konnen, wie wir an einem Zahlenbeispiel
noch sehen werden.

Die vollstindigen Losungen der leferentlalglelchung des
Problems zweier Tonschichten bei durchlissiger oberer und un-
durchlassiger unterer Begrenzungsfliche sind

.
t) = 23—"5"‘ \/cl

m=1 Sln ( i’;@)

5]

(34)

* 9
‘ — =
WII(Z7 )= Z e ! a,,

v
m=1 cos n ba
' \/Cz

wobei die v, aus (31), bzw. aus (32) zu bestimmen sind.

In gleicher Weise werden die Losungen auch fiir andere
Randbedingungen gefunden. Fiir den Fall z. B., daBl sowohl die
obere als auch die untere Begrenzungsfliche der Doppeltonschichte
wasserdurchléssig ist, lauten die Randbedingungen

w, (0,1) = wy (% t) =0. (35) .
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In diesem Fall sind die Losungen der Differentialgleichung

(36)
sin In(h—2) }
WII = e—v,,,t Am \/ 2
Lo Vi h2

wobei die v, jetzt zu bestimmen sind aus
tg Jffl: ctg b Nk \/ Q. (37)
\/c1 \/ Cs ks G

hy h, )] .
V| —= + —=|| = K sin
(\/cl . \/Cz

K hat dieselbe Bedeutung, wie friiher (33).

oder aus

sin

h hy
Vm | —F7— 1__ i —2; . (38)
(\/Cl \/02 ﬂ

Eine einzige homogene Tonschichte.

Die fiir diese giiltigen Formeln erhiilt man aus obigen, wenn
man z. B.
nw=v=0 k=kh=kc=c=c

setzt. Es wird dann die Konstante

K=0
und die Gleichung (32) reduziert sich auf die einfache Gestalt
08 |vp, h +_k2} = 0.
\/¢
Daraus folgt
v=_m¢:_._\/_c m=1,3,b...
” 2 h
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Man sieht leicht, daB

sin [mx 3
, en? ¢ ( 2h
W, = v 4h m
! T L . (mx By
m sin D) T
gilt. Fiihren wir eine neue willkiirliche Konstante
a
af=—-—"——
sin (m ﬁ) (39)
2
ein und setzen zur Abkiirzung
T M (40)

4h?

so erhalten wir die von Terzaghi und Fréhlich fir eine nach
oben entwisserte Tonschichte abgeleitete Formel

Ee_mzmafnsin (m —;—Z) (41)

m=1,3,5..

" Der Fall der rechteckigen Lastfliche.

Am Beginn des betrachteten Stromungsvorganges hat der
hydrostatische Druck w (z,t) eine bestimmte Verteilung F (z).
Es lautet daher die Anfangsbedingung

rd

w (z,0) = F (z). (42)

Nach unendlich langer Zeit ist der Druck von der festen
Substanz des Tones aufgenommen, der hydrostatische Druck ist
also am Ende des Verfestigungsvorganges Null:

w (z, 00) = 0. (43)

Tragt man die beiden Kurven, welche durch die Gleichungen (42)
und (43) dargestellt werden, in ein rechtwinkeliges Koordinaten-
system ein, so begrenzen diese und die Abszissen z=0 und z="F
eine Flache L, fiir welche v. Terzaghi die Bezeichnung Last-
flache eingefiihrt hat.
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]

Wenn die Last zur Zeit t = 0 auf einmal aufgebracht wird und sich-
der Druck gleichméBig durch das Porenwasser der Schichte fort-
pflanzt, so ist die Anfangsdruckverteilung iiberall gleich und der

Druck unabhingig von z. Die Anfangsbedingung lautet in diesem
Fall

F (z) = go= const. (44)
und die Lastfliche ist ein Rechteck:
Ly = gqoh
] i ‘ w
/// N
Y

L} )

In diesem Falle ist die Integration in Formel (16) leicht durchzu-
fuhren. F tritt vor das Integralzeichen, ebenso p, wenn man die
Integrale in 2Telle zerlegt, und zwar mit den Grenzen 0 bis x; und
x, bis —-.

2 hy

=55

ist. die Abszisse der Trennungsfliche der beiden Schichten. Wir
erhalten
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T

Ly 2
p X, d5+p| Xpypdz

—_ 0 T
an = Qo p

Iy 2
f X: dz+ps[ Xido
0 , B

Die Berechnung ergibt

290 \/a Sin (ﬁ‘?’L)
hl Ym

N ,
hy | By Uy ky s o v Py
1+ h—l[‘k: t (?{*E‘) (*‘\/a )]

An zwei Zahlenbeispielen wollen wir sehen, wie sich der

Verlauf der hydrodynamischen Drucke unter verschiedenen Bedin-
gungen gestaltet.

(45)

Ay =

Erstes Zahlenbeispiel:

Unter wasserdurchlissigem Sande lagert eine 3 m méchtige
Schichte des Tones A, dieser wird unterlagert von einer 2m
méchtigen Schichte des Tones B, der sich auf felsiger undurch-
lassiger Unterlage befindet. Ton A sei blaugrauer Tegel, Ton B
steifer, magerer Ton, mit Eigenschaften, wie diese im Erdbau-
laboratorium der Technischen Hochschule in Wien unter Leitung
des Prof. O. K. Frohlich festgestellt und von Dr. Ing. G. Hein-
rich® veroffentlicht wurden. Es ist

kyo=7,5.10- 22 k= 283.10-3-
sec sec
2
v = 1,41.10—53’;%2 vy = 1,17.10- "
2 B 2
o = 5311020 o=2%23.10+0
hy = 300 em h, = 200 cm.

In diesem Falle lautet die transzendente Gleichung (32)
cos (17082 v) = 0,278 cos (8955 ¢) = y.

1 G. Heinrich, Wissenschaftliche Grundlagen der Theorie der Setzung
von Tonschichten. Wasserkraft und Wasserwirtschaft 33 (1938), S. 9.
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aus den Schnittpunkten

Fig. 1. Bestimmung der Eigenwerte y =

8955
der Kurven y = 0,278 cos # und y = cos (1,9 z), Zahlenbeispiel 1.

Wir setzen
8955y = z,
17082y =19 «
und erhalten zwei Gleichungen”
y = 0,278 cos «z,
y=cos (1,9 x),

welche zwei Kurven darstellen, die auf Millimeterpapier so auf-
getragen wurden, daB 50.mm die Einheit fiir ¥ und 100 mm die
Zahl « auf der X-Achse darstellen (Fig. 1). Man liest fiir z folgende
Werte ab, woraus die v,, berechnet wurden. .

@, =023 ©=0,7226 v = 0,807.10—*
zy = 0,755 ¢ = 2,372 vy = 2,649.10—
2y = 1,355 & = 4,194 . vs = 4,683.10—
2, = 1,885 ¢ = 5,022 y; = 6,612.10—

zg =234 m="7,353 vo = 8,209,104
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Nach Formel (34) und (45) wurden fiir den Fall der recht-
eckigen Lastfliche Isochronen berechnet (Fig. 2). Sie verlaufen

Ton 4

» TON B

FELS

oy — ]

2
Fig. 2. Isochronenbild nach Beispiel 1.

S$4nD,
e

TONB

TON 4

FELS |

e w(2,0-q, ——'-l

z

Fig. 3. Isochronenbild nach Beispiel 2.

in der unteren Schichte II nahezu geradlinig, was auf die gréBere
Durchlassigkeit dieser Schichte zuriickzufiihren ist. Es ist namlich

k, ungefahr viermal so grofl wie k;.
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Zweites Zahlenbeispiel:

Zum Vergleich wurde die Rechnung durchgefiihrt fiir den

Fall, daB die obere 3 m michtige Schichte aus Ton B ‘und die
" untere 2 m michtige Schichte aus Ton A bestehe. Aus dem Verlauf
der Isochronen (Fig. 3) ersieht man, daf in diesem Fall der Vorgang

TON A ToNn B

|
]
|
|
| 7

Te2+3+ 4
7+2

2

Fig. 4. Uberlagerung der Sinuslinien entsprechend Beispiel 1.

schneller ablauft. Besonders gleich nach Aufbringung der Last
erfolgt die Wasserauspressung viel schneller. Die Verfestigung der
Tonschichten ist nach 5 Jahren weiter fortgeschritten als im ersten
Beispiel nach 10 Jahren.

Die hoheren Glieder der Summe in Formel (34) konvergieren
mit wachsendem ¢ sehr schnell gegen Null. Das bedeutet, dal die
EinfluB der Anfangsbedingungen nach kurzer Zeit verschwindet.
Obwohl in Wirklichkeit die Lastfliche von der rechteckigen Gestalt

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. Il a, 151. Bd., 4. bis 6. Helt. 9
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mehr oder weniger abweicht, so ist der Fehler durch diese Annahme
gering. Fir ¢t = 0 sind in Fig. 4 und Fig. 5 die ersten 4 Glieder der
Reihe und deren Teilsummen fiir beide Zahlenbeispiele dargestellt.

7

TON B TON 4

| 14248

Te2+3+4

T+2

2

Fig. 5. Uberlagerung der Sinuslinien ent-
sprechend Beispiel 2.

Die Setzung von Tonschichten.

Die Setzung einer Tonschichte ist die Folge des Verlustes
von Porenwasser. Die Volumenverminderung der Tonschichte
ist mit der Volummenge des ausgepreBten Porenwassers identisch.
Es bedeutet bei der linearen Porenwasserstrémung der spezifische
Porenwasserverlust v die Hohe jener Wassersidule, welche durch
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eine Spannungserhéhung ,,Eins* aus einem Bodenprisma beliebigen
Querschnitts und der Linge ,,Eins‘‘ in der Stromungsrichtung aus-
gepreft wird. Aus einem Prisma mit der Lénge dz wird also bei
einer Anderung des ,,Korn-zu-Korn“-Druckes um A p die Wasser-
menge dg = v.Ap.dz ausgepreBt. Zur Zeit ¢ hat an der Stelle z
der hydrostatische Druck von w (z, 0) auf w (z, t) abgenommen und
um denselben Betrag der ,,Korn-zu-Korn‘-Druck zugenommen.
Es ist daher
Ap=w(z, 0)—w(z, ).

Firr den Fall der konstanten Anfangsspannung (rechteckige Last-
flache), den wir wieder betrachten, ist nach (44)

w (z, 0) = go = const.
und daher

=v{gg—w (3, 2)} dz.

Das ist die von der Stelle z stammende Porenwassermenge. Die
Porenwassermenge aus der ganzen Schichte ist

R
q= ’)f{%ﬁ“’ (2, t)}dz')
0
diese ist mit der Setzung s; identisch und daher ist

si=v{goh — (’/Lv (2, t) dz}? (46)

z

Den Teil der Lastfliche L,, der nach der Zeit ¢ verlorengegangen
ist, nennen wir B

1 Terzaghi und Fréhlich 17 (3 a).
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h
Li=gqh— | w(z1t) dz (47)

0

in Anschluf an v. Terzaghi und Frohlich. Diese haben auch
den Begriff des Verfestigungsgrades p. eingefiihrt, welcher durch
die Gleichung

— L, _ L, 1
P Ly Tk 49
definiert ist. Es gilt dann fiir die Setzung die Beziehung
st=pvL, 2 (49)

Fiir zwei- Tonschichten erhalten wir

1 m
l.Ll = 7 241 (Z, t) dz

do'a J,_ o

1 [h '
= —— | wu(zt)az.
e qohzj;,ff(

Aus dieser Formel erhalten wir mit Beriicksichtigung von (34)
und (45) den Verfestigungsgrad p, der oberen Tonschichte:

A [1 —cos (—vﬁhl—ﬂ o
2¢, v Yin Ve
-1z 1 .
Pa hy? 2_"1 1y ﬁ ﬁ n Uk sin2 (_‘ﬁ”h_l
" by | ks &t ks \/Z

Einen &hnlichen Ausdruck erhlt man fiir p,. Die Berechnung von y,
und p, ist aber umsténdlich und bringt bei zwei Tonschichten keinen
Vorteil. Fiir eine einzige Tonschichte haben die Herren v. Ter-
zaghi und Frohlich den Verfestigungsgrad p. fiir verschiedene
Randbedingungen berechnet und in Tabellen fiir verschiedene
Zeiten festgelegt. Mit Hilfe dieser Tabellen wird die Rechnung
wesentlich vereinfacht, was von grofiem Vorteil ist. Durch Ein-

fihrung eines Zeitfaktors ¢ = 70;2 haben die Tabellen eine einfache

und iibersichtliche Gestalt. Anders ist es bel zwei Tonschichten.

! Terzaghi und Frohlich, 17 (6).
2 Ebenda, 18 (1).
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An Stelle der Abhingigkeit von drei Variabeln ¢, 2 und ¢, die noch
dazu durch c.zusammengefaBit werden konnen, tritt eine Abhanglg-
keit von sieben Variabeln ¢, ¢, Ay, Ay, ¥y, 'vz,t welche nicht in
einen einfachen Ausdruck zusammengefaBt werden kénnen. Die
Berechnung von p, und p, miifite in jedem einzelnen Fall neu
erfolgen, woraus dann erst die Setzung s, und ihr Verlauf zu
bestimmen wire. Es empfiehlt sich daher, eine andere Formel® fiir
die Volumabnahme, d. i. die Setzung der Tonschichte, die, wie
gesagt, mit der ausgepreBten Porenwassermenge identisch ist, zu
verwenden. Im Falle der einseitig nach oben entwisserten Ton-
schichte ist die in kurzer Zeit dt durch die Fliche z =0 tretende
Porenwassermenge nach dem Gesetz von Darcy (1)

q= k (a—w> dt.

0z/,_,

Die Setzung zur Zeit ¢ ist daher die in der Zeit von 0 bis ¢ durch die
obere Begrenzungsfliche ausgepreBte Porenwassermenge:

= -’; £ 0(33—92: dt. (50)

1]

An der Stelle z =0 ist in unserem Falle
k=Fk und w=w,.

Wir erhalten aus (34) und (50) mit Beriicksichtigung von (3)
—_ Al (179
s=u\Va ZI (1—e—v3n>m =
m= Y
\/Cl
— m € V;Znt
=uVe Z B ( Y Py ) —uVe Z"“_< Ym hln) '

m Yy Sl \/ m Yy, SIN
(51

Setzen wir ¢ = oo, dann erhalten wir

Sop = 1;1\/51‘2%, 1)

m=1 Vm Sin

1 Terzaghi und Frohlich, L c., 17 (17).
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so daB wir auch schreiben konnen

oo

2
I M ame—\’mt
Sl = So0 ‘— (2 \/01 _? ﬁ'. (52)
m=1 vy, sin (Jnl)

S wird aber auf andere Art leicht gewonnen.

L} sei die Lastfliche in Schichte I zur Zeit ¢ =0,
L' sei die Lastflache in Schichte II zur Zeit ¢ =0,

laut Formel (49) ist dann die Setzung zur Zeit ¢
8§ = I.Ll ,Ul Lg + ’_Lz 'Uz L(IJI.

Im Falle der rechteckigen Lastfliche ist

L(I) == hl 9o,

L(I)I =hyqo
und somit

St= (w1 % hy + o Vg k) g,

Da zur Zeit t = oo die Verfestigung abgeschlossen ist, so ist

Lo=1L,
und demzufolge nach (48)
m=pe=1.
Demnach ist
Soo = (V1 by + 93 1) ¢ (53)

und leicht zu berechnen. Die Darstellung von s., nach Formel (53)
verkiirzt die numerischen Rechnungen nach Formel (52) um ein
Betrachtliches. Die Moglichkeit, s auf zweierlei Art zu berechnen,
gibt uns auch ein Hilfsmittel, die Genauigkeit der Berechnung
von s; abzuschitzen. Sie erspart uns die Berechnung von Gliedern,
die innerhalb der gesteckten Genauigkeit keinen Einflufl mehr haben.
Die Glieder
Ay
\

Vm}il
Va)
miissen zwecks Auswertung der Formel (52) auf alle Fille be-

rechnet werden. Es erfordert dann nur mehr einen geringen Rechen-
aufwand, diese zu addieren und s., nach Formel (51) zu berechnen.

Ym SIIL (
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Die Differenz zwischen den aus (51) und den aus (53) berechneten
Wert ist immer grofler als der Fehler, der in (52) gemacht wird,
wenn in letzterer Formel die Berechnung mit dem gleichen Glied

abgebrochen wird, da der Faktor e—m!=1 ist.

Drittes Zahlenbeispiel:

Im folgenden sehen wir davon ab, zwei bestimmte, in der
Natur vorkommende Tone als Zahlenbeispiel heranzuziehen. Wir

0 4 5 6 7 -]
t
Sem
D
(4 \
8
4 ——

Fig. 6. Zeitsetzungskurven in den Fillen A, B, C, D. Im unteren Schaubild
ist die Zeit im logarithmischen Maf3stab dargestellt.

wihlen vielmehr die Konstanten und Abmessungen in Hinblick
auf eine moglichst einfache Rechnung und gut dibersichtbare
Resultate nach Willkiir aus, ohne jedoch gegen die GréBenordnung
zu verstofen. '



136 Br. F. J. Kunz,

Zwei Schichten gleicher Michtigkeit lagern iibereinander.
Die beiden Tone haben gleiche Porositat und gleiche Verdichtungs-
ziffern. Die Durchlassigkeit des einen Tones sei aber neunmal so
grol als die des anderen. Zum Vergleich wurden 4 Fille durch-
gerechnet.

. Fall A:
Der gut durchldssige Ton fillt den ganzen Raum aus.

Fall B:
Der gut durchlissige Ton bildet die obere Schichte, der
schlecht durchlidssige Ton die untere Schichte.
Fall C:
Die beiden Tone sind vertauscht. Der gut durchlissige ist
unten, der schlecht durchldssige oben.
Fall D:

Der ganze Raum wird von dem schlecht durchldssigen Ton
ausgefiillt.

!

Es wurde angenommen:

h =600 cm hy = hy = 300 cm

2
Verdichtungsziffer a=1.7.10-5 %—
Porenziffer e = 0.70
Spezifischer Porenwasser- 0 — 1.10-5 cm? (,D __a )
verlust ’ {4 ¢

foy = 4.10—° S (schlecht

Durchlissigkeitsziffer sec durchlassig)

_ —g M (gut durch-
ky = 36.10 sec  lassig).

Die Zahlen sind so gewihlt, dafB die transzendente Gleichung (32)
auf eine quadratische Gleichung fithrt, so daB die Ungenauig-
keiten, die durch die graphische Losung auftreten konnen, weg-
fallen. Die Setzung und die Isochronen wurden fiir Zeitpunkte
berechnet, die im Verhiltnis der Potenzen von zwei zueinander-
stehen. Dies vereinfacht die Rechnung sehr.

Die Schaubilder der Werte der Tabelle I auf S. 28 sind in
Fig. 6 dargestellt. Der Fall der Setzung im Falle A unterscheidet
sich wenig von dem Fall B. Die Setzung ist im Fall C gleich \der
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w ] w
4,
y
Ay
il e
i o f'] hod 1
M !
Fig. 7. Isochronenbild im Falle A. Fig. 8. Isochronenbild im Falle B.

G |

Fig. 9. Isochronenbild im Falle C. Fig. 10.

Isochronenbild im Falle D.

Setzung im Falle D. Erst vom Zeitpunkt 8 ab sind merkliche
Unterschiede zu sehen. Doch ist die Abweichung nirgends gréfler
als 59,. Daraus ergeben sich folgende Tatsachen.

Der zeitliche Verlauf der Setzung wird von der oberen
Schichte beherrscht. Dies ist in dem gewéhlten Fall plausibel; bei
Entwisserung nach oben mufl ja das gesamte Porenwasser der
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Tabelle 1.

Zoit- Zeit in Setzung in Zentimetern

punkt | Wochen ™ poiia | FalB | Fanc Fall D
1 2 0-74 0-68 0-26 0-26
2 4 1-05 0-98 0-36 0-36
3 8 1-49 1-41 0-50 0-50
4 16 2-11 2:01 070 0-70
5 32 298 2-73 0-99 0-99
6 64 413 3-48 1-40 1-40
7 128 534 4-26 2-00 1-99
8 256 5-89 5-11 2-89 2-81
9 512 — 5:76 4-11 3-92
10 1024 — 5-98 5-31 511
11 — — — 5-91 587

unteren Schichte durch die obere hindurchflieBen. Falls die obere
Schichte mindest so méchtig ist, wie die darunterliegende, so
kann der zeitliche Verlauf mit ziemlicher Annidherung berechnet
werden, wenn man annimmt, dafl die Durchlassigkeitsziffer in
beiden Schichten gleich gro8 ist und in der oberen Schichte fest-
gestellt wurde. Der Betrag der Gesamtsetzung ist natiirlich nur
vom spezifischen Porenwasserverlust abhingig, wie aus (55) er-
sichtlich ist.

In der Fig. 7—10 sind fiir die Zeitpunkte 5—10 die Isochronen
dargestellt. Man sieht auch hier, daB der Fall B durch A und der
Fall C durch den Fall D approximiert wird. Auch die bessere Uber-
einstimmung von C und D, wie aus der Zeitsetzungskurve (Fig. 6)
zu erwarten war, ist in dem Verlauf der Isochronen zu erkennen.

Analogien zwischen der Theorie der Wirmeleitung, der Hydraulik
der Tone und der Stromaufnahme des induktionsfreien Kabels.

Die Differentialgleichung der linearen Porenwasserstrémung
stimmt formal mit der Wiarmeleitungsgleichung iiberein und auch
mit der Telegraphengleichung fiir den Fall, daB keine Selbstinduk-
tion und keine Ableitungsverluste vorhanden sind. Unser zuletzt
gewonnenes Resultat bedeutet daher fiir die Warmeleitung fol-
gendes: ein heiller, sich selbst iiberlassener Korper (dem also xeine
Wiérme mehr zugefithrt wird) bestehe aus zwer Materialschichten,
die verschiedene Wirmeleitfahigkeit bei anndhernd gleicher spezi-
fischer Wiarme besitzen. Wenn die Wirme nur auf einer Seite
abflieen kann, so erfolgt die Abkiithlung dann schneller, wenn die
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Schichte mit der groBeren Wiarmeleitfahigkeit der Abkiihlung aus-
gesetzt wird.

Wihrend das thermodynamische Gleichnis im Lehrbuch von
Terzaghi und Frohlich ausfiihrlich behandelt ist, wird dort
auf den Vergleich mit der Fortpflanzung des elektrischen Stromes
in einem Kabel nicht niaher eingegangen. Wir wollen daher hier
diesen Fall niaher behandeln:

-9
]
|
|

x x+dx

Betrachtet man einen Leiter, an dessen einem Ende sich
Spannung und Strom #ndern, so gilt die  Telegraphengleichung?

o2 F 2F
PPy

+(CR +GL) Ba—f + RGF. (54)
In dieser Gleichung bedeutet das Symbol F entweder die
Spannung U oder den Strom J an der Stelle # (Entfernung vom
Kabelanfang), €, R, G und L bedeuten die Kapazitdt, den
Ohm’schen Widerstand, die Ableitung und Induktion pro Léngen-
einheit. Fiir den Sonderfall, daB L =G = 0 ist, nimmt die
Gleichung (54) die Form an:?
02F oF

Diése entspricht der Gleichung (4) des Porenwasserproblems.
Ist sowohl C als auch R nicht als konstant, sondern als

Funktion von z-anzusehen, dann erhalten wir fiir Spannung und
Strom je eine unserer Gleichung (2) analoge Gleichung, némlich

1 R. Tomaschek, Grimsehls Lehrbuch der Physik, Leipzig und Berlin
1940, Bd. II, S. 503. ’

2 J. R. Carson, F. Ollendorff, Elektrische Ausgleichsvorginge und
Operatorenrechnung. Berlin 1929.
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oU 9 /1 U
=g (56)
und
oJ 9 /1 8J
Ry = 37(?37>- (57)

Wir konnen also die bei Betrachtung der Tonschichten gewonnenen
Resultate auf den Fall des induktionsfreien Kabels iibertragen.
Sind z. B. zwei Kabel mit verschiedenem Widerstandsbelag, aber
gleichem Kapazititshelag und gleicher Liénge hintereinander-
geschaltet, so entspricht dies unserem letzten Zahlenbeispiel,
wenn wir an Stelle der hydrodynamischen Spannungsdnderungen w
die elektrischen Spannungsinderungen U nach Gleichung (56)
betrachten. Wird an dieses Kabelsystem an ein Ende eine Span-
nung angelegt, so dauert es eine gewisse Zeit, bis sich die Hochst-
spannung iiber die ganze Kabelldnge verbreitet hat, ebenso vergeht
Zeit, bis die Spannung verschwunden ist, wenn die Spannungs-
quelle wieder abgeschaltet wird. Unser Resultat besagt nun, daf
es nicht gleich ist, von welcher Seite der Stromstof erfolgt. Arbeitet
die Spannung an dem Kabelende mit dem geringen Widerstand,
dann stellt sich der Spannungs-, bzw. spannungslose Zustand
schneller ein, als wenn der StromstoB von der anderen Seite kommt.
Die Verformung oder Verflachung ist nicht von beiden Seiten
gleich. Unter Umstdnden kann man auf einem solchen Kabel in
der einen Richtung schneller telegraphieren als in der anderen
Richtung. -

Diese Abhandlung ist ein Auszug aus einer nicht verdffent-
lichten, von der philosophischen Fakultdt der Universitit Wien
genehmigten Dissertation. Herrn Prof. L. Flamm, Leiter des
Universitatsinstitutes fiir Theoretische Physik, spreche ich fiir das
Thema, fiir die wertvollen und richtunggebenden Anweisungen
und die mir geopferte Zeit meinen besten Dank aus. Herrn Prof.
O. K. Frohlich, Technische Hochschule Wien, bin ich fiir An-
regungen ebenfalls zu Dank verpflichtet.
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