
III. Allgemeine Auflösung tler Gleiclmngen 1lrltten Grades 
mit Vermeirlnng 

in1aginärer Forn1en int irrcducibeln Fall. 

F. 11 e c h e. 

Zu den bemerkenswerthen Eigenseharten einer cuhischen Gleichung bei ihrer man­
nigfachen Transformation gehört auch die Unveränderlichkeit desjenigen Werthes, der 
in der CARD.n'schen li'ormel gerade da die imaginäre li'orm annimmt. wo die Gleichung 
sämmtlich reelle Wurzeln hesit:r.t. Ist nämlich C0y 1 + C, y' + C,y + C., = 0 die Glei­
chung und man selzt 

3C0 C,-Ci 2C]-9C"C,C,+27C,;c„ Q d -~---~ 
--~-- =P, -· ?7C·-----·= Ull VQ'+.~-P'=K; 

3C,~ - .Ju 

so ist diese erwähnte Eigenschaft von K fiir sich einleuchtend, wenn y um eine Griisse 
vergriissert otler verringert wird, weil alsdann die Werthe von P und Q dieselben 
bleiben; nnd dasselbe gilt auch von der verhältnissmässigen cnliischen Aenderung ''On 
K, K• = "'K bei der einfachen Aenderung ''on .V· y' = "Y· 

Es gibt jedoch noch l'inen anderen •'all, in welchem sich K und P wgleich im glei­
chen Verhältniss ämforn, nnd die Betrachtung desselben scheint mir in der Lehre der 
Gleichungen genug wichtig z11 Sf'Jn, um durch denselben einen Fortschritt in der Lii­
sung sowohl numerischer als algebraischer Gleichungen zu gewinnen. 

Zn einer Hilfsgleichnng mit dH erwähnlen Eigcmschaft von P uncl K gelangt man 
durch die Einrührung zwcic~r Uilfsbiigen :; nncl :; 1 und durch die Annahme einer Hilfs­
g1·iisse q von solcher ßeschanenheit, class wenn y = I[ + z geset:r.t wird, 'fr = 'f wircl ; 
eine Methode, der ich mich schon 1.11 einem bestimmten Zwecke hei Gelegenheit rl1~r 

Durchführung algebraischer Gleichungen 4ten Gracles in einer im 4ten Bande, 3 Abth. 
eingereihten Abhandlung bediente und daselbst durchführte. Da jedoch diesf' Eigen­
schaft in der angeführten Durchführung nicht erwähnt wnrcle; so fincle ich mich ''eran­
lasst. die Deduction :r.11 wieclerholen. 

1''ttt11r\\is.srnsclrnfllic11e Ablrnndl11nge11. IV. 3. Abth. 17 
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Bringt man die Gleichung C0 y" + C,y' + C,y + C, = 0 auf die J4'orm 

C11 yi + C,y-t = 2vc.c, cos ~ ~ 

(, ! t C -- i - 2VC C · c;, ,,y . ,y - 1 ,, cos 2 

b . v• C., ~; C, " ; d' GI . 1 wo e1 weg·eo y = c. e = c; e ' le e1c mngen 

. C, . C, d 
<;I + Pc-'· = <p,I + "c··- un 

II 1 

-- -- 'f1 
VC11 C, coS~'f + VC1 C,cos2 = 0 

resultiren, so kann immerhin in y = q + z, q so gewählt werden, dass für 

Cu= 21" 
3C11 q + C, = 21, 

3C0 q' + 2C,q + C, = 21., 
C0 q' + C, q'' + Ci q + C, = 2l_, 

21 (21 )' l ~. die Bedingung ..!- = ~ · erfüllt sey, wodurch ; :\ •• ~ = :\ 2( und somit c;, = 'i wird, 
..,0 U1 °"11 l 

und 

zugleich die zweite Bedingungsgleichung für 'f in V2!11 21.1 cus ! 'i + V2l, W, cos ! = 0 

übergeht. Die Gleichung 21, 21/ = 2l11 2lj führt zu der cubiscben Hilfsgleichung: 

(2CuCJ- 9C~C,C, + 2iC~C,)q 1 + (C)-3C11c:c,- 9C~Ci + 27C~C,C,) q' 
+ (9C.c;c, -6C11C,Cj + C/C,)q + CjC,- CuC~ = 0, 

oder wenn die Coefficienten mit 1'„ '.ll„ '.l),, '.l), bezeichnet werden zu1· Gleichung 

7)_,q' + 7'1q' + '.l),q + 'll, = o. 
Diese Gleichung ist es von der in der l<'olge die angeführte Eigenschaft erwiesen 

werden soll. zuvor will ich noch die Werthe der Wur1.eln. so wie einige Eigenthüm· 
lichkeiten der Coefficienten 'll betrachten. 

Die Gleichung V2!0 2l.1 cus l cp + 1./~ 1-2!, cos ~- = 0 

d. i. cosf (4cos'~ -3)V2l"~ .• + V2l,~2 cos~ = 0 

1. r ,„ 'P ~ 'W h 1e1e1·t 1ur cos 2, -11re1 ert e : 

'P 
cos2 = 0 

cosf =V--V2l,~+3V!l,,21,-
4 v210 21, 
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. u, (21')8 d. i. vermüge der Gleichung 21~ = ![, 

'/' 
cos2 = 0 

cos~ = ;va21„::~21; 

cos t -= - ~ va21.21, - 211 
21„ 21, 

a W 
wovon jedP.r Werth von 'f' in z= V (,e~; gesetzt zu einer Wurzel der Gleichung 

C„y1 + C, J' + C,y +Ca= 0 führt, denn es ist 

21, w. 21, v" ~ i 1., +21-z'+wz +21: z- Die~ 
0 tl II '"11 

= z' + (~ + v" ~-" e~i) z + ~ + ~1 VJ ~. e'i + v' (~)2e2,; 
21„ 2111 J 21„ 2111 21" 21„ 

wobei der Rest 

= V~ [2v21„21.1 cos ~ 'f + 2 v21,21, cos f J w„ 
für die ang~gebenen Werthe •on 'f wirklich zu 0 wircl. Die rückbleibcnden Wurzeln 
nach dieser Division sind somit: 

__ • ~I - 1 v" 21, ! i + 1 r21i- 42111 21, 2 21, v" 21, 9 j --3 v'·-=-(~')2 2• · z., - 221 ' 21 e ' ., - -. Irr e - --" e 11 

II II 21,, ~II "'II 21 
II 

• :1 :i 2'.J -±: i arr. ros 1 (~fu'!(,, - ~I~) 
Durch 1he 14 orm vfil- e '\ "" 11, 

II 

21 ' 21 i V-4°' •• 01·1 :i •• 01 .1 21 2 - - , '+ ·v-· + - "'11"'•-"'• 2V"'' „, +av( ') - '21. 7 21,-2 21~ -- ~:·2f; i,; 

und durch den obigen Werth von 'fr =" nehmen alsdann die Wurzeln dns compen· 
diüsere Aussehen an nnd sind 

.J 21, . 
y, = q +V 21~ e"' 

3 21 (!l„)1,-ll;) _ + v~ i ill"C COS ~ -.11 -.,1-y, - q w. e '"" 

:i ßl (''° )1, - )I') Ya = q+vw.e-iarccos\ ~-'-. 

17 $ 
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Was die Relationen der Coefficienten '.ll betrilft; so sind immer zwei derselben 
dm·ch die anderen und die e1·sten drei Coefficienten der Hauptgleichung C11 , C,, C, be­
stimmt, denn sie erfüllen folgende Gleichungen : 

oder auch 

3C~'.ll, = 2C0 C,1J1 -'- c:'.ll., 
!lq'.n, = C~C,'.ll,+C;C.,1J,--C11C,C,'.ll, 

21c:1J. = c"c2c;+ac"c,)1J, - c,cc;+ac"c,)'.Il, 
!JC11 C,'.Il, = (3C11 C, + Cl)'.Il, - C, C,'.ll,. 

Andere Eig·enthümlichkeiten stellen sich heraus bei der Einführung folgender 

Hilfsgrösseu 
"= Ci-3C11 C, 
ß = 3C, c., - Ci 
1 = 9C"C.,-c,c, 

welche G1·össe11 ich, des grüsseren Eintlusses wegen. die Bestimmungsstücke der Glei­
chung nennen will. Es lassen sich die Coelficienlen '.ll durch dieselben und durch C,. 
C,, C.1 folA'ends bestimmen 

'.D, = 2C„ C,„ + 3C,;i 
'.D, = Cfcr. + 9C,\ß 
'.Il, = C,c,„ +- 3C11 C,ß 

3'.Il, = Ci:x + Clß 
und sie selbst sind noch durch die Gleichung· 

C,y = 3Cnß-C,„ 
untereinander ,-erknüpft. Eine fernere Gleichung ist 

C,'.Il, = c„„'+C,,t"io.+!lc;:ß = c.„'+Co'.Il, 
woraus sich eine später vorkomnwnde Griisse 

'.D, c, :.' 
f-n., = 3c„ - 3'.!'l" 

und daher die Bemerkung ergibt: der Werlh de1· Verminderung der Unbekannten, für 
den der Coetlicient bei y' der Hnu11tgleiclmng Hrschwindet, muss um das Quadrat des 
ersten Bestimmungsstückes getheilt durch den dreifachen ersten Coefficienten verringert 
werden, um dasselbe dann bei der Hilfsgleichuni:· zu leisten. 

Von mindern Belang und fiir specielle Fällr. in Anwendung treten dann die weitern 
Gleichungen ein: 

'.l\+21l,+3'.ll, = (C,+C,)'o.+(3C11 +<\)'13 
C,'tl,-C,'.ll, = 3Cuo.ß. 

A her auch die Coefficienteu der transfol'mirten Haurtgleichung 

r C, ,a 11 ( + C, '1 Q o 
\.Y + 3-C- ' + \.Y 3-C + = Jo' 11 1 

nämlich 
p = 3CoC,-Ci 1 fl - 20:-9CoC,C,+27CJC, 

a c~ un< '>l - 21 c.~ 

so wie auch K' = Qi + ''"p:i lassen sich bequem durch di" Bestimmenden ausdrücken. 
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_„ 
Es ist p = 3C~ ' 

4P' 1 
K' = '27 + Q' = 27,c~ [4Ci<>2 +16C11 C,„r + 9C;y·'-4""J 

1 
= 27, C~ [4(Ci- 3C.C,)"'-h'+ 12C11 <>(C1r+ C,„) +9C,~lJ 

1 1 
= 272 c,[3.12C~"ß+9C~y'] = g•c• [4<>ß+r'J. 

U II 

Die Bestimmenden der Hilfsgleichung lassen sich einfach durch die der Hauptgleichung 
finden, sie sind analog 

"1 = ll~ -3'.Da'.D' 
ß, = 3'.D,'.D.-'.D; 
y, = 9'.D.7), - '.l>,'.D,. 

Vermöge der Eigenschaft der Coefficienten '.D„ '.D„ 7), die Gleichung 

'.D' - 3:0 7). - f~"Xi' - c,:0.\2 
' " ' - \ C" ) 

zu erfüllen , ist 

und vermöge 
wird 

Auch ist 

c:o-c:o 2 

- ( " ' ' •) - (- C' + 9C2a 3 C C )' " 1 - C
11 

- 111 ,„,- o ,y 

(-" cCi-3C0 C,> + 3C" c3C11 ß - C,y) - 3C„C,<>)' 
3Coß-C,y = C311, Ci-3CnC,=1X 

"• = (- <>')'. 
ß, = 37','.Do-:Dl = 9C~C:"ß + Cl„ß- GC11 CJC,„ß 

= <>ß [Ci(Ci-3CnC,)- 3CnC2CCi-3CnC,)] 
= o."ß 

und ferner '.D, y, = 3:0., ß, - '.D, "• 
nach den gefundenen W erthen 

und da 

= "' [3'.D.1ß - „7),] 

= o.'[3C11 C,„ß+9C~ßy-C,C,„'] 
= <>3 (9C~ßr+c:"r) = <>'r(9C~ß+Ci«) 

9C~ß + Cio. = ID, ist, 
r, = a.'r· 

Es stehen daher die Bestimmenden der Hilfsgleichung im gleichen Verhältniss, wie 
die der Hauptgleichung und werden erhalten indem man die der Hauptgleichung mit 
dem Cubus der ersten Bestimmenden multiplicirt. Die Werthe \'On P,, K, für die 
Hilfsgleichung sind _„k 

P,=-3'.Di-, K, 

und ändern sich wegen 

P P , (c")2 
1 = . C1 i'3 • 

im selben Verhiiltniss. 
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Der Coefficient :D, lässt sich bequem durch Q ausdrücken und dadurch das Verhält­
niss der Aenderung von P, Q und K darstellen. Es ist 

:D, = 27C:Q, a.' = -27C~P' 
und somit das Verhältniss der Aenderung 

(
C )2 P' 

a.J ~. = p = - 27Q2 ' 

<\nders ist die Aenderung von Q, denn dasselbe übergeht in 
4 4 

Ql = K~-27 Pl = K'p'- 27P'p' 

4 
= p'[Q'+27(1-pJP3] 

4 4 P' 
= p2 [Q' + 27 p1 + 27'- Q'] 

2 pi 2 

= p' [Q + 27 Q] = p2 [1-2p]'Q'; 

•rn<l ändert sich dahe1· nicht bloss im Verhältniss von p, sondern zugleich im Verhällniss 
1on (l-2p). . 

c 
Nimmt man ac' = /L. ferner P und Q als Bestimmungsstücke an; so lassen sich 

II 

die Bestimmenden als auch die Coefficienten der Hilfsgleichung einfach durch dieselben 
darstellen. Es ist nämlich 

C, Ci „ , - = -. - -. = /L2 
- ·- „ und 3C" 9C,i 9C,i 9C,i 

c, .c, 
fü-i' = ß - 3C. d. i. 

n -o 

l'i' ·= ß - ""., + 9"-C,~ = i3 - ""., + c;P'. 

.\us den drei Gleichungen: 

""·'-r+n = c:P• 
2/L"+r = 9C;Q 

· a. = - 3C~P folgt 
a = -3C:P 
ß = c:c-P't3P„'+9,..Q) 
i' = 3C; (2Pf' + 3Q) und ferner aus 

C,Xl;-C,:ll, = 3C11 a.ß und 

21c.::n, = Cu(2CJ+3Cu C,):ll,- C, (Cl+ 3CuCJ :n,, 

( 
p\ p 

l':;o, = I'' + 3) Xl, + ~Q (P'-3P/L'-9f'Q) 

( P') ( p\ p = 3 /L - 9Q \p' + 3) + 9Q (P2-3P/L'-9/LQ) 
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i:l;. ( P\ 
ii\"" = a„ „-~Q-: 
JLl;1 I 

[), r ( p, [), , p) 
'.ll, = .,. a ,.• + 3) ~ - f' ( 21'' + 3 

= (~„, + ~) (f' -:~)- f' ( 2„· + ~) 
P'J.L' pa 

= "''-w- 21,x 
und die Hilfsgleichung übergeht dadurch in 

P2 P' P'f'' P" 
tf + a ("'-9 Q) q' + a"' („- ~Q) q + "'"- w-27Q = o 

P' P' 
d. i. in Cq + J.LJ'- 3Q Cq+f'r- 27Q = o 

eine Gleichung, aus der sich auch sehr leicht die frühern Bemerkungen über P, Q 
und K deduciren lassen. Wird also die ursprüngliche Gleichung aur 

( 
C1 \a ( C, ) 

Y+3c"J +P }+3c: +Q = 0 

transformirt. so muss 

die Hilfsglefohung seJn. 

Diese gemachten Betrachtungen könnte man benützen, die Wurzeln der cubischen 
Gleichung in J!'orm eines Kettenbruchs dar1.ustellen und dadurch mancherlei Vortheile 
gewinnen, wenn derselbe nicht di\•ergirte oder wenigstens nicht convergirle, wesshalh 
ich diese Untersuchung als vergeblich übergehe. 

Wenn gleich auf diesem Weg keine Ausbeute zu erringen ist; so lässt sich doch 
ein anderer einschlagen, der 1ur geschloesnen reellen J!'orm selbst im casu irreducibili 
führt. Sey also die nrspriingliche Gleichung: 

C, 
C11 y' + CiJ' + C,y + C1 = o durch y = - M~. + z 

auf die J!'orm z' + Pz + Q = 0 gebracht, und die auf gleiche Weise reducirte Hilfs­
gleichung der ursprünglichen, ist mithin ebenfalls 

(-~r 
31 + l'p,;, + Qp (1-2p) = O; p = --v--· 

gesetzt, oder für ,;, = Vp. ;, 

Wird z = n8in'f 

'i + P,1 + 9P (tV-2~2 = O. 
p p 

S. d h s· . s· Sin3, ;, = n' m~ gesetzt, wo urc wegen m'~ = '} ID'f-4 · 
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die Gleichung für z die Form 
n• 

z1 - i n' z + -r Sio 3\P = 0 

und die für t, die }4'orm 
n'• 

sl - ~ n'2 t + T Sin 3~ 0 

annehmen; so zeigt der weitere Vergleich wegen 

n =V- 4P n' =V - 4P 
3 ' 3 ' 

Sin 3 \P = ( Q P y , 
2 -3 

. Q (1-2p) 
Sm3~ = ( P)~ , 

2 -3 Vp 

nicht hloss die Gleichheit der Radien n, sondern auch ein bestimmbares Verhältniss 

von Sin ~ zu Sin \P; gegeben durch das Verhältniss von Sin 3~ zu Sin 3cp. Wegen 
1 

1 . Sin3~ t-2p t- 2Sin•3~ -cos6cp 
P = 4Sin2 3\P ist Sin3'1' = vp = 1 - = Sin3'1' 

2 Sin 3~ 

d. h. Sin 3~ = cos ("-6'1') = Sin (6cp-i) oder 

Ebenso kann man ferner zwei \\iinkel "', T annehmen, von der Beschaffenheit, dass: 

"= 2{>-i-

" T=2»-(f• 

die iiberdiess durch die Gleichungen zweier weiterer Operationen erhalten werden ; 

aber auch ohnedem annehmbar sind. So gibt die Gleichung : 

yJ + pr + Q (1-2p) 0 f'" „ s· ,,, 
~' ,, Vp -= ur „=n ml' 

die transfom1irte Hilfsgleichung 

"+ p + Q (1-2p) (1-2p,) - 0 
02 P102 Vp -

und bei der weitern Transformation 0., = V p, (;, = V p1 n Sin c.i die Gleichung 

~a Q (1-2p) (1-2p1) 
h + Ps, + -- -·----__ ----- = o 

Vpp, 
und darin ist 

p' 
(1-2p)'. 

Durch erstere Gleichung resultiren für die Sinusse der dreifachen Bögen die 

\\'erthe 
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S. a 1 s· a 1- 2p d 1 m 'f = 2v P , m ~ = -2P- aus er etzten 

. - 1 - l-2p 
Sm 3 ~ - 2V p, - -~ , 

Sin 3co = t-2.f!= (t-2p)'- 2p' = 2Sin'3'f-1 = -cos6~; 
2p, 2p' 

daher ist „ = 2;j> -i· 
lt'erner ergibt 

~: + p,
2 
+ Q (1-2p)(1-2p,) = 0 

Vpp, 
die trensformirte Hilfsgleichung 

• p ~Q_(_1-_2~p)_(_1_-_2~p,_)_(1_2~p~,)~P• 
~] + p,~3 + 

Vpp, 
und bei der weitern 'fransformalion 

die Wertbe von 
a.i = '• V p, = n V p, Sin T 

=O 

p: . 1-2p, 1 
Pi = (1-2p,)'' Sm 3ro - 2--P,- - 2Vl'2' 

. 1-2p, 
Sm3T = - 2-- = - cos6» 

p, 

Aus den drei Gleichungen : 

" T = 2 OJ - 6 folgt; 

" " T = (·j>-2=8'f-76 

SinT = Sin(9'f+i.11-'1')' 
= Sin (9'f + i 11) cos'f - cos (9'f + ~") Sin 'f 

Sin"' = Sin(3'f-i)cos'f+cos(3'f-i)sin<p 

Sin ~ = Sin ( 3 'f - tf) cos 'f - cos ( 3 'f - ij'.-) Sin 'f 

oder wenn 
_Sin(9'f+~„) = a, -cos(9'f+i11)= b 

Sin ( 3 'f - f) = a' , cos ( 3 'f - i) = h' 

Sin ( 3 'f - i) = a'', - cos ( 3 'f - i) = b" 

gesetzt werden 
N•tnrwlssenschaftlich• .!.bhondlungen. IV. 3. -'bl11. 18 
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Sin r = a cos 'I' + b Sin :r 
Sin:o = a'cos:r +b'Sin'I' 
Sin :j> = a" cos 'I' + b" Sin 'f' d. i. 

a' Sinr-aSin"' = (a'b - ab') Sin'I' = ASin 'i 
a"Sinc.i-a'Sin~ = (a11 b1 -a'b")Sin9 = BSin9 
aSin~ - a"Sinr = (ab"-a"b) Sin'I' = CSinr;. 

Die Werthe der bezeichneten Grössen sind: 

a = (p-1) V4"P'=J - V3 (3p-1) 
4p Vp 

b = V3(p-1)ViP=f +(3p-1) 
4p Vp 

, V4o-1 
a = - ----'---

2Vp 
. 1 

h' = 2Vp 

a" = V3-V4P="i 
4Vp 

b'' = _ (1+V3c4p-1>) 
4Vp 

A = (1-2p)V~1-V3 [(1-2p)'-2p'] 
4p' 

B = V3(J-2p)-V4p=1 
4p 

C = V4p-1 _ 
2p 

Um die Verhältnisse der Sinusse aus den obigen Gleichungen bestimmen zu kön· 
nen, braucht man nur die darin fehlenden Gli~der zu ersetzen, indem man sie mit I' 

multiplicirt vorstellt, welches man nach der Berechnung dann verschwinden lässt. 
a1 Sinr-aSinca+,...Sin:j> = ASinl'. 

,..Si11r+a11 Sin:o-a1 Sin~ = BSinl' 
-a11 Sinr+itSi11„+aSin~ = CSinl' 

ergibt für den gemeinsamen Nenner der unbekannten 

N = l'(a'+a" + a"') + I'·'; 
der Zähler von Sin r ist 

Nun ist 

Z, = Siny(Aaa"+Aa',..+Bl''+Ba'+Caa'- C"I'] 

= Sin9' [a(Aa"+ Ba+ Ca')+ ,..(Aa'- Ca")+ Bit']. 

Aa" +Ba+ Ca' = (a'b-ab') a" + (a"b' -a'b") a + (ab"-a"b)a' = 0 
und mithin 

Sinr Aa'-Ca"+Bit 
Sin 'f = a' + an+ a"' + I'' 
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und wenn p = 0 gesetzt wird : 
. (Aa1 -Ca11)Sin'I' 

SIOT = ai + a" + a'" 

. (Ba11 -Aa)Sin\I' 
Sm"'= a'+a"+a"' 

. (Ca-ßa')Sin'I' 
Smo/ = a'+a"+a"' 

[ 
(ab+ a1b1 + a"h")a"J . = b11 

-
3

, + a" + 3112 Sm 'f = k Sin 'f· 

Zugleich ist 
v:r-p 1 --

Ca- Ba' = - ------=-- [V4p-1 -V3 (1-2p-2p')] 
8p'Vp 

12p3 + 8p' - 6p + 1 - V3 (2p- 1)' V4•-1 a' + a" + a"" = --'--'---'----'----'---~-'----~''--
8p'' 

1 ~ 
ab+ a1b1 + a11 b11 = 16 p, {V3 (4p' - top'+ 6p-1)- (6p'-4p+ 1) V4p-1 J 

und daher 
k = Vp(4p-1)[V4;=f-V3(1-2p-2p')) 

V3(4p-1)(2p-1)'-(12p9 +8p'-6p+1) 

worin mit dem Zeichen von rp, also mit dem Zeichen VQn Q, Vp sein Zeichen ändert. 

Mit Hilfe des so bestimmten Werthes k lassen sich die Wurzeln des irreducibeln 
Falles sehr bequem in reellen Grössen darstellen. 

Die Werthe von y u_nd q sind mit einander durch den Ausdruck 

V
3 lll, •i 

y=q+ ~e 

als den einfachsten verknüpft, d. i. vermöge der Bedeutung von W., ~" ~„ ~. und 
der Gleichung 

-c, 

V' 2!! - ~ durch y - -(C,q+CJ - -flqsc;; 
21„ - 21, - 3C„q + C, - q +" 

c p 
oder da nach frühern ac: = p' + 3 gefunden wurde, durch 

Y = 
" -„q-„'- 3-

q+„ 
Zu dieser Gleichung kömmt dann noch eine zweite wegen des bekannten Verhältnisses 
von Sin o/ zu Sin 'f· In der Gleichung 7.3 + Pz + Q = 0 war z = n Sin rp, also 
y + I' = n Sin 'f und in der Hilfsgleichung 

-~. -~. p• . 
'I = 3 ~, +~. = 3 ~, +Vp.r, = -l'+gQ+Vp.nSmo/; 

Daher ist q+I'-:~ = Vp.nSino/ die zweite Gleichung, deren Verbindung mit der 

erstern 
18 * 



136 F. PECHE. 

y + ii Sill.,, - ----„, = Vp.Sin~ = kVp und somit 
q + l-'-9Q 

p1 
q+l-'-9Q = kVp Cy+ !-') ergibt. 

Eliminirt man eine der Unbekannten, z.B. q+I-'; so ist 
p 

= kVp 

oder wegen 

k( - !)' d. i. 
\ 3 

Q 

-(-~Y +V(-f):+ 4Qk 
y + 1-' = --------'----'------

2k ( _.!.)~ 
1 3 

wo im Radical hloss das obere Zeichen zu gelten hat, damit y + p. je nach dem Zei­
chen von Q, mit dem auch k zugleich sein Zeichen ändert. immer gleich gross posi­
tiv oder negativ werden könne. Unter ähnlichen solchen, nur in Doppelformen erschei­
nen dann die zwei andern Wurzeln; in l!'ormen, die nicht anwendbar sind . wenn k 

II . d ·1 d k 1 . . „ • "' • m+ßV=l . D h ree wir , we1 ann a s 1magrnar erne rorm wie _ annimmt. ennoc \·er-
r + öV-1 

bleibt die Gestalt der Wurzeln auch in den andern Fällen, wenn gleich der Werth 
von k varirt. 

Um diess zu zeigen, sey in dem einen Fall P positiv; die transformirte Hauptglei­
chung z' + P7. + Q = 0 hat dann die Hilfsgleichung 

P' p:• 
q' - JQ q' - 27 Q = 0 oder wenn 

rV-.3 1 P' 
1 
3, . Qi -= und q 9 Q + ~ 

gesetzt werden, die Hilfsgleichung 

~3 -Pp~-QpC1+2p) = O 

und in ditisen Gleichungen ist z mit q durch die Bedingung zq = - ~ verknüpft. 

2 (p\~ 
Wird Q = tg'f 3) gesetzt, so übergeht K, Q+K und Q-K in die Werthe 

K=~(~)~ Q K- (~'~(.!_+~o&'f) Q-K- (~)~(1-cos;;\ 
Srn 'r' 3 ' + - 2 3 ) \ Sio 'f ' - 2 3 \ Sin 'f ) 

und daher der Werth von z nach der Cardanischen l!'ormel in 
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(p)~ [ 3 'P 3 'P ] 
z = 3- - V tg 2 -V cot 2-

oder nach der Bedeutung \'On tg rp = 2 V p in 

._!~)f[v·vi+4p-1 V 2Vp J 
z - ' 3 + + Vt + 4 1 , - 2Vp - p-

wo das Zeichen nach dem des Q bestimmt werden muss. In der transformirten Hilfs­
gleichung für ; ist aber P negativ und da zugleich 

(Pp)a 1 4p2 
4 \J Q'p'Ct+2e)' = C1+2p)' 

kleiner als 1 ist, bleibt K reell und zngleich bis auf den Jfäctor der hinzuzukommen 
hat, dasselbe. Wird daher in der Hilfsgleichung 

2 p \~ - . 
Qp o+2?) (a p) = Sm 'f• 

gesetzt; so ist der vorigen Bemerkungen wegen 

~· 2p (PP\~ 
Srn'f, = 1+ 2 P und K, = 2 3) cot'f, 

; (~P/[\(tgi+Vcot~J 
p\} ~ a -=--v1 4 1 2 v----2P -----

(a; P [V + ;p+ + P +- -v1+4p+1+2p] 

wo das Radical negativ genommen wurde, weil der Winkel 'f• als spitz unterlegt ist. 
1: -

Bezeichnet man daher das Verhältniss von V P zu z durch - k 

:l J 

1 Vt+2p-V1+4p + V1+2p+V1+4p 
k = .-- 3 3 

Vp Vv1+4?+ 1 -Vv1+4p-1 

wodurch mit der Aenderung des Zeichens von Vp mit Q, k mit Q sein Zeichen ändert; 

so stellt sich für y + p ein dem frühern ähnlicher Ausdruck dar. „. p 
Die zwei Gleichungen q - 9Q =; und qz = - .3" geben 

Vpz' 1 _ ~- _ ( ~ t ~- = - k und 

Endlich ist im dritten Fall, w01·in P negativ aber 4 ( - ~fc:::::: Q' ist, also worin 
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p = (- ~) 
3 
~ kleiner als i ist; wenn man für 

2 ( _!)1 T = 2Vp = Sini' setzt, 

z =-V- ~(Vtd + \fcot~) 
p ' ' ~--= -V-a-(Vt-V1-4p + Vt+Vl-4p) 

2Vp 2Vp 

wo das untere Zeichen gilt, weil der Sinus stets kleiner als der Cosinus seyn muss. 
Die transformirte Gleichung ist 

;• t Pp; t Qp (1-2p) = o 

;J+N, + Q(l~2 p) = 0. Wegen 

( 
p\3 

-3) p pi 

p, = Q' (1-2p)1 = (1 -2p)' 

ist die Wurzel analog mit der vorigen 

( P)I( a :i ;, = - _3 v1-2p-Vl-4p + vl-2p+VI=IP). 
2p 2p 

a '--·----
1 v1-2p-Vl-4p + v1-2p + Vl-4p 

Wenn daher k = 
6 3 ~ l~-~ 

Vp Vt-Vl-4p + v1+v1-4p 
gesetzt wird , und aus den Gleichungen 

p 
zq = - 3 

P' 
q - 9Q = Vp.;, 11. i. aus 

Vp z1 1 p (p)2 z = f 1 Z bestimmt wird j 
-3- 3 Q 

so ergibt sich für z ein dem frühern analoger Ausdruck 

-(-W-V(-fY+4Qk 
y+„= 2k(-~l 

Es ist merkwürdig, dass dieser W erth von k für jeden der speciellen }'älle , wo 

( 
p1s 

entweder P +, oder P- und 4 -3; < Q' 

oder endlich 
pa 

P - und 4 (- 3) :;:::.- Q\ immer anders gestaltet ist, und 
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dass daher das Ausziehen der cubischen Wurzel im allgemeinen Ausdruck der Cardani­
schen Formel mit einer Aenderung der 14'orm der Wurzel verbunden ist; eine Bemer­
kung, die, wie ich glaube, bei der Auflösung höherer Gleichungen von Einfluss 
seyn könnte. 

Bezüglich des ersten W erthes von y + I' wäre noch zu bemerken, dass er sein 
Zeichen ändern muss, da der Cardanischen Formel zu Folge, für ein positives Q die 

Wurzeln negativ ausfallen müssen, welches darauf hinausläuft, den Radius r= 2 V=i! 
negativ zu nehmen, wodurch der ganze Werth sein Zeichen wechselt. Es entsprechen 
wohl diesem 14'all auch positive Wurzeln 1 allein das sind die zwei andern der Cardani­
schen Auflösung, während die erste negativ ist. 

Und somit ist die erste Wurzel der Cardanischen Auflösung in den drei 14'ällen 

1. P-, 4(-;/> Q' 

- (-;)i -V(-H t4Qk 
y t I' - ( P)' 2k -3. 

2. P-, 4(-;t< Q3 

-r-~)i -V(-f )i t4Qk 
Y+f'= ( P\' 

2k -3/ 
und 3. P+, 

(~Y-V{})1+4Qk 
Y+I' = 2k(i'.~---

s) 
worin aber k in jeder Formel einen verschiedenen Werth besitzt . 

. Ueber das Ausziehen der Cubikwurzel aus imaginären und irrationalen 
Binomen. 

Das Ausziehen der Cubikwurzel aus imaginären Binomen hinderte bisher bloss die 
Schwierigkeit der Bestimmung von Sin \' durch ein bekanntes Sin 3 \' mittelst der g~­

wöhnlichen Methode, denn diese führt auf eine cubische Gleichung und zwar auf den 
Casus irreducibilis, also auf ein gleiches Problem. Dessen ungeachtet lässt sich dim 
Bestimmung dennoch ausführen, wenn sie nur von einer andern, gewisse Eigenthüm­
lichkeiten besitzenden Gleichung, abhängig gemacht wird. 

Sey A ~Bi das Binom und z (1 + u i) die Cubikworzel, also 
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V' A+Bi . 
-

2
- == z(ttu1). Wegen 

muss mau 
A 
2 == (L3-3tu2)z3 

B 
2 == (3t'u-u3

) z' 

setzen, woraus dann 
A1tB1 

-4- = (t' + u2)' .,,• 

folgt. Als dritte Bedingungsgleichung kann alsdann t' tu' == 1 gewählt werden und 
daraus folgt der W erth von z 

z=VA'!B'. 
II k d S. , s· Sin 3 cp h Da u einen Sinus vorste en ann un m3 'f == 4 m cp - - 4- auc noch durch 

die Gleichung 

~3 = 3t2u- u' = 3 (1-u') u-u'' == 3u -4u3 

bestimmbar ist ; so weist das Bestehen beider Gleichungen auf den Werth von Sin 3 :p 
B 

nämlich auf Sin 3 ~ == ~ hin. Betrachtet man nun die Gleichung 

B 
x' - i z' x + ·s = 0, 

so enthält sie den Werth zu als eine Wurzel und dabei ist z der Radius, u der Sinus 
von 'f· Wird ferner aus der gegebenen Gleichung die Hilfsgleichung 

3z' z' 
q' - 21fq' + 8Jf = 0 

gebildet, wo q und x durch die Gleichung h q = z' verknüpft sind, und in der letz. 

' tern Gleichung q = Tir t & gesetzt, wodurch dieselbe in 

B 
a'-i:r.'p& +-8p c1-2p) = o 

übergeht, wenn darin p = ~: gesetzt wird , oder in 

y3 '•r+ !! (1-2p) - 0 '-,z' 8 Vp -

wenn überdiess & = Vpl angenommen wird; so haben sowohl x als 1 die Form rSiu, 
in beiden Ausdrücken isl r dasselbe und zwischen ihren Bögen 'f und ~ in x = rSin I' 
und 1 = r Sin ~ besteht eine Relation, die durch den Ausdruck 
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Sin<j> _ k _ VPCIP=l)[V4P-T-V3(1-2p-2p')] 
Sincp - - V3 (4p-1)(2p-1)' -(12p3 tSp'- 6 pt1) 

bestimmt ist. 
. z' 

Nach dem W erthe von p = W ist 

_ + VA1tB1.A[8AB3 -V3(3B1-6A1B2-A1)] 

k - -4V3AB(A'-ß')1-(3A't17A1B'tA181 t3B') 
wo sich das Zeichen ~ nach dem Zeichen von ß richtet. Da zwei Gleichungen für q 
bestimmt wurden, nämlich 

z' z3n Sin~ 
q = 2 B + -B- und 

4oq Sin 'f = z', 
so folgt durch Elimination der Bögen 

z' z'k 
q'-2Bq-4B = O 

q = ~(1~V~) 
(A•;B'); (t .±. V1 + 8Bk ) 

VA'+B• 
4B 

q muss mit x zugleich positiv oder negativ seyn, d. h. mit B sein Zeichen ändern und 
gleich gross bleiben. Da im vorliegenden Fall x positiv ist, bestimmt diess das Zeichen 
des Radicals und dnher ist 

z' B (1-V1+4:,k) 
X= 4q = 1J. _ Uk 

"' 

und daher 

u = ~ = 41k (V1+-~-Bk -1). 
z VA'tßi 

Die Cubikwurzel wäre somit 

V3 A~Bi = _!__ v' A'tßl [+ (Vt + sB;k -1) i 
2 4k 4 - VA•tß' 

+ 1rrnk·--(V 1+ ·sBk -1 ,2]. 
~ VA•tß' l 

Man kann sie jedoch auf eine bequemere Form bringen, indem man die zweite 
A . 

Gleichung zwischen A und t untersucht; d. i. indem man 2 = ( 4 t3- 3 t) z3 vermittelst 

der Gleichung y3-tz'y-i= 0 die zt als Wurzel ent~ält, betrachtet. Auch diese 

N•Lnrwisscnsch•lllichc Ahhandhmgen. IV. 3. Abl11, 19 
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3 ' • 
ist mit ihrer Hilfsgleichung ql + 2 ~ qi - ;:....A = 0 durch die Bedingung -1 q, y = 7.' ver· 

knüpft und gibt bei der Transformation, wobei der erste Coefficient verschwindet, 
A 

o~ - 17.' 01 - 8 pi(1-2pi) = o 
z' 

wenn p1· für ·A' gesetzt wird. J4'ür 0, = Vp, ,, ist 

~ . ~ 0 
q, = - 2A +Vp,nSm? = - 2A - xnSin:J> 

wo im zweiten Theil das negative Zeichen zu nehmen ist, da q, im Fall A negativ 
ist, lauter positive Glieder, wie aus früherm ersichtlich ist, liefern muss, daher nur 
bei diesem Zeichen seine numerische Grösse in beiden Fällen behalten könnte und weil . 

1 
überdiess Vp, der Gleichung· Siu 3 'I' = 2Vp, 1.u Folge, des negativen A wegen, negativ 

i' z' 
zu nehmen ist. Da nun q, = - 2A_ - in Sin :J> und 

4nSinljl1q1 = z' 

gefunden wurden, und so lange n in den Gleichungen für y und q posith· ist, 'ii stumpf, 
. ,„

11 
• Sin~, . Sin~, . 

~ spitz aus1e t; so ist -8 . . · negativ, also wenn -8---. - = - k, ge8et1.t wird 
rni:, m '1'1 

B VFtß2 (8BA'-V3 c3A~ -6A'B2-ß')) 
4V3ABA'-B')'-(3A'+A' ß'-17 A'B'+3B") 

. z'q, kz' 
ql + 2A- - 4A = o d. h. 

z' v-- 4Ak ' q, = --·· - - 1 + 1 + - t i 
4A . 1.' „ 

und de q, negativ ist, gilt bloss das untern Zeichen des Radicals. Somit wäre 
z' -- 1. \/-41\1( , 

y = -- = ---· 1 + - -'· -1 4q, 4k,, z' , 

J 1 . v· 4Ak 1 
t = , = ;,-k . 1 + -.,.1 + 1 ; und daher z „ \ 1.' J 

.!.v' A'+B'[( _V1+-f(·ü:, ~+ 1 \ +iil/1+ s_Bk -n1·. 
4 4 \ VA'+B- ) \ ~- ___ VA~~' ... _ J 

k, k 
·' A 

Das Zeichen im ersten Ausdruck scheint zu wide1·sprechen, weil für H = O, V i 
positiv werden muss, und auch wirklich wird für k, = 0, vt~ zu 1, die Ursache 

4 1 

liegt darin, dass die Gleichung ~ = (l3 
- 3 tu') z·1 für ein negatives t, z" negativ ergibt, 

daher beim Ausziehen der Quadratwurzel das Radical noch negativ zu nehmen ist. 
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Es ist also der eigentliche Werth 

V
3 A+Bi _ ·v· A·+n· [rv1+-:~~~'---1) +i tV1+ SBk __ -1 \J 
-- - 4 -4- \ VA•+H• '. VA'+D' ) • 

2 ~ k 

Hiedu„ch ist zugleich eine Weise gegeben, Gleichungen 3ten Grades vom casu ir­
reducibili durch geschlossene reelle Ausdrücke aufzulösen; denn die Cardanische Formel 
führt auf die Summe oder Differenz zweier solcher dnrch diese Formel bestimmbarer 

Werlhe. Diese sind 
:1~ 3---

1., -VQ!K+ v-~+K 

z., = - ~ [-y' Q+K +V" --=1r1---~] + i ~3 [VJ Q+~ + V3 -_9±_~] 
2 2 2 2 . 

" -- a --- iV3 3 -- ' 

Z:i = - ~r-vQtK+v-~+K 1- TlVQtK+v Q/K] 

d. i. - , v· (f·+K.2 rV• + BQk, -11 
• --- VQ•+K• 

4 k 
. ' .!v· Q·+K·rrVi+ ~~~=-1' +v3(V.i+-8

Kk ___ 1'.J 
• --- \ VQ•+K' ) VQ•+K• j 

4 
k k 
' 

z, = 

z - !.v· "O·+K·rrv1+---s!)k,- -1;\-v3(v1-+ Silk -1)J 
'·1 - • --- \ VQ'+K' VQ'+K' 

4 k, k . 

oder nach Herstellung der W erthe 

y+p = -2•k-V=-!1-[V1+ 4Qk, -1] 
1 3 ( _ !)i . 

\ s 

= ±V-;[~ cV-;+(4Q:'.,-1) 
~3) 

+ ~3 cV-1+4V4(-~)3-Q·k-1)J. 
(-~? 

Die Ausdriicke gestalten sich anders beim Ausziehen der Wurzel aus irrationalen 

Binomen. Sei also wieder 
3 ---V ~_±rB = z (t + Vu) also 

A+VB - 2 - = z3 (t3 +3L'Vu+Stu+ullu). 
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A 
Für 2 = za (t3 + 3tu) 

VB T = z• Vu (3 t' + u) übergeht ·die Differenz der Quadrate in 

A'-B 
- 4- = z'(t'-3t'u+3t2 u2-u3J = (t'-u)3 z' 

und wenn als dritte Bedingung 
t2 - u2 = 1 angenommen wird, so folgt 

Z --v' A'4 B. Die Gleichungen 

A VB 
2 = z3 (4t3-3t), T = Vuz3 (3+4u) 

übergehen durch Einführung. des W erthes von z in 

t3 -
3 

t - A = 0 und 
4 4VA2-B 

VB 
(Vu)3 + 1.(Vu) - = 0. 

" 4VA2-B 
4(- ..!'._\3 a/ A'-B . 

Da in der ersten Gleichung Q' --xz- < 1 ist, mithin das Radical der 

Cardanischen Formel reell wird und in der 2ten Gleichung dasselbe wegen des positiven 
P stattfindet, gestalten sich die Auflösungen dieser Gleichungen, wenn folgende Aus­
drücke eingefiihrt werden : 

a - ---- '-~.,.......,= 
V(A-VB)' + V(A+V'B)' 

k, = --,.----- 3 - 3 

VA'-8 VA-VB+VA+VB 
3 3 -

k = 1 V(A-VB)' + VCA+ VB)' 
6-=== 3 --- • ---
VA'-B VA+VB-VA-VB 

zu folgenden Ausdrücken 

und 

t = m~+Vc-'-)~+'J.Ak, 
" 8z·1 

2k, G)~ 

= -1 [t + V 1 + 8 A k, ] 
4k. VA2-ß 

Vu = -C-Di+ Vm• +W-
2(±)~k 

= _ 1 [Vi+ svB.k -t] 
Il VA'-ß 
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worin für k, k, negative W erthe genommen wurden , weil A und B negativ vorkommen. 
Somit ist 

V
3 

A+VB = .!.v· A2-B [(Vt+ 8Ak, ) (V•+ 8kVB _ )J 
2 "' 4 VA'-B + 1 + VA'-B 

1 
. 

Ist jedoch A' .c::: B, so muss als dritte Bedingung u2-t2 = 1 genommen werden, 1. ist 
• 

alsdann v-A• + B und es bestehen die Gleiclmngen 
4 

A VB 
2 = z3 (4t3 +3t), y = Vuz3 (4u-3). 

Die Lösungen der Gleichungen 

A VB 
(Vu)3 

- HVu) - Bz3 = 0 t3 + it-8z3 = 0, 

sind für 

k, 
1 

a ~-~~-
V(VB -A)' + V(VB+A)' 

·--· 3 3~~~ VB-A2 VVB+A-VVB-A 
• 3~=--~ 

k = • _1 _ V
3
(Vß-A)

2 + ~-(V=B~+-A~)' 
Vß-A2 VVB-A+VVB+A 

t = ·-C.!.)~+Vc-!.)+Ak, = t [-1+V1+ sAk, J 
"' "' za ffi VB-A• 

2k, 

Vu = (.!.)~+V.!.+ VB k = _1 [ 1+V1 + 8VBk ] 
"' "' za 4k VB-A' 

2k 
und somit 

V. A+VB = v· B-A2 l;,~ (V 1 + ~_Ak, _ 1) +..!.....(V 1 + 8VBk + t)J 
2 4 4

&, Vß-A' 4 k Vß-A2 ' 

Dadurch gestalten sich die Wurzeln einer cubischen Gleichung im Fall P negativ und 

4(-f)3 

.c:::Q• zu 

. , v ~ _!_ cir 4Qk, ) 
Y+I' = - i -3 k, t' 1 +V(-~)3+1 

- 'v-~ [_!(Ir 4Qk, ) V-3 ( Ir 4VKk )) - „ . 3 k, t' i+V(-})8+1 ~-k- 1-t' •+V(-})8 
worin . . ---·-

k _ 1 V(Q-VK)' + VCQ+ VK)' 1-avp a 3 
V2 - 3 VQ-VK + VQ+VK 
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:1 J __ _ 

fiir k - 1 V(VK~Q)' + V(VK+Qr 
1 

- v2V~ vvK+Q--VVK-Q 
3 , __ _ 

k _ 1 V(VK - Q' + V((/"_~+Q)2 

- v2V~- vvK+Q+vvK-Q 

Um die Aenderuog der Fuoction ersichtlich zu machen, die dann ein tritt, wenn 

in der Cardaoischen Formel die Wurzeln gezogen werden, miige hiezu folgende Zusam­
menstellung dienen. Fiir 

k,=2 V(ti(-~)3- v•) (-D3 (sV 4(-D3
-<)' Q'-,-- v' 3 '.3()' -(il)'( 4(- ~)3-v·) 

- ,4(-~}3--o·)2) 

6~vw,-Q'V 1i (-~)3- Q'(- ~f--(3Q•+Q•(1i (-~f- Q')-11Q'(4 (-~f-Q·)2 

+ :1( 4(- ~f- <)')3) 

k, = 2 (-D;o[sv( 4 ( -;)3-0·)1
-v:i (:1 ( 4 (-~f-0'/- -rHF(4(-~f- Q'')--v•)] 

114V:IQVti(- ~f-Q'(- ~r-c3Q'+ 170'(t{- ~>3-Q')+Q'(ti(-D:J_Q•)2 

+ :: ( ~ (-- ~-t- 0')3) 
:t :1 

1 V (Q-v Q'-4(-~)'J + VtQ+Vö·--4r=~;--;J 
k,1 = 3 V p ----,--, -==========-,"i-=====::::::::::::::~~-:;---

v2 -3 VQ-V Q'-4(- ~)3 +V Q+V Q'-4(-~)3 
3 ·~----,---;====:=:==:=:-;; 

1 V(Q-V Q2- 4 (-~)3)2 + VCQ+V Q'- 4(-fYY 
k, = -v-2-v----~ vQ+ vQ·-4(-~/-VQ-v Q'-4(-~)3 
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sind die Wurzeln eine!' cubischen Hleichnng je nach den !'eellen Werthen von l 

1 im casu irl'educibili : 

( 
p,:J 

für - P und 4 - 3 ' ::::> 1,l"' 

III für ein + P 

y+~ =+V-~ [1-V-i +7f~-1 
~ \a) __ .!.v~ [_!_ (1-1r-1 +-4~Q~k,) 

- 4 3 k, I' . ( ~ \f 
3 j 
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