I, Allgemeine Auflosung der Gleichungen dritten Grades

mit Vermeidnng

imaginirer Formen im irreducibeln Fall.

Yon

F. Peche.

Zu den bemerkenswerthen Kigenschaften einer cubischen Gleichong bei ihrer man-
niglachen Transformation gehort anch die Unverinderlichkeit desjenigen Werthes, der
in der Carbav'schen Formel gerade da die imaginire Form annimmt. wo die Gleichung
simmtlich reelle Wurzeln besitzt. Ist nimlich C,y*+ C,y*+ C,y +C, =0 die Glei-
chung und man selzt ’

C.L—C _, 2—9G,CC, + 276,

“1

¢, T 27C;
so ist diese erwihnte Eigenschalt von K fiic sich einleuchlend, wenn y um eine Grijsse
vergrossert oder verringert wird, weil alsdann die Werthe von P und Q dieselben
bleiben; und dasselbe gilt auch von der verhilltnissmissigen cubischen Aenderung von
K, K'=4a"K bei der cinfachen Aenderung von y. y' = ay.
Es gibt jedoch noch vinen anderen Kall, in welchem sich K und P zugleich im glei-
chen Verhiltniss indern, und die Betrachtung desselben scheint mir in der Lehre der
Gleichungen genug wichlig zu seyn, um durch denselben einen Fortschritt in der Li-

=0Q ud VO P =K;

sung sowohl numerischer als algebraischer Gleichungen zu gewinnen.

Zu einer Hilfsgleichung mit der erwibnlen Kigenschalt von P und K gelangt man
durch die Einfihrung zweier Uillsbigen 3 wnd ¢, und durch die Annahme eciner Hilfs-
grisse ¢ von solcher Beschaffenheit, dass wenn y==q+42 gesetzt wird, ¢,=¢ wird;
eine Methode, der ich mich schon un einem bestimmten Zwecke bei Gelegenheit der
Durchfiihrung algebraischer Gleichungen 4ten Grades in einer im 4ten Bande, 3 Abth.
eingereihten Abhandlung bediente und daselbst durchfiihrte. Da jedoch diese Eigen-
schaft in der angefithrten Durchfiihrung nicht erwihnt wurde; so finde ich mich veran-
lasst. die Deduction zu wiederholen.
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Bringt man die Gleichung C,y* + C,y*+ C.y + C, =0 auf die Form
Cu)’i + CJ.Y-g = WC,C, cos iy
Cy' + Cy i = 2/CC, cos 5;'
bei wegen y = /5 wi‘"gie"“i die Gleichungen
wobei wegen y _vcﬂe =, e ¢ g‘
C,
¢i+ ilg =¢i+ X'C'! und
Vmcos‘lsc + szcos% =0

resultiren, so kann immerhin in y =q+z, q so gewihlt werden, dass fiir
Cu = 2lu
3qu + C1 = Qll
3G+ 26+ C.= ¥,
C, q -I-C,q' +ng +C =19

Uy qA Y
die Bcdmgung 21 ( ) erfiillt sey, wodurch 2 T lsu' und somil ¢, = ¢ wird, und

wugleich die zweite Bedingungsgleichung fiic ¢ in VI, U cos2¢ + VALY, cos-2- =0
iibergeht. Die Gleichung %% = %,% fihrt zu der cubischen Hilfsgleichung:

(2C,C —9CC,C, + 27CiC ¢ + (C:—3C, C;C.— 9CC; + 21C:C,C)) ¢
+ (9C,CiC, — 6C,C, C: + (V) q + CIC,— C,CE = 0,
oder wenn die Coeflicienten mit ®,, D,, D;, D bezeichnet werden zur Gleichung
24+ 0,¢+Dq+ D =0
Diese Gleichung ist es von der in der Folge die angeliihrie Kigenschalt erwiesen

werden soll. zuvor will ich noch die Werthe der Wurzeln. so wie einige Eigenthiim-
lichkeiten der Coefficienten D betrachten.

Die Gleichung VX, cos i¢ 4 VUYL, cos :b, =0
. ¢ g B L LTI cos 5
d. 1 cos 3 [4 cos? 73— 3] VAU, + VLA, cos 5 =
liefert fiir cos 22. drei Werlhe :

P
co8 5 =

s = lf —VIT {3V,
4V, %,

wsd = _l/ — VI, + VY,
40U

N
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: A U3
d. i. vermige der Gleichnng -;':(jl—‘)
1

I
S

g W W
0032 = —ng

3
wovon jeder Werth von ¢ in 2z = ‘/21-:l ef' gesetzt zu einer Wurzel der Gleichung
)
,,y"’ + C,y" +Cy+ C, = 0 fiihrt, denn es ist
7, +2l A +Ql 7 -|-21 1—‘/—9‘“
! 3 i -2 ;13?1"i ! ?1322;i
=S YR o Y (e
wobei der Rest

9 0%9,.0°9 % TN iy 1 ot

r=g gV eV (g e

L e ¥ = 2%, cos 25+ 2%, ‘/ﬂ'fcos ;—
WMo 55 TR
:‘T- [0V BT s 3¢ + 2V EH, 05 5 ]

fir die angegebenen Werthe von ¢ wirklich zu 0 wird. Die riickbleibenden Warzeln
nach dieser Division sind somit:

R L = e T
b W ;Vﬂ——?_m?"ﬂ'jﬂf /i =3\ (g

3 -I: arccos § /’"”[1—?‘?
Durch die Korm ‘/— Fare eos H Ty

21+ Vm—zlfwﬂ ——2‘/91 m+3‘/< )

und durch den obigen Werth von 4, =« nehmen alsdann die Wurzeln das compen-
didsere Aussehen an und sind

5= q+‘7%e"i

. J |1rc cns } (" -:h_v’)
Yy = q-|- V I de
‘L_,J,—?(")
o

Ya = l]+‘/213 _”"”“s’< LT,

17 %
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Was die Relationen der Coefficienten D betrifft; so sind immer zwei derselben
durch die anderen und die ersten drei Coeflicienten der Hauplgleichung C,, C,, C, be-
stimmt, denn sie erfillen folgende Gleichungen:

360, = 2C,C,9,— CiD,
QC:Q“ — ‘: C,@-‘, + Cﬁ ("'zg'a T Cucl CIQA

27C1D = €, (201 +3C,C)D, — C, (C; +3C,C,) D,
9C,C,Ds = (3C,C, + €Y D; — C,C,D,.

Andere Eigenthiimlichkeiten stellen sich heraus bei der Einfiihrung (olgender

oder auch

Hillsgrassen
+ = —3C,C,
B = 301 C:: - C:
7= 900 CJI_CI C.

welche Grissen ich, des grisseren Einflusses wegen. die Beslimmungsstiicke der Glei-
chung nennen will. Es lassen sich die Coeflicienten D durch dieselben und durch C,.

C,, C, lolgends bestimmen
- D, = 2C,C,« +3Cy

D, = Cia 4 9Cip
D = C,C.e -} 3C,Cp
3D, = Cix 4 (2p
und sie selbst sind noch durch die Gleichung
Cy=3Cp—C.e
untereinander verkniipft. Eine (ernere Gleichung ist
€9, = C«' 4 (,(}249C = Co* + C,D,
woraus sich eine spiter vorkommende Grisse
D, C, @
3D, T 3C, 73D,
und daher die Bemerkung ergibt: der Werlh der Verminderung der Unbekannten, fiir
den der Coeflicient bei y* der Hauplgleichung verschwindet, muss um das Quadrat des
erslen Bestimmungsstiickes getheilt durch den dreifachen ersten Coeflicienten verringert
werden, um dasselbe dann bei der Hilfsgleichung zu leisten.
Von inindern Belang und fiir specielle Kille in Anwendung treten dann die weitern

i

Gleichungen cin:
@., + 2D + 30 = (C. + (€)' + (SCn + Cl)’ﬁ
Clb‘.—'czba = 3Cn“ﬁ'

Aber auch die Coefficienten der transformirten Hauptgleichung

/ C 3 C
vtse t Plytge/te=0

namlich
p_3GE=C o 20G—9GCEHAGE
=30 und Q= 27C)

so wie auch K*= Q4 & P? lassen sich bequem durch dic Bestimmenden ausdriicken.
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N —a 20 30‘,
Es ist P= L Q= _I;-;l-(f—y’

4P
K: = o7 +Q = 27206 [4Cie #416C,C, “7+907 —4o’

1
= g7 [0 — 3C,C)o'— 42"+ 12C,a (C,y + C.0) +9C1Y

1 1
= 2?6 [3.12C8 + 9G] = 62—0—“ [4a8 4 4.

Die Bestimmenden der Hillsgleichung lassen sich einfach durch die der Hauptglelchung

finden, sie sind analog
¢, = D} —39,9:

g = 39,0 —D}

n = 99,0, — 0,D..
Vermige der Elgenschaft der Coefficienten D,, D,, D; die Gleichung
/C(,ib — 9,2

—3D,9,
zu erfiillen, ist CD— €D
o = (PG = (- Cin 96— 3C,0)

= (—eaC:—3C,Cy +3C,3C,8 — C,»p — 3C,C,0)
und vermége 3Cp—Cy=Cpa, CG—3C,C,=¢
wird o, = (— )%
Auch ist p, = 30,0 — D; = 9C}Ciap + Ciap — 6C,C:C,ap
= af [C: (€t—3C,C,) - 3C,C, (C1—3C, C)]

— a:lﬁ
und ferner Dy, = 30,8, — D. 1,

nach den gefundenen Werthen
& 39,8 — «D;)
o' [3C,C,ep + 90:»}37 —C(,Co’]
=d (9C.l37 + Clay) = oy (9C,,ﬁ 4 Cio)
und da 90 + Cie = D, ist,
n=2dr

Es stehen daher die Bestimmenden der Hilfsgleichung im gleichen Verhiltniss, wie
die der Hauptgleichung und werden erhalten indem man die der Hauptgleichung mit
dem Cubus der ersten Bestimmenden multiplicirt. Die Werthe von P,, K, fiir die
Hilfsgleichung sind

— ot

P =35 K= fﬁvzu—pﬁ

und dndern sich wegen

oro(l w0l

im selben Verhiltniss.



130 F. PgcHE.

Der Coefficient D, lasst sich bequem durch ) ansdriicken und dadurch das Verhilt-
niss der Aenderung von P, Q und K darstellen. Es ist
D, = NCQ, o =—0CPk
und somit das Verhiltniss der Aenderung

Anders ist die Aenderang von Q, denn dasselbe iibergeht in

4 4
G=K—mgP=Kp—5zPp

4
=¢[@+ 50— P
, 4 4 P
= [0tz P+ gl
2 e
=¢lo+ 3 Q‘] = 1=261Q%
nd dndert sich daher nicht bloss im Verhiltniss von p, sondern zugleich im Verhilinias
von (1—2p). ‘
Nimmt man 3—01,:)1, ferner P und Q als Bestimmungsstiicke an; so lassen sich

die Bestimmenden als auch die Coefficienten der Hillsgleichung einfach durch dieselben
darstellen. Es ist nimlich
C, _ C: « . %
m——g—q—m:p—g-cﬁ und
C, 2(, .
S_C_‘,y:ﬁ_T d. i.

b= B—at o = — oy + P
Aus den drei Gleichungen:
st —34py = CiP?

2p0 4y = 9C:Q
' —3C:P folgt

3

a = —3CP
B = C3(— P 43Py 4 9,4Q)
7 = 3C;(2Px + 3Q) und ferner ans
C9—(D, = 3Cap und
210D = C, (201 +3C, C) D, — C, (C 4 3C,C) D,

i

I

P P
#D: = (43Dt 4 (P3P —0,Q)

i

l

14 P P
3 (H - @) (p’ + g} + g (P—3Pw—9:Q)
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9, P
5~ 3"("_%12"/

D, P\D, / |
- o Do

5

, . P P P
o4 5o o o)
_ g By P
=FT3Q T 70
und die Hilfsgleichung iibergeht dadurch in
P . 21” . P
'1"+3(H—m>q +3P(P—7Q>‘I+F""m‘—2‘7—Q =0
. P P
d i in (q +¥'—3q @ te)— g =0

eine Gleichung, aus der sich auch sehr leicht die frilhern Bemerkungen iher P, Q
und K deduciren lassen. Wird also die urspriingliche Gleichung aul

C\3 C,
(y+30) +Pr+5¢)+Q =0

transformirt. so muss
tl P= 2 PI
~5q0 7 =
die Hillsgleichung seyn.

Diese gemachten Betrachtungen konnte man beniilzen, die Waurzeln der cubischen
Gleichung in Form eines Kettenbruchs darzustellen und dadurch mancherlei Vortheile
gewinnen, wenn derselbe nicht divergirte oder wenigstens nicht convergirte, wesshalh
ich diese Untersuchung als vergeblich iibergele.

Wenn gleich auf diesem Weg keine Ausbeule zu erringen ist; so lisst sich doch
ein anderer einschlagen, der wur geschlossnen reellen Form selbst im casu irreducibili
fiibrt. Sey also die urspriingliche Gleichung:

C“y;l_i_cly'z{_cry-l- C, = 0 durch y:—‘s%l}“-l-l:

aufl die Form 2z’ 4+ Pz + Q =0 gebracht, und die aul gleiche Weise reducirte Llitfs-
gleichung der urspriinglichen, ist mithin ebenfalls
P\
(=3)

i Pep+Qe(1—2) =05 ¢="7
gesetzt, oder fir 3 =V7p.¢

; QP(I 2(’)
;:..'..Pgl ' ,_‘W___ =0.
Wird 4 = nSing

in3
% = n'Sin¢ gesetzt, wodurch wegen Sin’¢ = %Sinc;—sLZ *
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die Gleichung fiir z die Form ,
2 — 3z 4 —Z—Sin&p =0
und die fiic ¢, die Form

’E]
¢ — inig - Sindp = 0

annehmen ; so zeigt der weitere Vergleich wegen
n= V_43P, 0 = \/_43_1’, Sindp = —2

Q(1—-29)
P\} ’
-1
nicht bloss die Gleichheit der Radien n, sondern auch ein bestimmbares Verhiltniss

von Sin} zu Sinp; gegeben durch das Verhiltniss von Sin3¢ zu Sin 39. Wegen
1
1 .. Sindy 1—2 1~ 283y —cosbg
P=1Sin3 ™' Simdy— Vp — _ L — Sindp
2 Sin 8y

Sin3qa =

k.

d. b. -Sin3p = cos (»—6¢) = Sin (6:; — 5) oder

k3
P =2%—5-
Ebenso kann man ferner zwei Winkel o, - annehmen, von der Beschaffenheit, dass:
3
» = 2 — 3
kid
T = 20— 6

die iiberdiess durch die Gleichungen zweier weiterer Operationen erhalten werden;
aber auch ohnedem annehmbar sind. So gibt die Gleichung:

1—2
o4 P +Q(TP")- =0 fiir ¢ =nSingy

die transformirte Hillsgleichung

_ 1—2) (1—2,
55‘+P9182+Q( ‘:/)P( ) =0

und bei der weitern Transformation 3, =1",¢, = V/p, nSine die Gleichung

1—22) (1—2p,
R R A
23]

(=3

Y/ S

S N (B N (B

Durch erstere Gleichung resultiren fir die Sinusse der dreifachen Bigen die

Werthe

=0

und darin ist
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Sin3y = éTl/;’ Sin 3¢ = 1—;—?2—? aus der lejzten
. _ 1 1=
Sln 3\]’ = 2'—1/; = —2P N
Sin3o= 1% _ (1_29)!_ % 28in'3p—1 = — cos6¢;
2g, 2p

daher ist © = 24:—63.

Ferner ergibt

+ QU2 (1-20) _

g+ P =
. . . . Ve
die transformirte Hillsgleichung
(1—2p) (1—2p) (1—2
24 Pous + Q £ (VHPJ( ne _

und bei der weitern Transformation
= &V = nlVp, Sinr
die Werthe von b P ?

o f ; =% _ 1
f1 = (1-2p) " SIF3” = 2, T 2’
1-2
Sin3r = 2—‘,' = — co8 6=
2]
n
T = 2w—g
Aus den drei Gleichungen :
$=29—§
T
»w = 2-}’—6—
n
T = 2w-—€ folgt:
=g =8p—T5

Sint = Sin(99 + S7—¢)°
= Sin (9¢ + ) cosp — cos (9¢ -} ;) Sing
e

Sino = Sin (3:,o——2—) cosyp + cos (3(;—21) Sing

Siny = Sin (3:;:—2—) €0S§ — C08 (39—61/, Sin

oder wenn
Sin(@¢+5in)=a. —cos(9¢+3n)=Db
Sin (3:;—%) =a', cos(3cp—2£) = b
Sin(3tp—£'=a”, —cos(Stp—ﬁi) = b

geselzt werden

hafiliche Abhandl IV. 8, Abth, 18

N $
Naturw
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Sint = acosy 4 bSiny

Sine = a’cosy + b’ Sing

Sinp = a”cos¢ 4 b”Siny d. i

a’Sint—aSine = (a’h — ab’) Sing = ASin¢
a"8ino — a’Siny = (a”b’' —a’h*)Siny = BSin ¢
aSin¢ — a”8Sint = (ab¥ —a”bh) Sing = CSing.
Die Werthe der bezeichneten Grossen sind :
ez E=DVE—1 —1V3(3p~1)

4oV
b = V3(e—1DVip—1 4+ (3p—1)
45V
‘ V-1
Wp
bl _ 2'VP'
a — V3—V4p—1
1V
po — — A+HV3d—1)
- W
A = =% Vp—1—V3[(1—2p)' — 2]
4t
B — V3(1—2) — Vép—1
= 5
C o V4_p—_l.
2

Um die Verhiltnisse der Sinuese aus den obigen Gleichungen hestimmen zu kén-
nen, braucht man nur die darin fehlenden Glieder zu ersetzen, indem man sie mit p
multiplicirt vorstellt, welches man nach der Berechnung dann verschwinden ldsst.

a’Sinr— aSine 4 uSinp = ASing
pSint4a”Sin» —a’Sin¢ = BSing

—a”Sint+ pSin» 4 aSinp = CSing

ergibt fiir den gemeinsamen Nenner der unbekannten
N = p(a+a”4a") 4
der Zihler von Sinr~ ist
Z, = Sing[Aaa“+ Aa’s + B4 Ba' 4 Caa’ — C"p]
= Sing[a(Aa4 Ba 4+ Ca) +p(Aa’'— Ca) + Bp]
Nun ist
Aa’ 4-Ba+Ca’ = (ah—ab’)a” 4 (a“b'—a'b)a 4 (ab’—a’b)a’ =0
und mithin
Sint Aa'—Ca’ 4By

sin? - a2 _I_ al‘! + aIIZ+PZ
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und wenn p =0 geselzt wird:
Sinr — (A’ — Ca“) Sing
az + alZ _I_ alll
Sino — (Ba* — Aa) Sing
a*t a4t
(Ca—Ba’)Sing

Sing = Frargen
fh it s "
[b// (ab+al;,;l-_l_na/l:z)a ]sm(p = kSinc;.
Zugleich ist
Ca—Ba' = ‘g“f’—‘ [Vi—1 —V3(1—2—2)
Vi
a'fat+a’t = 120"+ 85 —Gp+1—V3 (2p— 17 V4p—1

8y

ab+a'h/ 4+ av b = %p’ (V3 — 108 +6p—1) — (6pr—dp+1) VEp—1 ]
und daher .

Vedp—1) [V4e—1—-V3(1 —2p—2p)]
V3@Bp—D(Rp— 17— (12¢°+ 8¢ —6p+1)
worin mit dem Zeichen von ¢, also mit dem Zeichen von Q, V’p sein Zeichen iindert.

k.=

Mit Hilfe des so bestimmten Werthes k lassen sich die Wurzeln des irreducibeln
Falles sehr bequem in reellen Grossen darstellen.
Die Werthe von y und q sind mit einander durch den Ausdruck

y — q_l_v 3 1r|
als den einfachsten verkniipft, d. i. vermdge der Bedeutung von 9%, %,, %, %, und
der Gleichung
_-.C!
’?I_J_?‘_r durch _—(C,q—i—C,_)__qu_cu
VQI" - ureh ¥y = 3C..q+C. N q+s

oder da nach friihern 3(/—6— =y +§—' gefunden wurde, durch

. P
—H{—F -y
TE T g
Zu dieser Gleichung kdmmt dann noch eine zweite wegen des bekannten Verhiltnisses
von Sin¢ zu Sing. In der Gleichung 2* 4 Pz+4 Q =0 war z=nS8ing, also
y+p# =nSing und in der Hilfsgleichung

~D, -9 P .
q= —3-®—J+3| = ‘3_©:+Vp-§| = -P+§'Q+Vp'nsm4'5

Daher ist q -|-y.—§% = Vp.nSiny die zweite Gleichung, deren Verbindung mit der

erstern
18 *
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yte Sing 1 ]
LB TV, Sing T kb und somit

P .
(+e—gg = kVe(y+#) ergibt.

Eliminirt man eine der Unbekannten, z. B. ¢4 p; so ist
P
2 P -3

o PAd

oder wegen Ql7p = | __3.>
3
A ;- Q
y+s + G+p = :

wo im Radical bloss das obere Zeichen zu gelten hat, damit y 4p, je nach dem Zei-
chen von Q, mit dem auch k zugleich sein Zeichen indert. immer gleich gross posi-
tiv oder negativ werden kinne. Unter ibnlichen solchen, nur in Doppelformen erschei-
nen dann die zwei andern Wurzeln; in Formen, die nicht anwendbar sind. wenn k

v
-I-EI/ — annimmt. Dennoch ver-
y 1

bleibt die Gestalt der Wurzeln auch in den andern Fillen, wenn gleich der Werth
von k varirt.

reell wird, weil dann k als imaginir eine Form wie

Um diess zu zeigen, sey in dem einen Fall P positiv; die transformirte Hauptglei-
chung 7z* 4+ P24 Q =0 hat dann die Hilfsgleichung

P‘t Pll
q ~3Q q’—ﬂ = 0 oder wenn
P 1 | L
T und ng—(j{-:

gesetst werden, die Hllfsglelchung
E—Pet—Qp(1+2) =0

und in diesen Gleichungen ist z mit q durch die Bedingung zq = —l; verkniiplt.
P
Wird Q = tg—?<3) gesetzt, so ibergeht K, Q4+ K und Q—K in dic Werthe
2 P\t /I+4cosg P l—cosf\
—bmc,a( ) Q+K—2( ) {“Sing )’ Q- K—2< ) \"Sing J

und daher der Werth von 2 nach der Cardanischen Kormel in
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= 5 Vs -y s]

oder nach der Bedeutung von tgg¢ = 217 in

Y wilil) 2V
"= )[ VK%;%J_Vﬂ4+h_J
wo das Zeichen nach dem des Q bestimmt werden muss. In der transformirten Hilfs-
gleichung fiiv £ ist aber P negativ und da zugleich '
N2 S,
Qe (142 — (1420
kleiner als 1 ist, bleibt K reell und zugleich bis anf den Factor der hinzuzukommen
hat, dasselbe. Wird daher in der Hillsgleichung
2 P ¢
gr vz (3¢) = Sins,

st der vorigen Bemerkungen wegen

gesetzl:; so

. 2 Ppyt
Sing, = ﬁ und K, = 2(%} col ¢,

B8 [V + e

_ (35); ot [V— VWAI;P+1+2P +,V

g

2p
— |/l-|-4p-|—l-|—2p]

wo das Radical negativ genommen wurde, weil der Winkel ¢, als spitz unterlegt ist.

& .
Bezeichnet man daher das Verhiltniss von I.;_ zu 7 durch — k

1 V1+Zp—l/1-|-4p + V1-|—2p+l/l+4p
Z Vl/1+4p+l — VI/1+4p—1

wodurch mit der Aenderung des Zeichens von ls/p mit Q, k mit Q sein Zeichen indert;
so stellt sich fiir y -+ p ein dem frithern dhnlicher Ausdruck dar.

p: P
Die zwei Gleichungen q — 90~ § und qz = — 3 geben
Veat
v Fus = —j und
o ( 5/ 0

RV (E) +40k
y+p = )‘2{(&;; e

P\ . .
Endlich ist im dritten Fall, worin P negativ aber 4(— §) =)' ist, also worin
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Ps1 - .
p= (— 5) ¢ kleiner als § ist; wenn man fiir

I3 P 3
(-5
9 = 2Vp = Sing setat,

Pod o o 9
3 = — V—- 3—(Vtg—2- + Vcotg)
P  — | R —
= V- (\/1=VI=4 14+V1—1,
V-3V 3, +V s )
wo das untere Zeichen gilt, weil der Sinus stets kleiner als der Cosinus seyn muss.

Die transformirte Gleichung ist

B+ Pps+Qp(1—=2) =0
Q(l —2p)
Vi

oder fiir £ =/pt,

84 Pg + = 0. Wegen

s
(’ DR
BT QA2 T A=2)
ist die Wurzel analog mit der vorigen

g =— (_;)) <V1—29—V1—49 + V1—2pjw 49)
2p p

{ V1—2p-—l/l—4p + V1—2P+V1—4p
Ve V1 I/1—49+V1+v1 1

gesetzt wird, und aus den Gleichungen

Wenn daher k =

P
Zq = - ?
q-— QBQ =Vp.t d. i aus
Vo # 1
P 'P'zp_g T = ¢ bestimmt wird;
‘?‘(?) T

so ergibt sich fir z ein dem frihern analoger Ausdruck

_/_E‘i_
yHe=— )2k(‘f(—) )+4Qk

Es ist merliwﬁrdig, dass dieser Werth von k [iir jeden der speciellen Kille, wo

P
entweder P+, oder P— und 4(——/ <

oder endlich P— und 4( P) = (P, immer anders gestaltet ist, und
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dass daher das Ausziehen der cubischen Wurzel im allgemeinen Ausdruck der Cardani-
schen Formel mit einer Aenderang der Form der Wurzel verbunden ist; eine Bemer-
kung, die, wie ich glaube, bei der Auflisung hsherer Gleichungen von Einfluss

seyn konnte.
Beziiglich des ersten Werthes von y 4 wire noch zu bemerken, dass er sein
Zeichen dndern muss, da der Cardanischen Formel zu Folge, fiir ein positives Q die

Wourzeln negaliv ansfallen miissen, welches darauf hinausliult, den Radius r=2 Vfa-P

negativ zu nehmen, wodurch der ganze Werth sein Zeichen wechselt. Es entsprechen
wohl diesem Fall auch positive Wurzeln, allein das sind die zwei andern der Cardani.
schen Auflésung, wihrend die erste negativ ist.

Und sonit ist die ersle Wurzel der Cardanischen Auflisung in den drei Fallen

1. P—, 4(—33)3> o

Ly -vE

e
und 3. P+, e
5) = V() +40x
y+F = 2k(%)i T

worin aber k in jeder Formel einen verschiedenen Werth besitat.

.Ueber das Auszichen der Cubikwurzel aus imagindren und irrationalen
Binomen.

Das Ausziehen der Cubikwurzel aus imaginiren Binomen hinderte bisher bloss die
Schwierigkeit der Bestimmung von Sin¢ durch ein bekanntes Sin3¢ mittelst der ge-
wohnlichen Methode, denn diese fihrt auf eine cubische Gleichung wad zwar auf den
Casus irreducibilis, also aul ein gleiches Problem. Dessenungeachte Iisst sich diese
Bestimmung dennoch ausliihren, wenn sie nur von einer andern, gewisse Eigenthiim-
lichkeiten hesilzenden Gleichung, abhingig gemacht wird.

A+ Bi
Sey +2Bl das Binom und z (t + ui) die Cubikwarzel, also
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Vﬂ = z(t+ui). Wegen

A—-*-E =24 30ui -3t —*i)

muss mau

A

7= ©¥—3tuh 2!

B

7= Btu—u) 2
setzen, woraus dann

A+ B

___ = (tz_l_uz)ﬂ .

folgt. Als dritte Bedingungsglelchung kann aledann 4w =1 gewihlt werden und
daraus folgt der Werth von 7
VA? + B!

Sin3
Da u einen Sious vorslellen kann und Sin*¢ =2Sing— “; 2 auch noch durch

die Gleichung
3= u—v' = 31 —v)u—u' = Ju—4u?
bestimmbar ist; so weist das Bestehen beider Gleichungen aui den Werth von Sin3¢

nimlich aul Sin3y = % hin. Betrachtet man nun die Gleichung

B
¥—3vx 4 s = 0,
so enthilt sie den Werth zu als eine Wurzel und dabei ist z der Radius, u der Sinus
von ¢. Wird ferner aus der gegebenen Gleichung die Hillsgleichung
3 7
-5 ¢ T g =0
gebildet, wo q und x durch die Gleichung 4xq = 2 verkniiplt sind, und in der letz-

L]
tern Gleichung q= 2—% + § gesetzt, wodurch dieselbe in

B
f—3a+ge(1—20) =0
iibergeht, wenn darin p = % geselzt wird, oder in

1=2
P, B ( = D _,
wenn {berdiess § = 1/p¢ angenommen wird; so haben sowohl x als ¢ die Form rSina,
in beiden Ausdriicken ist r dasselbe und zwischen ihren Bigen ¢ und ¢ in x=rSing

und ¢ = rSin} besteht eine Relation, die durch den Ausdruck
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Sing _ _ Va0 Wi —1 - V3(1—2—2¢)]

Sing T V3D (2p—1) — (128 +8¢'—6p+1)
bestimmt ist.

Nach dem Werthe von p = % ist
k = VA4 BLA [BAB —13(3B — 6 A Br—AY)]
= 4/3AB (A-BY — (3A°+ 1TA'B*+A'B' + 3B)
wo sich das Zeichen * nach dem Zeichen von B richtet. Da zwei Gleichungen fiir q
bestimmt wurden, nimlich

#  2nSiny
q= B + B r und
AngSiny = 2,
so folgt durch Elimination der Bogen
7 ’k
qi’ﬁq 1B ="

(1+V1+4Bk)
ey

4B
q muss mit x zugleich positiv oder negativ seyn, d. h. mit B sein Zeichen éindern und

gleich gross bleiben. Da im vorliegenden Fall x positiv ist, bestimmt diess das Zeichen

des Radicals und daher ist
( vl +4Bk)

B
X = —4—‘:[‘ = ; 4§k—_
_ (1_v1+4Bk\
und daher
b o 1 8Bk
~ sz ( +VA’-|-B’ )

Die Cubikwurzel wire somit

VAR = VAR Vi JE ),

V' xippe B

V= =

Man kann sie jedoch auf eine bequemere Form bringen, indem man die zweite

A
Gleichung zwischen A und t untersucht; d. i. indem man 3= (4 P—3t) 7 vermittelst

A
der Gleichung y'— 32°y — g = 0 die zt als Warzel enthalt betrachtet. Auch diese

Nalurwissenschafiliche Abhandlungen. 1V. 3. Ablh, 19
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3z ° . .
ist mit ihrer Hillsgleichung q} 4 Q—Z-qi - 317( =0 durch die Bedingung 4q,y = #* ver-

kniipft und gibt bei der Transformation, wobei der erste Coeflicient verschwindet,
A
B—dvh—gal—2p) = 0

2 . . .
wenn p, fiir ‘A7 geselzt wird. Fir 5 =17 ist
2* i 7t 7 .
= —ﬁ—l—l/p,nSln;b = —5K— Knqu;-
wo im zweiten Theil das negative Zeichen zu nehmen ist, da q, im Fall A negativ
, lauter positive Glieder, wie aus friiherm ersichtlich ist, liefern muss, daher nur

bei diesem Zeichen seine numerische Grosse in beiden Fillen behalten kénnte und weil
1 . .
iiberdiess 17p, der Gleichung Sin3¢ = 7% Folge, des negativen A wegen, negativ

3 ol
zu nehmen ist. Da nun ¢ = — gK— %nSinap und
4u8ing q = 2
gefunden wurden, und so lange n in den Gleichungen fiir y und q positiv ist, g, stumpf,

Sin¢ Si
¢ spitz ausfillt; so ist Sing Sindy negahv, also wenn S::—i: —

k, gesetst wird
B VA’-I—B" (BBA*—13(3A*—6A°B*—BY)
4/3AB A*—B*y—(3A°+A'B'—17AB*+3B%)

ay P kz*
‘l"Fzgl a=0dh

4Ak
= 4&'_1+V1+

und da q, negativ ist, gilt bloss das untere Zelchen des Radicals. Somit wire

— ‘/ 4Ak y

y = 4q, = 4k, 1/
t=" = '—Jvl—i-éé;,*l‘J‘l'l\; und daher
VA_+_B_'_ VAH_Bz[( V1+V“::B+1\+1/‘/1+{;“ -4

Das Zeichen im erslen Ausdruck scheint zu widersprechen, weil fiir B =0, vz—

lMzul
4

positiv werden muss, und auch wirklich wird fiir k, =0, , die Ursache

1

liegt darin, dass die Gleichung 7 =W@=3)7 fiir ein negatives t, 7* negativ ergibt,

daher beim Ausziehen der Quadratwurzel das Radical noch negativ zu nehmen ist.
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Es ist also der eigentliche Werth

VAR i (Vi )+

BBk_ - — 1 \]
Vart B /1.
k
Hiedurch ist zugleich eine Weise gegeben, Gleichungen 3ten Grades vom casu ir-
reducibili darch geschlossene reelle Ausdriicke aufzulésen, denn die Cardanische Formel

fghet auf die Summe oder Differenz zweier solcher dureh diese Formel bestimmbarer
Werthe. Diese sind

W=~ UK =0
| o 4 e ST ey

- ;[—‘7Q+li + \3/—Q+K]_ e [VQ+K + V—Q+K]

i

%y

v VOV ]
R AELS [/V1+V}§{=;;— /+V3(V 1]
k
W= TR (Vir 'Vi:f“w vV +V2Tfn.— Vit im-1]

1

oder nach Herstellung der Werthe

y+p = V—P[V1 4Q">
V- (\/1+(4Qf\, 1)
5)
(V1+4\/4 - P gk—-1)].
(-5

Die Ausdriicke gestalten sich anders beim Ausziehen der Waurzel aus irrationalen

']

Binomen. Sei also wieder

v{‘jﬁ =z(t+Vu) also

=2 = #4300 u+3tudulu).
19 *
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Fiir '25 = 2 (4 3tw)

VTB = #Vu (34 u) ibergeht die Differenz der Quadrate in

A—4—B = 2 (F—3lu+30w—u) = (F— u)pz

und wenn als dritte Bedingung
t?—u? = 1 angenommen wird, so folgt

z = VAZZ'B. Die Gleichungen

A Vv
5 = 27({B-3D, —2E = Vuz#(3+4u)

2
iibergehen durch Einfiihrang des Werthes von z in
3t A
a_ - =2
v—3 IAE 0 und
VB
L u)? 3 —_——— = 0
G+ - s
4(—?3 A*—B
Da in der ersten Gleichung T L= A <1 ist, mithin das Radical der

Cardanischen Formel reell wird und in der 2ten Gleichung dasselbe wegen des positiven
P stattfindet, gestalten sich die Auflisungen dieser Gleichungen, wenn folgende Aus-
driicke eingefiihrt werden:

1 UV(AZVBY 4+ V(ATVDBY
L'A—B VA—VB4+VATVB

i  VAZVBY +VAFVEB)
VAR VAFVB—VA—

k =

k =

zu folgenden Ausdriicken
3 4Ak,
t = (4) +V('—) + 87
2 kl (E)z

1 e
LY [1+V1+1f:2i13

und

v = — @i+ Vi 4 28K
82
2 )k

_ H[V SI/Bk 1]

VA’
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worin fiir k, k, negative Werthe genommen wurden weil A und B negativ vorkommen.
Somit ist
A+VEB _ A*—B 8Ak, 8k VB
VI = WAV i S o (Vi )
Ist jedoch A*<<B, so muss als dritte Bedingung u*—t*=1 genommen werden, 7 ist

alsdann V—A;"'B und es bestehen die Gleichungen

A VB
7 = 2 (48 4 3¢1), 5 = Vuz (4u—3).

Die Liosungen der Gleichungen
VB
4 %t—é—‘? =0, (l/u)a—%(l/u) _B_z3 =0

sind fiir . \
L _ 1 VI/B-AY +V(I/B+AY
" UB—AT VTBFA-VIB—A
Lt VVB—A) + VO B1Ay
VB—A, VVB—A + UUVBFA
— Ak, _ AL,
t = — (- 1 X — = —'1 1
@ +Ve+ 1 [—1+ Vi 2k o]
2K,
. . VB 81"Bk
Vu = (3) +VE+Z—3 4k[1+V1+VB—A’
7k
und somit
5 ‘el /T BAK 8VBK
VAR - VIR [ (Vi 08— (Ve S,

Dadurch gestalten sich die Wurzeln einer cubischen Gleichung im Fall P negativ und
P\
4(— §) = Q* zu

yhe= — V Tk (V1+ 4?“ 3+1)
Vel o “Q“mo S EEY

V(Q—VKJ’ + V(Q+ (Q+VKy
I/2V— ¥ VQ—VK +VQFVK

I
»1—-

worin
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V(Q —VK) + V(Q+ VKy |

k =
Vz\/— iy VQFVK—VQ—VK
und im Falle P positiv ist

o= S| e
= %Vé} ”(1_V V(P‘-ﬂ)

+ 1/—3(H_I/ 1+4I/Kk

V(P\S

i k= — 1 _ VZK=QF + VVKI Q)
3 P R 3
V2\/§ VIK+Q - VI'K—Q
I/(VK QO+ V(VK+Q)2

V2V VVK4Q + VTK=Q

Um die Aenderung der Function ersichtlich zu machen, die dann eintritt, wenn
in der Cardanischen Formel die Wurzeln gezogen werden, mige hiezu folgende Zusam-
menstellung dienen. Fiir

W=V T CY VD 0w vs o —ur (s (=)= o)

— A=)
w300l s ()= 0 (=) - (o0 (1(=5) - 0) - e (e (- {)3— 9;)2
+306(=9)-9)
=2 (=2)efse (s (-~ ) v (3 (1) 0 a(=2) — ) )]
ny :“va(— 3= (ot e (- 5) - oo (3(=5) - o)
#3((=0)"0))
. V(= Veo—i[- ")+V(Q+\/Q* 4,__})
vy -3 V- Vo—s-1y VOV o —1 e
. Ve Ve a2y +VEewWT Pff
a2 VQ+VQ’—4( 5y ‘/Q Vo—o-3)

k,

I

k, =
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. V(Vo*+4’”)“ 0) +V(\/Q’+4( F+0)
Vi VWorilro—VVorf-e
i V(VQ‘+4’P) o) +V(VQ’+4( Dto)
TOE VWersse + Ve raE—o

sind die Wurzeln einer cubischen Gleichung je nach den reellen Werthen von k

<w

1 im casu irreducibili :

fix =P und 4(_31:\?3> 0
Yt = —’zik’ —2— (V?f‘ﬂéf};_g
V—a |k<V1+ 4Qk 1)

K2 (V1+4\/4/ otk,—1)]
(- 5y

|

P
~II fir ein — P und 4: —§)<Q'

ytp = —3

-3 lk (VH 4Qk3 r+1)
VTﬁ-o—[meo—f )]

\_?}

42 4Qk' +1)

IIl fiir ein 4+ P

yte = -qu [1-[/1 +4("£'\‘;]

\s/

—%V? [k (-

R AR
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