
III. Ueber Raute, Prisma und Kegel ln alirometrischer Beziehung. 

Von 

Josepl1 lliedl v. Leuensf.ern. 

Mitgethdlt am 16. August 1850 in eine1· Versammlung von ~·„,,unden d"r Naturwi•scnschaften in Wien. 

Die SpiLzen prismatischer Körper wurden (Naturwiss. Abh. III. ßd. 2. Abth. S. 87.) 

als nächstfolgender Gegenstand bezeichnet. 

Zwischen den beiden Klassen der Pyramiden und Prismen aber, steht noch als nicht 

zu überspringendes Mittelglied, die ß au t e (Rhombus solidus). 
Die Pyramiden sind nämlich: 'J'etrakro-Tetraeder, Pentakro-Pentaeder, Hexakro· 

Hexaeder u. s. f.; oder, die Zahlen ihrer Spitzen und ihrer Flächen sind einander gleich. 

Die Prismen, welche die Ordnungen: Hexakro- J'entaeder, Oktakro • H"'xaeder, De­

kakro- Heptaeder u. s. f. enthalten, gehen die Zahl der Spilzeo fortschreitend um 1, 2, 

3, .•. grösser als die der Flächen. 

Den Uebergang machen die Haulen, als: Pentakro - Hexaeder, Hexakro- Oktaeder, 

Heptakro - Dekaeder 11. s. f., bei welchen die Zahl der Spit;r.en um 1, 2, 3 ... 111 in der 

als jene der Flächen ist. 

Sie bestehen aus zwei Pyramiden, während ein Prisma drei derselben in sich be· 

greift, und sollen eben so wenig darum schweigend übergangen werden, weil sie nur 

Doppelpyramidrn, als man unterlassen dürfte die Vierecke in eine besondere Classe zu 

bringen, weil sie nur Doppeldrriecke sind. Und um so mehr gebührt ihnen ein ei,!("enes 

Fach, als in der erslen und dritten ihrer hier genannten Ordnungen sich Regelkiirper 

dritten Ranges, in der zweiten aber einer der fünf reinen Hegelkörper befinde!.· 

Es werden also hier zuerst Rauten, dann Prismen vorgenommen, insoferne ihre 

Eigenschaften sich \'On jenen der Pyramiden unterscheiden; endlich wird das allgemeine, 

vergleichende Mass auf die Spitzen der konischen Kiirper in Anwendung gebracht, 

worauf noch eine Tabelle berechneter ßeispiele folgt. 

Die ,\btheilung: Ueber die Summen der Kiirperwinkel 11n Pyramiden enthielt in 

den Paragraphen 36 bis 38: Allgemeine Bestimmungen und Eintheilung der Pyramiden• 
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rn den Paragraphen 39 bis 52 : Lehrsätze und Rechnungsformeln, 

53 „ GO: Erläuterungen der 'fabelten , und 

61 „ 70: Aufgaben zeichnender Darstellnng. 

71. Fünf Pnnkte im Raume, deren zwei die Pole einer senkrechten oder schiefi>n, 

die Ebene der drei andern durchschneidenden Axe sind, bestimmen 7.ehn Linien, und 

zwar, ''On der Axe abgesehen: neun Kanten, sechs Dreiecke, fünf Spitzen, wovon 

zwei mit dreiseitigen, drei mit vierseitigen Körperwinkeln, unrl bilden so die einfachstP. 

Uaute (Rhombus Pentakro · Hexaedrum). 

Kommt ein neuer Punkt hinzu, der aber in jener durch drei festgestellten Ebene 

(Mil t e 1 fläche) liegen muss, so entsteht: 

eine vierseitige Raute, mit „, w öl f Kanten, acht Dreiecken, sechs Spil1.en; 

eben so einefiinfseitige, „ fünfl.ehn „ zehn „ iiit>ben „ 
und eine (n) seitige, „ (3 n) „ (2n) „ (n+2) „ 
Von dl'.n Spit1.en aber sind immer zwei (n) seitig, die übrigen ''ierseitig. Oil•se 

Classe übertrifft jene der Pyramiden noch an, Ueichthum der Gehilrle; indem jede Py 
ramide mit jeder auf derselben Grundlläche möglichen anrlP.rn verbunden seyn kann, und 

so die unendliche Mannigfaltigkeit sich unendlichfach steigert. Einige Summen symme· 

trischer (d. h. aus zwei ähnlichen Pyramiden bestehender), senkrechter und auf ltegel­

vielecken errichteter Rauten, sind aus den Tabellen A bis F der Pyramiden (III. ßd. 

2. Abth.), durch Verdoppelung der Werthe zu erhalten. 

72. Von der unmessbar grossen Länge der Axe beginnend, wo 360° die äusserste 

Oren1.e der Werthe ist, nehmen die Summen an symmetrischen, senkrP.chten Uaulen 

mit gleichseitig dreieckiger Mittellläche beständig ab, bis am Doppe 1 tetra e der 

aus sechs gleichseitigen Dreiecken ADBCD' (Fig. 30) das Minimum 

= 252 "· 41 1
• 261

', 3. „ eintritt. 
Dieser ist wegen seiner Eigenschaften: sechs congruente lll'gelflächen, eine siebente 

ebenfalls congruente als Miuelfläche, und einerlei Kanten; dann wegen der Mängel: 

zweierlei Spitzen und zwei um~chriebene KHgeln - unter die llegelkörper drillen Han­

ges zu zählen. 

Von hier aus wachsen die Summen bis ans Ende der Reihe, wo die Axe Null und 

das Maximum = 720° wird. 

Andere Reihen dreiseitig·er Rauten weichrn mehr oder minder rnn diesem Gesetze 

ab. So ist (aus S. d. K. an Pyr. 58) bekannt, dass es Reihen von Pyramiden und folg­

lich auch ,·on llauten gi~t, in welchen die griissten Summen nicht mehr als hier die 

kleinste betragen, die kleinste derselben aber zu Nichts wird. 

73. !Jas sphärische Pentakron AEUCE' (Fig. 31) ist der nächste unrnll· 

kommene Regelkörper der oben besprochenen Reihe, in ihrem wfoder zunehmenden Theile. 
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Oer dritte Rang gebührt ihm, da er congruente Flächen hat und iri einer Kugel 

eingeschrieben ist; dagegen sind seine Mängel: die sechs Dreiecke nur gleich s c h e n­

k e 1 i g, folglich zweierlei Kanten und zweierlei Spitzen. 

Seine Berechnung ist in der 'fallelle A nicht aufgeführt und wird hier nachgetragen. 

l)ie Hedingung, dass er zur l\'littclfüiche ein gleichseitiges Dreieck hat und ihm diP 

Kugel umschrieben ist, gibt A E als Sehne eines Quadranten und AC als Sehne eines 

Drittelkr1~ises; also den Kngelstrahl als Einheit genommen: 

AC Sin60° 
r\E=2Sin45°; y=Sin60°; und Cos(EAC)= 2sin 45'" 

oder in jedem der sechs Dreiecke die "'inkel an der Grundlinie 

J = 52°. 14'. 19",52 ... 
1 = 52 . 14. 19,52 „. 

am Scheitel = 75. 31. 20,95 ... 
180. 0. 0,0 

woraus man (nach S. d. K. an Pyr. 44. 46) die Körperwinkel: 

A = B = C = 50". 39'~ 57",60 .. . 

R = E' = 55 • 23 . 20,92 .. . 
und die Summe = 262°.46 . 43,68 ... erhält. 

74. Nun folgt die rechtwinkelige Raute, AJi'ßCF' (li'ig. 32), welche in den 

vierten Hang der Regelkörper gehört , indem sie zwar aus congruenten Halbquadraten 

besteht, dafür aber zweierlei Kanten, zweierlei Spit.zen und zwei umschriebene Kugeln 

hat. Von diesem Kiirpe1· ist zu erinnern, dass sein doppelter Kiirperinhalt, 

mehr dem Regeltetraeder seiner griissern Kante, gleich ist dem Kubus 

d fl r k 1 einer n Kante ; denn es ist 

AJi'BC + b1 f1 BC + a'f'CA + c1 r1 ßA = 2AFBCF' 
und darum 2AJi'B CF'+ A f' BC = Fßb1 Cf'a' Ac'. 

Die Körperwinkel sind (nach Tabelle A): 

A = B = C = 38° .. 56'. 32".8 ... 

l<' = F 1 = 90. 0 . 0,0 

und die Summe = 206 . 49. 38,4 ... 

75. Eil seyen ein gleichseitiger Doppeltetraeder: ADUCD 1 (Ji'ig. 30) 

und eine mit demselben auf einerlei J\fittelfläche zu errichtende recht­

w in k e 1 i g e ll au t e: A f B Cf' in ein i den t i s c h es Kugelpaar ein zus c h r e i­

b e n, wozu der Ha 1 b messe r R g e gehe 11. 

Ein J) ritt heil der Länge R wird auf einer Axe acht m a 1 aufgetragen, so sind 

die ä u s s er n Po 1 e D, D', als Scheitel des erstgenannten Körpers bestimmt; denn 

Dm= mD' = :-R ist bekanntlich clie Hiihe des eingeschriebenen Regeltetraeclers. Bil­

det man dann mit dem Strahle R, aus den Theilungspunkten: 3, 5, zwei Kugelflächen 

und theilt den Kreis, in welchem sie sich schneiden, in drei gleiche Bogen, so ist 

i\'alt1•"·' issenschafllichc Ahlrnnollnn;rrn. IV. 2. Abl11. 7 
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auch AD = AD' = AB = B C u. s. f. Setzt man nun die Länge einer solchen K an t e 

als Einheit, so ist der Durchmesser der_ umschriebenen Kugel: 

Df'=D'f=V~. und Dm=mD'=Vi-; 

In der Pyramide AfCB aber müssen die zweierlei Kanten, wegen der in f rt•ch­

ten Scheitelwinkel sich verhalten : 
AC:Af=1:V~; und wenn An=nC, so muss auch 

n f1 = -i; ferner, als Driltheil der Höhe des gleichseitigen Dreiecks: 

n m =V ,-1, ; folglich m f' =V±-- ,-\ = V-(, seyn. 

Es ist also wieder: Df' =Dm+ mf' =V~+ V{= V~; 
und die verlangten Scheite 1 punkte f, f', treffen mit den inner n Po 1 e n beider Ku­

geln zusammen. 
76. Die Summen vierseitiger Rauten CH ex a k r o - 0 kt a e der), haben als äusserste 

Grenzen an beiden Enden ihrer Reihen, den W erth der ganzen Kugelfläche, 720 ". 

In der gesammten H.eihe der symmetrischen, senkrechten, mit einem Quadrat als 

:Mittelfläche, erscheint (übereinstimmend mit Tabelle B) als Minimum der reine B. e­

g e l ok t a e der , der hier als Coryphaee aller Rauten an seinem Platze steht. 

.Jede seiner Spitzen misst: 7711
• 53'. 5",56 ... und die Summe: 

467. 18. 33.36 .. . 

Hierher gehört das merkwürdige Geschlecht der mehr oder minder \Crschobe­

nen Oktaeder mit congruenten Gegendreiecken (S. d. K. an Pyr. 64 bis 

68; .Fig. 23), welche auf rhomboidischer Mittelfläche: e g h k, aus zwei gleichen und 

ähnlichen Pyramiden: efghk = hikeg bestehen. Ihre Abstammung aus den Tl'tra­

~derpyramiden, deren Kerne sie bilden, ist dort hinreichend besprochen; eben so 

ihre sonstigen Eigenheilen und die Ermittelung ihrer Körperwinkel aus der Stamm­
pyramide. 

77. \us der Tabelle C ergibt sich auf dieselbe Weise. die H.eihe der symmetri­

schen, senkrechen, auf Regelvielecken errichteten He p t a k r o - De k a e d e 1·, mit äus­

serster Grenze des Werthes bei 1080°, von wo die Summen abnehmen bis 631°.20'.26".6„ 
und dann wieder zunehmen bis 720 11

• .lt>ne kleinste Summe gehört dem ll e g e 1 de k a e· 

der (Fig. 33), aus zehn gleichseitigen Dreiecken und fiinfzehn gleichen 

Kante 11. Die Mängel dieser Raute, welche nicht gestatten. selbe in einen h1ihern als 

den dritten Rang zu bringen, sind . dass sie in keine Kugel passt und zweierlei \\-erthe 
der Spitzen hat; nämlich zwei zu: 

150°. 56'. 5311,75 ... am Scheitel, uncl fünf zu: 

6:5. 53. 19,82 ... an der Mittelfläche. 

Einer umschriebenen Kugel entbehreml, hat dieser Dekaeder gleichwohl e1mgen 

Ersatz darin, dass seine sieben Spitzen der Oberfläche eines ausgezeichneten Rotations­
kiirpers angeh1iren. 

Es sey in e in e m S p h a e r o i d , des s e n A x e z u m D 11 r c h m es s e r d e s A e qua· 

tors im aufsteigenden äussern und mittlern Verhältnisse steht, ein Kör-
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per eingeschrieben, den fünf gleichweit abstehende Punkte im Aequator und zwei in den 

Polen bestimmen; so werden die zehn Seitenkanten aus beiden Scheiteln, den fünf Mit­

telkanten gleich, und es wird der erwähnte Dekaeder dargestellt seyn. Denn es ist 

R = Cr, der Halbmesser des Aecpiators oder die halbe grosse Axe; 

1.-= i1 b =CH, die Höhe des Scheitels über die Mittelßäche oder die halbe kleine Axe . 

. der Zehneckseite gleich, wegen iles gegebenen Verhiiltnisses; 

f = A H = ab, die :Fünfeckseite oiler eine der fünf Mittelkanten; 

k =DA =Dr, eine der zehn Seitenkanten; folglich 
f'= R2+z2; 

.Es ist aber auch (DrJ!=(Cr)'+ CDJ! = l·P+ z'1 = k'; und daher alle Kanten gleich: 

f= k =(AB)-= (DA). 

78. Symmetrische, senkrechte Rauten aller mehr als fünfseitigen Regelvielecke 

('·ergl. S. d. K. an Pyr. 51 und die Tabellen D, E) können, da mehr als zehn gleich­

seitige Dreiecke in einer Rante nicht möglich sind, in ihren Reihen keine Wendepunkte 

haben. Ihre kleinste Summe ist demnach allgemein bei der kürzesten Axe, und = 8 

recht1m Winkeln. Die griisste aber, 
für sechsseitige 

,, siebenseitige 

(n) seitige 

= 16 rechten Winkeln 

20 ,, 
" = 4(n-2) 

7!J. Wenn man auf jedt>r Dreieckfläche einer Raute nach Willkühr einen Punkt 

bestimmt, nnd diese alle durch gerade verbindet, so ent~teht ein Prisma; durch dasselbP. 

Verfahren wird auch dem Prisma eine !laute eingeschrieben. Dabei tauschen Spitzen 

und Seiten immer ihre Zahlen gegeneinanrlt>r aus: Dem Pentakro ·Hexaeder ist ein He­

xakro. Pentaeder, dem Hexakro - Oktaeder ein Oktakro - Hexaeder eingeschrieben und 

umschrieben; Heptakro - Oekae1le1· erzeugen Dekakro- Heptaeder und umgekehrt u. s. w. 

lJnler den miiglichen eingeschriebenen Prismen ist aber ein es in jeder llau te, 

das ihren eigentlichen Kern bilrlet und jedenfalls parallele Kanten und Grund­

ebenen erhält, die Uaute mag wie immer schief m11l unsymmetrisch seyn. Die beiden 

Grund flächen desselben sind unter sich con gru en t und der J\'l i ttelfläc he der 

!laute ähnlich, nur in gewendeter Stellung. 

Der Kiirperinhalt dieses Kernes ist ein Neuntel seiner Raute. 

Es sey dem schiefen Pentakro - Hexaerler: SA ß C:E (J.<~ig. 34) das Pr i s 111 a e lll· 

zuschreiben, welches den genannten Forderung·en entspricht. 
Wenn d, e, g, o, e, 1, als Schwerpunkte der sechs begrenzenden Dreiecke ermit­

telt sind, so werden die senkrechten Höhen von d, e, g, über die Mittelebene (ABC) 

einander gleich und betragen ein Drittheil (=Mm) der Hiihe des Scheitels S über die­

selbe Ebene, und gleichmässig sind o, e, y, in der Gegenrichtung, in unter sich glei­

cher Tiefe, welche auch ein Drittheil (= Mf') des Hiihenunterschiecles zwischen der 

Ebene ( A H C) und dem Scheitel :!: ist. Denn ein ebenes Dreieck mag wie immer ge­

neigt sr.yn, so bleibt sein Schwerpunkt auf f der Erhöhung seines Scheitels über eine 

7 * 
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durch die Grundlinie geführte Ebene. Die Ebenen (deg). (clq,) sind folglich 

mit (ABC) und unter sich p a r a 11 e 1. 
Nun aber geben die Schwerlinien : S d. Se, S g, ~ a, ~ e, ~ i', indem sie ihrer 

Darstellung :wfolge die Grundlinien in D, E, G, halbiren , wodurch wgleich: 

DE = • AC ; EG = ~ Aß; GD = i BC 

wird, in den Dreiecken: 
SDE, SEG, SGD, :?:DE, ::EEG, ~GD, 

ihrem Geset:r,e nach, die Verhältnisse: 
Sd:SD=Se:SE=Sg:SG=::?:o:::?:D=::Ee:::?:E=~r::EG=2:3; ferner: 

de: DE = e g : EG = g d : GD = 2: 3 ; und 

oe:DE=ey:EG=yci:GD=2:3; woraus folgt: 

de = o e = -} A C ; e g = e y = -~ Aß ; g d = i' ci = j- B C. 

Erstens sind also clie Dreiecke: deg= oey, congruent und parallel; daher die 

Kanten : d o = e e = g y, g 1 eich und p a r a 11e1 ; 

Zweitens: jedes dieser beiden Dreiecke ist ein Neunte 1 des Mitte 1 drei e c ks ABC. 
Endlich ist, wie oben gezeigt: Mm + M ~ = ~- (M S 1 + M :E) = j- S 1 :E; oder die 

Höhe des Prisma gleich einem Drittel der Höhe der Raute, und demnach ist das \er· 

langte Kernprisma an Körperinhalt gleich einem Neuntel cler H.aute, 

und wird durch die Schwerpunkte der einschliessenden Dreiecke 

bestimmt. 
Im umgekehrten Falle ist noch leichter 1.11 beweisen, dass eine durch die Schwer­

punkte cler Seiten des Prisma erzeugte K er n rau i e ein Z w ö 1fte1 seines Körper­

masses, folglich in der zweiten Abstammung = ·dnr der ursprünglichen Raute ist. 

80. Die Classe der p r i s m a t i s c h e n Körper, zu deren Feststellung im Raume 

mindestens drei Paar Punkte erfordert werden, von welchen nicht drei in einer 

geraden liegen dürfen; zerfällt d e i· Lage d er Kante n nach, in p a r a II e 1 e, c o n­

v er gen t e und anomale. 

An den ersten sind die h e i den Grund f 1 ä c h e n entweder c o n g r u e n t und 

gleichlaufend. oder unähnlich und geneigt: (Ordnung 1, 2.) 

Die convergenten Prismen (gemeinhin gekürzte oder Rumpf-Pyramiden ge­

nannt), haben gleichfalls, nach der p a r a 11e1 e n oder schiefen Lage der Ebenen, 

entweder ii h n I ich e oder verschobene Grundflächen: (Ordnung 3, 4.) 

Es kommen daher vier Ordnungen von Prismen , in Hinsicht auf das Mass ihrer 

Körperwinkel zu beachten; denn mit der fünften, welche die an o m a 1 e n, von nicht 

übereinstimmenden Kanten , und daher nicht ,·on Ebenen , sondern ganr. oder zum 

'fheile von Konoidtlächen geformten Spitzen begreift, haben wir hier nichts zu thun, 

weil gekrümmte *) oder verdrehte Flächen keine messbaren Winkel einschliessen. 

*) Dfo einzige Ausnahme unter allen krummen •'liiche11 macl1l der Ma11t1·I d1·s Kegels, dessen \Hilcrhin 

gedacht wird. 
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81. In Folge der prismatischen Gestalt tritt unterscheidend die Eigenschaft her­
vor, dass nur dreikantigeSpitzen vorkommen können, und dassjeder1'angen· 
t e n winke 1 C vergl. !\'lass II. ßd. 9) nicht mehr und nicht weniger als zwei m a 1 in 
der Summe erscheint, so dass allgemein bei (n) Seitenkanten und (2 n) Grundkanten. 
statt zweier Tang1rntenwinkel einen Dieder gesetzt, 

die Summe aller (2n) Spitzen, gleich du Summe der (3n) Diecler, 
w e n i g e r ( 4 n) r c c h t e n W i n k e 1 n i s t. 

82. An Prismen mit parallelen Grnndebenen: (01·dnung 1. 3.), gleich,·iel 
ob sie auf ihren Seitenkanten recht oder schief stehen, ergänzen sich die (2 n) Dieder 
der Grundkanten gegenseitig auf (n) Halbkugeln oder ( 4 n) rechte Winkel; dadurch 
wird (vergl. Mass, 10 bis 13): 

die Summe der Spitzen gleich dem Werthe der (n) Dieder der Sei­
tenkanten. Sind nun auch clie Seitenkanten parallel: (Ordnung 1) uncl folg­
lich die Dieder derselben zusammen 2 (n-2) Viertelkugeln gleich, so erhält man die 

S u m m c d e r K ii r p er w i n k e 1 , (welche im ganzen Reiche der Körper sonst nirgends 
als hier beständig ist): 
für ein dreiseitiges Prisma 1. 0 r d nun g: gleich vier rechten W in k e l n; 

für die Parallelepipeden und trapezischen 

Prismen 
" 

für ein Prisma aus (n) Parallelogrammen 
" 

acht 
4 (n-2) 

" 
" 

,. 
83. Der Uegelpentaeder, .Fig. 35, aus drei Quadraten (abcd), zwei gleichsei­

tigen Dreiecken ( e f g = ab r), neun gleichen Kanten und sechs congruenten Spitzen, jede 
zu ö0°; ist hinreichend als Heispiel für das erste der genannten Geschlechter. Dieses ein­
fachste aller Prismen gehiirt zu den Hegelkörpern clritten Ranges, und steht unter diesen 
dem zweiten Hange fast am nächsten , indem ihm da1.u nur die symmetrische Theilung 
der Kugelnäche mangelt, welche ihm umschrieben ist. 

Wird seine Kante: ab = b d = e f, als Einheit genommen, so geben die Coordinaten 
iy= L und rk=if=V}, denKug·elstrahl alsllypothenuse =ik=V,7

2 =0,7ö37ö2„. 

84. Aus dem zweiten Geschlechte, welches alle recht - und schiefwinkeligen Okta­
kro - Hexaeder mit parallelen Seiten· und Grundflächen begreift, und deren acht Spitzen 
immer zusammen dem Mass der ganzen Kugel = 720° entsprechen, sey hier der K n b u s, 
der ''ollkommenste aller geradlinigen Körper, die Einheit des Körpermasses, ,·orzugs­
weise genannt. 

Unter den schief winkeligen zeichnet sich aus: 

Die :Familie der ll h o m b a 1 - Hexaeder (Fig. 36, 37), mit zwölf gleichen Kanlen, 
sechs congruenten llhomben, zwei scharfen und vier stumpfen Spitzen. Eine Art der· 
selben ist der Rho m b a 1- Kubus , aus Rhomben, deren jeder aus zwei gleichseitigen 
Dreiecken besteht; (li'ig. 36) ein Regelkörper vierten Ranges, der dadurch -anziehend 
wird, dass er eine einfache, klare Probe der allgemeinen Summe liefert. Denn wenn 
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er nach zwei seiner kleinern (den Kanten gleichen) Diagonalen, z. ß: AC, EF, in pa­

rallelen Richtungen nach den Spitzen B und D, durch die Ebenen A CD , ß E F, zer­

schnitten wird, so entfallen : 

. \AD C G, mit der Summe = 126". 20'. 43",... . 
zwei Regeltetraeder lE ß F H, „ „ = 126 . 20 . 43,. . . und es bleibt: 

ein Regeloktaeder AUCDEF ., „ =467.18.33,„. woraus sich 
die Gesammtsumme des Rhombal-Kubus = 720. O. 0. ergibt. 

85. Von allen m eh rs e i t i gen Prismen mit parallelen Kanten und Grundflächen, 
die man insgesammt kürzer Parallelprismen nennen diirfte, gilt das (82) ausge­

sprochene Gesetz, ohne Ausnahme, ob das Vieleck (Stammfläche), wor­

auf sie gegründet sind, auch schiefwinkelig und ungleichseitig sey. 
Einzelner Beispiele bedarf es hier nicht weiter. Die Zahlen ihrer Elemente und Sum­
men der Körperwinkel schreiten fort wie folgt: 

Zahl der Seitenflächen: n=3, 4, 5, (j, 7, 8, 9, 10, 11, ... 
„ „ Ebenen: n+2=5, ü, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13„„ 
„ „ Spitzen: 2n =G, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22,„. 
„ „ Kanten: 3n =9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, .. . 

SummeninrechtenWinkeln: 4(n-2) =4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 30, .. . 

8ü. }'ür jene Prismen, deren Sei t e n kanten p a r a 11 e I, deren Grunde b e n e n 
aber gegeneinander geneigt sind (schiefabgeschnittene Prismen; Ordnung 
2) , gilt obiges Gesetz als Mittelmass, von dem sie wachsend oder abnel1mend, mehr 
oder minder beträchtlich abweichen. Je gleicher die Winkel und Seiten der Stamm­
fläche, desto geringer, je spitzig·er ihr kleinster \illinkel und je länger seine Schenkel, 
desto grösser wird diese Abweichung. 

:Es sey ab c (.Fig. 38) das Stammdreieck. ad, b e, cf, die Seitenkanten eines Pen­
taeders, und ab M eine seiner Grundflächen, deren dritte Spitze M, nach der Richtung 
cm in unbestimmter }'erne liegt; ich sage nun: Das Maximum der Summe der drei 
Körperwinkel a, h. M. findet statt, wenn die Seitenwinkel da m', eh m'. so nahe als 
miiglicli an 180" ~ind, wodurch M in der Verlängerung ~·on cm endlos weit gerückt 
wird, und wenn zugleich der Winkel h ca beinahe Null ist. 

Der mittlere We1·th: a + b + M = 180'', müsste sich ergeben, wenn M in c läge, 
wodurch ab c selbst :1.ur Grundfläche würde. Je mehr aber die Winkel da c, e b c, 
wachsen und je grösser cm wird, um so stumpfer ist die Neigung an der Kante ab; 
je kleiner man zugleich h ca und damit die Neigung an der Kanle f m annimmt, desto 
unveränderter bleiben die Neigungen an den Kanten am', h m'', so dass die Summe bis 
31\0 11 wächst, wenn die sechs Tangentenwinkel, von deren W erthe sie abhängt : 
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t(ad) 90" 

t(ab) = 180 

t(aru') = 90 

tp1111'') = 90 

t(ht•) - 90 

t(fru) 0 

l 
a = t(ad) + t(ah) + t(am•) - 180" = 180"; 

haben, und folglich die Spilzen b = t(beJ + t(ab) + t(bm') - 180° = 180"; 

M = t(am') + t(hm•)+tcrm) - 180° = O"; 
zusammen = 300"~ 

Ist nun derselbe Fall an der ~egenßäche de N, wenn nämlich f n, d n', e n' unbe· 

stimm bar gross gedacht werden; so erreicht auch die Summe d + e + N clas äussersle 

Mass von 300°; und das G r ii s s t e für das ganze Prisma ist = 720°. 

Um auch die Hedingung für das Minimum darzustellen, denke man die Kante 

ab mit dem Dreieck ab M als nicht bestehend; dagegen d f'1, e f'\ als ununterbrochene 

Seitenkanten weithin verlängert, indessen durch einen Schnitt von c gegen f'. äusserst 

wenig nach innen von der Richtung m abweichend, mit einer masslos entfernten neuen 

Kante f'1 f'2 = ab das neue, in c unendlich spitzige Grunddreieck c f'1 f'2 erzeugt wird. 

Das Ende des Kiirpers, welches sich an seinem wahren Orte nicht darstellen lässt, 

versinnliche man sich, indem man das Ganze verkehrt, ab für f'1 f'2 nimmt; so dass 

m1 a, m' b, als Schenkel des jetzt in der Ferne liegenden Winkels c erscheinen, und 

man wird finden, dass die Summe an der Grundfläche cf'' f'' auf Null herabsinkt. 

Denn die Neigung an der Kante ab (oder der damit gemeinten: p.1 p.2) wird unbe· 

stimm bar klein, im äussersten Falle Null; eben so jene an der Kante f c und deren 

Verli[ngerung, wegen des spitzigen Stammdreiecks e f d, die übrigen .aber bleiben un­

verändert, wie oben, und es werden die sechs Tangentenwinkel, wenn man die :Figur 

wieder in ihre wahre, vorige T~age wendet: 

t(fL'd) -= 90°1 
t(l''I'') = 0 ) 1 - • f' = t(l'' 1'' 1 + t(I'' d) + t(f«c) - 180 -- 0, 
t(I'' c) -= 90 . , . ~ _ . 

_ ( und durch sie die Spitzen f' = tü•' I'') + t(I'' c) + t(I'' c) - 130 - 0, 
t(I'' c) -- 90 l _ O C = t(cl) + t(l''c) + t(l''c)-180 = O; 
1c"· <') - 9 1.usammen = 0. 
t(C[J = Ü 

Nimmt man hierauf dieselben Verhältnisse für die Gegenfläche an, so wird auch 

dort die Summe f+n1 +n'=O; und das Kleinste fürdieganzeSummeder 

Pr i s m e n d i e s er 0 r d n u n g : g 1 e i c h Nu II. Das G r ö s s t e ab er ist: d a s d o p· 

p e lt e M i tt e 1 m a s s. 
So unbeschränkt die Möglichkeit ist, dass sich diese Summen gegen das Griissle 

oder Kleinste wenden, eben so häufig müssen auch die Fälle seyn, wo sich die Nei­

gungen der Ebenen gegenseitig so ausgleichen, dass sich das Ergehniss dem Mittelmass 

nähert. 
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87. Prismen mit convergenten Seitenkanten und parallelen Grund­

ebenen (Ordnung 3) können auch als horizontal abgeschnittene Pyramiden behandelt 

werden, wobei das ergänzende Stück eine der ergänzten ä h n 1 i c h e Pyramide ist. 

Die Summe ihrer Körperwinkel ist (nach 82) g 1 eich der Summe ihrer Sei­

t end i e der. Sie ist aber nicht eine beständige, wie bei den aus Parallelogram­

men gebildeten (Ordnung 1.); sondern: die für jene erwiesenen, allgemeinen 

Summenwerthe sind für diese ein Minimum. Im äussersten Falle nämlich, 

wo der Convergenzwinkel unbestimmbar klein ist, kehren sie zum Gesetze der Paral­

lelpyramiden zurück; in allen übrigen Ji~ällen sind sie gTiisser und nähern sich dem 

.\lax im um, welches dort eintritt, wo die Höhe Null und jeder Seitendieder gleich 

,·ier rechten Winkeln wird. Die ä u s s erste Grenze ist also, da von (2 n) Spitzen 

die Hälfte gleich Null wird, für die Summe der übrigen: (n)Halbkugeln. 

88. Die Prismen (Ordnung 4.) mit convergenten Seiten- und Grundebe­

nen, geben für die Summe ihrer Spitzen (wie bei 81 allgemein) die Summe der 

Dieder aller Kanten, weniger (n) Halbkugeln. 

Auch diese wachsen mit abnehmender Höhe, minderer Convergenz der Grundebenen 

1m!l zunehmender Regelmässigkeit der Stammßäche, bis zum doppelten Mittelmass, oder 

sinken bis Null herab, je mehr die Seitenkanten parallel, der Abschnitt schief und, 

(wie bei 86) der eine Winkel der Stammfläche äusserst klein wird. 

89. Es sey zur Darstellung eines convergenten Prisma mit parallelen Grundebe­

nen: ABGDEabgde, (Fig. 39) gegeben die Grundfläche A1 B1 G1 D1 E', dann 

,. o n :r. w e i e n d i e G e g e n f 1 ä c h e h i 1 d e n d e n P u n k t e n , z. R. : a , d , d i e F u s s­

p unkte a', !1 1
, auf der ersten Grundebene; endlich die vertikale Höhe IN; 

Zll rinden alle Körperwinkel und Kanten. 

Da die senkrecht auf die Grundebene fallende Axe der Con\'ergenz ff' in einer 

Ebene mit den gleichlaufenden Hiihenlinien aa', A A' liegen muss, so siml auch deren 

Fusspunkte in einer geraden: f', a', A', und eben so [', <l', D', u. s. w. 

\<V eil ferner die Vielecke beider Grundflächen , als parallele Durchschnitte con' er­

genter Kanten ähnlich sin<l, und bei ähnlichen Flächen, wenn zwei oder meh1· Linien 

der einen mit den gleichnamigen der andern parallel oder identisch sind. auch alle übri­

gen parallel seyn müssen; so sind auch die auf die Grundebene enlworfenen Seiten der 

Gegenfläche: a' b' g' d' e' parallel mit A' B' G' D' E'. 

Auch wird jede auf eine Seitenßäche gezogene und eine Grundkante A' ß 1 mit der 

Gegenkante a. 13' senkrecht verbindende a. a" gleich der llypothenuse des rechten Winkels 

seyn, welchen die Höhe (a' a"' =Ff) mit dem Abstande a' a" 1,wischen beiden auf eine 

Ebene entworfenen Kanten a' b' und A' ß' bildet. 

~~ndlich ist jede Seitenkante A a, E e, ... gleich der geraden A' :x, E' e, ..• welche 

in der Entfaltungsebene, aus einem gegebenen Scheitel der Grundßäche A, E, ... nach 

dem durch obige Hypothenuse bestimmten Punkte :x, 2, ••• geführt wird. 
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Man trage also nach Angabe die Punkte A', ß', G', D', E', a', b', auf und be­

slimme durch die geraden A' a', 0' d', verlängert bis zu ihrem Durchschnitt f', den 

F u s s p u n k l des Co n ,. er gen z scheite 1 s; ziehe sodann ß' f', G 1 f', F 1 f', auf wel­

chen die gleichlaufenden e' d1 zu E1 D', g·' d' zu G' D', a' h' zu A' ß', die übrigen Punkte 
e', g', b', feststellen. 

Auf jeder Seite der entworf!'nen Gegenfläche sind hierauf aus den beiden Ecken 

senkrechte von unheslimmter Länge a' 11, a' a.1, b' ß, b' j3', g' y, g' y', d' ö, d1 ll, e' e, e' e', 
zu errichten, deren Durchschnitte auf den Seiten d!'r ersten Grundfläche oder ihrer 

Verlängerung, die Punkte a'', b", g", d'', e" bezeichnen. 

Ehen so werden die Punkte: a1
'', b111

, g"', d'1
', e''', auf den ,·erlängerlen Kanten 

der zweiten Grundfläche, durch }' f = a' a'" = b' b111 = g' g"' = d' d'" = e' e111, (clie ge­

gebene Höhe) gefunden, und diese dienen wieder, um aus a'1 mit a" a"', aus b'' mit 

b111
, aus g" mit g'", aus d11 mit d111

, aus e" mit e"', durch die Bogen a"'", h"' ß, 
g"' y, d111 o, e111 e, die Hiihen der Seitenflächen, und indem man A' a.' = A' a., B' ß' = B1 ß, 
G 1 y' = G1 y, D 1 o' = D' o, E 1 e1 = E' e macht, die entfalteten Seitenkanten zu bestimmen. 

Endlich bilden die Seitenwinkel: 11 A' B', ß' A' E', E' A' a.1, den Körperwinkel A, 
„ „ ßB'G1

, G'ß'A', A'ß'ß', „ „ B, 
,, 

" 
" „ 

" 
" 
" 
" 

" 
" 
" 
'' 
" 
" „ 

" 

y G1 D', D' G1 8 1, ß' G' y1, 

o D' E', E' D' G', G' D' o', 
e E' A 1

, A' E 1 0 1
, D'E' e', 

A'11ß', 
B'ß/, 
G'ro', 
D' o s', 

E'ea.', 

b' a' e', 
g' b' a', 

d' g' b1
, 

e' d' g', 
a' e' d', 

E "' A', 
a.ß' ß', 
ß/G', 
ro' D', 
o e' E', 

" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 

" 
" 
" 
" 
" 
" „ 

" 

G, 
D, 
E, 

a, 
b, 
g, 
d, 
e. 

!lO. Ge g e b e n eine Ebene der L a g e nach ; d an n zu drei, einer nicht 

bekannten Ebene angehörenden Punkten"' ß, o, die Fusspunkte A, 

H, D, auf jener erstern, und die senkrechten Höhen HA, He, Ho, über 
dieselbe; 

zu finde n der Neigungswink e 1 p des Du r c h s c h n i t t es beider Ebenen. 

Mau denke sich einen um die vertikalen Entwurfslinien A a, B b, D d, beschrie­

benen Cylinder, von allen Seiten mit berührenden Ebenen umgeben, und die Punkte 

ai, ß, ö, der Reihe nach auf jeder dieser Ebenen entworfen, dabei beachte man den 

veränderlichen Entwurf der Winkel dieses Dreieck11, und mau wird findt>n, dass der 

mit t e 1 s t e *) der Höhe nach (hier ß) an zwei entgegengesetzten Punkten dieses 

Umkreises einen kleinsten Werth hat, dagegen an zwei andern, deren llichtung 

*) Lägen zw"i dieser Punkte gleich hoch, so dass sie sich iu jenem EuLwurfo in eiuen Punk! verein­

ten; so wäre eben dadurch auch eine gerade Liuie und der Neiguugswiukel gegeben. 

Naturwisseuschaflliche Abhandlungen. IV. 2. Abth. 8 
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11enkrecht auf der erslern slf'ht, das Grösste mit 180° erreicht. Die beiden leldt'rn 

parallelen Ebenen, auf welchPn in Folge dessen "'ß '3 eine gerade Linie bildet, sind 

es, auf denen sich in der Verlängerung dieser geraden im Durchschnitte mit der 

Grundebene der gesuchte Neigungswinkel darstellt; und die Abstände (auf eben 

dieser Linie) verhaltl'n sich wii> ihre Höhenunterschiede. 

Werden nun (Fig. 41) die gf'gebenen Höhen HA=Aa, Ha=AhP Hc=Ah~. 

errichtet und die Grundebene AB D nach ab d versetzt, ferner die entworfene gerade 

ad so getheilt. dass sich 

a p : a h, = ad : a h, = p d : h1 h, 

verhaltl', wobei p den Ort des Punktes ß auf derselben bezeichnet, und zu p ß in der 

Verlängerung nach ß2 als vertikale, die parallelen dö2 , a°'2, wie auch (als Richtungs­

linie des Durchschnittes der Ebene, in welcher 11 2 , ß,, ö2 , die be11prochene gerade bil­

den sollen, mit der Grundebene) rechtwinkelig auf d.;, die horizontal gedachte d 'f• 

(auf welcher ot3 als neuer Fusspunkt erscheint) gezogen ; so hat man nur noch dit• 

Höhen HA= A a, von "a nach ot2 , Ho = A h2 , von d nach Ö2 aufzutragen und 02 t:1.2 bis 

zum Durchschnitte mit d \0 zu führen, um in o2 p d die verlangte Zeichnung des Neigungs­

winkels zu erhalten. 

Sind aber die Elemente des Dreiecks der ~'usspunkte a, b, c, und ihre Höhen in 

Zahlen gegeben, so hat man aus dem Winkel b da, der Seite b d und der nach obigem 

Verhältnisse zu den Höhenunterschieden berechneten Seite p d, den Winkel: 

p b d b dö, und die Linie: 

ß3 o3 = (b d). Sin (p b d), endlich aus dieser: 

h, h. 
Ua o,i) tang 'f = h, h,; oder tang 'f = /i""T· 

1'3 3 

In vielen Fällen kann es bequemer seyn, den \Vinkel bad und die Seiten ab und 

a p zu benützen, welche letzlere sich aus 

ah2 :ah1 = ad:ap ergibt; und so den \Vi11k~l: 

a p b = ad 02 zu bestimmen, woraus sich : 

"• 53 = (da). Sin (ad o,,) und endlich: 

a h. 
tang· 'f = ---- findet. 

a2 Öa 

9l. Gegeben zur Darstellung eines prismatischen Körpers: 

AHGDEMNabgdemn, (Fig. 40) mit convergenten Kanten und geneig­

ten Grundebenen, 

die eine G r u n d fläche: A' ß' G' D 1 E' M' N' vollst ä n d i g, und v o n drei 

Spitzen der andern, die J.1'usspunkte: a', b', d 1
, mit ihren Höhen: H., 

Hb, Hd; zu finden alle Winkel und Kanten. 

Nachdem zuerst, wie bei 89, der J.1'usspunkt f der Convergenz, durch das Zusam­

mentreffen der geraden A' a', ß' b', D 1 d', ermittelt ist, können durch diesen die fehlen­

den vier Fusspunkte nur gefunden werden, wenn die Richtung und der Neigungs-
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wink1d des Durchschnittes beider Grundebenen bekannt sind. Desswegen 

wird (de·r Deutlichkeit wegen, sritwiirts: Fig. 41) das gt>gehene Dreieck a' b' d' nach 

ab 11' ül.J,•rlragt>n, um mittelst der Höhenunterdchiede: a h., =Ud - H., a h1 = lh - H., 
und h, h, = lld - lh, durch das (in 00) ge-1.eigte Verf.ihren erstens den llichlung·swinkel 

b d 'f' zu gewinnen, zu d I' dann eine parallele <r' 1<'1 (.Fig. 40) durch den äussersten Punkt 

N' der g·egebenen Grundfläche zu führen und d1~11 gleichfalls heslirn111t.1~n Neigung·swiukel 

so in 'f' aul'zoilrag1~n, dass d' a auf 'f' F' s1•11krecht errichtet, der Punkt 6' und folglich 

auch di,~ Punkte 13' und a.' iibrr eben dieser Grundlinie 'f' ~,, auf ihren gegebenen lliiheu 

Hd, lh, H., (wie in Fig. 41: ri„ ß.,, a„ über der Linie d'f) stehen, und auch 

61 'f' = •i., 'f sey. 

Auf der Grundlinie rp' F' erscht>inen vertikal entworfen, die Spitzen an dPr Grund­

fläche, in der Reihe: N', A2 , M„ E 2 , B2 , D„ G,; der Scheitel S der Convergenz 

kann daher durch drei sich daselbst sclmeidende Kantenlinien A 2 a.', B2 ß', D 2 J', schon 

genügend festgestellt, aus demselben aber sogleich die übrigen gezogen, und auf der 

Neigungslini" die Punktti •' durch SN', 1->' durch S M2 , e' durch SE,, r' durch S G.,, 
hez~ichnet werden. 

Von diesen vier Punkten aus erhält man die vier noch unbekannten Fusspunkte: 

n' durch die vertikale von v' auf N' f gezogen, 
m' 
e' 

" 
" 

,, 

" 
" 

M'f 
„ E' f " 

" g' „ „ r' „ G' f „ und es findet nun die 
weile1·e Anwendung des Verfahrens (nach 89) statt, mit dem Unterschiede, dass dol"I 

1111r eine gemeinschaftliche, hier aber wegen der schiefen Ebenen, verschiedene Höhen 
aufautragen sind. 

Die 111111kte a', b', g', d', e', m', n' ' 
durch gerade vHbunden, bilden den l~ntwurf 

d1~r 1.weiten Grundfläche auf der Ebene der ersten. 

Uelier n' geht senkrecht auf die Richtung M'N' die gerade n, nach n, 

" 
n' ,, 

" " 
N'A' 

" 
n, ,, n, 

" 
a' 

" ., „ N'A' 
" ~ " 

a, 

., a' 
" " " 

A'ß' " as " 
a, 

" 
b' 

" " 
A'ß' 

" 
b, 

" 
h, 

„ b' 
" " " 

B 1 G1 

" 
b, 

" 
b, 

" 
g' 

" " " 
B'G' 

" gi g~ 

" g' " " " 
G1 D1 

" g. " 
g, 

" d' 
" " " G'D' 

" 
di " 

d, 

" 
d' 

" " " 
D'E' 

" 
d, ,. d, 

" 
e' 

" " " 
D'E' 

" 62 " 
e, 

" e' 
" " " 

E'M' 
" 

e, 
" 

e, 
„ m' 

" " " 
E'M' 

" m2 " m~ 

" 
m' 

" " " 
M'N' 

" m. " 
m, 

8 * 
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Die senkrechten Höhen über die Grundlinie cp' .F' werden in der llichtung der Seiten 

der Grundfläche aufgetragen und zwar: 

die Höhe: „, in der Richtung: N' M', von n, nach Da und in d. Bichl. N' A1, von n5 nach n. 

" 
" 
" 
" „ 
" 

a.' 
" 

ß' " 
r' " o' " e' " 
f' " 

A.' N', „ ~ „ aa „ A'ß', „ a. „ afi 
B' A', „ b2 „ h3 „ ß' G', „ bs „ hu 
G'B', „ g2 

D' G', „ d, 
E'D', „ e, 
M'E', „ m2 

" 
" 
" 
" 

,, 

" 
" 
" 

G 1 D', „ g. „ g,; 
D' E', „ d, „ du 

E' M', „ e; „ e" 
M' N', „ m.; „ mi; 

Dann wird: n2 n, = n' n3 , dann n; n7 = n' Du, und die Kante: N' n, = N' n7 
a2 a, = a' a3 , 

b,b4 = b'ha, 

g,g, = g' gH 
d,d, = d' d3 , 

e,t\ = e'e3 , 

" 
" 
" 
" 
" 

a; a7 = a' au, 
b5 b, = b1 ho, 
g. g7 = g' g6. 
d; d7 = d' d6' 
e, e7 = e' e6, 

" 
" 
" 
" 
" 
" 

A'a, = A'a7 
B 1 b, = ß' b, 
G'g, = G'g, 
D'd4 = D'd, 
E'e4 = E1 e, 

M'm4 = M'n1; 

Es bleibt nun noch die wahre Gestalt der obern Grundfläche darzustellen, wozu 
die zwar richtig bestimmten Kanten in der Entfaltung: 

a,n7, b,a,, g,b,, d,g,, e,d,, m,e,, n,m,, 

doch nicht hinreichend sind. Wir haben aber in der gehörig geneig·ten 1.-inie rr' i" = f y, 

(Fig. 40. 41.) die Abscissen schon gefunden und können auf der Richtungslinie y' F' 
senkrechte Ordinaten nach den Fusspunkten ziehen und messen ; es ergibt sich dem· 

1ach die Lage der Punkte: 

r durch die Abscisse: cpr2 und Ordinate: g' = r2r 
o „ cp o2 ,, d' = o, o 
ß " CJ' ß, " b' = ß. ß 

" 
CJ' e, " e' =: e2 e 

f' " CJ' 1'2 " m'= 1'21" 
a; 

" CJ' "'• " 
a' == ctza. 

„ 
" 

cp1·, 
" 

11' = „,,. 
und endlich die Bestimmung aller '1ierzehn Körperwiukel: 

A durch die Seitenwinkel: a, A' N', a, A' ß', N' A'ß', 
B 

" " 
h,B' A', b,ß1 G1, A1 B1 G1

, 

G 
" " 

g,G1 B1
, g,G'D', B1 G 1 D1

, 

D 
" " d,D'G', d, D1 E 1

, G1 D' E', 
E 

" " 
e,E'D', e, E 1 M', D' E' M', 

M 
" " 

m,M'E', m,M1N1
, E1 M1 N1

, 

N 
" " 

n,N1 M1, n, N' A', M' N' A', 



UEnRn RH'TJ<;. P111s!\l.\ l'\D KEGEr, J\ AKllOME'I'111sc11E11 Jh:zm111;\t;. til 

a durch die Seitl'nwinkel: n, a,A', b.a,A', 1''1/3, 
h 

" 
,, a, b. ß', g. b, ll'. "ßY· 

g " " 
b,g.G', d~g· G', /3y o, 

d ,, „ g,d,D', e.d, D', i' 0 & ' 

e 
" 

d, e,E', m11 e;~:1, Öq.t, 

m ,, e; m, M1
, n, m, M', e f' ,. ' 

ß m,n,N', a,n, N', fL ,. "· 

92. Ein ebener Flächenraum, g1~bildet von sich schneidenden krummen Linien, oder 
auch rnn geraden mit krummen WPchselnd, hat allerdings auch Ecken; aber diese sin1I 

nicl1t messbar, folglich keine \Vinkel. Denn sie bleiben nicht, wie \iVinkel aus zwei 

geraden: beständig sich ähnlich als Kreisausschnitte, bei ,·eränderli­

c h e m Ha 1 b messe r. Einige Alte meinten zwar: Der \'Vinkel aus Bogen und Tan­

gente wäre kleiner als der kli>inste messuare \l\linkel- und doch grösser als Null; der 

Winkel aus Bogen und Durchmesser griisser als der griisste i:pitzige und doch noch kein 

rechter u. s. w. Aber damit ist nicht viel mehr gesagt, als wenn man einfach gestehen 

will, das vergleichende Mass der ebenen Winkel sey auf solche Ecken nicht anwendbar. 

Auch die Annahme, der \i\i inkel zweier Bogen auf der Ebene, sey dem Winkel ihrer 

'l'angenten gleich, führt auf die bekannten Widersprüche der Wechselwinkel, wovon 

der eine mit auswärts strebenden ßogen nicht grösser seyo soll, als der andere mit sich 

immer nähernden, nach innen gekrümmten. Seihst auf der Sphäre werden nur die 

Winkel grosser Kreise, nicht aber die Durchschnitte von ßogen der kleinen Kreise 
durch ihre 'fangentenwinkel richtig vertreten. 

Mit gleichem Rechte gilt von der Spitze eines Körpers, dass sie 

nur dann als Winkel messhar ist, wenn dl'r durch sie bestimmte Aus­

schnitt der Kugel sich bei jedem miiglichen Halbmesser ähnlich 
b 1 e i h t. 

Daher sind alle Spilzen, welche von 'l'heilen der Kugeltläche, von ellipsoidischen, 

paraboloidischen, konoidischen oder ungeregelten krummen li'lächen, (auch von ebenen 

mit solchen krummen Seit1rnflächen in Verbindung) gebildet werden, in d.em hier aus­

gesprochenen Sinne keine Körperwinkel. 

03. Stellt man aber die Frage, wie die von einer krummen Fläche begrenzte Spitze 

bedingt seyn müsse, um mit unserm Masse gemessen 1.u werden - so antworten wir: 

Vom Scheitel mitten durch den innern Raum eine Ebeoe gelegt, soll 

d i e s e i n j e d e r W e n d u n g u m e i n e A x e , d e n g 1 e i c h e n , g e r ad 1 i n i gen D u r c h­

s c h n i t t winke l erzeugen; so dass, den Scheitel in den Mittelpunkt der 

Kugel gesetzt, jeder Strahl aus demselben nach der Oberfläche ge­

führt, seiner ganzen Länge nach der krummen Fläche angehört und 

sie nirgend verlässt, und dass der eingeschlossene Raum, auch bei 

w a c h s e n d e r u n d a h n e h m e n d e r K u g e 1 , i h r h e s t ä n d i g s i c h ä h n 1 i c h er, 

v e r h ä 1 t 1 i c h e r T h e i 1 b 1 e i b t. 
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Eine solche FlächL~ ist der ,\'lantel dl~s Kegel!'!. Es köunea aht•r durch 

denselben dreierlei Formen messharer Spi11.en entstehen: 

1.) eigenlliche Kegelwinkel, ohne Kanten, nur vom Mantel gebildet; 

:'.) K e g e 1thei1wink11'. einerseits vom Mantel, andrerseits von EbPnen hi>grenzt 

(Fig. 42.); 1liese sind entweder Einschnittwinkel: E KAD r, D KABm, mit 3 Kanten. 

oder i\bsch11ittwinkel: BK D II' n K E' mit 2 Kanten. 

3.) K e ge 1 hohl winke 1 (Errtillung des Zwischenraumf.s der Keg·elwinkel, Fig. -13. 
4ü.) durch drei uder mehr sich berü!1rende Uäntel aus eiriem gemeinschaftlichen 

Scheitel so umschlossen, dass die Berührungslinien zu Kanten werden. 

94. Für das Verhältniss des Körpermasses zweier durch Krg·elmäntel gebildeter 

Ausschnitte A, a, einer Kugel deren Strahl = 1, die gegebenen Scheitelwinkel der 

Durchschnitte aber D, d, sind, finde ich nach bekannten Gesetzen den kürzesten Ausdruck: 

A rs. D' r s· d \ : a = ' mi -4):. rn• -4· • 
\ ; \ . 

Wie diese Ausschnitte, verhalten sich aber (nach 6. vergl. i\l. d. K.) auch die K ö r­
P er winke l, deren jeder in Secunden: 

K = 8 ll". Sin' ~ 
gleich dem Produkte des Sinusquadrats des Vierteldurchschnittes in 

die ganze Kugelfläche ist. . 

95. Es sey nun zur Darstellung des auf einer berührenden Ebene e n l falteten 

Kegelmantels, gegeben der akrometrische Werth der Spitze K; zu 

f i n d e n d e r B o g· e n d e s K r e i s a u s s c h n i t t e s M. 

Den Winkel D des Durchschnittes als bekannt vorausgesetzt, wäre der gesuchte 

Ho gen g 1 e i c h de m P rod u k t e a u s de m Si n 11 s d e s h a 1 b e n D u r c h s c h n i t t e s 

i n 1li e F 1 ä c h e der II a l b k u g e 1. Man hat also zuerst D 1.u suchen durch : 

D VI K) Sin 4 = , S ll'' ; und dann ist 

M S
. D 

4 R". III 2· 

96. Zur Messung eines Kegeltheilwinkels: DKABm=Kt, (f4'ig. 42) ist 

erstens erforderlich: Der Werth der ~pitze des ganzen Kegels = K, oder anch weil 

t>iner aus dem amlern leicht zu finden, der ebene Durchschnittwinkel D = E KB; zwei­

tens, der Bogen D ß des KrPises ED RE als Mass des .Einschnittes D C B. Da der 

gegebene ein Einschnittwinkel ist, so genügt das Verhältniss: 

4 R" : D 8 11 = K : Kt. 
Ist aber ein Abschnittwinkel: ß K D n = K. zu bestimmen, so hat man von dem ge­

fundenen Werthe des Einschnittes noch die Spitze der Pyramide DKABn = p abzuzie­

hen, deren Mass die Seitenwinkel, oder grosseu Kreisbogen : AB, B D, DA, geben. 

K. = K 1 -p. 



97. Um drei- 01lt>r mt>hrkantigt> Kegelhohlwinkt'I (Fig. 44. 43.) zu messen, 

muss man dit> Kegel, ans denen sie gebildet sind, un1l die Linien dt>r ßerührun,!!": p a, 

p b, p d, p e, „. vollsländig kennen. Sind diese g·egehen, so sind es auch die St'hnen: 

ab, brl, da, de, ea.„., und durch diese die Pyramiden: aplid, apb1le„ •. ; fernt>r 

die llallimesser der Ku~,rels1lgm1~nt1•, .velche zugleich Grundflächen der Kegel sind, di1• 

Bogen: ab. b d, da, .•. ·1.11 dPn gleichnamigt'n Sehnen, dir Hiihf'n <for K.egPlaxpn, cli1i 

AusschniltpJramideu, endlich 1lit~ daraus zu findenden Einschnillwinkel und Abschnitt­
winkPI. 

Von 1ler 1.1wrsl ermillt>hen Spitze der Stammpyramicle p werden clann die umgeben­

tlen drei oder mehr -\bschnittwinkel abgezogen. Der lle.~t ist der verlangte \i\lerth 

des Hohlwinkels. 

Kh = p- k,-k'.-k".-.„. 

98. Die allseitige Gleichförmigkeit der Spih.e eines geraden Kegels macht, dass 

sich dieselbe fiir den Augenschein besser als irgend eine zur allgemeinen Vergleichung 

der Körperwinkel eignet, indem man wie bei ebenen Winkeln, sogleich den grössern aus 

zweit'n erkennt, und die Täuschung wegfällt, welche bei Pyramiden und andern ge­

radlinigen Körpern gewiihnlich ist. Es schien daher nicht zwecklos, die Zahlen­

werthe einiger bemerkenswerlhen Kegelspitzen ans der ganzen sie alle umfassenden 

Reihe von Null bis zur .llalbkugel hel'\'orzuheben, und sowohl unter sich, mit den 

ihnen angehörigen ebenen Winkeln am Scheitel des Durchschnittes und am enlfalleten 

Manie), als auch mit den gleich grossen, anderer fi'ormen zusammenzustellen. 

Das erste, was bei Eröffnung dieser lleihe auffällt, ist die ganz andere und viel 

richtigere Uezeichnung der Schärfe feiner Nadelspilzen nach akromelrischt-m Mass, als 

nach dem Durchschnitte. Jenes steigt im Anfang (von Fig. 45 bis Fig. 46) um das 

siebenzigfache, während Durchschnitt und Mantel sich nur 1.ehnfach vermehren. 

!J9. }'olgende Spilzen senkrechter Pyramiden sind zur Vergleichung mit den ent­

sprechenden Kegelwinkeln, den Tabellen A, ß, C, (Summen d. K. 111. Bd. 2. Ablh.) 

entnommen und nebst dazu berechneten Durchschnitten und Mantelwinkeln hier ein­

gereihet: 

(Fig. 48.) 

(Fig. 49.) 

(Fig. 51.) 

(Fig. 54.) 

(Fig. 5:1.) 

(Fig. 59.) 

Die Spitze des Begeltetraeders. 

Der Mittelpunktwinkel des Regelikosaeders, oder die Spitze einer der 

zwanzig Pyramiden, in welche dieser Körper von rler Mitte aus theilbar isl. 

Der Mittelpunktwinkel des Regeldodekaeders, oder die Spitze einer seiner 

zwölf fünfseitigen Pyramiden. 

Die Spitze des Regeloktaeders. 
Die Spilze des Regelhexaeders (Kubus), und zugleich der Mittelpunkt­

winkel des Regeloktaeders, oder der rechte Körperwinkel. Dieser wird 

noch weiter unten besprochen. 

Der Mi1telp11nktwinkel des Kubus, oder die Spil1.e einrr der sechs vier-
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seitigen Pyramiden aus welchen er besteht; auch die Spitze einer der 

sechs dreiseitigen Centralpyramiden des sphärischen Pentakron. 

(Fig. 60.) Die Spitze des Regelikosaeders; zugleich eine Polarspitze des Heptakro­

Dekaeders. 

(Fig. G 1.) Die Spitze des Regeldodekaeders. 

(Fig. 62.) Der Mittelpunktwinkel des Regeltetraeders. 

100. Der gleichseitige Kegel (Fig. 50) hat zum Mantel den Halbkreis und 

48°. 13'. 511',04 ... ist sein akrometrisches Mass; er hält also ziemlich das l\littel zwischen 

den Centralpyramiden der beiden reinen Hegelkörper (Fig. 49. 51). 

101. Der rechtwinkelige Kegel ist eine Benennung, um die eine Streitfrage 

bestehen könnte, wenn man nicht von vorne herein mit der nöthigen V nterscheiduug 

einschreiten und sich über die getrennten Begriffe durch Beinamen verständigen wollte. 

Nach dem vergleichenden Mass ist ein rechter Körperwinkel dem achten Theile der 

Kugel gleich; ein Kegel, dessen Spitze in die Mille der Kugel gestellt, f'inen Ausschnitt 

bildet, dessen Körpermass achtmal in der Kugel ohne Rest enthalten ist (Fig. 55 ), kann 

daher ein akrometrisch rechter Kegel g-enannt werden, da er 90° misst, ob­

schon sein Scheitel im vertikalen Durchschnitte nur 

D = 82". 49'. 9",3 ... ist. 

Der Rechnung genügt die Bezeichnung, aber dem Auge widerspricht sie; auch lässt 

sich der Kugelraum überhaupt nicht mit Kegeln ausfüllen, und in diesem Sinne würde 

die Benennung nur auf die Spitzen des Regelhexaeders passen. Denn auch der zweite 

rechte Kegel, oder dem Alter nach der erste: der Kegel des Apollonius *) 
(Fig. 57) hätte keinen gegründeten Anspruch auf dieselbe; will man für ihn geltend 

machen, dass er dem Auge rechtwinkelig erscheint, weil sein llurchscl111itt 90° hat, so 
ist er dagegen als Körperwinkel schon bedeutend stumpf (um mehr als 15 Grade grös­

ser als die Spitze des Kubus), nämlich: 

K. = 105°. 26'. 29,"61 ... 
und also noch weniger als sein Gegner, achtmal in der Kugel denkbar. Sechs solcher 

Kegel mit den acht dazwischen liegenden Ho~lwinkeln erfüllen den sphärischen l\aum 

genau (l:i'ig. 44), und da die Summe der Kegelwinkel: 

6 K = G32°. 38'. 57,66 .•. ist, so bleii1t für die Hohlwinkel: 

8 Kh = 87 . 21 . 2,33 .•. und für jeden derselben (a p b d) : 
Kh = 10. 55. 7,7 .... 

102. Eine Eigenschaft des APOLLONt'schen Kegels kann ich mitzutheilen nicht un­

terlassen: Das Mass seiner Spitze in Kugelgraden, mehr dem Bogen 

seines Mantels in Kreisgraden ist dem Nennwerthe nach, der Halb­

kugel gleich. (Tab. G. Fig. 57.) Dt•r Grund findet sich leicht aus 94, 95. 
-------------

") APor.r.oNius scheint sich vorzngswdse mit Ji1''""' Kegi:I beschäftigt zu haben, da er 'sein" l'.1rnhcl 

<lo:n rechtwink„ligen SchniLt nannte, was bei jetlem and1·rn Kegel unrichtig gewesen wiire. 
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Diese Wahrnehmung führte mich aber auf den Gedanken, dass es nuch einen 

Kegel geben müsse, dessen Durchs c h n i tl d t• m Bog e n g 1 eich ist, w e 1 c her 

den Mantelwinkel nuf einen Umkreis ergiinzt; so dass der aufgerichtete 
Kegel (Fig. 58) in den K1·eisausschnitt des entfalteten Mantels, oder vielmehr d er 

Mantel in zweifachem Sinne an 1len Kegel passt. Ich fand: 

D = 94°. 51 1
• 5ü11 ,1 ... 

M = 205 . 8 . 3,8 .•. 
360. 0. 0,0 

Eben so ermittelte ich den Kegel (Fig. 53), dessen K ii r p c r w in k e 1 den s e 1-

b e n Werth hat als sein Durchschnitt: 

K = D = 75°. 39'. 3011,88 ... 

die ein z i g e S p i t z e im ganzen Umfange der Kiiq1erlehre, an w e 1 c h e r d a s g o· 

n y o m e tri s c h e M a s s mit dem a k r o metrischen g 1 eich bedeutend ist. 

Von der schärfsten Spitze (Tabelle G.) bis hierher bleibt der Körperwinkel klei­

ner als der Durchschnitt, und beide zusammen kleiner als der Mantel. Von hier an 

bis ans Ende der Reihe wird beständig K grösser als D, und endlich K = M. 

103. Es seyen für den grössten in die Kugel einzuschreibenden Ke­

gel, der Durchschnitt, der Kiirperwinkel und der Mantel zu finden. 

Wenn der Durchmesser der Kugel = 1, und die Höhe des eingeschriebenen Kegels 

= 1 - x gesetzt wird , so ist das Kiirpermass desselben allgemein : 

" K = (x"-2x'+x).3; daher: 

d(K) = 3x'dx-4xdx+dx =0; und: 

x~-4x=-}; oder: 

x' = + 1 , für den kleinsten , 
x = + -j-, für den grössten Kegel; d. h. 

Die Höhe des grössten Kegels in der Kugel ist j ihres Durchmessers 

(Fig. 52). Folglich ist : 
r 

rCosD = 3• und: 

D = 70°. 31'. 56",3 ... woraus (nach 94. 95.) 

K = 66 . 4 . 3,5 . „ und 
M = 207 . 51 . 20,3 •.. gefönden wird. 

104. Es sey der k rum m e Aus schnitt e i n es gegebenen Kegel m a II· 

t e 1 s v o n d es s e 11 a u f u e r i c h t e t e m K e g e l e i n St ü c k d u r c h d e n P a r 8 b e 1-' .,, 
s c h n i t t g e t r e n n t w o r d e n , i n d e r E n t f alt u n g d a r z u s t e II e n. 

Wird der unendlich kleine Kegel mit der Spitze gleich Null, nn der obersten 

Grenze der Reihe parabolisch geschnitten, so erscheint seine Parabel als E~bryo und 

wiederholt sich uenau so auf der kleinen Entfaltung, die Arme von der Mitte abge· 
~ 9 

Nalurwi•scnschaflliche A.hhandlungcn. IV. 2. A.hL11. 
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wendet nach aussen gerichtet. Der Kegel an der untersten Grenze aber, wo die 

Spitze die Halbkugel erfüllt, dagegen die Höhe Null wird, ist identisch mit dem ent­

falteten Mantel, folglich auch die Parabel, - kein Embryo, congruent mit dem Aus­

schnitte, dessen Arme in der Gegenrichtung der obigen, sich nach der Mitte und über 
diese hinaus nach dem Umkreise strecken. 

Dieses genügt, um zu wissen, wie sich beim Fortschreiten nach einem Gesetze, 

die veränderliche Kriimmung des gesuchten Ausschnittes innerhalb der Reihe gestalten 

muss. Unmittelbar nach jenem ersten Schnitte mit der imaginären Parabel , folgen in 

ununterbrochener Ordnung alle möglichen Hyperbeln zweiten Grades, mit dem Brenn­

punkte zwischen ihrem Scheitel und dem Rande der Entfaltung, vom spitzigsten As­

symptotenwinkel immer zunehmend; bis mitten in der Reihe eine Wendung statt­

findet, von wo aus alle dieselben Hyperbeln, mit dem Brennpunkte zwischen ihrem 
Scheitel und dem Mittelpunkte der Entfaltung, also negativ, in rückläufiger Ordnung 

mit abnehmenden Assymptotenwinkeln erscheinen, und die verkehrte imaginäre Parabel 

den Schluss macht. 
An dem Orte der Wendung muss eine Hyper b e 1 stehen, der e n B r e n n· 

punkt und Scheitel eins sind, oder mit andern Worten: es muss dort einen 

Kegel geben, dessen parabolischer Mantelausschnitt in der Entfal­

l u n g e i n e g e r a d e L i n i e i s t. 
Ich verlängere den Kegel (ece') (Fig. 47) und seinen parabolischen Schnitt (e .. 3 .. ) 

bis an den Kreis (ab), in dessen Mitte (m) sich die Axe des Kegels und die Ebene 

des Schnittes begegnen, damit der Punkt des Einschnittes (e) gleich weit von der 

Spitze des Kegels (c) und dem Rande seiner Grundfläche (a) abstehe.- Mit dem Strahle 

ca = c b ziehe ich den Bogen des entfalteten Mantels DE und stelle den Mantelwinkel 

nach Angabe, M = DE mitten übe1· die Axe. Durch dieses Verfahren habe ich schon 

drei Punkte der Hyperbel bestimmt; nämlich S, den Scheitel, indem c S = c e auf der 
Axe abgeschnitten wird; dann A und ß, nachdem der Bogen DE in vier gleiche ge­

theilt und DA+ BE= AB gemacht worden. Denn DE ist dem Umkrei!le gleich, 
dessen Durchmesser ab. und der durch den Parabeischnitt in mm' halbirt ist. A 

·und B entsprechen also dem Punkte (m) und seinem diametralen Gegenpunkte (m'), 

'.Weil ,\ B den Halbkreis in der Entfaltung vertritt. (Fig. 50. 63.) 
His hierher ist fürs erste entschieden, dass der Ausschnitt AS B in dem Kegel 

(Fig. 47) eine spitzige, in dem Kegel (~'ig. 50) eine stumpfe, bei (Fig. 63) aber eine 

überslumpfe oder negative Hyperbel ist, wodurch sich das oben vorläufig Ausgespro­

chene thätlich bestätigt. Nun kann man aber leicht so viele Punkte der Hyperbeln be­
stimmen , als man zur beschreibenden Darstellung wünscht, indem man den aufgerich­

teten Halbkreis der Grundfläche a ob in beliebig viele gleiche 'fheile, den Bogen AB 

aber in eben so viele theilt; z. H. a, 1, 2, 3, O, 3, 2, t, b; und A, 3, 2, 1 , 0, 1, 2, 3, B; 

ferner \'On dem Halbkrflise auf die Grundlinie die ihm entspricht, durch die senkrech­

ten 11 , 22, 33 , 33 , 22, 11 , diese 'fheilung überträgt ; die gemden , uncl wie man 
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nicht vergessen darf, alle einander gleichen: ca, c1, c2, c3, cm, c3, c2, c·1, eh, 
aus der Spitze an den Rand des aufgedchteten Mantels, auch eben so die ihnen ent· 
sprechenden Strahle: c A, c 3, c 2, c 1 , c 0, c 1 , c 2, c 3, c B, nach dem Umkreis der 
Entfaltung führt; endlich von der Linie e m, welche die Grenze des Ausschnittes vor­
stellt, die Durchschnittpunkle 1, 2, 3, an die Endpunkte der (parallele Kreise bedeu­
tenden) Geraden 111 , 222, 333 , und von da weiter durch die Bogen 1, 2, 3 , gleich­
förmig zu beiden Seiten bis zu deren Durchschnitten mit den gleichnamigen Strahlen 
der ·Entfaltung bringt. (lfig. 47.) 

105. In Beziehung auf den ''orhin erwähnten Wendepunkt in der Kegelreihe, 
bleibt noch die .Frage zu erörtern: bei welchem Werthe des Mantelwinkels 
die zuerst gefundenen drei Punkte des Ausschnittes in einer geraden 
s t e h e n? und dann, welchem Kegel dieser lHantel angehört~ 

Es ist aber, wie wir gesehen (li'ig. 47. 50. G3) die Entfernung des hyperbolischen 
Scheitels ''om Mittelpunkte des Kreises der Entfaltung, nach meinem Verfahren immer 
dem halben Strahle dieses Kreises gleich: CS= f C B; 
und eben so ist beständig der Bogen: (BE)= HD ABE). 

Die drei Punkte A, S, ß.„ können daher nur dann sich iu einer ge­
raden befinden, und mit ihnen die ganze Hyperbel; wenn der Cosinus 
des vierten 'fheiles des Mantelwinkels dem halben Strahle gleich 
ist : Cos (B CS) = ~ (B C). In diesem Falle aber ist 

(DABE) = M = 240°. O'. 0'',0 und die Spitz~ des Kegels (Fig.56): 
K = 91. 40. 18,4 . . . , 

D = 83 . 37 • 14,2 ... 

Um den Stoff gänzlich zu erschöpfen, müssten auch die Körperwinkel der schiefen 
und elliptischen Kegel untersucht werden , welche obgleich an der Kugelfläche von 
Krummen doppelter Krümmung begrenzt , doch nach den angenommenen Grundsätzen 
annähernd messbar sind und in so fern allerdings eine eigene Be<iprechung verdienen. 

9• 
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Tabelle G. 

Ebene "'inkel 

Kiirpcrw inkel : 
am Seheilei 1les Durch· \ ~ 1 M 1 

Nachweisung der Eigen· 
am cnl a lclcn antc : schaften. schniltes: 

-· 

K= M= 
1 

D= 

011. 0 1
• 49" ,34 .. 111. 0'. 011,0 3". 81

• 29",59 (98. }'ig. 45.) 
o. 3 .17,38 .. 2. 0. 0,0 6. 16. 58,3 „ 
0. 7. 24,10 .. 3. o. 0,0 9.25.25,3„ 
0 .13. 9,48 .. 4. o. 0,0 12. 33 .49,7 „ 
0 . 20 . 33,50 .. 5. 0. 0,0 15.42.10,7 .. 
0 . 29 . 36, 12 .. 6. o. 0,0 18.50.27,1„ 
0 . 40 . 17 ,30 „ 7. 0. 0,0 21 . 58 . 38,9 „ 

1 0 . 52 . 36,99 .. 8. 0. 0,0 25. 6. 44,3 .. 
1. o. 0,0 8. 32. 35,2„ 26. 48. 50,9„ 
1. 6. 35,13„ 9. 0. 0,0 28.14.42,98„ 
1. 22.11,67 .. 10. o. 0,0 31. 22. 33,8 .. (98. }'ig. 46.) 
2. o. 0,0 ' 12. 5. 4,6 37. 53. 40,5 „ i 
3. 0. 0,0 1 14.48. 14,4 46. 22. 43,9 „ 
3. 4. 47,4„ 1 15. o. 0,0 46.59.21,9„ 
4. 0. 0,0 

1 
1.7. 5. 53,3·„ 53'. 30. 58,8 .. 

5. o. 0,0 19. 7 .14,7 „ 59. 47 . 28,6 „ 
5 .28. 9,1 .. 20. o. 0,0 62. 30. 48,0 „ 
6. 0. 0,0 20.57. 2,2 .. 65. 27. 8,1.. 

1 7. 0. 0,0 22. 38. 4,3 .. 70 . 38. 49, 1 „ 
1 8. o. 0,0 24. 12. 10,7 .. 75. 28.18,5 .. 

8. 32. 0,3 .. 25. o. 0,0 77. 55. 5,8 .. 

1 9 . o. 0,0 25.40.37,7 „ 79. 59. 37,5 „ 
10. o. 0,0 27. 4.16,1„ 84. t.5. 27,4 .. 
12. 16. 0, l .. 30. o. O;O 93 .10. 29,5 „ hyperhol. Ausschnitt 

(104. Fig. 47.) 
15. o. 0,0 33 . 11 . 44,4 .. 102. 50. 5,1 .. 
1ü . 39 . 42,8 .. 35. o. 0,0 108.15.24,7 .. 

1 

20. 0. o,o 38. 22. 34,!'i .. 118.19.17,7„ 
2 l . 42 . 38,3 .. 40. o. 0,0 123. 7 .38,2 .. 
25. o. 0,0 42 . 57 . 24,5 „ 131.48. 5,1 .. 
27. 24. 12,0 „ 45. o. 0,0 137 . 45 . 57 .7 „ 
30. o. 0,0 47. 6. 46,5 „ 143.52.29,7 .. 

! 
31 . 35 . 10,8 „ 48 . 21. 30,0 „ 147.27.36,2„ Tetraeder· (90. ~'ig. 48.) 
33 . 43 . 45, J .. 50. o. 0,0 152. 8. 33,3„ 

1 
35. o. 0,0 50 . 56 . 55,2 .. 154. 50 .18/i „ 
36. o. 0,0 51. 41. 1,9 .. 156. 5,5. 13,2 .. Ikosaeder (99. }'ig.49.) , 
40. 0. 0,0 54.31.55,il„ 164. 55. 27,t.. 
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K= 

48°.13'.41".0 .. 

11 50. 0. 0,0 
60. 0. 0,0 
65. 6.18,9 .. 
66. 4. 3,5 .. 
70. 0. 0,0 
7 4. 23. 34,0 .. 
75.39.36,88 .. 
77.53. 5,5 .. 
80. 0. 0,0 
84.13.27.8 .. 
90. o. 0,0 

91. 40.18,4 .. 

100. 0. 0,0 
105. 26. 29,61.. 

116.28.34,7 .. 

120. o. 0,0 

121.52.56,6 .. 
128.35.47,3 .. 
144. 0. 0,0 
150 5G. 54,0 .• 

153. 30. 44,9 .. 
169.41.42,6 .. 
180. o. 0,0 
207 .51.26,7 .. 
236.52.21,9 .. 
240. 0. 0,0 

2G6 .49. 30,4 .. 
270. 0. 0,0 
297 .20.11,9 .. 
328.37 .25,9 .. 
360. 0. 0,0 

D= 

6011
• 01

• 011,0 

61. 7. 0,7 •. 
07. 6.52,6 •. 
70. 0. 0,0 
70. 31. 56,30 .. 
72.40.19,5 .. 
75. 0. 0,0 
75. 39. 36,88 .. 
76.48.25,7 .. 
77.53. 5,5 .. 
80. 0. o,o 
82.49. 9,3 .. 

83.37 .14,2„ 

87. 31. 24,4 .. 
90. 0. 0,0 

94. 51. 56,1.. 

96.22. 45,7 .. 

97 . 10 . 50, 7 .. 
100. 0. 0,0 
106 .15. 36,7 .. 
109. 0. 1,9 .. 

110. 0. 0,0 
116 .10. 29,4 .. 
120. 0. o,o 
130. o. 0,0 
140. o. 0,0 
141. 3. 26,7 .. 

150. o. 0,0 
151. 2.41,9 .. 
160. o. 0,0 
70. o. o.o 

180. o. o.o 

M= 

180°. 01• 011,0 

183. 1. 48, 1.. 
198. 59. 50,9 „ 
206 . 29 . 15,0 .. 
207. 51. 20,3 .. 
213.18.26,0„ 
219. 9.14,7 .. 
220.47 .45,8 .. 
223. 37. 51,1„ 
226.16.26,9 .. 
231. 24.12,6„ 
238. 7. 3,3„ 

240. o. 0,0 

248. 59. 52,4 .. 
254 . 33. 30,38 .. 

265. 8. 3,8„ 

268 .19. 41,2 .. 

270. 0. 0,0 
175.46.33,6 .. 
288. o. 0,2„ 
293. 4. 57,2 .. 

294. 53. 41,0 .. 
305.35.17,0 .. 
311. 46 . 8, 7 •. 
326. 16 . 14,8 .. 
338.17 .21,G .. 
339. 24. 39,8 .. 

347.44. 0,0 .. 
348.34. 6,0 .. 
354. 31. 50,9 .. 
358. 37. 48,2 .. 
3GO. 0. O,O 

Nachweisung der Eigen· 
schaften. 

gleichseit. Kegel u. hy. 
perbolisch. Ausschnitt 
(100. Fig. 50.) 

Dodekaeder (99. }'. 51.) 

Maximum (103. }'ig .. 52.) 

K=D (102. }'ig. 53.) 
Oktaeder (99. Fig. 54.) 

1 

K. rechtwink. (99. 101. \ 
Fig. 55.) 1 

geradliniger Ausschnitt 
(105. Fig. 56.) 1 

K.d.Apolloriius. K+M 
=360" (101. 102. Fig. 
44. 57.) 

D+M=360" (102. Fig. 
58.) 

Kubus, Centr. Pyr. (99. 
Fig. 59.) 

(M=2K) 
Ikosaeder u. Dekaeder 

(99. Fig. 60.) 

Dodekaeder (99. }'. 61.) 
Tetraeder (99. }'ig. 62.) · 

hyperhol. Ausschnilt ne­
gati V ( 104. 105. }'. 63.) 

! 
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