
II. lntegra1lo11 der elll1,tlschen }~unctionen in gescltlossm1er Form. 

\'on 

n1·. l'erclinand Peche. 

~lilg•lh•ill am 2~ .• l~nn••r 1850 i11 dn•r Vcr•ammlung von t'rc11111lcn 1ler Naturwissrnschaften in \Vi1·11. 

Bestimmung der Integrale 

f x±" dx 
VA+Bx+Cx2+Dx3 

f x± 11 dx 
und --=· ========-

VA+ßx+Cx2+Dx3+Ex• 

m geschlossenen Formen. 

1. 

B e w e i s d e r L ii s b a r k e i t 11 er 1 n l e g· r a 1 e r . X ±II dx _ 

• VA + Bx + Cx2 + Dx" 
und 

j • x±n dx 

-VA-t-ß~+-c;2+ Dx'1+ Ex' 
in g es c h 1 o s s e n e n F o r m e n bei so 1 c her h y-

pothetischer Liisung irgend Eines derselben . 

. „ }' x± 11 dx j' x±"dx: 1. Die Losung der Integrale ---=, --·----- '--"-. und . 
VA+ ßx +Cx2+ Dx'1 VA +Bx+Cx2+nx:i+Ex' 

worin n eine gan1.e Zahl vorstellt, kann auf die rler Integrale [„ --x =-:i~ --- -zu­
V( x2-a) (x2-ß) 

rückgeführt werden. 

Zur Nachweisung dieser Behauptung wird es zunächst niithig, das specielle Inte-

l 
dx 

grale durch ein allgemeineres Verfahren anf seine einfachste 
VA+Bx+Cx2 +Dx3 +Ex' 

li dx r . 
Gestalt zu l.rans1orm1ren. 

V(x2-ot) (x2-J3) 

Setzt man nämlich X = y + p; so übergeht A + ßx + cxi + Dx 1 + Ex' in 

k., + k1y + k2y2 + k3 y3 + k,y\ wo k0 den Ausdruck A+Bp+Cp2+Dp3+Ep~ = f(p) und 
k,, kn k~. k, die ~on k„ g-enommenen in ihre bezüglichen Coefficienten multiplicirten 

3 1)1 
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Ableilungen bedeuten; so dass folgende Gleichung·en bestehen : k11 = f (p), k1 = f1 (p ), 
k2 =~!f2 (p), k3 =-}!f3 (p), k,=-!-!f,(p). Die einfache Form, in der sich die \\'ur7.el­
factoren eines Ausdrucks 4ten Grades A+Bx+Cx2 +Dxa+Ex' ergehen, wenn in dem­
selben x um eine Grösse p verringert wird, die folgender Gleichung genügt: 

[8ßE2 - 4CDE + D1
) p3 + [16i\E2 + 2BDE + Cß'! - 4C2E) p2 

+ [BADE+ Bff- ilßCE) p + AD2 -B2E = O 
lässt auch hier eine einfachere Darstellung des irrationellen Nenners \'ennulhcn. Es 

irenücre also p dieser ßedincruncr, und man führe im lntecrral /:___-=== ---~~ -==--=-
" " " " " Jvk0+k 1y+k2y2+kal+k,_)' 

- f dy stalt der einen ''eränderlichen x, zwei neue veränder-
- y vk,y2+ ~ +kaJ+ ~ +k2 

y2 y 
liehe Bögen 'i' und 'i'i der Art ein, dass folgende Bedingungen erfüllt seyen: 

kn --
k,. y2 + ? = 2 V k11 k, C9S 2 Cf 

k, --
k3y + - = 2Vk1 k3 coscp 1• y 

l!~s wären nun die Werthe von 'i' und p1 anzugeben, um 1lie Miiglichkeit obiger 
Bedingung zu rechtfertigen; und bei ihrer Bestimmung wird sich zugleich ergeben, 
dass unter der Voraussetzung: dass p der erwähnten Gleichung genügt, 'f = 'f• seJ· 

' k,, ~V-=i ' k„ - V-1 . , • 
Sowohl y = j:_V k: e als y =±-V k: e ~ srnd Wm·zeln der hle1chung 

kll --
k,y2 + ~ - 2Vk11 k, cos2'i' = 0; denn werden diese Werlhe in die Gleichung suhsti-y 

tuirt, so reduciren sie dieselbe auf Null. Eben so ist y= V~ e±~,V-i der Ausdruck 

1 '"' 1 d GI " h k kl A V~ kn ~ ~:--;- [ 1 er "'urze n er e1c uug 3 y + y = 2Vk 1 k3 cos cp 1• us y = ~ e unr 

Vk1 ~.v=t . . _ 1 1 ' k, \ 
y = k~ e ergeben s1eh die Werthe 'i' =-==- ::\ rv-k- yJ· . 

. 1 V-1 \ II ' 

• ,Vk., ) 'i'• = --= Ä ( k y (wo das Symhol 1 den 
V-t \ 1 

natürlichen Logarilhmus bezeichnet), für welche gewiss die verlangte Eigenschaft er­

füllt ist. Um überdiess zu zeigen, dass 'i' = 'i't sey, addire man zur Gleichung 

[88E2-4CDE+D3
] p3 + [16Al!~2 + 2BDE + CD2 -4C2EJ p2 

+ [BADE+ BD2 
- 4BCE] p + AD3 - BiE = O 

den der Nulle identischen Ausdruck 

[902E + 16CE1 
- (16CE1 + 8D3E + oiE)] p1 + [24DE2 - (t6DE2 + 4DE2)J p' 

+ [l6E3-16E3J p• = 0 

wodurch ein Zerfällen in .l!'actoren möglich wird, denn es ist sodann der Ausdrnck a11-
ders geschrieben : 
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ß 2E + 4BCEp + [ 4C2E + 680 E] p2 + [ßß·E2 + J2CDEJ p 1 

+ [OD2E + 16CE2
] t + 24DE'!p' + 16E3 p0 

- [AD2 + (8ADE + BD2
) p + (l 6AE2 + 8BDE + CD2) p~ 

+ (16BE2 + BCDE + D1
) p'1 + (16'CE2 + smE + D2E) p' 

+ (16DE2 + 8DE2
) p' + 16E:i p•] = 0 

und diese Ausdriicke in Factoren zerschlagen geben 

E CB+2Cp+3Dp2+4Ep")2 
- CD+4Ep)' CA+Bp+Cp2+Dp"+Ep:> -= o, 

·- v' k;, - vk· d. i. k,k: = k~k11• Diess Ergehniss in c; = V-U. y ic", c;, = V-n\. y k, 

21 

substi-

• k -
tuirt, liefert die 'Bedingung c;= 'fr Durch diese Bestimmung y =V k'.' e~ v - 1

, über-

h d 1 
--- r. d 'f' 

ge t as ntegral in V-1 JI - . oder wenn Kürze V 2Vk„k, cos 2rp + 2Vk1k:i cos 9 + k, 

h lb ~V -1 VIT k2 . d . a er e = z , - 1
-

3 = et, -=-:: = ß gesetzt wir , rn 
k0 k, Vk0 k, 

_1_ C. d·z ·- J.v 1 1 
Vk„ k, z2 [ ( z2 + z2) + et ( z + z) + ß] 

Die Gleichung z2 [z2 + ~ + et ( z + ~) + ß J = 0 ergibt sodann durch ihre Auflösung 

1 
die 4 bestimmt1rn Werthe von z. Es ist für z + - = p z 

p2 - 2 + etp + ß = 0 
et Vet2 

p = - 2 ±_ 4 - (ß-2). J:4'erner folgt aus 

p v-· -
z2 = zp - 1 , z = 2 ::1:. ~ - 1 

=-~+!.cv~--- .•r1r rt. vet2 2 
4-2 4 -Cß-2)±.J' :n-2~ 4 -ü3-2))-1 

Somit ist z2 (1.2+~+oi( z+~ )+ß) das Product ~folgender Wurzelfactoren: 

1v-- l/1r et v· )~ . [z + i- - 2 ~ -cß-2)-V ;r\-- 2 + i- -<ß-2) -1] 

[z +i-+}V ~ -cß-2)-V-h-i-V ~-cß-2)r-11 
[z +~-~V ~-cß-2) + V-i(-i-+ V ~-(/3-2))~-1] 
[z + i- +}V~ -Cß-2) + V-h-;- - V~ -(/3-2) r--11-
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Das ist , wenn Kürze halber 

„ 1 Va.2 
4 - 2 4 - Cß-2) = m, 

V-~ ( -i- +V~ - cß-2)) 
2 

_; = e. 

J/l ( -i-V ~ - cß-2) )2-1 = :i gesetzt wird, 

;-.
1 

[ ( z2+~) + a. ( z+~) + ß] = Cz+m+e) (z+Bt-@i) Cz+n+:t) Cz+il-:t). 

Das gegebene Integral übergeht nun in 

1 • dz 

vk„k~ J V(z+m+e)Cz+8t-@i)(z+n+:tJ(zf-n-:tj 

:t (1+u2) s . 
und für Z = t i - ,0., ID -u 

2 • du 

~k„k~ J V[:t(t+u2)-(.0.-Bt)(1-u2)]2-62(1-u2)l -

worin Kürze halber 1 = (:t + n - 8t)2 
- @)2 

P = :t2
- cn-my + e2 

2 du 

Vk11k~ N1u'+2pu2+v -

V = (:t - n + m)2 
-- @12 geset1.t WUl'de. 

Die Wur:r.elfactoren des Nenners 111• + 2pu2 + v = 0 sind durch 

u
2 = - r ~ v~=--i-

liestimmt und werden dieselben durch p1 , p2 vorgestellt; so ist das ursprüngliche Integral 
dx 

fv A + Bx +cx2+ Dx3+ Ex• 
auf die gewünschte einfache ~'orm 

2 

1.11rlickgefüh1·t. 

~ 
Vk11 k. 

2. 1 m Verlaufe der 'l'ransformation wurde 

ie-eselzt, somit ist 
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- - + v' ~. (~(1+u~) ~""\. X-P k 1 2 -~ 
' -u ) 

V. k„ i·v' k„ ., p- ~CU-~)+ ul _ ~ C~+U)-p_ 
- ---------~--

1- u2 

~+mu2 

-1- u2 , wenn Kürz.e halber 

' k., r-V k;cn-~) ~ 

V
' k„ 
~C~+U)-p = ~ gesetzt wird. 

X +u d" Das allgemeine lnteg-ral C. . .. _ _ __ 
J VA+Bx+Cx2+Dx3+Ex' 

übergeht bei diesem\\' e1·the von x in 

_2_ c~+~u2)11 du 
Vk11 k, fct-u2

)
11 V(u2-p1) (u2-p2) 

und für u2 = 1 - x~ in 
-2 . (~+m-~xD x1 dx1 

v\,k, J x~· V(t-xD M-1+p,) (xi-1+p2) 

-2 

wo sich das Summenzeichen S auf alle W erthe von p, von p = 0 bis p = n erstreckt. 
1 

wodurch Da n grösser als p, mithin p- n negativ ist, substitui1·e man statt x1 , 
X2' 

das Integral in 
2 ( ) 2(11-p) d ,__ s c -1)'' II c~+~)'·-p m"J' X2 X2 -

Vk11 kk \p V((pi--1)x§+1) ((P2-1) xH 1) M-1) 
also auf Integrale von tler Form 

• y2"'dy 

fvA+By 2 +ct-+Dl 
übergeht, welche, wie im Verlaufe der Untersuchung ge:t.eigt wird , auf die }'orm 

f, x"dx .. „ 
-:======= znruckgefuhrt werden. 
V(x2-ci) (x2-ß) 

Es ist nämlich für U = A + By2 + Cy' +Dy' 
u-1d n+ld u+3d _u+.;d 

y" U~ = nAfy y + Cn+t)Bf~.-J'. + Cn+2JCfL,-L+cn+3)DjL,l. · u~ u· u• u· 
Für n = -1 
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Fiir n = + 1 
d 2 d 'd ·d 

Ul = Af~+201·Y ,Y + 3Cfy ,Y + 4Df.y ,Y. 
y U• U• U• U• 

}'iir n = 3 

U~ a - 3Afy2dy + 4Bfidy +· 5Cfy•dy + 6Dfy"dy t' 
Y - u• u~ u4 u~ u. s. · 

,dy .y2 dy 
U11te1· der Vo1·ausselzung also, dass }y

2
U:, und j Ui auf die erwähnte 1:1'orm zu-

riickführbar seyen ; werden, da J~ für y = Vx die in Nr. 1 behandelte 1:1'orm an· 

2in d 
nimmt, alle Integrale JY Ui Y, die durch dieselben ausgedrückt sind, jene Eigen-

schaft besitzen. 

3. Fiir negative m kömmt man anr solche zuriickfiihrbare Integrale. Zu diesem 
1 

Zweck sey y = - · somit : Vv' 
y-2111 dy • VIII dv 

f VA+By2+CJ'+Di = - ~1 VAv3+Bv2+cv+o· 
Um diess Integral einfacher zu stellen, setze man v = y + q 

f(q) = Aq·1+Bq2+Cq+D = a 

f1 (q) = 3Aq2 + 2Bq + C = b 
·~ f2 (q) = 3Aq + B c 

f ! f3 (q) = A = d 
worin das (1 durch folgende Gleichung bestimmt sey : 

ACl-ß30 + (6ABC2-9AB20-B3C)q + (9A2C2+3AB2C-27A'!ßD-ß'W 
+ (9A2BC-27A3D-2,\W)q3 = o 

welche Gleichung sich auf die Form 

A (C+2Bq.+3Aq2
)

3 = CB+3Ac1Jl CD+Cq+Bq·1+Ac11
) 

d. i. auf dh1 = c3a bringen lässt. 

Das fragliche Integral i~t bisher unter der 1:1'orm 

• y"'dy y"'dy 

- i} va+by+cy'+dy:J = - ff ~v-~~~- +"':.::=:-· y -- y -, . cy 
y~ Y• 

Man wähle nun weiter die Biigen 'i' und r;1 der Art, dass 

wodurch 

gesetzt werden kann, und 

3 a .. b 
y =V Ir e±~V -1 = -c:- e±~.v=-• 

.i a --
dy7 + -.3 = 21/adcos: r; 

YI 
' h -

cy' + -; = 2Vbc cos ~ 71 y• 
wo die Richtigkeit der Annahme so wie die W erthbestim-
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mung von 'f' und 'fi aus früheren ersichtlich ist. Zug·leich ist wegen der Bedingung 
db3 = caa, 'f' = r.; 1• 

Somit übergeht das Integral in 

1 ' y"'dy - -J---~ --- -----------. i J/ 2Vad cos ~'I' + 2V-bc cus {'f' 
m+J 

- V_~_, '.;; ' - :./~, .v~•v::a c:.:v :'::-·:-~;.:;;~~--_V_b_c~~~,~~ ~~=--: V--I) 

~v .::1 
und für e• = z m 

m+ 1 

-(-i-) 3 --~[; - z2m+tdz 

V Vad(z"+t) +VbC(1.'+z2
) 

Es ist zugleich z•+ 1 = (z' -z'+l) (z'+O und z'+z• = z' (z'+O, wodurch sich 
der obige Werth auf 

m+ l 

(a\11-{J.. z2"'.zdz 

- \ <l) I/ (z'+O (v'ad (z'--z'+O + v'hcz') 

und fiir z' = x'- t auf 
111+ l 

a \-3- -- 4 • _ ___ _ _ (x'-1)"' dx 

-- ( d-) lv v;d [(~~'=1i=--c~~~)+11-+ vb~ cx·_:__-1> 

zurückführen lässt; auf eine Summe von Integralen, die in der ~'orm 

x+n dx 
{'_ _________ ---o_ enthalten sind. 

Jvcx'-a)(x'-ß) 
In dieser Durchführung ist zugleich gt>zeigt, dass sämmtliche Integrale 

x+ 0 dx x+ 0 dx 
{'_ C D auf die rnn der ~'orm c_ ---- - zurückführhar seyen. 

JvA +ßx + x'+ xa Jv(x'-11)(x'-ß) 

Nach der eben entwickelten Untersuchung ist daher das Integral fy~~~ ein auf die 

gewünschte Form reducirbarcs, und es frägt sich nun, oh dasselbe auch vom Integral 

y"dy 
f --,-- gelte. u· 

4. Unter Voraussetzung· der Zurückführbarkeit dieses leb.t erwähnten Integrals 
• v-m dv 

auf die im Anfang staluirte Form, sind auch sämmtliche Integrale I VA a ß C D J1 v·+ v'+ v+ 
unter der gewöhnlichen Form darstellbar. 

1\'alm·"i•senschaflliche Ahl1on11l11nge11. 1''. 3. Ablh. 4 
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~'ür n = - 1 ist 

}'iit· n = - -2 
V~ 
, ... 

V~ 

\' 

dv dv dv dv 
- rA f V V} -- 28 fv" V~ - ~cf v3V~ - 30 f v'\T~ u. s. f. 

Da das Integ1·al [v d~ als ein auf die erwähnte }'orm zurückführbares Integral nach­
V• 

-md 
gewiesen wurde, so werden somit alle Integrale J v v: v die erwähnte Eigenschaft be-

dv 
sitzen, sobald dieselbe vom Integral f ~ V~ erwiesen ist. Allein das letzte ist mit 

- 2 / y~y identisch, sobald im ehengenannten Integral statt y, Vtv getJetzt wird. 

5. Unter der Voraussetzung einer nachgewiesenen Zurückfiihrung des letztgenann­

ten lnteg1·als lindet dieselbe auch bei allen Integralen r- +n ===d=x====== 
Jx VA+Bx+Cx'+Dx3+Ex~ 

statt. Ein solches Integral ist gleichbedeutend mit dem Integral 

d. 1. 

m 

2 f; (1-u''t du 
Vk0k~ ('U + ~u")11 V(u' - p1) (u' -- p,) 

für 'H + ~u' --= z' mit 

_2 ____ r (•- ~~rzdz 
~ l~k~, ' z2n V ( z'-:--'H) (1'_'_-'H-p1 ~) (7.2-'U-:=__p~~) 

\ ~ \ ~ ~ 

.=--: 2 V~ m· s c-•)'' ( nv~+it)n-„ } __ r--=-.,.c, z2(p-•) zdz -
kok~ II'/\ ~ m11 JV(z'-'U)(z'-'H-p1 ~)(z'-°U-p1~) 

}'ür z' = v iibergeht 
z'(p-n) z dz 

f------ -----~---­
V(z"-lC) (z'-lC-p1 ~) (1.'-'U-p,~) 

vP-n dv 

~ f V (V - lCJ (V - l( - Pt~) (V - '2{ - P• ~) , 
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Da p- n eine negative Zahl ist, so sind diese lnLegrale nach Nr. 4 unter der Be· 

dingung de1· Zurückfiihrhorkeit ,·on Ldv' auf die \'erlangte }'orm reducirbar. 
J~ V• 

6. Was endlich das lntl'gral./~,Y~~J'. betrifft; so übergeht es bei der Substitution 

t+u 
y• = 1-fpü, wenn w,. w„ w,1 die 3 Wuneln von y, des .Ausdrucks U vorstellen , in 

1-p 1· 1 +u du 
2- 1 + pu V ( 1 +~0-c 1-1-- „__:_-; l o=+=p=ll=;) )=(=1=+=.=, -_-'_·=w=~ -=(1=_=1-=pu=)=) =c 1=+=~;-=W=:i=tt""+=pu=)=) • 

Es ist _!_+~ = _!_ [1 Tf~ + p-:::!_]. welches ins Integral eingeführt dasselbe in 1.wei 
1 + fU p f-t pU 1 + pll 

Theile zerfällt; in 

1-p J; du 
·-2? V(1 +u) Ct+u-w, (1+pu)) (J +u--=-,;;(l'+p~l) (t +·u--~v3 (1 +pu))' 

J
• dx 

welches auf die }'orm reducirbar ist, und in den Theil 
V(x'-11) (x'-ß) 

(1-p)' r du 

-2P--J(1+pu~·(t-t=u) cT+~~,~1(1+pu)J (tf-u-w~(-t+~~n ci+u-w3 lt+puü · 
1 d . Man setze ferner 1 +pn = r+t. WO urch das letztere lntl'gral lß 

~· ci ~~i;rV [( 1-i) 1, +, i+f) [( ;~.'. )r, _;_} :.]
1

1 (; _ f )<' +rJ ~w. j [( 1-f ;r<+r 1-w,] 

übergeht. Man wähle iiberdiess i', so wie das friil11w eingeführte p auf die Wei!'le, dass 

[( 1) 11 [( 1 \. ] [. 1 ) ] [f 1\ l wenn p0 = 1-r r+-p- \ t-;; 1 w, ( l-? r w, \ 1-·?) r-w 3J. 

f(y) vorstellt, p, = f1 (r) und p.= )-! f3 (y) beide 1.ugleich in Null übergehen. Dadurch 

ist zugleich ditl Bedingung p, p; = p5 p11 erfüllt 111111 es iihergehen die in Nr. 1) gebrauchten 

Bezeichnung·en °' und ß in " = 0, /3 =-= -~.:_-:-. 
Vp"p' 

Der Nenner ist alsdann die Quadratwur:r.1•1 aus dem Producte folgender Wurzel-

factoren : 

4 * 
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und das Integral aus zwei Theilen zusammengesetzt, deren letzterer die ~'orm 

f 
dx 

V(x' - a.) (x'-ß) 
besilzt, während der erstere ein bereits geschlossen integrirtes Integrale ist. 

7). 7. Nachdem die Reduction sämmtlicher Integrale 

}~ x±11 dx J x±" dx und 
VA+Bx+cx•+Dx3 VA+lhfl~x·+nxa+Ex' 

auf Integrale ,·on der Form 
x±"dx 

J V(x'-a.) (x~~ß) 
nachgewiesen wurde; wird zunächst folgender Salz zu erweisen seyn : 

±nd 
Sämmtliche Integrale J---~--_x __ sind in geschlo11senen Ausdriicken integrir­

V(x'-a.) (x'-ß) 
• dx ~ x' dx 

bar, sobald dasselbe von den Integralen} V( und J; · gilt. 
x''-pi) (x'-p.) V(x'-p1) (x'-p.) 

Diess leistet ganz einfach die schon öfters angewandte Betrachtung, ein Integral 
durch andere auszudrücken. Sey also 

U = u~-(p, + p,) u' + p, p, 
der im Nenner vorkommende Ausdruck, alsdann gilt nach der gemachten Bemerkung 
die Gleichung: 

' u•Hdu Un+J du •Un-J du 
u" u· = Cn+2Jf--, - CPt+P,) Cn+ 1) f --,- + np1 p.f -,- ; u· · u• · tt• 

d. i. wenn man die Integrale durch Symbole bezeichnet und 

{ du fll du ru• du 
u.i =. u~ ' ut =. u{ ' u, =. -u~ II. s. f. 

setzt, fiir n =Ü, 1, 2 .... 

U1 = 2U3 - (p1+ p„) U1 
uut =· JU~ -2 CP1+ p,)U, +Pt Pt U„ 

u•Ul = 4U, - 3 (Pt+ p,) U3 + 2p1 p, U, 
u3 U} = 5U.- 4(p,+p,)U~ + Jpt p2 U, 

u. s. f. Ist daher U1 bekannt, so sind es Ua, U,, lt, ... und wären U. und U, geschloBBeo 

integrirt; so liessen sich die folgenden u~' u.' ... durch dieselben bestimmen. 

Nun ist llt für u' ="' der Ausdruck 

.J.j" d CO _ 1 , d CO 

• V eo' - CP1 + p,)oo + p.p, - ·./V(~ - (p, ;p.) t + Pt P• - Y_i_~e·r , 
welcher nach bekannten Regeln das Integral 

'' [ (p.+p.) + ,/ 2 ( + ) + ] = ' "' "' - --2- y "' - Pt P• CO Pt P1 
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ergibt. Es ist daher unter cler Voraussetzung, dass U0 , U, gescbloHen bekannt seyen, 

jedes Integral U, für ein + n geschlossen bestimmbar. Ueberdiess ist 

u• =- U1 - Pi p'l U_1 u 

(p, + p,) tL, - 2p, p, U-:i 

- u„ + 2 er. + p,) u_, - 4p, p, u_, 
n. s. f. Sind somit U_„ tL, geschlossen inlegrirt; so gilt daS11elbe von den weilern 
Integralen U-a. U _~ „. 11. s. f. Es ist 

lL, = { du 

ein Ausdruck , der ans 
• 11 V(n'-p1) (u'-p,) 

r udu 
• V(1-u'p1)(1-u'p,) 

entsteht, wenn statt u, ~ gesetzt wird, und welches letztere Integral aus U, bestimmt 

werden kann, und man findet auf diese Weise 

u_, = -- 1 i f~ - ~+p, +V(!- - P1+P2)2+ _!__ _ ip,+P•)l 
2V p, p, u PiP• u' 2p, p, p1 p, (2p1 p, 

Analog lässt sich das lntearal /' du . durch U, bestimmen, wenn 
" • u'V(u'·-p1) (u''-p,) 

1 • u'du 
statt u, -- gesetzt wird. Es iibergd1t dadurch in -/V - . , ein der 

u • (1-p1 u') (1-p,u') 

Form nach mit U. übereinstimmendes Integral. Und so wären alle Integrale U±n und 
mittelst ihrer die Integrale 

f-. x-±" clx 

· VA+Bx+Cx'+Dx'1 

· x:±:"dx 
und /--:::======= 

· VA+Bx+Cx•+Dx3+Ex" 
geschlossen integrirbar, sobald man die erwähnte Eigenschaft ''On U.. und U, nachzu­
weisen vermöchte. 

/
• x'dx 

8. Das Integral -- lässt sich geschlossen bestimmen, sobald man 
• V(x'-p1) (x'-p,) 

f; 
dx 

dasselbe mit dem Integral - vermag. w-as diese Zurückführung be-
V(x''-p,) (x'-p,) 

trifft, so wurde bereits in Nr. 3) die Transformation des Integrals 

}
• vdv 

~ VAv3+ Bv'+ Cv + D 
auf die Form 

/a)1'-;j: (x1-1)dx 
1- fic--=~=================== 
\ d V Vad [(x'-1)'-(x'-1)+1] + Vbc(x'-1) 
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erwiesen , wo die Bedeutung der eingeführten Grössen aus frühern ersichtlich ist. 

Das Problem kömmt also darauf hinaus, statt des letztem Integrals das einfachere 

• v clv t+au 
},-------- - --- zu betrachten. Dieses iibergeht fiir v = -- , wo a und b vor-

V Av3+ ßv'+Cv+D b+u 
läulig noch zu bestimmende Grössen seyn mögen, in 

• (1 +au) ein 
(ab-t) ./Cb+u) V A(t+au)3(b+uJ+BCt+au)' (b+uJ'+CC1+au)(u+b)3+DCb+u)~-' 

11de1· wenn Kürze halber in der Entwicklung des Nenners 

~~= Ab+Bb2 +Cb3 +Db~ 
~3 = (1+3ab)A +2bC1+ab)B + b'C3+ab)C+ 4b30 
m. = 3a(1+ab)A + (1 +4ab+a2h')ß +3b(1+ab)C+ 6b'D 
~1 = a'C3+ab)A+2a(1+ab)B + (1+3ab)C + 4bD 
~„ = a3A +a'B+ac+ D 

gesetzt ,vird, in 

r. - (1 +au) du 
Cab-t) Jrl ___ - - . 

(b+u) v~„u~ + ~lu3 + ~.u' + ~Ju + ~-

Obgleich es am ersten Anblick scheinen könnte, dass mehrere Annahmen für die 

Hrössen a nnd b eine Ueduction auf bereits bekannte Integrale oder auf die }'orm 
c_ dx 

'

V( ,--)---,---)'-' zulassen; so wird man doch im Verlaufe der Behandlung, die zugleich 
• X -et (X -/3 

eine geänderte Behandlung des Probli>ms Nr. 6) ist, zur Einsicht gelangen; dass nur 

eine einzige Wahl der Bedingungsgleichungen eine solche Reduction einleite. Man sta­
tuire zur Bestimmung von a und b die Gleichungen: 

~l ro. ~1 
-ro.- - 4«J1 ~' + 8~11~3 = 0 unrl 4·ro, = b; 
C<Jo C<Jo 

und sct1.e u = y+p; wo für p vor der Hand ein Werth angenommen werde, welcher 
der Gleichung: 

c~~-4~„~1~.+8~;;~3) p3 + c~;~, +2~„~.~3+ 16~~~.-4~„~Dp' 
+ c~;~J + s ~"~' ~. - 4 ~„~.~a) P - ~~~„ + ~; ~\ = o 

genügt. !lamit wenn 
~II= ()II 

4~0 p+~1 =D, 
6~11 p·'+3~1 p +~, = D, 
4~uP:' + 3~1 p' + 2~2P + p3 =Da 

gesetzt wird; 

m„ p' + ~. p3 +- m, p' + ma p + ~. = D, 
D 2 D 

die Bedingung (o~) = n.: erfüllt sey. 

Durch obige Substitution übergeht die Gleichung 

m.u'+~1U3 + ~,u' + ~30 +~. = 0 in 

Duy'+ D1 y1 + D,y• + D3 y + D. = 0 
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und ve_rmöge der zur Bestimmung von a und b aufgestellten ßediugnng ist zugleich 
die Gleichung 

erfüllt, welche nach Substitution der für D angegebenen Werthe auf die Bedingung· 

~~ 
~- - 4!81!8, + 8!80 !83 = 0 führt. Jene Relation ist aber das Crilerinm, dass die 

0 

Gleichung D„ i + D, y3 + D, y1 + 1)3 y + D, = 0 W nrzeln liefert, deren W erthe nach 
Absonderung eines allen gemeinsamen Theiles sich bezüglich des Zeichens unte1·schei· 
den. Es seyen nämlich -- A + e1, - A - 'l, -- A + ß, ·- A - ß die 4 Wurzeln der 
Gleichung 

D0 y' + D1 y3 + D,y' + 0 3 y + D, = 0, mithin auch 
Cy+A)'-(11'+ß')Cy+A)'+ca'ß'=O, und daher 

4A = ~ 
0 

D., 
6 A' - (11'+ß') n. 

D 4A 
4A3 

- 2A (ca'-1-ßi) = tf. = -2 [2A' -(11'+ß')J 

..!. D, f_!J_, _ Di j _ 1- D1 [4 D0 D, - J~:j 
2 D„ Do 4 D~ - 2 Du 4 D~ . 

Mithin ist 8 D~ 0 3 = 4 D„ D1 D, - o: als die obige Gleichung das Criterium der erwähn­
ten Eigenschaft. Zur Bestimmung von A, ex, ß rlienen die Gleichungen : 

und folglich sind : 

D, 
A= 40 

0 

3D1
1 -8D0 D, 

cr.'+ß'= ---80;, --- -

16 D~D, + 5 D~-16 D11 D;D, 
ca' ß" = --~-----'-~---'---'-

16' D~ 

e& __ +.!.V 3Di-8D11 D, _:!:_ V16'0,;D~-t5D~-1600 D;D: 
- - "' 2D~ 

+.!_V ao;-so„o, + v1G•o;:o,+ 5DY:-rno„o;o, 
-- ... 20~ 

V
-------------· --· --------------- ------------c 

~ __ + 1_ 3Di-8011 D,_:!:_V1G'DJD,-t5D~-16D11 0iD2 
- -

4 20~ 

+.!_V 3D~-8D„D2 + Vi6'1.>~D,+5D~-16D.DiD_, __ 
_ .,. 20~ 

Es vereinfachen sich jedoch diese Griissen, so wie die angeführten Gleichungen, 
wie sich durch folgende Betrachtung der Werthe von p, die der angeführten Gleichung 
genügen, nachweisen lässt. Es übergeht nämlich die cubische Gleichung für p wegen 
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der Bedingung :: - 4 !B1 lB, + 8 lB11 lB3 = 0 in eine quadratische, Ton der sieb nachweisen 
0 

lB 
lässt, dass - 4 ~ eine entsprechende Wurzel sey. Wird nämlich in derselben dieser 

. 0 

W ertb gesetzt ; so übergeht sie in 

lB~ !B, lB~ lB3 ia: lB~ 
16lB~ - 8lB~ - 4!B;~ 

+ lB. lB2lB3 lB' - 0 
lBu - 3 - ' 

lB. !B, lB'I . d k 
und nach Substitution für lB,1 = ~ ~ - B!B' ergibt der lelzte Aus ruc wie erfor-

""-'o o 

lB 
derlich die Nulle. Man kann sich überdiess versichern, dass p = - 45 eine repetirte 

0 

Wurzel sey; so dass kein zweiter Werth eine Vieldeutigkeit der Grössen für D, 11, J3, 
A und mithin der Bedingungsgleichungen die a und b liefern, zulässt. Es ist nämlich 

der Coelficient 

lBilB. + 2!B lB + 16lB lB - 4lB' 
~ 1 3 u ' • 

die Summe der negativen Wurzeln, deren eine - 4~~ bestimmt ist. Somit ist die an· 

dere x durch folgenden Ausdruck gegeben : 

lB1 (!Bi !Ba + 8 lB0 lB1 lB, - 4 lB11 lB2 ~3) 
X = 4lB0 - lB: lB2 + 2lB11 lB1 lB3 + 16 ~~lB, - 4 lB11 lB~. 

lB~lB2 - 2lB0 lBilBa - J(jlB~ ~\ lB, - 4 lB0 lB 1 lB~+16 lB: lB1 lB9 

4lB0 [lBilB1 + 2lB0 lB1lB3 + 16lB~lB, - 4lB0 lBi] 

und wenn im letzten Theil des Zählers statt lB3 sein W rrth aus der aufgestellten Be­
dingungsgleichung gesetzt wird 

lB1 lB~lB. + 2lB.lB1lB1 + 16lB~lB,- 4lB.lB: 
- 4!B~ · lB':lB, + 2lB0 lB1lBa + 16lB~lB,- 4lB0 lB: 

lB1 
= -4lB-. 

0 

Für diesen Werth von p ist aber sowohl D1 als Da der Nulle gleich, A wird zu 
Null , 11 und ß erhalten die W erthe: 

IX=.!.: V-n . .:.2vo.o, + : V-n. +2vo00, 
D

0 
, - D

0 

"' = + , V-n . .:.2vo110, _,V -D. +2vo;;o, 
,.. -• D +• D ' 

0 0 

wo entweder zugleich die obern oder untern Zeichen gellen, wodurch für 11 und /3 zu-
sammen vier Werthe erhalten werden. Der Werth von D, ist für 

lB1 D 3 !B: + 8lB0 lB, 
p = - 4 lB. ' • = - s 0. ' 
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und eben so 
D _ - 3~„ )ßH t6)ß~~~ ~2-64 ~~ ~1 ~3 + 256 )ß~~ • 

• - J62~~ 

wird darin für ~3 sein Werth substituirt, so ergibt sich als Endresnllat: 

D 
_ s)ß~- rnm„m~m2+ 256~~~. 

' - 162 ~;~ • 

Der Werth von „ und ß lässt sich noch unter eiue andere }'orm bringen, nämlich: 

Clt= +~r1r-_n2 +V!?~-D D + •r _!->~_v!_>~-D-D 
- 2vm0 I' 2 4 " ' · - I' 2 4 ° • 

+ 1 r D2 vm - 1 r D2 VDi J J' -2+ 4-D0 D, + J' - 2 - 4-D0 D, 

= + ~~~V--~+ v~~-D0 D,, 
und analog der Werth von ß, 

ß = ±_ 1 - r• r_--~2-_ +-v-o~-=--D-D-. + 1 r - D2 _V D~-D D 
2 v~. II 2 4 ° • - I' 2 4 ° , 

V n2 V"2___ 1 r n2 vn· 
- -2 + 42-D.D, ±II -2- 42-D.D, 1 
+ _t_ I/ ~~ VDi 
- V~ J' - 2 - 4 - D0 D,. Es ist 

«.Jo 

D~ _ D D = 4)ß~-2.16)ß„)ß~)ß2 +64~~~~-256)ß~~l\ 
4 u ' 16')ß~ , 

somit VD' V(?Si2'°'-8~u '° )2- tß2'°3'° _, _ D D = «.J1 "'-10 «J, «.Ju «J, 

4 ° ' 16 )B. ' 

D, -sm.)ß,+3~i 

2 16~" und da 

ergeben sich für a und ß die W erthe 

c& = ±. 4~0 v·-_-8-)ß-.-~-,+-3-m-. _i_+_V_(_2_)ß_i ___ 8_m_0_~-,)-'--1-6-' )ß-~-~-, 

ß = ±. 4~o V -B)ß.~, + 3~i - 11(2 )ß;- sm. m,)'-16')ß~~„ 
Das fragliche Integral ist somit 

f(t+au) du 
(ab-t) u+b. V[(u+b)i - 11'] [(u+b)'-ß'] 

du 'fr du -a(ab-1) C.-======- (ab-t)' -
- ~V[(u+b)'-a.'J[(u+b)'-p'] (n + b) V[(u+b)'-:x'J [(u+b)'-ß'] 

l\'alurwisscnschaflliche Abhandlungen. IV, 3. Ablh. 5 
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1 
Wird im letzteren Integral statt u+b, z geselzt; so übergeht es 111 

zdz 
(ab-1)2 f V(t-<>.2z2) (t-ß2z2) 

in ein nach bekannten Regeln bestimmbares Integral. 

9. Nachdem bewiesen wurde, dass die elliptischen Integrale \On der Form 

~ x±n dx j' x±n dx und _ , 
vA-tBx+Cx2+Dx1 VA+Bx+Cx2+Dx3+Ex~ 

worin n eine ganze Zahl vorstellt, geschlossen integrirbar seyen, sobald nur Eines der­
selben die erwähnte Eigenschaft besitzt, möge das einfachste, auf welches die andern 

li 
dx 

zurückgeführt wurden, nämlich - 1.um Gegenstancl der weitem Un-
VA+Bx+Cx2+Dx3 

tersuchung dienen. Es lässt sich übercliess wie aus Nr. 3) ersichtlich ist, clas Integral 

f dv Ji' dx :--:::=~=::;;:::::=::::;:;::=-, für welches m = 0 ist, auf die Form -A B C- 2 D 3 E~ ~ 
VA+Bv+Cv2+Dv3 V + x+ x + x·+ x 

bringen; welches Integral eine analoge Behandlung zulässt. Es lässt sich femer be-

weisen, dass dass erwähnte Integral durch die Annahme x = :t~~, wo a, b, c, d ge­

hörig zu bestimmende Grössen vorstellen, auf kein bereits gelöstes zurückführbar sey; 
und es wäre zu abschweifend, dasselbe aus der Betrachtung der zur Bestimmung von 

a, b, c, d aufstellbaren ßedingungsgleichungen nachzuweisen, um somehr als vorange· 

gangene und nachfolgende Betrachtungen zur Einsicht führen werden. 

Ich schreite desshalb mr Bestimmung des Integrals bei der Substitution 

1 + my + ny2 

x = p + 1 + m1y + n1y' ' 
worin p, m, n, m1, n1 unbestimmte Griissen vorstellen. Es iibergeht dadurch in 

[m-m1 + 2(n-n1)y + (nm1-mn1)y2] dy 
fvi:1+m 1y+n1y2] [t+my+ny2+(p-w1J(t+m1y+111y2)] [1 +my+ny2+(p-w2)(1+m1y+11 1y2

)]' 

[1-my+ny2+(p-w;i)(l+m1y+n1y2)] 

wenn w1 , w2 , w3 die drei Wurzeln der Gleichung A+Bx+Cx2+Dx3 = 0 vo1·stellen. 
Es müssen nun die fünf unbestimmten Grössen so gewählt werden, damit sich das In­
tegral auf ein bekanntes zurückführen lässt. Um jedoch die verschiedenen Weisen ken­

nen zu lernen, bei denen, falls es der li'all ist, diess erzielt werden kann; wird es 
zuerst nöthig seyn, Ausdrücke von 4ter Abmessung, deren zwei im Nenner vorkom­
men, als: 

(t+m,y+n1J2
) (1+my+ny2+(p-W1) (1+m1y+n1y2l) uncl 

(1 +my+ny2+cp-w2) et +m1y+n1y2
)) (1 +my+ny2+cp-w3) <1 +m1y+n1y2)) 

näher zu hfltrachten, um sodann zugleich die Bedingungsgleichungen zu kennen, bei de­

nen diese Ausdrücke gewissen, die Lösung vermiltelnden, Bedingungen genügen. 
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II. 

Bestimmung der Wurzelfactoren eines Ausdrucks vierter Abmessung. 

1. Der allgemeine Ausdruck einer Gleichung vierten Grades 

Bot+ H1 y3 + B2 y2 + B:iy + B, = O 
kann durch Einführung zweier Hilfsbiigen cp und 'ft auf die Form 

Bny" + B. y" - 2 (VIlJI: cos 2cp +VB,"" cos 'f1) y2 + Bay + B. = 0 
gebracht werden, wofern nur 1.wischen den llilfsbiigen und den Coefficienten die 

Relation 

ß 2 = - 2 Vß0 B, cos 2r - 2Vß 1 ß3 cos :;, 

statuirt wird. In dieser Voraussetzung ist :;1 eine willkührliche li'unction des Bogens 

rp, und dieser durch die Coefficienten bestimmt. Der Ausdruck 

ß 0 y• + B1 y3 -2 [Vß0 B, cos 2'f + VB1 Ba cos 'f1]y2 + ß 3 y + B, = 0 

ist die Summe der beiden Theile 

B0 y - 2Vß0 B, cos 2:p y2 + B, uncl 

y [B1 y2 -2Vß1 ß 3 cos 'flY + ß 3]. 

Der erste '!'heil davon ergibt durch Zerfallen in seine Wurzelfactoren, wenn V -1 
durch i vorgestellt wird, wie leicht zu ersehen: 

B0y• - 2VB0 B, cos 2:p y2 + ß, 

• B • ß • ß ][ • B = Bo [y-v n: e~i1 [y-v n: e-~i1 [Y+V ß~ e~i Y+V ~ e-~i]•, 
und der zweite analog 

y [B1y2
- 2VB. Bacos'f1 + B"] = B1y (y-vi: e~•;1 {y-V!: e-~,;]. 

Es ist somit 

+ Bi Y [y-V ~ e~' 1] [y-V :: e-~. i]. 
Weil rp1 als beliebige Function von 'f gewählt werden kann; so sey 

. ' B, Ba 
'fi 1 = rp 1 + 4 1 -8- - ·P B 

0 0 

(wo das Symbol 1 den natürlichen Logarithmus bezeichnet), oder für 

' ß, Ba • 
4 1 :B: - t 1

81 
= u , 'fi i = rp i + :xi. 

Durch diese _Substitution übergeht der obige Ausdruck in 
5 „ 
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Bu [y-v:: e~i] [y-v:: e--~i1 [Y+V~ e~i] [Y+V~ e-~i1 
+ B1y (y-v:: e~i+•i) [y-v:: e-(~i+•i>j; 

und nach der Bedeutung ,·on 11 in 

Bu [y-v:: e~i] [y-v:: e-~i1 [Y+v:: e~;] [y+v:: e-~i1 

[ V~ B, „;] [ v' B, ~;1 + Biy y- Bu e. y- ß" e- . 

Nach der frühern Voraussetzung ist 

• B2 = - 2VB„B, COS2'f' - 2VB1B~ cos (9+11) • 
und für den ~'all, dass 11 = 0 wäre, ist cos 'f' durch eine quadratische Gleichung be-
stimmbar; für andere Werthe jedoch ist diese Gleichung vom vierten Grad. Man 
kann indessen jede Gleichung vierten Grades in eine andere transformiren, für welche 
IX = 0. Setzt man nämlich in der gegebenen Gleichung 

B0t+B1 y3 +B2J2+Bay+B~=O, y=p+z, 
wodurch dieselbe, wenn Kürze halber 

Bu=Do 
4ß0p +B1 = D1 

6B0 p2 + 381p + 8 2 = 0 2 

4B„p3 + 381p2 + 2ß2 p + B3 = D,1 
ß 0 p~ + B1 p3 + ß 2 p2 + B3 p + B~ = D, 

gesetzt wird, in D11 z~ + D,z3 + D2 z2 + D3z + D~ = 0 übergeht': so kann immer p aus 

einer Gleichung des dritten Grades so bestimmt werden, dass die Relation ~: = (~:) l 
erfüllt sey, wodurch zugleich die Gleichnng D0 z' + D1 z3 + D2 z3 + D3 z + D~ = 0 die 

Eigenschaft ~rlangt, dass in ihr IX= 0 ist. Diese Bedingung ~: = (~:) 
2 

gibt 

Bup~ + B1p3 + B2 p~ + ß 3 p + B~ _ (4B11 p3 + 3B 1p2 + 2ß2 p + ß 3) 2 

8 11 - \ 4ß0 p+B1 ' 

und diesen Ausdruck entwickelnd, erhält man 

16ß~p· + 880 8 1] p' + ß~ ] + B~ 

1 

Pa 
+ 1680 8 1 + 8Bi P~ 8 0 

+ 1680 82 + 881 8 2 

+ 1680 8 3 

+ BiB2 • B1B.1 ] Biß, -·- l p· + - p + - -Bo Bo Bu 
+ 8ß,ß3 + 8B1 B, 
+ 1680 8, 

- 16B~p·+24Boß,p'+ 9Bi ] p~+12B1B2 j p3 

+ 16811 82 + 8B0 B3 

+ 482 
] p2 + 4ß2ß 3 p + B~, 

+ 68183 
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d. i. für p folgende Gleichung 3ten Grades: 

(::.- 4B1 B2 + 8B0 Ba) p3 + (ß~~2 
+ 2B1 ß 3 + t6B0 B, - 4B~) p2 

(B~ß3 ) B~B, 2 + ß- + 8B1 B, - 4B2Ba p +-B- - Ba= O. 
0 0 

Da nun in der Gleichung D11 1.' + D1 z~ + D2 1.2 + D3 z + D, = 0 die Relation besteht 

V' D, V Da . , D, 0 3 D = D d. J. 4 A IT - p D-- = ex. = 0; 
II J 0 1 

so übergeht dieselbe in 

[ V' D, ·1 [ v' D, ·1 [ v' D, ·1 [ v' D, ·1 D. z - Do e~' z- n: e-~I z+ D,~ e~· z+ D11 e-~· 

[ V' D, ·1 [ v' D, ·1 + D,z z- n--;; e~' z- Ö~ e-~, = 0. 

V' D, ~; v' D, - ~; . Somit sind z, = 
00 

e und z2 = Do e zwei Wurzeln der letzten Gleichung und 

es sind zugleich zwei W erthe von y bekannt, nämlich 

V
' D, . 

Y• = p + D. e~' 

V' D, -~i 
Y2 = p + Do e . 

Die zwei andern W erlhe von z ergeben sich aus der noch übrigen quadratischen Glei­
chung, die man erhält, wenn die Gleichung durch die bereits bestimmten Wurzelfac­
toren getheilt wird. Man erhält nach Weglassung dieser Factoren 

' D ' D 
D 0 [z+V J): e~i1 [z+V D~, e-~i1 + D 1z = 0 d. i. 

'-- --D„z2+ c2vmo,coS'f' + D1)Z + VD„D, = 0 

und somit , ( v' D, D1
) z3 =-· 2 :o;;cos'f'+o~ 

+ 1 v-r v' D, "·)2 VD, 
i \ 2 D~ cos 'f' + Du - 4 D„ 

Es sind daher die zwei andern Wurzeln der gegebenen Gleichung 

( V' D, D1) , I /. ' o, D-.)2-VD~ 
Ya = p - : 2 Do cos 'f' + D„ + 'I' ( 2v D. cos 'f' + D. - 4 D~ 

. ( v· D, D1) • ar( , D, 0.)
2 vD, 

y, = P - • 2 fi~ cos 'f + D. - • t' 2V D. cos 'f' + Do - 4 D •• 
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2.) Es erübrigt nur noch den Werth von 'f als lfunction der Coefficienten zu be­
stimmen. Dieser Werth ergibt sich aus einer Gleichung zweiten Grades; dabei' gibt 
es zwei Werthe von 'f und acht Werthe von z. Man kann sich nämlich durch wirk­
liche Substitution überzeugen , dass sowohl die z fiir den einen W erth von 'f als für 
den andern der Gleichung Duz'+ D1z3 + D2 z.i + D3 z + D, = 0 genügen. Der Werth 
von 'f ist aus der Gleichung 

2VDuD,cos2'f' + VD1D3 cOS'f' = -D2 

zu bestimmen, d. i. aus 

4VDuD, COS2 'f' + 2VD1D3 cosp + D1 - 2VDufi, = 0 
und ist 

cos 'f' = - ..!. VD,Da + ..!. VD1D? - 4 (D2-2VDuD,) 
„ DuD, - 4 DuD, VDD-- . 

() ' 
Seyen die Werthe von z für den ersten W erth von cos 'f' = cos 'f'1 durch kleine und die 
für den zweiten \i\' erth von cos 'f' = cos r.p, durch grosse Buchstaben bezeichnet, so sind 
(wenn zur Abkürzung 

V
' D, D1 

A = 2 D;; cos 'f'i + Do 

1-' = 1rr2v' ~~ COS9'1 + D1'
2

-4VD, gesetzt wird)' J' \ D0 Du) D0 

Z1 =v~:e~·i 
' D 

~=vD:e-~·i 

Za=-D.+~I" 
z, = - J Ä - ~ I" die vier ersteren Wurzeln der Gleichung, und diese Wurzeln 

genügen den nöthigen Bedingungen: es ist 

VD, VD, Dl 
- (z1 + 7~ + z3 + z,) = --:-- 2 D cos 'f'1 + 2 D cos 'f'i + D-

o u u 

D1 
Do. 

-VD, + Do 

~~+~Za+~,+~Za+~,+Za, 
'D V n: c- ~ Ä + ~ !") e~,i 
' D . 

+ V ' ( 1 ~ 1 ) ~·· 1r-·"'-·l"e 
II 

+ v' ~' c - ~ Ä + ~ ,.. ) e -~,i 
() 

'D D +V n:c- a- ~,..) e-~.i +V n: 
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VD, v' D, 2 D - 2 cos 'l'i D . :t 
ll 0 

VD, vD, v' n, n, 2 .o-2 J:f(cos2'f,+1)-2 D-·-.D-cOS'f'1 
II II U 0 

VD D VJ)j). = - 2 -~ cos 2 'f - 2 - J __J cos 'f 
n;~ , o;; , 

1 -- - - D2 -n (2VD„D, cos2'f, + 2VO, D, COS'f,) = j)· 
u u 

'D +V :o! c±12 -±1n e~·i 
' D j +V n: <±12 -±„2) e--~.i 

[ V D, v' D, j - -Je D +2 D C±12 -±1'2)cos'f, 
0 " 

[ V
D, V~ D, J D,VD' D3 

= - - Je D,, + 2 fi„ cos 'fi = fi~ D;; = Du . 

_ r V D, (' 2 2) ~' Z1Z2Z3Zt, - 4 -D-- JI. -„ = D. 
0 0 

Aber auch die Wurzeln Z, , Z2 , Z.1' Z, genügen der Gleichung; denn es ist, da sich 
die vorigen Reductionen ohne Substitution des W erthes von 'f ergaben, analog 

D, 
- (Z, + Z2 + Za + Z,) = D 

" 
~~+~~+~~+~~+~~+~~=~ 

Da 
- (Z1 Z2 Z3 + Z1 Z2 Z, + Z,Z3 Z, + Z2 Z3 Z,) = D;; 

D, 
Z,Z2 Z3 Z, = n· 

0 

3.) Diess lässt vermuthen, dass die vier letzten Werthe von Z mit denen von z 

identisch sind, und wirklich lässt sich erweisen , Jass 
z, = Za 
z2 = Z, 
Z3 = Z1 
z. = Z2. 



40 .F. PECHE. 

Es ist, für .!. VDiDa = a 
" D0D, 

N . h f h v'· D, VD Da D1 . h' un ist nac rü ern D . D1D = D' mit lß 
u u ' 0 

V' D, D1 v' D, D a - ~ D = - D a und folglich 
U O II 

V' D, ( v' D, D1 ) C-a-b) n=-~2 0 c-a+bJ+ 0 . 
u 0 1) 

Durch diese Bedingung wird zl = Z3' so wie 

V' D, . ( v' D, D1 ) Do [(-a-b)-1 V1-(a+h)2
] = - ; 2 D;; (-a+b) + D;. 

_. 1r( , n, n1)2 vn, 't' 2 VnoC-a+bJ+n„ - 4 Do' 

d. i. Z 2 = z,. 
Eb b h d B . h v' D, v' D, D1 en so este t ie e7.le ung - 00 a = 

00 
a - ~ 

00
, d. h. 

V' ~' (-a+b) = - ~ (2V' DD, (-a-b) + DD1)' 
0 0 0 

woraus folgt: dass 

'D ( 'D D) V 0 :[c-a+h)+iVt-ca-b)2J =-} 2v 0:(-a-b) + ~ 

+ 11r( v' D, D1)
2 VD, • J' 2 if., (-a-b) + D„ -4 D. 

V' D, b . 2 _ ( v' D, D1 ) und D [(-a+ )-1Vt-(a-b)J--~ 2 nC-a-b)+I) 
u n . o 

_. 1r( v' n, D1)
2 vn, • V 2 Do (-a-b) + Do - 4 D„ 

d. i. Zs = z1 , Z, = z2 • 

4.) Hiedurch lassen sich die vier Wurzeln einer biquadratischen Gleichung unter 
einer viel bequemern }'orm darstellen. Ist nämlich die gegebene Gleichung durch 
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ß 0 y' + B,y1 + B,y2 + Bay + B, = 0 

l'orgestellt. uncl man bestimmt p mitlelst der Gleichung: 

B1 B2B 
( Bj - 4 B, B, + 8 B. R, ) p" + (-ti--3 + 2 B, Ba + 16 Bu B, - 4 B~) p' 
\ II · 0 

, BiBa ' B~B, + \ --8~ + 8818,-482 8 3 ;P + -8~-B~ = 0, 

bildet sodann folg-ende Griissen: 

Do=Bu 
D1=4U11 p + B1 
D2 = 6 B11 p2 + 38,p + 8 2 

Da= 4ß0 p3 + 3ß1 p2 + 282 + 8 3 

D, = H0 p' + ß 1 p" + 8 2 p2 + Ba p + B, , 
i;o sind die vier Wun.eln durch folgende Ausd1·ücke gegeben : 

_ +V']), i•rcco• [-.!.V:D,Da_1--'-VD1Da 4 cD,-2vii-it)-·] y, -- p D e " - . 4 . -- - " • 

" DuD, DuD, VD D " . 
Y = p + v· ]). e j "''"eo• [- _! vj), Da_ + l VD1 Da - 4 (D,-2VI).,D,) ] 

2 Du ,\ D.D, 4 D.D, ----vn:--n. 
Ya = p + v· D, ei .,.„ cos [ - ± VDi_!1_ _ i Vl>)ja - 4 (D,-2VD. D,) 1 

D. D.D. D.D, vn-;;-)\ 

= + v· ,~. e-·iar·cro• f- - -'V~-~ --'-VD,_~1 - -4-(D,-2v1:i:n~J-j. 
Y• P D. ... D

0
D, " DoD, --vi).;':[)~-----

5.) Da der Werth von p durch eine culiische Gleichung bestimmt wird; so ent­

steht die Unbestimmtheit , oh nicht verschiedene Werthe von p auch verschiedene 

Werthe von y liefern; so dass die Wurzeln je nach den Werthen von p a) die Lö­

sungen rnrschieilener, etwa in Ein1.elheiten differenter Gleichungen ergeben , oder 

b) ob cler Werth von y, je nach verschiedenen Werthen von p, ein anderer wird, der 

Art: dass fiir ein bt>stimmtes p Ein y identisch wird mit einem ande:-n y für einen 

andern Werth von p, oder c) ob für sämrnrliche Werthe von p dasselbe y stets den­

selben Werth behält. Um zu erfahren, in welchem :Fall letztere Eigenthümlichkeit 

stattfindet, wird es nöthig die Anzahl der \i\1 erthe von p zu suchen, für die y stets 

denselben Werth erhalten kann. 

Der allgemeine Werth von y ist nach früheren 

'D v- v---Y=P+V--'(-i D1 D~±.k D1Da_ 4D, +s] 
Do D.D, D.D, VD0 D, 

± 1 r ~ D1 Da - i D2 - - : + i VD1 D~. V D1 Da - 4 D2 + ~. II D.D, vn.D, D"D, D.D, vD.n, 
:Nalnrwisscnschaflliche Abhandlungen. IV. 3. Ablh. 6 
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- D.D3 
Vermöge der Bedingung VD. D, = - 0-;- ist 

VbiDa - Dl v' D. 
D D - D0 D, 

0 ' 

vnln3_ 4D2 8 =lro:vn._4n,_~=V~·+~~vn.-n„n, VD.D, + J' D,; D, D„D. D, D, D, 

= v' D, vn:--4DoD1D2 + 8DW.1 • 

D" D~D1 
Es ist Di=64mp1 +3.16B~Blp1 +3.4B„Bip+B: 

-4D.D1 0 2 = - 6.16ßJp3 - 8.9mB1p2 
- (3.4B0 Bi + 16B~BJp- 4B.B1 ß3 

8DWa = a2mpa + 24B~B1 p2 +16B~B2 p +SB.Ba 
somit n:- 4D0 D1 D1 + 8DW3 = B~ - 4B0B1 B2 + 8B~Ba 
und dieser Ausdruck ist der erste Coefficient in der cubischen Gleichung für p; der 
der Kürze halber durch A3 vorgestellt sey. Dadurch übergeht 

VD,Da 402 v' D„ V Aa 
DD -~+s in D n~n' 

" , VD0 D, ' 0 
• 

und somit ist 

VD, 
· cos2 'f' D. 

VD, . n.: sm2 'f 
1 ( 1GD6D1 ---- A1) 

= 16D~ \ ~- - J>i ±. 2VA3 D1 - 0 ·1 
l ~-

= fäDTD~ [t6DmJ - m ~ 2VA3 D1 0 1 - Aal 

'D l V -V n: sinfV=-1= 4D.VDI n:-rnnmJ + 2VAaD1D1 + AJ 

und es ist zugleich nach früheren 

D~ -16DWa + A,1 = 4(3B.Bi - 8B~B2) I' + 2 (BJ-4B~BJ - 2 B.8182). 

Durch diese ""Terthe überß'eht der allaemeine Ausdruck der Wurzeln in 
t> " 

Bl 1 VA3 
y = - 4Bo ±:. 48

0 
[)

1 

±:. 4~0 V 4(3B.Bi- sBrn,) p + 2cn~ -4Brn.1 -2BoB1B2) + 20. VA3 D1. 
Di 

Sey der W erth von y für einen zweiten W erth von p z. ß. p durch g vorgestellt, 
und es werde Kürze halber 

VAa ±.V 4(3B.Bi-8BmJp+ 2(B;-4B~B3-2ß0B182) + 2(48.p+Bi) VA3 (4Bo}>+B1 = sp 
gesetzt; alsdann ist 
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sp 
g = - ß, + - --· .. 

-v4B.p+B1 ------ -TK ____ _ 

48 - - + VAa 
o(Y g) - V4Hop+B, 

+ V ~ca B„n~-sB~H2)P +2CB~-4B~Ba- 2B„B, B2) + VAJ(4B.p + B1)3 
• 

·- 4B0 p + 8
1 

Man nehme nun an, V eey eine Wurzel der Gleichung: 

(B~-480 81 B2 + 88~83) p3 + (B~B, + 280 B1 8a + 16 8~B, -48.BDp2 

+ (B~ Ba+ 8 8. 81 8, - 4 80 82 83) p + 8~ 8, - 8. 8~ = 0 ' 
mithin g eine Wnr:r.el der Gleichung 

8 0 t + 8 1 y3 + 8, y2 + 8 3 y + 8, = O 
und es sey y = g ; alsdann liefert 

S})'(48.p+81) = [48.p+81][_:i:_VA3 

±. V4 (38oBi- 88~8.) p + 2 (8i-48~83- 2B.B18,) + 2 (48.p+81)~ VAaJ' 
diejenigen Werthe von p für die die Wurzeln dieselben Werlhe behalten. 

6.) Zuvörderst fouchtet ein, dass im W erthe ''on y1, so wie in dem von y,, y3 , y, 
p stets ein und dasselbe bleibt; es sey ferner Kürze halber 

4(38.8;-88~82) = ii 

2(B~-48~8a-2BoB1BJ = /3 
480 y+ 8 1 = z; 

alsdann ist bei nachfolgendem Gang der Operationen p durch eine Gleichung dritten 
Grades bestimmt, und ändert nicht seinen W erth , wenn z seine vier verschiedenen 
W erth e annimmt. Es ist nämlich : 

(zVD1 +VA3)' = Clp + ß+ 2D1 VA3D1 
~2VA3 D1 (D1 -z) = 1:tp+ß-z'D1 -A3 

4Aa (16B~p• + 880 8 1 p + 8i-880 zp -281 z+ z')(48op + 8 1) 

=(et p + /3 -4z'B0 p - z'81 -A8)
1

• 

16' A3ß!p3 + (192A38~81 -128A3 B~z- (i:t-48.z')')p' 
+ (32A3 B0 B1 lB1-z) + 16A38 0 (81-z)2 -2(ii-480 z2) . 
• (/3-z2 B1-A3) ] p + 4 Aa 8 1 (81-z )2 

- (ß-A3-z2 81) 2 = 0. 

Sey p ein solcher Werlh von p, für welchen y11 Yu y3 , y, Wurzeln der Gleichung 

Bot+ B1y1 + B2 y2 + ß 3y + 8, = 0 
vorstellen , alsdann darf sich der Werth von p nicht ändern, wenn statt z einer der fol­
genden W erthe : 

+ VA3 + V11p+ß-2(480 p+B1)fVA3 

V4B.p+B, 
6. 



V4B.p+ B, 

__ sp_, __ 
V4B.p+B1 

+VA3 -V"P+ß- 2(41:J,.p_:t_!J 1)~VA, 
V4B0 .p+B1 

= -VA3 -f-V"P+ß + 2(4B • .p+B,)fVA, 
V4B0 .p + B1 

__ sp~--- __ -VA,1 - V1tp+ß + 2 (480 .p+B,)i VA" 
V 4 B • .p + B, - V 4 ß~ .p + ß, 

gesetzt wird. Aber der Werlh von p stellt bei dieser Substitution diejenigen Werlhe 

'Or, für welche y-9 zu Null wird; d. i. Wt>rthe, fiir die sich der \Ve1·th der \\'ur­

zeln nicht ändert. Zugleich zeigt die Gleichung: 
ß2S)) 

162 A3 B~ p' + [ 192 AJ B~ B, - 128 A3 \14 B.'~ + B, 
! _i!l.~2-)2] 2 [ ( sp \ - l ct- 48 "+B p + 32 A3 H0 B, 1 H. - , --

8
- - .. 

8 
1 

' 0t' 1 \ V 4 ·P+ 1 

+ 16A3B. ( B1 - _sp )2 
- 2 I "-_!_~IP~\ 1 ß-A1 _=_!l_!S))" · \] p 

\ V4 B0p+B
1 

\ 48„.p+B, · · 4B„p+B. 
( sp 2 1 _ ß

1 
IP2 \ ~ 

+4A3 B1\B1 - V4 B0~)-~ß-Aa:ni • .p+B
1

; = 0, 

dass diese Werthe blos bezüglich der verschiedenen IP variiren kiinnten . welche \'er­

schiedenheit nach frühern nicht besteht; d. h. dass die drei Werlhe ,-on p für alle Wur­

zeln dieselben bleiben. Somit ist der Beweis geführt, dass die \<\;urzeln für jeden \<\1erth 

von p aus der bestimmtt>n Hilfsgleichung dieselben \Verthe behalten; denn da jeder 

Werth der obigen Gleichung der Hilfsgleichung entsprechen muss, diese aber nur drei 

Werthe liefert, so muss die gefundene Gleichung· mit der Hilrsgleichung identisch seJll. 

7.) Man kann jedoch gegen die vorige Deduction einige Zweifel erheben, indem 

man bei einer andern Entwicklung leicht zu einer Gleichung sechsten Grndes oder gar 

.des 1.wiilften gelangt. So gibt folgende Entwicklung· eine Gleichung sechsten Grades: 

zVD1 = _::. VA3 ±. V"r+ß+2D1VAaD, 

z2D1 = Aa+"P+ß+2D1 VÄJ). 

±.2VA3("P +ß+2D,VA3 D, 

(4Boz2 -<t)p + B 1 z2 -ß-A3 .::_2D1V~ = 

±.2 VAaC"P + ß + 2D1 VA~D1 ) 
(4B0z2- i:i)2p2 + 2(480z.2- <i) (B1z2-ß - A3) p 

+ (B1 z2-ß-A3)
2 ±.4 [(4B.z2-i:i)p + B1 z2 -13+AaJ [4B„p+B1] VA.1 D1 

+ 4'ß~A3p3 + 3. 43B~B1 A3 p2 + 3 .42B„B~A3p + 4B~ Aa 
= 4A3 (a.p+ß) 
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4' B~Aspa + [3. 43 B~ B1 Aa + (4 B0 z2-a.)2] p·i 
+ [3. 42 B0 B; A3 + 2 ( 480 1}-a.) (B 1 z2-;3-A,1) - 4x A3] p 

+ 4B~Aa+CB1 z2-i3-Aa)2-4A:iß = -i- 4D1 VA3 D, [(4ß0 zl-a.)p+B1z2-1H-A:1J· 

Das Quailrat der 110 angeschriebenen Theile ist: 

4"ß~ A~p· + [2. 44 ß~ A:i (3. 43 ß~ß, A,1 + c4ß„1,' - a.)2
) 

-4'mA3 (4B.z2 -x)2]p; + [2.4'mA,1 (3.4'B.BiA.1 

+2c4B0 z'-a.) cll1z2-ß-A.1l-4:iA„) + (3. 4amn1 A,1 + c4B0 z·i-ri)'J'l 
- 2.4'ß~Aa (4Bnz'-1) (B,1.'-ß+A.,)- 3. 4i ß~B,A:1 (4Boz2-aY]p4 

+ [2.4'Bi:Aa (4B; A,1 + cB1z'-13-A:il'- 4A 313) + 2 (3. 4'1 B~ß,A3 
+ c4B0 z2-:i)2

) (3.42 U0 BiA1 + 2 c4B0 z''-oc) cH1z'-13-A,)-4a.A3 ) 

- 4'B~A, (B,z'-ß+A,)'--6. 4'B~ß, A3 (4B11 z1---0t){B 1z'-ß+A,) 
- 3. 41B.BiA1 (4B„1/-0t)'] p' + [2(3. 4·8~B1 A 1 + c48oz2-a.)2) • 

. (4B~A, + cB1 z2-13-A,)2 -4A,ß) + (3. 42ß 08iA, + 2 C48.1.2-ri)(81z'-i3-A,l 
- 4a.A,)2 - 3. 4'B~B, A, (8,z'-ß+A,)2

- 6.4' ß0B~A3 (48.z'-a.). 
(B1z2-ß+A,) - 42B;A, (4ß0 z2-x)2

] p' + [2(3. 42 B.Bi A, 
+ 2c480 z2-a.) cB,z''-i3-A,)-4cxAJ (4ßIA, + cB1 z2-ß-A,)2 

-4A,ß) - 3. 4' B„B;A, (ß1 z'-i3+A1)2 

- 2.42 B~A, (4ß0 z'-") (B, z'-ß+A3)] p + (4BtAa 
+ cß1 z2-13-A,)2

- 4A113)'- 42 BJA, (ß,z'-ß+A:il' 
= o. 
Es wäre nun da leicht möglich, dass unter den sechs Werthen rnn p, für welche 

die Wurzeln dieselben \l\T erlhe erhalten, die dreie der Hilfsgleichung vorkommen, dass 

aber die früher entwickelte cubische Gll'ichung nicht sämmtlich dieselben We1·Lhe mit 

der Hilfsgleichung besitzt. Allein zerfällt man <lie gefundene Gleichung sechsten Gra­

des in ihre beiden ~'actorcn, so über~eugt man sich. !lass dieselbe aus nachstehPnden 

Ausdrücken besteht: 
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also aus drei paar gleichen Wurzeln, da dieselben bloss durch die Verschiedenheit von 
~. d. i. von sp, und S}.)~ variren, welche Verschiedenheit nur scheinbar ist. 

Eben so könnte man leicht eine Gleichung zwölften Grades deduciren und fände 
analog nachstehende Factoren : 
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also abermals ''ier Gruppen von drei verschiedenen Werthirn, welche Gruppen einander 
gleich sind und wodurch viceversa der Beweis ersichtlich wäre; dass verschiedene \Ver­
the von sp den Werth von p nicht ändern, wenn man wie natürlich vorausseht, dass 
jeder der verschiedenen Werthe von p auch ein möglicher Werth der Hilfsgleichung 
sey und daher in derselben erscheinen müsse. 

III. 
Betrachtung repetirter \iVnrzelfactoren. 

1. Im frühern wurden die Wu1·zeln der Gleichung 

B0t+ B1 y3 + B,y' + B3 y + B, = 0 
unter der allgemeinen Form 

y = p + v' D, e±i arc cos [- i VDI Da.:!:.~ V Dl D.~ - eo. - 2VD„D,)J 
Do DuD, DoO, 4 VDuD~ 

bestimmt, und darin ist p durch die Gleichung 

(B~ ) 3 (BiB3 ,' . Bu - 4ß1 B, + 8B0 B3 p + \ ß;;- + 281 Ba+ t6B0 B,-4ß2) p· 

(B~B, ) Biß, , 
+ B:- + 8 ß1 B, - 4 B, Ba p + T, - Ba = 0 

und die Grössen D durch die Ausdrücke : 

D„=B„ 
D1 = 4B0 p +B1 

D, = 6B0 p' + 3B,p + B, 
Da= 4ß0 p3 + 3B1p' + 2B,p +Ba 
D, = ß 0 p' + ß1 p~ + U,p' + ß"p + B, 

gegeben. Es erübrigt noch die Bedingungsgleichungen zwischen den Coefficienten anzu­
geben, wenn die Wurzeln gewisse Bedingungen P.rfüllen sollen. Es sey zunächst die 
Bedingung: dass die Gleichung zwei gleiche Wurzeln enthalte. 

Die gegebene Gleichung überging fiir 

ß., = - 2 (Vß0 B, cos 2 'f + Vll 1 8 3 cos 1' 1), wenn darin 

~ ~ d . 
'f 1 = 'f + k'.\· B. - ~ ::\. :ir = 'f + 1 gesetzt wir 111 

11 1 

B0 t + ß 1y3 - 2 (VB0 B, cos2rp + Vß,H3 cos C'f+1>)y' + BaY+ H, = 0 

' B ' ß ' B j ( ' ß ·1 
= B„ [y-v n: e~i] [y-v ß~ e-~IJ [.r+ V n:e~i y+ V o: e-~· 

[ V' ß, ·ir v' B, -~i1 + B1y y- .B:e~' y- Bo e . 
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Sollen nun zwei Wurzeln dieser Gleichung einander gleich seyn; so findet dieBB 
statt, fiir 

a) 'fi = 0 
oder h) rp = 1'. Der W erth "on rp ist durch die 

Gleichung 

cos 'fi = - * Vi!il>_; 2:. -!.-VDI D~ - 4 (D,- 2VD.D,) 
DoD, D.D, VD D 

0 ' 

bestimmt, und man hat daher für den ersten Werth \'On 

1 
__ -'-VD1 Da + -'-v=n-1=0-,l-_-„-c-D_i ___ 2_v_o=.=D=,,.._) 

'fi ' - 4 D 4 D D '* --Do , -- o ' V0° D, 
uncl fiir den zweiten 

-1 = - ±V D, DJ ± ±V D!_ D~ - 4 cn-:-=-2VD.DJ 
D0 D, D0 D, VO D 

II ' 

welche Gleichungen wegen det· Bedingung 

2 VD0 D, cos 2'fi + 2VD1 D3 cos 'fi + D, = 0 in der Form 

2 VD0 D, ±. 2 VD1 D„ + D, = 0 repräsentirt sind. 

Auf dasselbe Resultat führt die allgemeine Form der Wurz.ein, die für die "ier Fälle 

a) _ ;l-V!>1~a + ~ V!?1Da _ 4- (D,-2VD0 D,) = + 1 D„D, n.o. VD D 
" ' 

h) -±Vb,Da+~vn.~_4CD,-2VD„D,=-1 
D0 D, 0 0 0, VD D 

0 ' 

c) _ i VD1Da _*V D,Da _ 4 (D,-2VD„D,) = + 1 
D0 D, D 0 D, VD D 

0 ' 

d) _ ;.-VD, Da_~ VJ!-'~~ -4- (D,-2VD0 D,) = _ 1 n„ D, D„D, vn· u 
" ' 

zwei gleiche Wurzeln liefert. Jede dieser "ier Bedingungen führt auf dieselbe Glei· 
chung zur Bestimmung \'On p ; denn es ergibt sich aus 

-i-VD.:03 ±.± V"·_n2_ 4 cDi-2vo„n,) = + 1 D0 D, D„D, VD 1) -
" ' nach gewiihnlichen Operationen 

, VD1 D3 D1D3 D1D3 , D, 
t ±., --+ •'r. n n = •?.nD - 4 -=-=-=-+ ! D0 D, o , o , VD0 D, 

2VD0 D,±.2V01D3 + ll, = 0 

4 D"D' + 4 D, D,1 ±. 8VD0 D1 0 3 0, = D~ 
64D0 D1D3D, = D~ + 16D~D: + 16D~D~ -8D0D~D, -8D1 D~D8 

+ 32 D0 D1 D3 D, 
8D1D3 [4D0D,+ D~-2D1 D3] = (D~-400 0,)'. 
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Es ist 4DoD, = 4ß;;p• + 4ßoB,p• + 4HoHd' + 4BuHap + 4Hoß, 

o: = 36Bt,p' + 36ßuB,p'1+ (9ßi + 12HuH„)p' + 68, H,p + H~ 
- 2D,D,1 = - 32U;ip'-32B0 1l,p"-2(3H: + 8U„ß1) p' 

- 2(2B,n, + 4 BoB:J p - 2B,n,. 
4 D„D, -1- D:; -- 2 D, D, = 8H;1,p'' + 8Ho B, p" + 3Bi11' 

+ c2n, B,,-4U„B,)p + 4B„H, + n:-2n,H,. 
Zngleich ist IH> 1 D 1 = 816 ß;; p' + 8.16 H0 B, p" 

+ 8(3 H: -1-HHoH,) p' +B (2 H, B, + 4 HoHJ p +BH, H,, 
mithin das Prodncl 

801 Da [ 4 Du D, f Di -- 2 D 1 D,,J :...:.:: 

2.8' H~ p" + 4.8" B;: B, p' + 6.8' n:i u: l p'' 
.28" B~ ll: 
3.W Bi, Bi 

s·n::n, 
+ 4.8' Bt,H,82 

- 8'mB„ 
G.8"ß0 ßl 
:>.81 B. Bi 

p' + 8"H~B, 
2.8"ßi,B~ 

l p' + 8' B;; H, H, p' 
2.8"ßuB1 H~ 

8" H~ß, B, 
2.8'' n~ B, n, 
4.8' n;: B, 

+ .1.4.8 Bu H: B, 
3.HBill; 
6.8 n~n, 

4.8' ß~H, B, 
8'' Holl1 

2.8·1 Ho H, H., B.1 

4.8ßi Hi 
8'' H„ H, H, B,1 

81 B0 H, H„ H,1 

2.8'' H;~ Bi 
a.8 m nl .1 

- 4.8' B;; B, B,1 

4.8' B0 Hi H, 
- 8' B,;H, B.1 

9.8 B~ 
3.8'' Bo Hi H, 
2.8'B„BiB, 
4.8' B~ H, ß.1 

81 H;;H 1 B.1 

p1 -I- h' B„B 1 B„B, 
2.8B, B: 

-4.8Uilt,B, 
2.8·' ll~ B, B, 
4.8 Ho BiH:o 

-8'HuH,m 
2.8 B'i B., H.1 

--4.8 B,, B, Hi 

- 4.8' Ho Bi H3 

6.8 HiB, 
-3.4.8BuHPl, 

2.82 Ho H, Bi 
- 4.8' ß,; H., B" 

ß.8 H'iH, 
3.4.8 Ho Bi H,1 

8' n. HiH:i .1 

p -1 4.8 H. B, H1 B, 
8 H,B~H 1 

- 2.8 BiR:; 

Fernet· ist D~ -- 4 D. D~ = 4.8 B;~ p' -+ 4.8 U0 H, p·1 + 
+ (9 Bl + 8 H

0 
Hi) p·1 + (0 H, B., -- 4 110 H.) p 1- B;-- 4 B„ B, 

(1)1 - 41>„ l>,)'l = 
2.H' H~ p' + 4.1:\ 1 B,; B, p' f- 2.ff' B;; Ht] p'' 

9.8·1 B;~ ß'I 
8"B;:R, 

N~lun·,i1ts~11scllafilirhe Al1h:i111l111ug1•a. IV. 3. A hlh. 7 
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+ 6.8• B~ß1 ß 2 . 

- 4.B'B~B,, 
9.8'ß0 Bl 
81 H~H1 B2 . 

·t 2.9 n; Hi 
-9.8 BoHiB, 

2.8 BoB~ 
- 8" ß~B,U, 

6' Biß~ 
- -6.8 B0 8 1 H2 Bj 

2.Sß~B:~ J 

J( Pt:cm:. 

p• + 92 B~ 
8' B~B~ 

2.9.~Bomn, 
6.8' B0 B;B2 

- 4.8' B~B, B„ 
82 B~Bi 

- 4.82 ß~H. 

p' + 2.6 BI ß~ ·1 
- 6.8 H0 B~ B., R, 
- 8 8 11 B2 ß" 

4.8 B~R, ß, 1 

p" + h' ß 0 ß 1 B~ 
- 4.8'B~B 1 B, 

2.6.9 B]ß2 

- 9.8 BoB1B. 
2.6.8 B„ B1 Bi 

82 B,', R2 ß 3 

p + B~ 
-8 Hoß~B„ 

16 ß~R: 

llithin besteht im vorliegenden li'all die Gleichung : 

(768H~ß, -- 192ß~B. Ba+ 48 Ho B1ß,-9 Bi) p' 

p' 

+ (768 ß~ B1 B,, + 96 n„ ß, B~ -1~0 nll Bi B:i - 12 tt:: B., -- 192 B~ B, 83) p' 
1- (320 B~B2 B„ -144 B~ H~ + 168 B„Hi B, + 48 8 0 B~ 

--- 80 Bu B, ll„ H,1 + 2 Bi Ei- 24 B': ß 3) p' + (90 H~ B3 ß, 
+ 112 U0 H, B2 B, + 40 B„ m ß 3) p - 16 B~ m + 32 ß„ ß, B,, B, 
+sß, BJB1 -16 Biß~- H~= 0. 

Es st>y zur Abkiirznng· 

768ß~U, --192B;;H,B" + 48 ß0 Hi B,- 9 B~ = E, 
7 08 B;; B1 H, + 96 Bo ß, B:i - 120 H0 Bi B.1 - 12 B: R, 
- 192 B;; n., B~ = E, 
320 U~ B, B, - 1448~ B! + 168 8 11 Hi B, + 48 B0 Bi 
-80Ho B, H,ß, + 2Biß~- 24m H, = E. 
96 B;;H, B,, + 112 H0 B, U,B, + 40 B" Bi H, - 06 Ho B, H.i 
+ 4 ß1 B:1~16 B;B,U.1 = E, 
--10 B~B~ + 32 B/) n,ul H, + 8 H„ Bin,+ sn, H; B, 
-16 u·;n:i- H~ = E. 

und rnan hat somit als die gefundene Bedingungsgleichung: 

E, p' + K. p' + E, p' + Kp + 11:. = o. 
Selz.t man iiherdiess in der friihern Gleichung für p der Kiine halber 

H~-4UoB,B,+8B~H, = A, 
li"1 B., + 2 Bo H, B„ + 1G B~ H, - 4 B„ B~ -= A,, 

B;B, + 8HoB1 B,-4Bo B, H, = A; 
Bi B, - Ho B~ = A„ 

somit A„ p' + A, p' + A, p + A. = 0; so hat man bereits zwei t:leichungen für p. die 

mindestens durch Einen gleichen Werth erfüllt werden müssen; daher z.wischen den 

Coefficientcn eine B.elation stattlinden muss. 



.. , Um das Endresultat de!' llestimmung· dieser llt>lation 1111d des Wel'lhes JI, der 

die Eigenschaft be!iit1.l, wgleich beiden Gleichungen zu g·enügeu (falls nicht etwa beiden 

Gleichungen dieselben Wurzeln entsprechen), t'infacher zu lindt>n, wird es \Ortheilhaft 

seyn, noch eine dritte Gleichung· :t.ur Bestimmung· \OH p aufzusuchen, mit der jedoch 

die frühem Bedingungen \crciuhar sind. Diese lit>fel't 11iimlich die Bedingung, 1lass 

im Fall eine Gleichung gleiche Wur:t.eln hat, auch di1~ t~rste ll1)1·ivirlt) fiir 1fo11 W1'rth 

der gleich1rn Wur:1.el :t.n Null wird. \\1an lwl somit 

H0 y' -1 H,J' + H,/ -1- H,J 1- H, · · 0 und zug·leich 

4ß0 J' + :~B,y" + 2H,_v + B1 ...=0. 
Die ersl•~ Glt>ichung mit 4, dil' zw1~it1~ mit ·' multiplicirt und 'on der er11ler11 suh­

trahirt, ergibt 
H, J' -1 2 B, J ., -t 3 H. 1 J + 4 U, - 0. 

Eben so lind et man ans der Verbindung 1lel' :r,\\'ei ( .O leiclrnng·en des dritten Grades 

4 B0 B,y" + 8B0 H,y' + 12 B„B:J' ·1- Jü B„H„ = 0 
4 BuB, )'' + 3UiJ' + 2 B, B!)' + B, B.,:....:::. 0 

mitllin l8B0 B,-3ßi)y'J(12ßoß, -28,ß,)y -1- 1ßß„B1 -B,B.1 ...:=U. 
Verbindel man diese Gleichung. nachdem si1~ mit 4ß„y mulliplicirt wurde, mit der 

ersten cubischen Glt>ichung, die mit H B„ ll,-:1 Hi w multipliciren ist; so ergehen analog 

4 H0 (8 ß„ H, - 3 B;)y" + 3 U, (8 B„ B, ·- .3 BD .~' 
i · 2 B, (8 H„ B, - 3 HD y + B, (8 II„ ll, ·· 3 Bf) = u uml 

4 ß„ (8 B„ B., -· :~ BI) y' + 4 H„ (J 2 B„ B., - 2 B, ll,) y' 
+ 4 H„ (lü B„ B~ · B, it.,)-" _ 0 die quadratische Gleichung 

l - 48 B;; ß" + 32 B„ B, B., - !l BD y' ~· (- 04 B,'; II~ + 4 H„ B, ß, 
+ 16 U„ B; - 6U'f 112) y + 8 B„ B, U, - :J Bi B, :-:- U. 

Eben so ergibt 1lie Bdrnndlung der quadratischen Gleichungen 

(88„H,- 3Hi) (- 48B;;n, + 32H„B, n, -- 9Ul)J' 
+ (12 B 11 ß" - 2ß, ll,) (-48H:,B, + 32 U0 ß, H, -- 9 ß·~)) 
+ 1liBoB.--H,B,)(-48B:,B,+32ß„H,ß.,-9ßn =0 und 

(8ß„ß, - :lßi)(-48ß~U:o + 32 B0 B 1ß,- 9ß,1)y' 
-+ (8 8 0 U, - 3 Bi) (-ß4B,;B, +4 IJ„ß, B.1 + 16B„ß;-öß!ß,)y 
+ 8B11 ß, - :1 BD (8U11B2 H,-3 n;B,) = 0. 

folgende des rrsten Orades 

[- 12.48 Bi: B~ + 4.8.14 U:, ß, ll, B.1 - 8.12 ß 11 H/ 8.1 

+ 4.8 Boß~ B; + 8.64 B~ 8 2 H,, - 8.16 B~ ß.; -- 3.64 B! n: B.J y 
- 1G.48H~, ll1ß~ + 16.328;; B, B,ß,-0.1680 ß~ ß, 
-~- 48B,;H, B; - 8.8ß~B;ß"-t 2.8 H„H;ß2 B:o = U. 

Somit wäre 1ler Werth \Oll y, dr,r di~ repetirte \\furze! vorstellt, durch die letzte 

Gleichung bestimmt: 

(- ~76 B~Bi + 448B;,B, ll2ß,- 96ß.Bf ß„ + 32ß0 ßf ß; 
+ 512 B~B,ß~ - 1288~8~ -192 B~ BiB.)y- 7688;1 B.18. 

7 * 
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+ 512B~B1 8,B, -144B.B1B, + 48B,i B. B,~ + 168„BiB,Bl 
- 64ß~B~8a = 0 und wenn Kürze halber 

- 576B~8j + 448B~B1 B.,B.1-96BoB~8, + 328„8f B; 
+ 5128~8,ß. - 1288~8~- 1928~ßi8, -= }'. 

- 7688~83 ß 4 + 5128~ ß 1 B,B, -144 B0 8~ B, + 488,;B1 Bi 
+ 16 Bo Bi B, B.1 - 04 8~ Bi 8l = F, gesetzt wird , durch 

}\y + }', = o. 
3. \tVas die Bestimmung der gleichen Wurzel betrifft; so ist dieselbe einer dec· 

Ausdrücke unter den angeführten Wurzeln y und :r.war, je nachdem eine der ,·ier l\n· 

nahmen 

- -'- V"· o~; + _._ vo. o:--~ (02 :_ 2VD„ D,) t -- „ ---1'.t" -+ „ ))0 D, - Do D, VD D - -
0 !.& 

besteht, imme1· ein anilerer. Es lässt sich jedoch nachweisen. dass bezüglich diese1· 

Wahl keine Unbestimmtheit stattfinde. In der Annahme 

a) - i vn.~ + ~ vn. 03 -- 4 CD2-2VD„D,) = + 1 
D0 D, Do D. VD„ D. 

sind die Wurzeln 

V~ ~~ i illT COS 

y,= p + De 
" 

( _ 1 VD1 D~ _(' 
\ 

2 DoD. J 

·- + v• D. -iarcc·os (_, VD1 D.~-- 1\ 
Y• - P D e ' -D n· . ) 

II \ O :. 

. + v· n. i"L'CCIJS y, = p Do e 

, = + v' D, --i•11·1·cos ( __ , vn. D:i + 1\ 
'• p D e ' ' --- - ) · " , n„n. 

also Werthe, die sich nicht etwa, bloss der Ordnung nach unterscheiden. Beide Grnp· 

pen von Wurzeln genügen der Gleichung. So muss die Summe der ,-ier \\ierthe 

Y• - p + J 2 - p + y,1- p + J\ - p nach der Eigenschaft der Gleichung 

Do(y-p)"+ H.(y-p)'+D~Cy-p)2 +Da(y-p) + D, = 0 



den Werth - 0°1 
ergeben. Die Annahme, worin das obere Zrichen \On +.1 gilt, ergibt 

II 

2\f~:. (1 . :v~._o;_J) = -v· o,l)fof 
D11 D,, ll 0·1 I)' 

II II !i 

und in Folge . D, (1>1\2. . D, 
der Gleichung D = 0 · ; ist dieser Werth = - D . 

ll J' II 

In der zweiten Voraussetzung· hat man fiir dies<~ Summe denselben \\1 erll1 

'D v-- D 2v '/_1 +: D,D"+ 1' = - __!. 
D„ ._ D D ' ll„ 

II (,! 

Eben so sind 

(y,-p) (y,-p) + (y,-p) (y,-p) + (y,-p) (y,-p) + (,r,-p)(y,-p) (y,-p) (l,-p) 
+ (v„-p) (y,-p) 

bezüglich beider Hypothesen 

= 2 V0
• ( 1 + ( - v:o: ba + 2) \ = 2 V D' ( - t +V o-;-D,) 

Do ' - Do D, ) D„ \ Do D, 
-- ___ „_ D, 

und da für die erste Hypothese die Gleichung VD„D, + VD;D, = - 2, für die zweite 

-- - D2 D2 
VD.D, -VD, Da = - 2 besteht; so reduciren sich diese \.\' erthe auf D,,. 

Die Producte der Ternen 

(y,-p) Cy2-p) Cy,-p) + (y,--p) Cy2-p) (r,--p) + (y,-p) (y,-p) (y,-p) 
+ Cy2-p)Cy:i-p)(y,-p) 

sind in den beiden Hypothesen 

=V~ o,r_vo_.D,+2+2\ 
D. \ D„D, ) 

' 
= -vD,D'fD~ 

D„D~, ' 
D, ,ß, ~. D, 

und da die ßedingnng besteht 1-) = 'D 1 1n beiden Fällen = - 0-'-. 11 1
1 

0 

Endlich ist das 

Product (y,-p) (y2-p) Cyi-p) (y,-p) fiir beide Annahmen = ~'; 
" 

so rlass man 1111-

schlüssig seyn kiinnte, welche der beiden Hypothesen zu wählen se.l. 

Werden die beiden lfJpothcsen 

-i-V D, D.l _ ± vrf,_D~~~c~=2·L-;,r).;o~) = + 1 
D„D, D.D, VD o· -

1) ~ 

statuirt ; so sind alsdann die Wurzeln in der ersten Hypothese für das obere Zeichen 
von ~ 1 

_ +v· o, i"··ccos (- ,vö~l)l_ 1 ) y, - p D e " D D-
o 0 !j 

Y2 = p + vN~ e-iarccus (- ~ V~:~:-1) 



14'. PECHE. 

und in der 1.weilen Hypothese: 

V~ ~t1 ial'CCOH ( vo·o \ 
y, = p 1 J),, e - ~ . _!_,1+11 

\ D.D, , 

y, = p + v• g• e-ia1·cco• (\_ J VDD.DD, +t) 
t) 0 " J 

V
' 0, 

Y:1 -= p -- D„ 

V' D, 
y, =- p - [)~,-

also genau dieselben wie frühe1·, dahe1· diese Hypothesen keine besondere Rücksicht in 

der Bestimmung; der Wurzeln erfordern. Diess folgt auch aus dem Umstand, dass im 

Ausdrucke von 

1:os T :=-- -- !. vn;Ii; ~ *V D, DI - 4-(n;--=-2~5 
. o.n, o.n. vn.o. 

bloss das obere Zeichen zu gelten hat, indem für das untere Zeichen die Wnr:t.eln nur 

bezüglich ihrer Ordnung differiren. 

Dieser Umstand behebt zugleich die vorige Unbestimmtheit, indem er den 1'.nhalts­

punkt Yerschalft, die \iVahl der Bedingung so zu treffen; damit im ~'all 

1) 0 2 :;::;.- 2 Vb~~O~ wäre, l' stumpf; im Fall 

2) D2 ..::::::: 2 VD. D,, 'f spitz ausfällt. Dei· 

14'all endlich D.! = 21./D0 0. wiirde für den ersten Werth von cos '!'. die 
r. 

Null ergehen, also 'f =-: ·2 und es wät·en für diesen }'all keine zwei gleichen Wurzeln. 

}~s gelten also im .Fall zweier gleicher Wurzeln falls 

D.1 ::> 2\/D~D~, die Werthe der Wurzeln: 

• D' 
y, =p-v D

0 

• D, 
Y.1 = p-v [). 

V
4 ~4 i ou·c 1:os 

y, = p + D. e 



und im li'all 0, <:::::: 2VD„D, 
•o 

y,:..:::v+Vo' 
II 

V
ta D,,. i 'llT ro~ 

J:o =--= p + [j e , 
II 

Y - ·+-v'' D, .ja1Trn•, 1 vo,D,, 1) • - p Do e , - ' OD- - . 
II 4 

4. Die im frühern gefundene Herlingungsgleichnng: ~',;y + ~', = 0 ergibt durch 

die }~inführnng rle~jenigen Werthes von y, 1ler rlie repetirte Wurzel vorstellt, 

und es isl. 

rl. 1. 

, • l) \ 
F„ 1Y ,~V n:) + }', = 0 

„, v' D, ..,, I' -+:. .... , l)„=- ..... ,- '..p 

F: g~ = }'~ + 4 }\ l<'J p + G F~ :F! p2 J- 4 F~ }', p' + }'~ p\ 

Bo.li':p' + B, F~ p' + B.,}':p' + Ba~'~p + ß, }'i 

-= ß„ F~ + 4 B0 }'• F~ p + 6 8 0 F~ Fi p' + 4 B" F! .li,, p' + ß 0 F t. p' 
(B, F,; - 4 B„ FJ }',) p' + (ß, F,i - 6 ß„ Fii }'~) p2 

+ (BJF,i-4ß0 F.l.i'f)p + B,F,1-ß„li';=o. 

Diess isl die dritte Gleichung fiir p und sie ist slels dieselbe, es mag welche 

immer der vier Uypoihesen 

-.!. vJ)~i), +.!.V~· D" 4 (02-- 2 vo„D,,) -,, D 0 " D D - ---=----- . - + 1 
o ·• 

0 ~ V U0 l>~~ 

statuirt werden. ~~s bestehen daher zur Hestimmunir von p , 1.we1 Gleichun,!ft•n des 

dritten nnrl eine des vierten Grades, nämlich: 

A:, p" + A,p·' + A, p + A • ..c.:: O 
(ß, }'6- 4 8 0 F,t }',) p' + (ß, li'il - ü ß 0 F,; F;) p' 
+ (B,F1i-4B„ F.fl'~) p + ß, Fil -ß0 li'~ = 0 

E., p' -t- E, p' + Et. p' + Kp + E" = 0. 
die alle dm·ch ein und dasselbe p erfiill t sind. Es kiinne n jedoch einige oder alle Glei­

chung·ei1 mehrere oder all(~ \Vurzeln gemein haben, welches ihre Behandlung vei·wickelt 

und die An1,ahl der den Coefficienten eigenthümlicl1en Hedingungsgleichungen abiinrlert. 

\iVas wförderst die Gleichung des vierten Grades betrifft; so kann sie, abge­

sehen \On ihrer Eigenlhiimlichkeit, in Folge welcher sie durch ihre erste Ahleilung 

ersetzt werden kann; noch durch eine andere cubische Gleichung erset:f.t werden. 

Der Ausdruck - ;i- V D~Ö3 ± i V D, D., _ 4 (D2 - 2 VDo D,) = + 1 
IJ„ D, D„D, VD

0 
D, 
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drückt die Bedingung cos 'f = + 1 aus, welches mit V~! Sin 'f = 0 gleichbedeutend 

ist; und welcher letztere Austlruck nach Nr. 5 II. die Form 

V• f), Sinc; =.!_V 4(3B.e·:~ 8~B,)_p_+~=4~ß~::_2~:e,B, i2C4ß0p.+B1)tv'A~ 
D. 4ßo ·--- 4Hop + B, 

annimml. SPl1,l man darin Kü1·ze halber 

4(3B0Bi-8B~B2) = oc 

2(B~-4ß~R,-2BoB, 8 2) = 13 

und sel1,t man wg·leich . um das Radicale der Nulle gleich :w bilden: 

( 1 p + ß J' = ( 4 B. p + ß ,)" A, , 

so gelang·t man nach der Entwicklung und Wiederherstellung der Werthe bloss auf einP 

cubische Gleichung: 
64 A1 Ht,p" -t- [48AJ B~B, - 4 (3 B0ß'/-8ß~B2}'] p' 

+ p2A,ß0 8~ - 4 (3811 Bi-8B~B2) (B~ - 4B~B3-2B.B1 82)] p 
+ Aiß/- (B~-· 4B~R- 28„B, BJ' = 0, 

d. i. wenn Kiir1.e halber 
6JA1 Bi: = G, 

48A1B~B, -4(3B.Bi-8B~ß2y = G, 
12A 1 B0 8j-4(3B.Bi- 8B~B2)(B]- 48~8,1-280 8,B,) = G, 

AJB~ - (ß'/ - 4ß~H, - 2 Bn B, ß.,)2 =- G 6 

gesetzt wird. auf ilie Gleichung: 

G1 p" + G,, (>' + H, p + Go = 0. 

Diese Gleichung ist jecloch keineswegs mit der biquadratischen identisch: denn sollte 

let1.Lere in eine cubische übergehen. so wäre diess schon eine Specialität. \uch folgt 

daran'\ nichts mehr, als dass: statt der biquadratischen Gleichung 

K·,p'.+E,p'+E.p'+Kp+E. =0 
auch die cuhische H, p'' + G, p' + G, p „1- Go = 0 

statuirt werden kiinne, ohne dass diese beiden Gleichungen mehr als Eine g·leiche Wurzel 

haben müssten. Jl~s wfrd nämlich in 1ler J:i'olge erwiesen werden. ilass die Gleichung· 

;\, p" + A~p' + A .. p + A,, = 0 nur )l~inen Werth liefere, für den ilie obige Bedingung 

'i = 0 realisirt ist. weil es nicht miiglich ist. mehrere \i\T erthe von p anzugeben, die 

zugleich den Bedingungen 'f = 0 nncl A1 p" + A4 p'' + A .. p + AG c:-c: 0 geniigen. Unter 

1lieser \7 oraussetwng enthalten die beiden Gleichungen 

E 4 p' + E, p' + Eo p' + E, p + E. = o und 

Gi p" + G 4 p„ + G, p + Ga = 0 

i\enjenigen \\1 erth der beiden Bedingungen zugleich g·eniigt ; sie enthalten überdiess 

noch Werthe, die für die letztere Gleichung in dem Masse verschieden seyn müssen, 

als in sie clnrch Substitution Gri;ssen eingeführt wurden, welche Bedingungen einschlies­

sen, denen alle Werthe von p nicht geniigen müssen. 
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.j. Um die angeführte Eigenthümlichkeit der Gleichung 

E, p' + E, p• + E6 p' + E1 p + E. = 0 
durch ihre erste Ableitung ersetzbar zu SPJn, so wie noch andere zu erweisen; wird 
es nöthig drei Gleichungen zn deduciren. Zur ersten gelangt man auf folgende Weise: 
Es sey E, p' + E, p• + EG p' + E, p + E. = Q 

mithin E,p• + 2E 0 p• + 3E7 p + 4~~. = 4n- pDpn, 
diese Gleichung mit 4 E, mulliplicirt und in \T erbindung mit E, Dp Q ergibt bei der Sub· 
traction eine quadratische Glrichnng, nämlich es ist: 

4E,E., p' + SE,EG p' + 12E,E, p + 16E, Ea = (4n - pDpfl) 4E, 
4E,E,p' + 3E~p·' + 2E, E.p + E,E, = E,Dpn 

(8E,E.-3EDp2 + (12E,E,-2E,E,)p + 16E,E.-E,E, 
= 16E,n- (4E,p + E,)Dp~t 

Wird clie gefundene Gleichung mit p multiplicirt und mit OPQ verknüpft, so ergibt sie 
die zweite quadratische Gleichung: 

(32 E, E,E. - 9E~ - 48E~E,) p2 + (16E,E~- 6 E!E6 -64E~E. 
+4E,E,E,)p+SE,E6E,-3E!E, = -64E~pn 

+ (8E,E6 - 3E~ + 4E,E,p + 16E~p2)Dpn. 

Endlich, wird die erstere quadratische Gleichung mit - E 5 multiplicirt und zu ihr die 
andere addirt ; so findet man 

6 [4E,E; E6 - E~ -8E~E7 ] p2 + 4 [-E~Ea - 2E,E, E, 
--16E~E8 + 4E,E~]p + 2 [-E;E, - SE, E, E. +4E, EaE1] 

= -16E,(E,+E,p)n+ [8E,E6-2E; +BE,E:;p+16E~p2]Dpn. 

D1~r vordere 'l'heil ist die doppelte negative Ableitung der Hilfsgleichung A3 p• + A, p'' 
+ A, p +AG = 0 für den Fall, class diese anr die Coefficienten der Gleichung Q ange­
wa111lt wircl. Es sey somit 

(Et - 4 E,EsE6 + 8 E~E,) p' + (E~.EG + 2E,E1 E, + 16 E~E. 
-4E1,Enp2 + (EfE, + 8KKEs-4E. E.E,)p + E;E. 
- E1, E7 = 'Tl, 

alsdann ist die erste fragliche Gleichung 
- 8 Ei. (E-. + K. p) n + ( 4 E. E. - E~ + 4 E, E, p + 8 E: p2

) Dp fl 
+ J)p 1Jf = o. 

6. Die zweite Gleichung erhält man d:1rch folgende Betrachtung: 

Es ist 4 E, p' + 3 Kp''+ 2 E, p + E, = Dp n 

wenn Kürze halber 
3 i\'I.,, p' + 2 M,. p2 + M,, p = p Dp IJf 

E~ - 4 E, E, E, + 8EiE, = M1 , 

E~E, + 2E,E:, E, + 1GE~ E, - 4E,E: = M,. 
E! E, + 8 E, Es Es - 4 E, E, E, = M„ 

gesetzt wird ; mithin 
Xalurwi•sen•chaflliche Abhandlungen. IV. 3. Abth. 8 
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(SE,M.6 - 9E; M„)p' + (4E, M„ - 6Eo M15) p 
- 3E, M„ = 4E~pDp II'- 3 M,,Dpf!, 

und diess mit DP IJf verbunden, ergibt 
(12E, M,, M„ -18Eo M1~ - 16 E, M1~ + 18E. M15 M,6) p 
-9E,M1~-8E,M,0 M„+9E;M,,M,, = 12E,M,,pDrqr 

- 9M1;Dn - (8E, i\1,6 - 9E, M15)D 11
1v 

= (1GE,M15 p-8E,M,6 + 9E,M,,)Dp1Jf-9M1;Dpn. 
Vermöge der Eigenschaft der CoeHicienten M,„ M,., M,. die Gleichung 

M,6E,-M,,E, = 2M11 E, 
zu erfüllen, lässt sich jene Gleichung auch folgends schreiben : 

(24E,M,,M,6 -24EG M1i-16E, M1~) p - 9E1 M1i - 8E,M,,M, 
+ 9E.; M.; M„ = (12E,M,, p - SE, M,, + 9E; M,,) Dp w 

- 9M1~Drfl. 
Ferner ist M,,p''+2M,,p+3i\1,3 = 31Jf-pDp 1F 

welches mit Dp 'V verbunden 
(2 Mi~ - 6 Ml5 M,,) p + M,, M ,. - 9 M„ M,3 = M,, Dp IJf 

- 9M,, II'+ 3M,,p Dp IJf 

ergibt. In Folge der Gleichung 

und somit 

8E, M13 = E., M„ - Ei M15 und der vorigen 
2E,M„ = E; M,6 -EG M,, ist 

, M _ 4E,M 1 ~ - 6E; M„ M,„ + 6EG M1i 
2MJG--6i\f,, ,. - 2E, 

M M M 8E,M,„ :U,. - 9E; M„ M,, + 9E1 M1i 
,, ,. -9 "M"' = SE, 

(12E,M„p- 8E,M,6 + 9E.; M,,) Dp IJ> - 9 M1iD 11 n 
=-8E,M,6 DrW+72E,M,, 1l'--24E,M„pDr 1JI d. i. 

(36E,p + 9E;) Dp l[f - 72E, 11' - g M" Drn = O 
als die gesuchte zweite Gleichung. 

7. Was die dritte Gleichung betrifft. so kann immer eine Wahl der unbestimm­
ten Coefficienten A, ß, C, D, ·F so bestimmt werden : dass die Gleichung 

(E,p'· + E;p• + Eöp' + E,p + E,)A + (4E,p' + 3E,p' + 2E.p + E,) Cß+Cp) 
= (AJ p• + A, p'' + A; p + A.) co+14'p) 

für jeden Werth von p erfüllt sey. Man findet zur Hestimmnng dieser Grössen die 
Bedingungsgleichungen: 

E,A+4E,C=AJF 
E,A + 4E,B + 3KC = AJD + A,14' 
EoA + 3E;ß + 2EoC = A,D + A,F 
E,A + 2Eoß + E,C = A~D + A.F 
E.A + E,B = AoD. 



JNTEGRATION DEI\ ELJ.IPTISCHRN }1'uNCTIONEN IN GESCHLOSSENER FORM. 59 

Wird die letzte Gleichung in die erste substituirt, so kömmt man auf einen Ausdruck 
für B 

E,A.D - E,E, B + 4E.EsC = A,E.F 

und dadurch auf die Werthe von A und ß 

A= 
- 4E,E,C + A,E,1:1' 

K,E, 
4E,E,C+ A.E,D-A,EsF 

ß= E,E, 

Durch die Substitution dieser Griissen kiimmt man auf drei Gleichungen mit d1·ei Unbe­
kannten, nämlich : 

(16E!Ea- E,E,EJC + (4A.E!-A,E,E-) D + (A.E,E,-4A3E,Ea 
-A,E,E,) 11' = O 

(12E1 E;E,,-2E,E0 E,)C + (3A.E,E; - A,E,E,)D + (A3E0 E, 
- 3A3E,Es -A;E,E,)}1' = 0 

(8E,E, E 3 - 3E,E;) C + (2AoE,E, -A;E,E,)D + (A,fü-2A,EoEs 
- A.E,E,) F = 0. 

Sey zur Abkürzung 
16E~E, - E,E; E, = a 
4A0 Ei - A,E,E, = b 

A,E;E, - 4A,E,Ea -A.E.E, = c 
12E,E;Ea - 2E,E,E, = a' 
3A0 E,E, - A,E,E, = b' 

A,E.E, - 3A,E,Es -A,E,E, = e' 
8E,E0 E,- 3E,E~ = a" 
2A.E,E6 - A,E,E, = b" 
A,E; - 2A,E,Es - A. E,E, = e'', 

mithin sind die drei Gleichungen 

Aus den beiden ersten folgt: 
c 

aC + bD + cF =O 
a'C + b'D + c'F = 0 

a" C + b" D + c" 11' = 0. 

D 
bc'-b'c - ca'-c'a - ab'-a'b 

und wenn dieser Quotient = E,E: U gesetzt wird 
C = (bc1 -b'c) E,E, U 
D = (ca'-c'a) E, E, U 
F = (ah'-a'b)E,E,U 

A = [-4E,E, (bc'-h'c) + A,E, (ab'-a'b)] U 
ß = [4E1 E8 (bc'-b'c) + E, A, (ca'-c'a) -A, Ea (ab'-a'b)] U. 

Es übergeht die gesuchte Gleichung durch diese Werthe in den Ausdruck: 
s• 
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[- 4E,E, (bc'-h'c) + AJE, (ab'-a'h)] Q + [4E,E3 (hc'-h'c) + AoE, (ca'-c'a) 
-A3 E3 (ab'-a'h) + E,E, (bc'-b'c) p] Dpn 
= [E,E,(ca'-c'a)+E,E, (ab'-a'h)p]co; 

wenn für Asp' + A1, p' + A~ p + Ao, w gesetzt wird. 

Ehen so ergibt die Verbindung der ersten und dritten Gleichung 
aC+hD+c~' = 0 

a" C + b" D + c" F = 0 
A = [-4E,E, (bc"-h"c) + A3 E, (ab"-a''h)] U1 

B = [4E,Ea (bc"-b"c) + Ao E,(ca"-c"a) -A3 E3 (ab"-a"b)J U, 
C = E,E, (bc"-h''c) U1 

D = E,E, (ca"-c"a) U1 

F = E,E, (ab"-a"b) U1 

wodurch die gesuchte Gleichung auch noch einen zweiten Ausdruck annimmt: 
[- 4E,E, (bc11-b"c) + A3E, (ab11-a"b)] Q + [4E,E8 (bc"-h"c) 

+ A6E, (ca"-c"a) -A3 Ea (ab''-a"b) + E,E, (bc"-b''c) p] D 11 n 
= [E,E, (ca''-c"a) + E, E, (ab"-a"b) p] co. 

Endlich ergibt die Verbindung der zweiten und dritten Gleichung 

a'C + b'D + c'F = 0 
a"C + h11D + c"F = 0 

A = [-4E,E, (b'c"-h 1'c') + A3 E, (a'b"--a''b')] U, 
ß = [4E,E8 (b'c''-b"c') + A,E, (c'a"-c"a') - A3 E 3 (a'b"-a"b')] U, 
C = E,E, (b'c"-b"c') U, 
D = E,E, (c'a"-c"a') U, 
F = E,E, (a'b"-a"b') U,, 

und als dritte Gleichung 
[- 4E, E, (b'c''-b"c') + A3 E, (a'b"-a"b')] Q + [4E4 E~ (b'c"-h"c') 

+ AoE,, (c'a"-c"a') - A3E8 (a'b''-a"b') + E, E, (h'c"-b"c') p] Dpn 
= E1, E, (c'a"-c"a') + E4 E, (a'b"-a''b') p] w. 

8. Nimmt man irgend eine der letztgefundenen Gleichungen; so zeigt dieselbe: 
dass wenn für irgend einen \iV erth p = ", Q und w zu Null werden, wie es wirklich 
der ~'all ist, weil Ein Werth p beiden Gleichungen genügen muss, auch Dpfl Null sey. 
Daraus folgt die früher erwähnte Eigenschaft von Q durch Dpn ersetzbar zu seyn. Die 
Verbindung jener Gleichungen mit den früher in Nr. ß, 7 gefundenen 

- 8E1, (K +E, p) Q + (4E, Eo-E; +4E4 E~p + 8ßip')Dpn 
+ Dpllf = 0 und 

(36E. p + 9 E,) Dp qr - 72E, 1TI - 9M„Dpn = 0 
lehrt überdiess eine Verknüpfung zwischen den Grössen Q, DPQ, 1rr, Dp W für den 
W erth p = 11. Ist nämlich für einen W erth von p , Q und eo , = 0 so zeigt die erste 
Gleichung DP !l = 0; die obere der letzten Gleichungen ergibt dann DP llf = 0 und die 
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untere '1' = O. Somit ist der W erth p = ot, der den Gleichungen n = 0 und eo = 0 
genügt, eine repetirte Wurzel sowohl von n als auch von 111. 

9. Die Bedingung zweier gleicher Wurzeln führt nothwendig auf eine Bedingungs­
gleichung zwischen den Coelficienten. Es wurden im frühern für diese Eigenschaft 
die Giltigkeit der Gleichungen: 

(88.B, - 3ßi)y' + (12BoBa-2B1B2)Y + 168.B.-=:1Ba = 0 

und Foy+1"1 = 0 gefunden; wird nun letztere Gleichung mit (8B.8,-38Uy, erstere 
mit F.; multiplicirt uncl beide dann von einancler suhtrahirt; so ergehen sie die fernere 
Gleichung 

(88082F1 - 3BW, -12Bo8ali'o + 2 B1B2fi'o) y -16B„8 •• ,G + 81BaF6 = 0, 
und somit ist, wenn Kürze halber 

(88082- 3BD1"7 - 2(6Bu8J - B1Bz) F, = H. 
( - 12 Bo B,, + 8 1 ß 3) F6 = Hrn gesetzt wird, 

F7 H 10 

-}~ = ff.· 
Die Entwicklung ergibt für H. und H10 : 

H.= -3.1638~ß,83 8, + 3.9.t6'B~ß~ 
+ 20.16'ß~81 BiB4 - 24.162 BJB1B2Bi 
+ 4.16'BJB~Ba + 18.16'ß~BiB3B4 
- 12.16'ß~B:B,B4 + 52.16B~BiBiBa 
+ 1.9.rnH~B~Bi - 1&me1m 
+ 3.9.16ß0 ß.;B. - 15.16B„B~B.B3 
+ 4.16B.mB~. 

Hiu = 4.9.16'B~B~B,, - 2.163ß~B.m 

- 4.9.168~81 8~ - 26.16'B~B1B2 8384 
+ 8.162B~Bm1. + 12.162 B~mB~ 
+ 4.7.16ß~B~8,B~ - 8.16B~B1B~Ba 
+ 4.21.16B~B~BaB. ·- 2.16'ß~8iBiB4 
- 6.168.8~Bi + 2.16B.81ß~B3 

und man findet bei der Entwicklung von F6 H10 - F7 H. = 0 für die Ausdrücke }'0 H10 

und F7 H. die in folgenden zwei Reihen angesetzten Glieder 

1<'1 u. 

8~ 8; B. - 92 .16' - 9' .16' 

8! 8 2 B~ 8~ 8. 9. 16' 9 .161 

8. 9. 16' 

ß! ß~ B~ - 4.161 

B: 8 1 B! 91
• 16' 9'. 161 
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B~ 8 1 B, B~ 84 - 8. 9.16" - 9 .16' 
4. 9. 26. 16• 3.24.16" 

7: 9 164 6.9.16' 

B~ 8 1 Bi ß3 B~ - 2.26 .16" - 6.165 

-7.8.16• - 3. 20. 16• 

B: B~ B~ 84 - 2. 9 .16' 3. 4. 16' 
- 2. 9. 16' - 3. 4. 16' 

B~ B~ B~ B~ - 3. 9 .16' - 3. 18 .16• 
- 3. 9 .16" 

B~ B% B;: 16' 
16" 

B~ B~ 8 2 m 3. 8 .16' 
3. 8.16' 

fü B~ B~ - 3.4.9.161 

B~ Bi B2 ß! - 7. 9 .16• - 3. 24. 16' 
- 7. 9. 163 3. g. rn• 

Bü 8 1 B~ B~ 2. 9 .16' 6. 16• 
2. 9 .16" 3 . 4. 16" 

B~ B~Bl B,, 3 . 9. 16" 3. 18. 16" 
- 9. 21 .16" - 3.7.9.16· 
-4. 9.6.16" - 3. 9'. 16' 

------·· 

B.l B~ ß~ B~ 8 4 7. 8. 16" - 3 .16' 
- 4 . 7 . 26 . 16" 3. 20 .16• 

8. 9. 163 - 2.24.16' 
8. 9. 163 - 3 .52.16" 

- 4.18.16" 

ß~ 8 1 B~ 8 1 B,, 13. 16' - 4. 20 .16' 
- 16' 8.16' 

2. 7 .16• 3 .16' 
- -

B! ß~ 8 2 B3 B: 12. 26. 16" 3. 9. 16' 
8. 21. 16' 4 .9.16' 
12 .16' 2. 18 .16' 

3. 7 .16' 
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F, H, 

B! Bi B~ B~ -- 4. 16' 40. 16' 
- 4.16' 
- 6 .16' 
- 6 .16• 

fümB,, - 4.16' 

ß,~ B; B: - 9.16' 

B,; Bi B~ -16' 
·--

B,; B~ B! 4. 6. 0 .162 3. 7. 9 .16' 
4. 6. 0. 162 

---·--·-

B! Bl Bi Bl - 8. 9. 162 - 24.16' 
49 .16' 3. 52. 16' 

- 8. 9. 16• - 4. 7. 9. 161 

m B: B~ Bi -2.7.16• - 13 .16' 
-2.7.16" 4 .16' 

- 3. 16• 

B! B~ B2 Bi B4 - 3. 7 .16' - 3 .12 .16' 
- 2. 6. 16' 9. 24 .16' 

6. 26. 16' 8. 16' 
7. 21. 16' 2. 7. 9. 16 1 

3. 15 .16' 

B;: Bi Bl ß 3 B, 4.16' 20 .16' 
- 2. 26. 16' 3 .16' 

6 .16' 2. 52 .16' 
- 2. 21. 16' - 4. 9. 16• 
- 7. 8 .16' - 3. 4 .16' 

- 3.16' 
------

BJ BI m BJ 4.16' 4 .16' 

B; B~ B.1 8! - 3. 21. 16' - 9. 18.16' 
- 6. 12. 16' - 81.16' 

B~ Bi m B, 16• - 2.16' 
16' 

B: B~ B: B! 3. 8. 16• - 9. 20. 161 

3.8.16• - 24.16' 
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m B: 8 2 B~ - 4. 6. 7. 16' 7. 9. 162 

-4.6.7.162 -3.15.162 

---- -----------·-------

m B? Bi BI, 6. 12. 16' 81 . 16' 
- 4. 6. 21. 162 - 7. 81. 16' 

B,~ B~ B~ Bi 7 .8.162 52. 16' 
.3. 16• 4. 15 . 16' 

7.8.16' 3. 4. 16' 
3. 16' 

B~ B~ Bi B~ - 16' - 16• 
- 16' - 16" 

ß~ ß~ B~ Ba B4 -3.8.16' -12.163 

8.21.16' - 9. 52. 16' 
2.6.16' - 3.9.4.16' 

- 2. 15. 161 

Bt, B~ m B4 - 4 .16• 9. 16" 

B~ B~ B, m 9. 12. 16' 
6. 9. 16• 

B~ B: Bg 4. 9. 16' 

B~ B? B~ ß~ - 2. 6. 16' 1 - 15. 16' 
1 

- 12. 16' 1 

--- --------
B~ Bi Bi Ba 4. 162 4 .16' 

-----

ß~ B~ B~ - 3. 81. 16' 
---------

B~ B; ß, B,1 R, 3.9.16' 
9. 15. 16' 

·---

B~ B~ m B/, - 4. g .16' 

Diese Glieder ~.usammengezogen geben die verlangte Bedingungsgleichung, die 
jedoch später durch eine einfachere ersetzt wird. Jene ist: 

- 4.16'Brnim + 3.16'ßtlB1ß~BaB; - 36.164 ß~B~BiR, 

+ 2.16'Brn!B~ + 3.t0"mBiB2m + 9.12.16'BJB~B~ 
- 81. 16'B~BiB,B~ - 72.16' Bt,B1 B~ß~ + 3. 8. 9 .16'Bi:B~BiBiB„ 
+ 20. 16'B?,B1ßiß3 B1, -- 36.16"B~B~ß2 ß3 U: - 60. iß'B~BiB~B: 
- 4.161·B~B~B1, - 9.16' ß~ß~ ß: + 16' ß~fü ß~ 
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+ 3 .81. 162 mBlB.l + i0.16' ß~Bm~n:- (Li' ß~B~B~B~ 
-99.16'ß~HlllaB:iH, - 3.8. 13.1ß'H,~Jl:HJB3 H, 
+ 9 .12. 16•ß~ B~ Il.1B~ + 4.16' mn;B~B. + 4. O. 17 .16• H,; IJ:Iliß~ 
- 6.59 .162 ßo n:n,n:: + 4.21.16'Bußl mn~ + 6 .o .1ü'ßuH~Upl, 
+ 9 .11. rn·n.n~mn,n. - 21. 16'n.n1n~n. - 2.81. wn.B~ B, n: 
+ 36. 1ö2 B;H]-0.16'ß:BiB~ + 3 .8l .16'nn1: 
- 2.81.162 B;n.,n.Jn. + 3G.16'B~H;B,, = 0. 

tO. Zur Auffindung dieser einfacheren Heding11ng11glcich11ng als auch fiir ft•r111•ri• 

}'olgerunge11 wird es niithig, das Stattfinden gewis~er Gleichungen für specielle W i>rl ht> 

zu erweisen. Sel1.t man 

n.y' + B1J3 + B,y' + B.1Y + B, = n 
A,1 p' + A, p' + A; p + A6 = "' ; 

so folgt aus drr ersten Gleichung und aus 4ßoy' + 3ß1y2 + 2B,y + 8 1 =Dy11, 

4 IT-y Drll = B 1y• + 2ß,y' + 3ß,y + 4B,,; 
wird diese Gleichung mit Dyn abermals verbunden, so ergibt sie 

4Bo (4 II-y Dy IT)- B1 Dy IT= (8ß.B2 - 3 Bi) y" 

+ (12B0 B3 - 2B1 B2) y + 16BoB4 - B1 Ba· 
Diess mit 4H0 y multiplicirt und von (880 B 2 -3ßi) Dy II subtrahirt; ergibt 

SBoB,- 3Bi)Dyll-4B0 y [(4 II - yDy II) 4Bo - B1 Dy II] 

= (-48B~B3 + 32B.B1 ß, - OBD y'+ (-64B~B. + 4B0 B1B.1 

+ 16ß0 ß~-61Jiß,)y + 8B.B,ß3 -3ß~ß3 ; 
Ji' F. 

welches für dPn speciellen Werth y = - ·„: mit dem Ausdrucke 2 Op"' für p = - •": 
die Nulle ergibt, so dass die Gleichung: 

(8B.ß, -- 3ßi)Dy II- 4ßoy [4ßo(4II- y Dy ll) - B1Dy Il] + 2DpOJ = 0 
-14' 

fiir den speciellen Werth y und p gleich F
6

7 
besteht. 

Der erste 'fheil der Gleichung liefert den Ausdruck 

(- 48ß~B3 + 32BoB1B2 - 9ßD F~ -(-64B,;B4 + 4B.B. Ba+ 16B.!B: 
- 6Biß,) F6 }', + (8 Boß, Ba - 3B;Ba)J41 

und da nach frühern 

~ = 9. tß'ß~Ujß~ -12.16•B~ß 1 B,BaB~ 
- 2.9.16"ß~H 1 B1B, + 4.6 .16•ß~Biß~B, 
+ 4. 16' n~ n: Hin~ + 9. rn• n~ Bi B~ 
+ 16"B~B~ß~ + ß. 9 .16' B~ß/ß3 ß~ 
+ 6. 16'ß~Bill,ß~ß, - W B~B,B~ß,1 B, 
- 3. 8.162 B~ß1 Bi ß1- 4.9.16• B3ß~B, B: 
+ 17 . 8 . 16' B~ ßl Bi Ba ß, - 6. 9 . 162 ß~ ß~ B~ R~ 

+ 6. rn•n;:mn,n1- B.16'B~BJB~B~ 
L\'al111·\\ isse11schafilicl1e Abhandlunge11. IV. 3. AbLh. 9 



+ 81. 16'B~B7B: + 162 B~B1B~B~ 
- 2 . 9 . 16' ß~ B~ 8, Ba B,. 

14'6 F1 =3.4. 9 .16" B~BgB, - 6 .16" B~B2 BaB~ 
- 3. 50 .16" B~ B1 B, ß~B, + 16"B~B~ B3 B,, 
+ 36.16" ß~Bf 8 3 8: + 4.16'B:,B1 B~B~ 
- 9 .12.16' B~B1 B~ + 9 .16'B~ B~B~ 
+ 36.16'B~Bmm. + 55.16"ß~B;B~ß3 B, 
- 16'ß~B1 B~B. - 42.16' B~ßlB,B: 
+ 3 . 16' B~ Bi B, B~ - 4 . 34, 162 B~ ß 1 81 ß~ 
+ 2 .16'B~B~ Ba - 4. 114. 16' B~ß~ B,Ba H, 
+ 8.17 .16'B~B~me. + 9.12. 16' B~BlB~ 
- 3. 6 .16' B~ B~Bf + 58 .16'B~Bi ß~B~ 
- 16' Bil Bi B~ 8 3 + 6. 9 . 16' ß~ B; Ba B, 
-18 .16• B~B1ßiB,- 6 .16'B~B~B,B~ 
+ 2.16'B~B?ß~ß3 • 

F6 = 81. 16• Btß~ + 4. 16' ßt,Bim- 9. 16' B~ ß, B~ H., 
-2. 7 .9.16' BJB1 B,B~ + 36 .16"ßü B1BJ 
+ 6. 9.16'BJBiBjB, + 7 .16'8~ B1ßi ß 3 B,, 

- 2.16'B,;H~B„-.1.16'mnm,B~ + 40.16"ß~B: ß~ H~ 
+ 4. 16'ß~ßt + 9.16'B~B~B: 
+ 3. 9 .16'B~ßlB:- 28.16'B~B1 ß~Ba 
- 6.11.16' ß~ B~ B,BJB, + 20 .16' B~B; ß] H, 
--21.16'ß~B~B2 Bi + 13.16'ß~B/Unl:i 
+ 9.16'ß3B~BaB,-2.16'B3Ui fü 
- 3 .16'B~ß~ßiß„ + 36.16' ß~ß~ß1 
+ 4. 16' ß~ B~ ß~ - 3 . 8. 16' ß~ n: B~ Ba 

•·rgiht die Multiplication in die bestehenden Factoren folgende Glieder, wie sit> den 

drPi Theilen beziehungsweise entsprechen: 

-3.9.lü'' 3.9.16• 
------- --·--- ----- --·----- ·-

- 4.6.16• 
----- ------ -----·---- ·----·-- -- -- ---· 

B~BiB~ß, 

4. 9 .16' - 3. 4. 50.16' 
2. 9 .16• 3 . 8. 16" 

6. 9 . 16" - 3 . 9. 16' 
-3.9.16• 

- 8. 9 .16• 4. g. 16" - 8. 9. 16' 
- 3 .4. 9 .1G• 
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BJll2 ßi 
1 

8. 81.16• 

BJ moJn: 4.16• 2.1G' 
6 .16' 

m Bi Bjß~ 9 .16' 

Bi.H1 ßiß~ rn• 
. ----- ------------

Br.Hi ßi llJ B: -12.16' 4.55.16' - 3.8.16' 
- 24.165 -16; -3.4.16' 

-4.9.16' 
-4.9.16' 

Bißim -3.9.16• 3.9.16' -3 .92.16' 
·--··---· 

B~ B~B~ - 3.16' -9.16' 8 .16' 
----

ßf.ß]B~B~ -2.81.16' 9 .16• 
- 81.16' - 9. 16' 

mB;B,B~R -2.9.16• 3. 4.16' 3.9.16' 
-4.9.16' 3 .8. 25.16' 3.9.16' 

8.81.16• 

B~ß1 BW5B4 3.16j -34.16• 7.8.16' 
3.10" -4 .16• 

3. 50. t6• 

R~ß1 B~ß~ 8.9.16• - 4.9.16' -7.9.16' 
9.12.163 

Bgß1 B~B: -4.16' 
- 4.16' 

----·-----

B~ßl B,B~ -8.21.16' 

B~Bi ß3 ß, 8.16' -16' 
-16• 

-
B~B~ B2 BJBi 3.4.9.16• -114.16' 8.9. f6' 

3.4.9.16' 8.21.16' 9 .16' 
3.4.9.16' 3.8.9. f6' 

B~ ß~B~B~B, -3.8.17.16• 8. 29 .16' -3.11.16• 
3. 4. 16' - 4.55.16' -3. 7 .16• 

- 3.8.9.16' - 4.9.16• 
- 9 .100.16• 

9 •• 
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B~B~B~B, 2.81.16° -8.9.16• -2.81.16• 
2.81.163 - 9.16' 

--

m B1B2B~ - 2.9.163 - 3.4.163 3.8.9.16• 
2.9.16• -8.81.16' 6.7.9.16" 

--·----------

B~ B~B~B~ 3.8 .16" 34.163 20. 16' 
- 3.16' - 3.16' - 3. 36. 16• 

6.9.16° 
--

B~Blß~B: 8.165 2 .17 .16'' 
42. Hi' 
24. 16' 

--

B~B~ ß3 -2. 16' 2 .16• 
-

B~B1 B~Bi 2 .16' -8. 16° - 14.16• 
4. 34. 163 

-·-·-- -- --- -

B,;ß~B;BJB4 -2.16' -4.16' 10 .16' 
4.16• 6 .16• 

- 55.16' 
6. 16• 

mB~B: 3.9. 16• 
-------

Bü 8 1 B~B4 16• 

B~B~B3 B~ -3 .81.163 3.8.9.16' -3.9.16' 
-6.81.16° -3.9.163 

B~B:B~B~ -3.16° - 8.29.16' - 8. 21. 16• 
3. 4 .16' 3. 6. 15• - 3.40.16• 

3. 8j. 9 .16z 18 .16° 

B~ B; B, B~B4 6.9.168 -3.8.16• 8.9. 16' 
-3.4. 9.163 114.16• 22. 9.16• 
-6.9.163 6.36.16• 

ß~Biß~ ß3 16' -16' 
12 .16• - 12. 16• 

----
ß~B~B~ß~ -8.9.16' -8 .9 .16' 

-4. 9.16' -9.12.168 

1 
-42.6. 16° 
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17. 16' 
9. 1ö' 

-16' 
- 9 .168 

8.163 
- 3.8.163 

- 2 .17 .16" - 60. 16' 
4.114 .1ü" 
6. 5.'L 16• 

- ---------- ------
4. 16' 

- 58.16' 
-3.17.169 

8.13.16' 
3.28.168 

~----- ------ ----- --------
- 81. 16' 8. 9. lö' -81.163 

------ ----- ----- ----

2.81.16• 
4.81.16• 

-8.t7.t6• 
-6.16' 

8. 81. 16' 

-------- ---- ---- ----- ----
2 .163 

8. 9. 16' 

- 4. 9.163i 
-8.9.17.16• 

- 8. 16' - 12 . 16' 
6.16' -3.13.16" 

6. 58. 16' 

8.9.16' 9.163 

-6. 9.16" 
-3. 57.16• 1 

- ------ ---/---· 
__ B_~_n_:_ B_~_B_~ __ 6_. 8_1_. _16_' - - 3. ~·~ 1 - 3. 9. 16' 

3 . @. 16' , \ 18 .163 

-3.4.9.16·1 7.9.16' 
- 6.9. 16' 

------- -1s.1if- 1 

3.17.16• 
------- ------ ----- ----

-2.16' 2.16• 
- 6 . 16" 6 . l 6" 

______ ! _________ ---- -------

1 2.81.16' ___ \ __________ _ 
B~B;B~Bi 

4.81.lü' 

- 6.18.16• 

12 .10• -12.161 

------ ---------- ---------
-3.36.16' 

- 9.81.16' 

- !J.16' -4.9.162 8. 9. t6' 
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Mithin ist dieser Theil = - 4. 6. 16'• B: B2 B3 B~ 

+ 2. 9 .16•B~ B1 B2 B~B~ - 8. 27 .16'B! Bill:tH, 
+ 8.81.16'ßJB2 B~ + 12. 165 ß~ß~B,1 m 
+ 9.16''ßJ ßiB,ß~ + 16" B!1l 1 ßiB~ 
- 30 .16'·ß~ Biß~B3 B~ - 3 .81.163 ß~ Bi U~ 
+ 6. 16' n~n~m- 9 .12 .16' n~u~n~m 
+ 90. 164 nr. n; n, n1 n. + s. 33. 10· B~ B1 m n,; 11, 
- 6. 9. tG'HiB,nim-s.10" ni n1 n~n: 
- 8 . 21 . 16' mm ß, m - 24 . 16' Ufi Bi BJ B, 
+ 8. 9. 55. 16' ß! ß~ 8 2 ß 3 B: - 3. 8. 115. 16' ß~ B~ B~ ß~ B., 
- 6 . 9 . 16' m B~ m n. + 3 . s. aß 1 . 15• m n~ B, B~ 
+ 3 . 4 . 19 . 16 'm B~ B~ B3 + 3 . 4 . 19 . 16' Bü ßl Bi B; 
- 4 .1ü' B~B1 Bi Bi- 65. 16' Bi; BiB~Ba ß, 
+ 3.9.16'B~BlB: + 16' m 8 1 B~ B, 
- 7 .81 .16'ß~1 BrBa Bi- 4.61.16° B~ ß~ B~ B:i 
+ 4. 9. 13 . 16' B~ ll; ß, Bi B, - 9 . 15 . fo' B~ B;· Bi B~ 
+ 3 . 4. 9 1 . 16° B~ B~ B~ H3 B, + 58 .16' ß~ B~ B; B~ 
- 9. 145 . 162 ß~ ß~ B~ - 8. 29. 16' B~ ß~ m ß, 
+ 8.13.81. Hi'B~B~ B, ß~ - 12.23.16• mn: B~ B~ 
- 4. 81 . 16' BJ B? Bi ß3 n. - 2 . 81 . 16' BJ ß: B~ n. 
+ ß .193. 16' ß~ B? B, B~ + 3. 23. 163 B~ B~ ß~ ß, 
- 6.18.16'B~ B; B~B,-3. 36.16' ß~B~ ß1 
- 9.81.16'ß~B~B~ + 3 .9 .162 ß~B: lliß~ + 6.81. 16' n.~ u~ B, ll,,B,. 

Ellt'n so ergibt der zweite Ausdl'uck 

3 i\1 p' + 2 A.p + A~ = Dp"' diP. drei 'l'heile 3 i\1 F; - 2A, ~\ F, + A, F; 
11. i. l'olg·ende Glieder der Entwicklung: 

B~ B1ß~ 3 .8. 9.16' - 3.8.9.16• 
--· 

ß8 B,B3 B: 3.4.16' 
------------ --

B~ B1 B2 B~B~ -3.4.9.16' 3. 8. rn· - 8.9. 16' 
-3.6.16'· 6.50.16' 

·------- --
mn1mR. -3.0.16• -3.9.16' 8.81. 16" 

3.8.9. l!i' 

B~ B~ß~ U, 4. 9 .16' -2.9.16' 4.9.16' 
6.9. ](j' 

-- --------· --- - ·--

B:U2 B; -4.81 .16' 
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BJ fü ß 3 ß: -2. 16' -16' 
-3.165 

BJB:B3 B~ -8. 9, t(i• 

B,~B1 mB~ -8.16' 2 .16' 

mB~B~nln~ 9.16' 12. f 6' 4.16' 
6.165 -16' 7 .8.16• 

- 2.55.16' 3.4.16• 
18. 16' 

---
ßfiß1 B~ 3.8.9.rni 3.9.16' 81. 16' 

B,~ B~ß1 3. 8. 163 8.9.16" - 9.16' 

ß~ß~ß~B~ 3.9.16' -9.16' 3. 9 .16• 
81. 16' -8.9.16' 

ß~ n; B, ß~ß4 3.8.9.163 -3.8.9.16" - 9.16' 
9. rn• 3.8.25.16" - 7 .0.16' 

-6.16' - 3.8.9.16• 
----

ß~ 8 1 ß~ Bi B,, -3.6.16• -4.16' 18.16' 
- 3.8.16• 17. 16' - 4. 7 .16' 

- 3.25. tü' 
----
mn.mn~ - 4.9.163 -4.9.16" 7. 8. 9 .16' 

- 6. 9. t(i' 
------

nr. n.n~ n: 2.16'• -16' 
2.16'' 

- -- ---·-------

mnio,m 4. 21 . 16• -3.8.16' 
„ --------·----

ßf.ßißaß, -4.16' 8. 16' 
8. 16' 

--~-----

W;ß~ B, B3 ß~ -4.9.16' - 8.9.16' -3 .16' 
-8.81.16" 8.21.16" - 3 .1 t.16' 
- 6.9.16' 57. 16' - 4, 9.16' 

------ ----
füßJBiB}B4 8.9.16' 6. 50.168 7. 16' 

·- 8. Y.16' -4. 55.16' 20.16• 

3.4.17.16' -4.29.Hi' 3.8.11.16" 

1 

18. 16' 
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ß~ ß~ß~ß, -6.9.16' - 9.16• 1 6.9.16" 
- 81.163 4. 9 .163 3 .8. 9. 16' 

Bz B~ B2 B: -3.4.9.162 3.8.9.162 - 2. 7.9.16' 
9 .16° - 3. 4 .163 - 3.4.9.16' 

----·-----

ms;mB~ 3 .6.163 - 2.9.16° 36. 163 

-3.4.16' 34. 16° -10.16' 
3.8.16• 

------- ------ ------

B:,BrmB: -3. 155 - 8.16• 10.1ö' 
- 17 .16• 
- 21.16' 

-----·---

B.lß!Ba 16' - 16• 

Bü 81 B~ B~ - 12.16" -8.16" 7 .164 

-4.17.16• 
-· 

Bö ßi B~ B:i ß,, 12 .16' - 2 .16' -2.1G' 
4. 164 -14.16' 
2.16• - 5.16• 

8. 55.16° 

mBlB: - 3.8.9.163 8.9.16' 

B,~ 81 B~B,, -8.16' 2.16" 
-----

B~B~ Ba Bi 3.6.9. lß' - 3.9.16• 9.16• 
3.8.81 .16' - 3.9.4.16• 8.9.16' 

- --·- --- -·-- ----- -
B~ Bt Bi B1 -8.!Ll6' - 6 .163 40 .16' 

-8.9. rn• - 8.29.16• 4.21. tü• 
3.8. 16' -9.1G• 

---- -·- -· 

B~ß~ ß~B~ 84 3.6.16' -8.9.tü• - 6 .11.16" 
8.81. lG' 114. rn• -21.8.16' 

-3.9.16' 3.4.16' -4.9.16' 
···-- -· ---------·-·· 

B~B:n~ H3 -4.16' 4. 16' 
- 8.16' 8 .16• 

B~ß~ B~B: 3. 4 .16• 4.21.16• - 3.8.16' 
3. 9 .16' 4 .9.10• 

6.9.161 
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B~ B~ßf B3 ß 4 -3.16' -2.55.16' 20.16" 
-6.17.16• -2.17 .16" 8.13.16° 

-4.16• 3 .4.16° 
- 4.57 .163 

-·--- - ----·--- -- --- -

n~ n1n~n; 3 .16• 17. 16' - 28.16• 
6 .16• 4 .16• -4.13.16' 

29. 16' 

B~ B~ B~ 3. 9.16• 8. 9 .16' 3.9.168 

B~BiB;ß,, 2 .6' -16' 
4.17.16• 

B~B;B,B~ -3.4.9.16' - 3.8.9.16• 
- 3.4.81.16' 

BJB~mB~ -3.8.16' --29.4.16' 13. 15• 
-3.4.16' -8.16' 6. 16" 

-3.16' 
----

B~B~ mBaB4 3 .8.17 .16' 57 .16• -3.16" 
3.8. 9.16' 8. 9.16' - 3. 4.16' 

3.9.16" 

B~ B; B~B4 -2.81.16' -3.8.9.16• 9 .16' 
18.16· 

----
BJB~B,n~ 2. 9 .16' 4. 9 .16' -21.16" 

3 .8.16' -9. Hi' 

BJB~ß~ß,, -17 .16" 2 .16" 
-9.163 

B~n~mna 2.16" -2.16' 
163 -16' 

B~ß~ ß,ß3ß4 -6.9.16' -3.4.9.16' 

B~ß;Bm4 4. 9.162 

ß~B~ß~ß3 -4.16• 4 .16' 

ß• ßA Ba 
0 l 3 36.16• 

-
B~B~ n: 3 .81.16' 

B~ß; BiBi 3.16' 12. 161 -3.8.161 

Nalurwis•cnschaflllche A~h•11dlungen. I\'. 3. Ab.th. 10 
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Nach Zusammenziehung der Glieder erhält man folgendes llesuhat: 

3.4.16'ß~B,B3 B:- 9 .16'B;B,B,Bim 
+ 3.4.9.16'B;BiB~B,-4.81.16'B;B,B~ 
- 6.16'B;,Blß;1Bi-8.0.16'B!BlBaB1 
- 6.16'B;B,B:ß1+8.27 .16'B:B~BiB:iBi 
+3 8.81.Hl'B:B;B;-3.tü'B:Blßl 
+ 6.0.16' n: BlBiBi + 45 .16' o:n:e2m o, 
-ß.10.16'B:B,B1BiB, + 6. 7 .9.16'B:B,Biffl 
+ 3.16'B:B,B:B: + 3.4.5. t6'BrnlB2B1 
+ 12.16'U~ßiß3 B, -4.9.47 .16'B; ßtB,B:iBi 
+ 8.9.16'B~BJBiB}B, + 3 .9.16'B! Bl Bjß, 
- 3. 4.307 .16'B:Blß2Bi - 6.13.16•B~BiB~B~ 

- 4. 21. rn·B~ 111nin: + 3.8. t6'Brn,ern: 
+ 5. 8. 9 .16' B~BiB~B3 B, - 9.16'Bl B~ B: 
-6.16'Brn,Brn, + 3 .8.9.11 .16'B:nr: n,n; 
+ 3.29.16'B:Blßißl-8.9.U.16' mB; ß,B;H, 
+ 2. 9.43.16'B;B~ Bi Bi- 6.65.16'H:Bl mB,ß, 
- 31.16' B;BJB:Bi + 9. 59 .16'B;B~Bi 
+ 4.21.16'B;B!mB,-9.81.4.16'B~ß)B,B~ 
- 6.16'B~B~ßlBi + 3.8.61.16'BiB~.ßlß3 ß, 
+ 6.9.16'BJB: Biß, - 6.67 .16'Binr: B2Bl 
- 3.8.16'B;:ß; ßlB, - 2.81.16'B;B:B2ß3 ß, 
+ 4.9.16'B;B:ßlB, + 4.9.16'B:n:ni 
+ 3.81.16'B:B?B:- 9.16'B:n:n:B:. 

Somit ergibt (88
0 

B, - 3Bi) 0 1 IT 

- 4 B0y [4H0 (4 ll-y D1 rr)-B1 D1 1l] + 2 Op"' 

11achs1ehenden Ausdruck: 

4.16'ß~B,Blß1- 3.16'HZBi ßiB,Hl 
+ 36. 16'Brn, BJßjB, - 2.16'B~ß,ßlBi 

- 3. 16'llrnJB,B:- 9.12 .16'B~ B,ßiBi 
+ 81.16' ß;BJB,Bl + 72.16'H!BiBißl 
- 3.8. IO .16' B,~ßl BiBiB, -20.16'H;ßiBlB,n, 
+ 36.16'B;B\ B,B3 Bi + 60.16'B!ßl B;B: 
+ 4.16'B: ß, ß~B, + 9.16'ß!B~ B1 
-16'll;B,II~ Bi- 3 .81.16'B:BlBi 
-10.16'n:n1n:m+15•n:e1n~m 

+ 99 .16'B:n: B,Bjß, + 3.8.13 .16' B~n:mB;1B, 
-9.12.16'B;B~ß3 Bi - 4.16'B;ß)B; B, 
- 4.9.17 .16'B;B; Bi Bi+ 6. 50 .16' B~ ß': ß~B~ 
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- 4.2t.16'B:B:B~BJ-6. 9. 16• BJ ß~BlB, 
-9.11.16'B~8'; Bi B,B, + 21. to'BJB: B:u. 
+ 2.81. 16•BJB;BaBi-36.1ß' n:B~ n: 
+ 9.16'B:n:BiBJ-3.81.16' B~B~ B! 
+ 2. 81.1G'Bim8,ß,B, - 36. tG' 8;B:B~ß. 

d. i. nach Ausscheidung des ~·aclors - B~ B, einen früher gefundenen Ausdruck, d~r 

vermiige der Bedingung der repelirten Wurzeln zu Null wird, und wodurch die l\ich­
tigkeit der Gleichung 

(8H, B, - 3Hi) Dyn- rn.y [4ß, (4Il- yDy Il) -ß, Dy Il) + 2Dp"' = 0 
für den speciellen Werth erwiesen ist. 

11) 11. Die zweite Gleichung, deren Nachweisung für die l!'olge wesentlich ist. 
erhält man durch folgende Betrachtung: 

Es ist 4 B0 p' + 38, p' + 28,p + B3 = Dp Tl 

3Aap'+2A,p'+ A,p=pDp"' 
mithin (8ß0 A, - 9A3 8,)p'+C48,A,-6A3 8,)p 

-2A3Il3 = 4B,pDpw-3A3 Dpil 
nnd diess mit Op"' verbunden, ergibt 

(12 B,A3 A, - 18AiB, -16B.Ai + 18 A3 A,B,) p 
- 9Aäß3 -8B,A,A, + 9A,A,B, = 12A,B.pDp" 
- 9Aä Dp Tl - (88,A,-9 J\3ß1) Opw 
= (12A3 B.p-8A,80 + 9A,8,) DpDl-9A~ Dp n. 

Um vermöge der Eigenschaft der Coefficienten A31 A" A, die Gleichung 
A,8,-A,8, = 28.A, 

zu erfüllen, lässt sich jene Gleichung auch folgendermassen schreiben 
(24A,A,8, -24Ai8,- 1680 Ai) p -9 A~Ba -8A,A,ß11 

+ 9A,A,8, = (12 A,80 p - 8 A,B. + 9 A3 ß,)Dp"' - 9AjDpn. 

~'erner ist A, p' + 2 A, p + 3 A, = 3"' - p Dp"', welches mit Dp" verbund~u , 
(2A:-6A3 A,)p + A,As - 9A,A. = A,Dpw-9A3 w + 3A,p Op"' 

ergibt. Vermöge den zweien zwischen den Coefficienten A3 , A,, A„ A, stattfinclende11 
Relationen 2B0 A5 = A,81 - A3 8, 

880 A, = As8,-A,ß3 

übergeht letztere Gleichung nach der l\foltiplication in - 8 80 in 
-8(280 A:-JA,A,8, + 3Al8,) p-9 Ai83 + 9A3 As 8, - 88„ A, A .. 

so dass als zweite Gleichung für jeden Werth von p die Bedingung bestehl: 

(12 A,80 p-880 A, + 9 A,B,) DP" - 9Ai Dp Il 
=8.9.80 A3 w-8(3B0 A,p+B0 A,)Dp"'• d. i. 

(3680 p + 98,) Dp Cl!= 72ß,CI! + 9A,Dp n. 
IO * 
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12. AuR dem Srallfinden der in voriger Nummer bewiesenen Gleichungen 

- 64B~p n + [881182- 3 B~ + 4 B.n, p + 16B~p'J Dp TI+ 2 Dpoo = 0 
(30 B11 p + 9 ß,) Dp"' - 72 B0 "' - 9 A3 Op n = 0 

für den speciellen \Verth p = - ~ lasRen sich mehrere Folgerungen ziehen: 

J. Da y =- - ~ eine repetirte Wurzel der Gleichung 

B11 )" + B,y'' + ß,y' + B3 y + B. = 0 
ist; so folgt, dass TI und DP TI für diesen Werth zu Null werden; aus der ersten Glei­
chung folgt sodann, dass auch Dp"' für diesen Werth zu Null wird, und aus der zweiten 

F 
wegl'n DP Il = 0 und DP"' = 0, "' = 0; mithin ist - i auch eine repetirte Wurzel rnn 

Ai p• + A. p' + A, p + A, = 0. 
2. Aus der Gleichung: 

(2A.;-6A,AJ F, + (9A,A. -A4A1)~', = 9A,li'•"' + (3A,F,-A,14'.)Dr"' 
folgt ferner (2 A~ - 6A, A,) F, + (9 A, A. - A, A,) F. = O. 

Nach der Bedeutung der darin vorkommenden Grössen ist 

2A:-6A, A, = 2.16'ß~Bi-4. 64 B~B,B,B, -16ß~BiB, 

+ 6.32.B~B,Bi - 40ß~B~B; + 2.16ß~B\ 
+ l6'.B~BJB,B,-8.16B~B1 BiBa + 56B.B:n,B, 
-16ß.BJB~ - 3.16B.Bjß, + 2Blßi 
- 6B!B, und 

9AsAo-A,, A, = - 8.9B~B~ - 8.16B~B1B:+ 4.168~8,B,B, 
+ 40B~BJB,B, + 44B0 B,B,B! + 2.1Gß~B,BiB .. 
-16B~ß~ B, -44B0 BIB,B, - 1 lß„Blß~ 
+ 8B.BJBm, + 98~ B, - BjB,Bi 

welche Ausdrücke in ihre be1.üglichen Factoren multiplicirt folgende zwei Hruppeu mn 

Hliedern ergeben : 

BJB,B: - 2.3.16' 
-

Brn1n;e: 3.16' 2.9.16' 
6 .16' 

füBiBJB~ 3 .16' 8.16' 
-8.16' 

füB,B]ß, -36.16' -9.Hi' 
- 9.16' 

orn,B,B~ 4.16' -16' 
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B~ Bä 
1 

2. 81.16' 
-------

me;BJB, 3. 40. tß' - 90.16' 
- 3.16' 6. 9 .16' 

------
mn~B,B, -6.16' -2.16' 

4 .1ö' -2.16' 

füßiB2 B.B: -3.16' -14 .16' 
-2.16• 5 .16' 

2 .16' - 3.16' 

B~B, Bi Bjß, 3 .8 .16' -8.9.16' 
4. 6 .16' 7. 16' 
-3.16• 8 .11.16' 

4.16' 

füß1 B~Bl -2.16' 4 .16' 
4.16' 

BJB:B~ -2.9.16• 6 .16' 

B~B,B,Bl 36 .16' -9.11.16' 
- 9 .14.16• 

nrn~B~ -3.16' 4. 9 .16' 
4_. 9 .16• 

B~B~B~ -3. 40.16 4. 9. 11.16 
(} .8. 9'.16 

B~B~B,ßiB. -3.7.8.16' 9. 11. 16' 
-2.40. 16' 7 .10. 16' 
-2. 6. 9, 16' -4.6.16' 

3.16' -2.11.16• 
-16' -3.11.16• 

-------

B~B:B~ß3 ß4 3 .16' 7. 8.16' 
-16' 8 .16' 
-16' 16' 

- 4.16' -20.161 

3. 4.16• 

Brn!B3 B: 9 .16• 6. 8.16' 
9 .16' - 30. 16' 

ß~ B1 BiB, 4 .16' -16' 
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B~BlBiBi 2 .16' -16' 
9.16' ·-8.11.16' 

-4.6.16' 
-

B~B1 B~B~ 6 .16' -4. 7 .16' 
2 .16' -22. 16' 

ern~e~B~ -3.8 .16' -9.16' 
12 .16' 7 .11 .16' 
10.16' -2.9.16' 

B;B:Bs - 8.163 8 .162 

B~BlmBsB4 -2.3.16' -7.11.16' 
7. 16' - 3. 4 .16' 

8.9.162 80 .1G 
16' - 2. 16' 

3.4.16' -6 .16' 
----- -

mB/BjB, 3. 6 .16' - 4. 81.16 
9. 4 .16 - 6. 40.16 
-9.16' 3.4.11.16 

---
B~BlB~B, -2.16' 4.16' 

-2.9.16' 2.11.16' 

B~B;B,B1 -6.16' 2. 9 .16' 
-9.16' 3.11.16' 

B~B)B,B: 3.7.8.16 4.9. 16 
- 40 .16 -4. 7 .11.16 

-6.4.11.16 

B:Blßlß~ -3.16' 14. 16' 
-8.162 6 .162 

-14 .162 88. 16 
88. 16 

B:B:BlB~ 2 .16' -2.16' 
4 .16' -4.16' 

B:B:B~B1 4.162 -88.16 
9 .16' -8. 9.16 

B~Btß2 B,R, - 2. 6 .16' 4.7.9.16 
-7.8.9.16 6.44.16 

-3.16' 3 .4.16 
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B:B~B: 3. 9. 16' -3.4.9.16 

e:e;e:n; 6 .16 -4.7.16 
7 .8.16 -6.8.Hi 
4.6 .16 -22.16 

-

lli, ß': ßl -3.6.16 6. 11. 16 
------- -----

B~B: n: H3 -16' 16' 
-8.16 8 .16 

--- . ----- - - - ·-·· -- -·---------
' 

80 8~ n:B, 1 -18 .16 2. 9. 16 
1 -----
1 B0 B:B,B, 
i 

6. 9. 16 -6.9.16 
-------

1 

B0 nr: BJB3 
1 

2.16 -2.1ü 

8 11 8! 82 8~ 
1 

- 6.16 6.16 

d. i. nach Ausscheidung des gemeinsamen Factors 16 B.: 

- 6.16'm B,B: + 8.9 .16'BiB,BlBi + 3.16'ß~BiBaB= 
- 54.WB~ß,B~B, + 3 .163B~ß,B, B: + 2.81.16m B~ 
+ 4.9.16ß~BiBgB,-6.16'ß~B~B,B, -90.16'B~Blß,ß3 0: 
+ 57 .16'Brn, BiBiB, -24.162U~ß,ß~Bi-12 .16'BJB) B~ 
- 3.63.16 Hgß,B, ß~ + 24 .16lli!ßlß] - 9.26.16 Bi,ll]B,B:B, 
-2.90.16'BJRiBiB1B, + 9.34. tümn:o,m + 3.16'Bi,B,B~B, 
+ 33 .16'B:,n1mn: + 3.4.59 n:n1B\-12 .16B:,n, B\Hi 
+ 3.16B:,B:n;n; + 6.19.16 B;B: n:n.n,, + 8. 9 n~B: BiB1, 
- 2.12.1üß11 ß/B\ B,, - 9.21.1680 H;B,ßl-12.34.B11 BlH,ßl 
+ 6.16H11 B~ B]Bl- 3 .16ß~ ll~B,, - 4.54B~ B,ß, B, 
+ 9. 3611~ Bi - 12 n; Bißl + 3. 16 B: BJ = 0 

als eine einfachere Bedingungsgleichung zwischen den Coefflcienlen für den Fall einer 
repetirten Wurzel. 

3. Die Gleichung (36 8 0 p + 9 ß,) Dp x - 72110 "' - 9 A, Dp II = 0 zeigt; dass wenn 
"' eine repetirle Wune! besitzt und A, nicht etwa Null ist, vermöge der Bedingung 
D, Dl d 
D~ ===V; entwe er D, oder D, zu Null werden müssen. 

Im Verlaufe wird ersichtlich: dass wenn D, = O nothwendig A, = 0 sey, und mithin 
auch Dp II; so dass also folgendes 'l'heorem besteht: Immer wenn"' eine repetirte Wurzel 

besitzt, hat Dp II dieselbe Wurzel; ist A, = O, also p = - :i1. , so muss nicht noth­

wendig II für diesen Werth zu Null werden; in allen andern li'iillen ist Tl= 0 durch die· 
selbe repetirte Wur:iel wie "'=Ü erfüllt. 
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4. Die Wurzel 11, für welche 11, DP f!, qr, Dp qr zu Null werden, ist somit 
A, 2F, . . . 

p = - AJ + r.· Die drei Gleichungen : 

[-4E,E,(bc1-b'c) +Ai Er (ah'-a'b)] Q + [4E,E, (bc-b'c) 
+ A,E,, (ca'-c'a)- A,E, (ah'-a'b) + E,E, (bc'-cb') rl Upn 
= [E,, E, (ca'-c'a) + E,, E, (ab'-a'b)p]"' 

[-4E,, E, (bc"-b"c) + A,E, (ab"-a"b)] Q + [4E, E,(bc"-b"c) 
+ A.E .. (ca"-c"a)- A,E, (ab"-a"b) + E, E, (bc"-cb'') p] Dpf! 
= [E, E, (ca"-ac") + E, E, (ab"-a"b) p]"' 

[- 4 E„ E, (b'c"-b"c') +Ai E, (a1b11-a11b1
)] Q + [4E, E, (b'c"-b"c') 

+ A,E, (c'a"-c"a')-AJE,(a'h"-a'b') + E1E, (b'c"-b''c') p]Dp"' 
= [E,E, (c'a1'-a1c'1) + E,, E, (a'b"-a"b'] "'• 

die vermiige der Gleichheit der Verhältnisse 

ca' - c1a ca'' c11a c'a"-c'1a1 

bc'·=-c6' = hc''-clli1 = b'c"-c'b" 

ab'-a1b ah" -a"b a'b'1 a11h' 
bc1-b1c = bc11-b11c = b'c'' - c'b" 

ein und dieselbe Gleichung sind, könnten auch noch zu einer von dem frühern ,·erschie­
denen Folgerung führen. Es könnte nämlich für Q = 0 und "'= 0 

= -[4E,E, (bc"-b"c) + A,E, (ca"-c''a) - A3 E,(ab11-a"b)] 
P E,E, (bc11-b11c) 

seyn, wodurch die frühem Folgerungen DP Q = 0, qr = O, Op III= 0 ihre Giltigkeit ler-

1„ d d' V b' d d' W h · A, 2F' · B d' oren, un 1e er 1n ung 1eses ert es von p mit - Ai + K zu e1ner e mgnng 

1.wischen den Coefficienten führen würde. Allein dass diess letztere nicht stattfinde, iiber· 
11.eugt man sich durch die Ungiltigkeit dieses Werlhes von p für den speciellen Fall, dass 
BJ=O, B,=0 ist; für welchen Ji'all y=O eine repetirte Wurzel ''On n ist und Cil in 

B 
(ßi- 4 Boß,) [H, p + H,] = 0 oder p in - lf übergeht. 

j 

Es ist dann a'' = (8E,Ea-3ED E, 
h"=0 
c" = (E~ -2E,E,) AJ 

4E,( A3 a"j 4E, „ • • ß, „ 
also p = - -E~ ( + 4 E~ c" und da E, for diesen Fall rn - B, ubergeht; so müsste 

A, a" . 8E,E,-3E; 
4E;c11 =-2 seyn, d.1. 4(2F„E,-E;) =2 

od~r 8E,E, = 5E~, d. i. nach den Werlhen von E„ E,, E,: Bi= - 4B0 B, eine He­
diegung zwischen den Coefficienten, die für diesen Ji'all nicht nothwendig erfüllt 
seyn muss. 
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-F, 
13. Aus der lledingung Dp II = 0 für y = T, so wie aus "= 0 und Dr"= U 

fiir denselben W erlh, folgt: 1lass es noch eine zweile Weise gebe, für welche die Werlh1~ 
-F, 

zweier Wurzeln gleich werden; nämlich für y = p = -1<':. Für diesen Fall ist 

V~'[-± vo,ö; ±_~vo, D~_ 4 (D,-2vU.i>,) 
0 u.D, D.D, vU„D,, 

±_V-1-r'r. r-VU,D,.:!:. V D, U,_4 (D,-2Vli,;o:)j'] 
. n.o, n.u, vo:u·, 

für eine bestimmte Wahl der Zeichen der Nt11le gleich, oder es ist, weil dieser W1•rlh 
wegen D, = 0, 0 1 = 0 unbestimmt ist, nach der zweiten Ausdrucksweise: 

+ VA'-D + Vm-rno~o, +2vA,D,. o, +A1_0 
- D, ,_ D, . ' 

A,_ _ , 16D;D,_ -· A, 
mithin D·- + 2VA,D, +Di =D:--D-+ 2VA,D, + j)• 

1 1 1 

d. i. D, = 0, welches so nach zu keiner neuen Bedinguogsgleichung führt. 

Der zweite Werth von p, der der Gleichung w=O genügt, ist nothwendig 
A, 2F, 

p = - .if + F. -' 
J 

und ist derjenige Werth, den jene Gleichung mit den Gleichungen 
G,p' + G,p' + G,p + G. = O und 
E, p' + Kp' + E, p' + E, p + E3 = 0 

gem~in hat. Im Gan1.en köanen ber.iiglich der gleichen Wurzeln ()Fälle vorkommen: 

1. )1 = y,' die <lern entsprechende n~ding·ung ist: 

-± vo,o, + ±VD, D,_ 4 cn,-2vh.D,) = + 1 o.n, n.o, vu.u, -

d h d 
A, 2F, 

un p at en Werth p = - Ä.~ + !<':;-· Die Wurzeln sind sodann: 

' D 
Y• = p +V J)~ 

• D 
y, =p + V.o~ 
y, = p + v~:ei•rccos [-: vo, 03 - t] 

n.o, 
•o v-y, = p + V'ti e-iarccos [- ~ D, D•-t] 

• D0D1 

für D,<:2VD0 D1 , in welchem Fall die Bedingung 
Naturwiase111chaßliche Abhandlu11gm1. IV. 3. A!1Lb. 11 
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besteht, oder 
'D, 

y, =p-·Vo. 
' D, 

Yi=P-V Du 

Ya = p + v' 
0
0} eiarccos ( _, vu,D, + 1 \ 

u \ ' D.-D~ ) 

•D. v-- +V---' -iarcco•( _, .D,D:i+t) y, - P U e ' ' -- . 

II \ "·"· 

l!'ür den Fa~ D, >2VD0 D,, wofür 

- ±V D, D J + V D"",-.D,....,-_-4_(_0-, ---2-V_D_o_D-,) = -1 
· D,D, D,D, VO,U, 

die entsprechende Bedingung ist. 

Man kann überdiess die Wurzeln auch noch unter folgender Form schr1•ihPn : 

B, 1 VA1 
y, =-w+ 48 D--

• 0 1 

ß, 1 vAa 
y,=-48,-48, n; 

+ _1_v 4_(_3_8-.ß-~---8-B'-.B-J_p_+_2_cB_1 ___ 4_H_~ B-,---28-.-B-, B-,-J_+_o_. v . .\. D: 
4& ~ 

B, 1 VA, 
Y• =-48, - 48, D1 

_ 
4
1
80 
V 4 (38,Bl- BB~B,) p + 2 cn:-~n;n„-2n. B, BJ + o,vA,D, 

J 

2. y,=y,. Die dem entsprechende Bedingung isl D,=0, D,=0 und p=-:~:. 
Das Radical in 

y = P + _!_ [±.V!a-n,) _.i:_-•-Vnr.:2vA,D,. o, + A, 
480 D, 48, u, 

muss mit beslimmten Zeichen und zwar für y,, y, als + D, - \/~~ und für y3 , y, als 

+ D, + V~ genommen werden. Die Wurzeln sind alsdann: 

y,=p 

1 [VAa ] Y•=P+2B, n,-D, 



lnEGR.lTION DEI\ ELLIPTISCHEN FvNC1'IONE~ IN GESCHLOSSENER lt'ott\I. 83 

y,= p 

y, =p-2~~ lVß; +o.J. 
3. y, = y,. Die Bedingungen und der Werth von p sind wie im zweiten Fall; 

das Hadical ist sodann fiir y, und y,, + D, -V AD .. -' und für y,, y,, - D, -V~". 
1 1 

Die Wurzeln ~ind: y, = p 

1 [VA" ] y,=p+ 2U
0 

0, -D, 

y,=p- ~r. lV~~+D,] 
y,=p. 

4. y, = y,. Die Bedingungen so wie p sind dieselben wie im zweiten Fall, und 

das Radical -01 +V~ für y1 und y„ und D1+ V~ für y,, y,. Die Wurzeln sind: 

Y• = P + 2~.rvi~-D.) 
J3=p 
y,=p 

Y•=r-2~.[V~+o,J. 
5. y, = y1• Die Bedingungen und p wie im zweiten Fall, das Radical für y,, y,, 

- D, +V~; für y,, y„ - D, -V~~; die Wurzeln sind: 

y,=p 

Yl=r- 2~.[V~: +n.J 
y,= P· 

6 y, = y,. Die Bedingungsgleichung ist für den Fall 

D, :::> 2VD~D, 

~vo.D,_tVD,D,,_4CD,-2VD.D,) =+ 1 
D.D, D,D, VD,D, 

A, 21t', d d R d" 1 v' D, . . d Z . h h o· ". p = - A; + F; un as a 1ca n. ist mit em e1c en - zu ne men. 1e 1
111·-

zeln sind dann : y,=p-V' g•ei•rcco• [ ~V!l.·-~-t] 
o D.D, 

- v' ~ -iarccos [" 1 vo.-o, _t] y,-p- De . • --
• D,D, 

11 • 
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Im Ji'all, dass D, < 2VO,D1 für denselben Werth von p und die Bedingungsglei· 

chung ~ v:o, D, --kV D, D, - 4 (D,- 2VD, D,) = - 1 
D0 D, D,D1 VD O 

0 • 

_ v' J:). eiarccos [ '· VD, D, + t) y,-p- D ' --• D,D1 

in v-- -v _j -iarcc°' [, D,D, + t] Y•-P De • ---
• D.D1 

'D, 
y,=p+Vo. 

• D, 
y,=p+Vo; 

Der Fall 6 fällt mit dem 1 zusammen, ebenso sind die Fälle 2, 3, 4, 5 diese!l1P,n. 

14. Nachdem im frühern die Identität der Gleichungen 
A,p' + A1 p' + A1p + A, = 0 und 

( 
128;\aß,I}) ( 48,1})' ") 

16A,B,p• + 192A,BiB, -V4B,p+Il, ,"- 4B,p+ B,) p' 

+[32A,B,B,(B,-v B_I}) B)+16Aß.
1

B,- _BIP Br 
4 .p+ , · V4 „p + 1 

( 
4B0 1J)' ) r B,IJ)' \] ( IJ) ,, 

- 2 a-48,p+B, \ß-A,-48,p+B,) P+4A,B, B,-V4B,p+B,·! 

-(ß-A,---rn~~~~~)' = 0 
bewiesen wurde, insorern beide gleiche Werthe von p liefern, erübrigt noch die let1.t" 
Gleichung 

(B,.li1-4B,F:F,)p' + (B,.li1- 6B0 ~~) p' + (ß,Fl-4ß,F,FDp 
+ B1 li'J - B,li'I = O 

zu besprechen. Auch von dieser Gleichung lässt sich mit Zuhilfenahme der 1.wischen 
den Coeflicienten A,, A1 , A,, Ao stattfindenden Bedingungen 

A,B, -A,ß, = 2ß,A, und 
A, B, -A,ß, = 8BoAG 

• F, 
diese Identität nachweisen. Aus DP„ fur p = - ~ 1 welcher letztere Werth Kiine 

halber durch " bezeichnet sey 1 folgt: 
3A,a1 +2A,ix+A,=0, d. i. mit llücksicht auf 

2B0 A, = A,B,-B,A:i 
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GHoA1 "' + 4B0 A,„ + A,B, - ß2 A., = 0 und 
ß,-Gll0 0 2 A, 
H,+4Bo" - -A,' 

d. i. nach Herstellung drs Werl.lies von a., 
H,11';, -- flBul<'iF! A, 
H,1<'6 - 4B

11
fTF;- = -A,-. 

Es ist rerner 4U0 a.'+3ß,a."+2B,c.+U:i=0, 
und wie ebPn entwickrlt wurde, 

- 6 ll0 A,a.'-4Jl0 A,a. + 8,A, -ß, A, = 0, somit 
24B;A,a.' + 121111 (H,A,- ß, A,)a. + Gß11 BJA, + 3ß1 (B,A,-A,ß,)=0. 

\'ermöge der Gleichung 2ß0 A, = A,B, - ß,A, ist dieser Ausdruck 
2411: A,a.' - 24ß;A,a. + 6H0 ß.1 A,-6ß0 8 1 A, = O, d. i. 

48„A,>'- 48.A,1 + A,B.1 - B,A, = 0, mithin 
4ß0 a.'+Ba Ai 

4ii011.+B1 = ~· 
und nach Herstellung des Werthes von 11. 

8:1}'6 - 48.F,F~ Ai 
ß,14'6-48,14',fi'~ - A., • 

Ferner ist B,A,a.' + ß, A,a.' + ß,A,a.' + B,A,a. + B,A3 = 0 
und ß,A,a.' + ß,A,11.2 + B,A,a. + B1Ao = 0 
daher ß0 A,a.' + (A,B,- A,ß,)a.' + (A,ß,-A,ß1)a. + A,B, -AoB1 = 0. 

Nach den zwischen den Coerficienten erwähnlen Hcdingungen ist dieser Ausdruck 

8 0 A,o.'-2B.A,"'' -8B0 Ao" + A3ß,-Aoß1 =0, 
1.ugleich ist nach dem eben Bewiesenen 

4ß0 A1 a.' ·- 4 U0 A,1' - 8 l10 A.6 a. = 0, mithin 

ß0 A,„'-A, B, + 4H0 A.0 0:+ B,A.o = 0, 
wenn die erste Gleichung mit 2 mulliplicirt von der lelztern sublrahirt wird; odel' 

B0 •' - H, A.. • B, FJ-80 141 A, 
4-ß--B-=A- d. 1' -ß F-, 4ß '"'F =A-. 

0 1 - 1 J 1 o- ol."6 1 J 

Durch diese Relationen ist somit die erwähnte Identität erwiesen. 

IV. 

Betrachtung mehrfach oder paarweise gleicher Wurzelfactoren. 

1. Die Bedingung dreier gleicher Wurzeln ist Dyn= 0, D; n = 0 für den Werth 
der dreifachen Wurzel. Daraus folgt sodann die Bedingung zwischen den CoellicientPn. 

Es ist nämlich für den dreifachen Werth 

B,y' + B1y' + B2y' + ß3 y + B, = Q und 

folglich hirraus 
4ß„y' + 38,y' + 28,y + B, = 0 
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B,y' + 28.J' + 3 B,y + 48, = 0. 
}'erner folgt aus diesen letzten Gleichungen 

(3Bi- 8B0BJy' + (2B1B, -12B,B,)y + 8 1 8 1 - 1680 8, = o, 
und da üb~rdiess 6ß0y' + 3ß,y + B2 = 0 ist; 

[3B,(3B:-sB,B,) - t2B.(B1ß2 -~B0 B3 ) ]y + (3Bi -88,BJB, 
- 6B11 (B1B1 -16ß0 B,) = 0, 

oder wenn Kiirze halber 
3ß, (3B;-8B0 B,)-12B, (ß,B,-6B.B,) = )8 

(3Bi-8B,B,)H,-6Bo(B,B, -16B0 B,) = ~ 
gesetzt wird t8 y + ~ = O. 
Die Verbindung dieser Gleichung t8y' + ~y = 0 mit der quadratischen 

. 6B.y'+3B1ytB2 = 0 
ergibt (3B1t8 - 6ß,~) y + B,)8 = 0, 
und für y seinen Werth gesetzt 

~)S· - 38, ta~ + 6B0 <P = o, 
wofür nach Substitution von ~ und ~ folgende Glieder resultiren : 

B~BiB~ 

B~ß~ß,BJ 

B!ß1 B~ß, 

9 
-9' 

-8.9• 
4. 9' 

3.8.9 
6.9 

2. 9• 

9'.16 
-6.9.16 
-2.9.16 

9'.16 
-9'.8 
-9'.8 

-3.9.8 

-9'.4.16 
3.4.9.16 
4.9 .16 

9'. 16 
3.9.8 
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mn;B,B, 9'. 8. 111 
3. 9. 8. 1li 

·- ----- ------
mn: 3.8.16 

9'. 4. 16 

-0'.16 
-3.9.16 

n: 11; u, -4.9.Hi' 

3. 8. 9 .16' 

und somit rlie Bedingun_g-sgleichnng: 

- 6.9 B0 ß)Bi + 2 .81 H.B; Bi+ 9 .16ßi,ßiB~ - 9. 24B~B~ll2 B 1 
-20.9. lßß~B,B;B, + 8. 21. 9B~BiB~- 2.81.16B~B\B4 

+ 6.9 .16'nm; B, B, + 3.8.16B~Bl + 4.81 .16B~~Bi 
- 3.4. 9 .16'B:B,B,B4 - 4.9.16' B:BiB, + 3.8.9. tß'B:B: = 0. 

2. Um jedoch die einfach~ten Bedingungen zu erhalten, sey die dreifache Wurzel 
durch 11 und die vierte durcl1 j3 vorgestellt ; die Bedingungen zwischen den Coeffi-

cienlen sind alsdann : 

Mithin ist 

B, B, 
- 1i~=311+J3, /3=-n~-311 

B. IB, \ tt. =: 3 • ( 11+ß) =: - 3 II \if. + 2 11) 

ll, 13H, ) 
- B~ = 11'(11+3ß) =-11'\.B; + 811 

H, ' B, ' 3' H; = " ß = - B. " - 11 . Hieraus folgt 

Hi= an,~'+ an.,• 
ll, 11 = - 311, 11' - 6 811 11' und daraus 
3ß, + 4B,a = -3H1 112, welches mit 

B, + 3 B, II = - 6 n. 11', die Gleichung: 

611.B,-ß,ß, = (3Di-8B0 ß,)" ergibt. 

6BoB,-B, ß, ~ 
11 = 3ßl-8ß,ß, =-~ 

- 3ßlß, + 8ß.B~+6ß0 ß, B1-6.16B:B, 
= DB)- 36ß,ß,B, + 72B:B, 

Somit wäre die Bedingung : 
12 B.n:m- 4.9B.Blß, + 3.16'B~B,B, - 18.16 H~H;R, 

-6. 12 B::m- ürn:n~ + rn. rnn:n,n,nJ = o, 
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die sich durch folgende Betrachtung noch vereinfachen lässt. Es lässt sich nämlich er­

weisen, dass folgende Gleichung 

B0 Bi-3B.B,Ba+ 12ß~B. = 0 
als erste Bedingung bestehe; denn setzt man statt ß„ B„ B, ihre vorigen Werthe; 

so erfolgt der Ausdruck 

9ß~a.'(a.+ß)'- 3B~(3a.+ß)<>'(-.+3ß) + 3.4.Il~a.'ß, 

d~r sich auf Null reducirt. Wird dann di~ erste Bedingung in <lie obige substituirt; 

so enthält diese um zwei Glieder weniger und ist als zweite Bedingung: 

9ßiHi-27B1ß3- 32ß.B~ + 4.27 H.B1ß,B,1 -G. 18ß~ß~ = 0. 

3. Diese Bedingungen zwischen den Coelficienten lassen eine Aenderung des 

~ 
Werthes a. zu; denn wird die erste Gleichung zum Zähler von a.=-58 addirt; so 

übergeht es in 
-3BiB,+ 12 B.B~-6 B0 B,B:i- 3.16B~B4 

a. = 9 B/-36B0 B1 B, + 72B~ß3 
und nach der Bedeutung von A3 , A,. in 

A, „ = -·~· 

Dadurch lässt sich erweisen, dass die Gleichung "' sämmtlich gleiche Wurzeln 
F 

enthält. Denn da die Gleichung II= 0 eine repetirte Wurzel besil7.t, nämlich - i• so 

. A, 214'-
gilt nach frühern dasselbe von der Gleichung "'= O, deren dritte Wurzel - Aa + F, 

A F F 
ist. Vermöge der Bedingung 3A

3 
= i wird aber dieser dritte Werth zu - F:. 

4. Die erwähnte Eigenschaft der Gleichung "'= 0 führt auf folgende Bedingungen 

A, 
3a. = --A 

J 

A, 
a„• = Aa 

A, d . A~ A, A~ A, 
a.• = - .i\; ' 1

' 3A1 = A3 ' 27 A~ = Aa' 

welche in D~ = 4'ß~p'+3.4'B~B,p'+3.4B.Bip+Bi 
4' ß~A~ 3.4'Bm, Ai 4BoB1A. 

= 27 -Af + -9-AY- - Aa + B} 

substituirt, auf den Werth 

01 _ -4'B~A6+4'ß~B,A,-4B0 B;A,+B/A, 
' - A:i 

führen. Aus dem Zähler erhält man, wenn die Wl'rthe für A,. A,, A., A,, substit11i1·t 

werden: 
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-4'B~8i8, + 4'ß~B~ + 4'8~B)B, + 8.42 B~Hi8, 

- 4' B~ B1 B, 8, - 4 8 11 B~ B, - 8 B~ 8~ 8, - 4. 16 ß~ Biß, 
+ 4'ß~ßi8i + B;-4B0 ß) B, + 8B~Bjß, = B; 
+ 16B~Bißi + 8'ß~Bi- 8H11 8lH, + 16B:iB~B. - 64H~B,B,HJ 
= Ai somit ist 

J)J = A,. 

Diese Bedingung mit D,=0, D,=O, D,=O sind die Gleichungen, die mit der 
Bedingung der dreifachen Wurzel verknüpft sind. Die Wurzeln selbst sind: 

y, = p 
y, = p 
Ya = P 

' y, = p-VA,, 
Bu 

.). Sollten die Wurzeln paarweise gleich seyn, wobei der Ausdruck der Wurzeln 
im zweiten Theil des Binoms sein Zeichen wechselt; so ist die entsprechende aus 

- + v' ~ ± i arc cos [- .!. VD,Da + .!. yn, D, - 4 (D,-2 VD,D,)] 
Y - P D e "' D U --- 4 D D ----=-

" 
0 

' " ' VD.D, 
entlehnte Bedingung: 

D,D,-4VD0 D,(D,-2VDoD,) =0 
d. i. D,D, + 8DoD, = 4D, VD0 D, oder 

n:m+16DoD1DaD,+64mD~= rnD.DJD, 
D,D,[D,D,+ 16D.D,] = 16DuD,[DJ-4DuD,]. 

Bei der Entwicklung dieser 'fheile erhält man : 

Di-4D11 D, = 32U~p' + 32ß11 B, p' + (8811 H2 + 9B:) p' 
-1- ((iß,B,-4 B„ß,) p + Bi-4B11 B, 

diess in 161)0 D, multiplicirt, ergibt: 

(Dl-40„D,) 16DuD, = 

2.1G'H~p· + 2.1~:n~n·)P' + 8.16Bi:B~lp'' + 6 .16.' ß;~ß, B,lp' 
2.lüßuß, 9.168„B, -4.16BuBJ j 

32 .16U~B, 8 .16 B~ß, B, 
32 . Hin~ n; 9 . 16 B„ BI 

+ 1ßß~ß~ 
-4.168~8, 

ß.tGBuBiB, 
-4.168~8,B, 

8.16B~Ili 
9.10Boßi8, 
32.108~8,83 
32.16U~B, 

32.16B~8,B, 

32.108~8,, 

p' + 16 8,B,n; p' + 1ßß11 B~ 
-4.t6B~n.n, -4.16B~n,B, 

ß. 1ß ß,ß, Bi G .16ß0 ß, B,Ba 
-4.16ß~H,B, -4.1ßß~ßj 

8.tüß~ß,ß, 8.16B~B,B, 
9.16B,BiB, 9.16Boßlß, 
32.16B~B1 B, 

Ni\lnr\\ isscnsch:1fllichr. AIJhandhmg<'n. IV. 3. Ahlh. 

p' 

12 
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+ 16B.~iB, l p + 16B11 ~lß.'. 
- 4.16B0 B.1 R, - 4.16 B0 Bi 

6.16B0B,B2B, 
-4.16B;B,B, 

D1Da = t6Bip' + 16BuB1 p' + (3 Bi+ 8BoB2) p1 

+ (4B0B,+ 2B1B,) p + B,B, 
D1DJ + 16DoD, = 32Bip' + 32 8uB1p' + (24 B,,B, + 38D p, 

+ (20BuBa + 28,BJp + 16BuB, + 8.B., 
und das Product dieser Grössen: 

D, D, (01 D, + 16D0D,) = 
2.16'ß~p• +2.16'8~8,Jp' +3.32B:8i p' 

2 . 16' ß~81 8 . 32 ß~ B, 

+ 2. 32B;B,B, p' 
4.32ß~B, 

3. 32B08J 
8.32BiB1ß2 

24.16Bi81B2 
3.1680Bl 

20.168~8, 
2.16B;B,8, 

2.16•ß~8l 
24. rnB:B, 
3.16B;BJ 

+ 32B; 81 Ba p'• + 32 8 11 Bi 8, p' 
2.328oBJB, 2.248oB,Bi 
4.32Bi81B, 6Blß, 
3. 24ß0BJB2 4. 24BiB2B, 

9ßl 12B0BiB, 
8.24B;B; 3.20B0 BJB, 
3.8B0Biß, 6BlB, 

20.16 lliB,BJ 8. 20 BiB2B, 
2.16B11 8iB, 16B0B18i 

16'B~B, 16'B~B18, 
168;818,J 16B11 BiB, 

+ 2480ß1B,83 p' +20B.~81 8l. IP + 16B~ß~B,ß, 
3 8J8, 2B;82B1 +B183 

2.20B11 B1 B~ß3 2.168,1818,B, 
48iBi 2BiB,Ba 

4.20B;8l 4.168;8,1B, 
880B1ßzB, 4BoB1ßi 

3.16B0BjB, 
3BJB, 

8.168;828, 
8BuB1B2Ba] 

Man erhält nach gehöriger Reduclion dieser 'fheile die Gleichung: 

[12.16B~B,- 3.16B~Bi + 3 .16811 BJ8, - 3.16 RiB,B,-9Bl] p' 
+ [3.16B11 B1 Bi + 12.16Biß,B, -12.16B:B,B, + 2. t2B0BiB3 -12BJB2] p' 
+ [16B.Bl- 4.16B;82B, + 1680ß1ß2B,-9.16B;Bi + 6.16B08lB, 

- 6 818, - 48JBD p' + [16808l8, - 12.168:8,B, 
+ 4 .168118,8,ß, - 24Bo8,8j- 48i 8,BJJ p + 16Bo8i8, 
--4.168~Bi-16B0B1 B,B,-BJBi = O. 
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6. Diese Gleichung in Verbindung mit 

A, p' + A4 p' + A, p + A. = 0 
dient zur Bestimmung von p. Allein folgende Betrachtung zeigt , dass beide Gleichun­
gen unbestimmt sind; indem sämmtliche Coefficienten derselben , vermöge den zwischen 
den Coefficienten B0 , ß11 8„ B30 B, stattfindenden Bedingungen zu Null werden. 

Da die Form der Wurzeln durch a. + ß, o. + ß, o.- ß, o.- ß repräsentirt wird, 
bestehen folgende Gleichungen: 

-B, 
B- = 4o. 

u 

B i. = (o.+ß)' + 4 („'-p') + (o.-ß)' = 2 (3o.'-i3') 

-B, , 38i B, . 
somit 11 = 4B, , ß = 16 B~ - fß.' Ferner ist 

-B, IJ = 2 [(o.+ß)' (11-ß) + (o+ß) (o.-ß)'] = 4a. (•'-ß') 
u 

-B ß, T. = ßßJ (Bi-4B0 8 2) mithin 

BJ- 4ß0 B,B, + 8B~B3 = 0 
als erste Bedingungsgleichung. Weiter ist 

B, , , (- 2B, B0 8,)' 
B- = Ccx+ß) (11 -ß) = 16B' + 8 168' 

0 u u 

1 
= 

648
1C4H,8, - Bl)' somit die zweite Bedingung 

II 

n:81 = B,81. 
Die erste Bedingung ist nach früherer Bezeichnung Ai = 0, die letztere A. = 0. 

Aus den Gleichungen 8 ß 11 A, = A, 8, - A, 8, und 
280 A, = A,B, -A,ß,, 

denen die Werthe Ai, A,, A;, A, g·enügen, folgt dann weiter 
A,= 0, A,=0. 

D l. ß d' v' D, vn, „ d . B d' 1 . h 7. a 11e e rngung 
0
- = D wrmop;e er zweiten e rngungsg etc ung 

II 1 

erfüllt ist; so ist zugleich ein Werth rnn p nämlich p = 0 gegeben, und da derselbe 
der einzige Werth ist, indem die Gleichung A, p' + A, p' + A, p + A, = 0 keinen an· 
dern ergibt; so muss derselbe auch der in N 5 gefondenen Gleichung entsprechen. 

Daraus folgt, dass der letzte Coeflicient 1ler Nulle gleich sey. 
. 1ßß

11
Bi8.. - 4.108,iB;-168,B, B,H, - BJ8l = 0. 

Man ersieht es übrigens auch aus folgenden Transformationen. Es ist dieser Coef· 

n:R 
ficient nach Substitution von Ul = B, 

0 12 „ 
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~ (lüB;Bi- 4.16BJB, -1UB;B1 Ba -llj) 
II 

= =~ [-4811 (-48.Bi + 16Hi0. + 28„B,B, +Biß,) 

= =88,, [48„A, + B,A,-1 somit weil A, und A, Null sind, der Nulle 
II 

gleich. l<'erner ist der Coeflicient von p 
lüB„mB,-12. t6B;B, B, + 4. tüßu ß, B,H, -24B11B,1Ji- 4BiB,83 

wenn stalt B, sein \\1 erth aus A, gesetzt wird: 

ß1ß' H'ß U.B' = wu„n:.-11,,---12 rn-"-1t4 16" 1 · 1 -24BBB' 4B'BB . ) Bi . Bi II 1 ;i- 1 ',; 

= ~ß~' [4R„Billi- 3. rnn:na 16B: B,B, B,, - 6B.B:Ba-B:BJ 
1 

48 
= s;' [--BJ+4B.B,B,-8B~B,] [B,B,+68083 ] 

B,A, , = - 4 Bi (B1 B, + ö811 B,) = 0. 

Dasselbe gilt \'om Coeflicienten von p'; derselbe ist nach gleicher Behandlung: 

16B11 ßt- 4. t6B~ll,B, + l6B11 H, H,B, - 9.iüB~ß! 

WB B' +r H'B B'B üR1B 48'ß''- Iüß 81 4 16-11
-'--'

1 
).lnJ~--1.1- 12- O:!-· Bi 

+ l6B11 B1B,B,-3.16B:Bi-üB/B,,--4BJBi 

8ß.1· H' 8,l = ·m: 2BllB'iBi-8B;:B.\- 2~ -öBa [B:-4BuB1B2 +8B~B,,J 

- 8ß„B1 U.,H1. = ~~' _2B0 B!Bi-8HJB~- ~8') 
AB ß 8ß.[ ßjB. -(i :1 1-8 11 8 18,B,= n;· 2B0 HiB:~-8B~Bl-2·· 

ß B'B] 8~ [ B B'B ß' Bl BoB,A,) 
- II , , = ·nr 2 II , ,-4 "o,u,- 2-~ 

-
4Bi [ B"+ 48 B B SB'B] 4BiA, - ß - 1 II 1 2 - \\ 3 = - -B- = o. 

J 1 

Eben so ist 1ler Coelficient ,·on p' die l\'ulle. Es übergeht durch die analoge Be­
handlung 

3 .16B.B,B~ + l2.16mB, B, -12.16B;B,B, + 2 .120,B: Bs 

- 128,JB, in 3.16811 81 Bi+ 12.16 B~:;8l- 12.16B;B,B, 
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+ 2.12BoBiB,-12BJB, = -1282 [BJ-4B0 B1 82 + 8B~B,] 
B.Ba . 12 + 24ß, [8/-4ll„B,B2 + 8B~H,] = B, (28„B,- B1 BJA3 = 0. 

Endlich gilt dasselbe ebenfalls vom Coerficienten von p'; denn derselbe ist 

12.16 81,B, - 3. tß B~B: + 3.168.B~B,-3 .16B;ß, B,-98\ 
= 12 Bo [ 1ßß~B. - rn.ea 28.B. Ba+ B:B2] 
+ 98, [ 4B.H,B,-8JJ;ß, +BI] = 12ß0 A,-9U1 A, = 0. 

Es ist überdiess natiirlich, dass sich diese Eigenschaft für die letzthesprochenen 
Gleichungen ergibt; denn da die Bedingungsgleichungen der Coefficienten B0 , B,, B„ 
B,, Bu anderweitig resultiren, so können diese Gleichungen nur auf jene führen oder 
durch dieselben unbestimmt werden. 

8. Die Wurzeln der Gleichung sind in diesem Fall wegen p = 0 

'B v- V =V~[+.!. B,B3 + _,_ 8 183 _ 1] y, B. - • ß
0
B, ' 6 B

0
B, 

•B v- V =V_! [ + .!. B.B,_ 1 B,82-1] 
Y2 B - • B B Tl B B 
y,=y, 
y,=y, 

0 0 ' 0 ' 

wo das Zeichen 2: vor V
8
81 B, desshalb beigesetzt ist, weil für den }'all, dass B1 ne· 

oB, 
gativ wäre, das Zeichen der w-urzel + genommen werden muss, indem widrigenfalls 
die Summe iler Wurzeln nicht dem negativen ersten Coelficienten gleich seyn könnte. 

Diese Auflösung gilt daher auch für eine zweite Gleichung, für 

B.y'-B,y' + B,y'-B,y + B. = 0. 

Man braucht überdiess hloss die Wurzeln der ersten Gleichung um ~:.· zu ver· 

mehren, um die Wurzeln der zweiten Gleichung zu erhalten. Dabei ändert sich der 
Werth von 

·n v- V V _ _!·r-.!. ß1~ + _, B,B,_ 11 
B. • B.B.- 'iB.B, 

nicht, obgleich derselbe in 

V, g· [-ivn.D, 2: v ~. D,D, _ 11 
• D0 D, D,D, 

übergeht, denn es ist für diese Vermehrung 

D. = 80 

D, =-81 

68,Bl- 6B0 ßf + 48~8, B 
o, = 48' = l 

II 
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- 4B0 B~ + 6B1B0 - 8B~B1 B, + 4B0 B1 B3 - B0 B~ 
DJ = . sBa 

0 

B0B1-4B~B1 B2 AlBo-8ß~B, _ B 
== SB~ == SB~ - - 3 

B.B)-2B0 Bl+4B~B~B,-4ß~BiB,+B.B~ B B 
D, = 16B~ + ' = ,; 

somit sind die Radikale dieselben , die Gleichung ist sodann 

B0 y• - B,y' + B,y' -ß,y + ß, = 0 und die Wurzeln ~ = y 2 :.•. 

Es kömmt diese daher, weil die Bedingung B: B, = Bo B~ besteht, denn die Gleichung 

V- V B 'B v-l B,Bl+ _, ß 1 B:i 1 - • v__!!-, B,Ba -„ - ,-;;--- 28 B -;; --
B.B, B0 B, o • B.ß, 

V V- B • B 
+ • B,B3 1 f"h t f B,B3 - --! v~ 

T~ - - u r au - B B - B B B0 B, o , o • 

d. i. auf B0 B~ = B;B,. 

Es lassen sich die Wurzeln dieser und jener Gleichung auch noch folgends schreiben: 

_ -B, + _1_ v2 [Bl-4B~B3 -2B.B,B,] 
Y1 - 4B0 480 B

1 

y _ -B,+_1_ v2[Bl-4H~B3 -2B.B1 B2] 
3

- 480 4Bo B, 

Ya=Y1 
y,=y, 

wobei die Berücksichtigung des Zeichens von B, wegfällt und welcher Ausdruck sich 
auch folgends darstellt : 

y = -B1 .±.V3Bi-8B.B, 
4B0 

9. Im Fall alle vier Wurzeln gleich sind, entsprechen die Bedingungen 
6B~ 83 B~ 

B, = 168. ' B, = 1ßB~ ' B, = 16'H~ ; 

die Grössen A,, A„ A„ Ao werden zu Null. Ein Werth ''On p ist Null, weil die 
B B' 

Bedingung 8 ' = B~ erfüllt ist. Ferner ist 
0 J 

VDD v--' -' - 4 (D, - 2VD.D,) = 0' ± D,D, = 1 und somit 
D.D, VD.D, D„O, 

V
• B, -ß1 

Y = - B;, = 4ßo ' 

Anmerkung. Die Gleichung 

16' A,B.p' + [t92A,B~B, -::~~;~~' ("- 4~~!
2

0.)') P' 

+ [32AaB.B, (e.-l/4B.~---+B,) + 16A,B. (tt, -v4nfuJ 
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( 4B0 1})
2 

) ( B,sp• )) ( sp )' 
- 2 „_ 48.p+B, ß-A'-4B.p+B, P+4A,B, B,-V4B

0
p+B, 

( 
B,sp• )' 

- ß-A, - 4B,p + B, - = 0 

übergeht für A, = 0 in eine quadratische, die nur einen Werth für p liefert. Man 
erhält nämlich 

( "' - 4~~!
2

BJ •P' + 2 ("' - 4~~ ~'ßJ (ß - 4B~p r ß,) P 

( B,S})' ' 480 1})' B,S})' ' 
+\ß-4B.p+oJ =O also [(a.-4B.p+B,)P+ß-4B

0
p+n.1= 0· 

Im vorliegenden Fall ist sp = 0, weil a. = 0, ß = 0 und es ist somit gleichgiltig, wel­
chen Werth man dem p beilegt, wie man aus der zweiten Schreibweise der Wurzeln 
noch besser ersieht. 

10. Es können überdiess A, und A, zu Null werden, ohne dass die Gleichung 
die in diesem Capitel behandelte Eigenschaft besitzt. Diess ist im Ausnahmsfall für 

B, = 0 und B3 = 0. 

Es ist zwar in diesem Fall A3 = 0, A. = 0, A. = 0, ohne dass jedoch nothwendig 
der Coefficient A, = 16 B~B, - 4 B.B~ Null seyn müsste; und auch wirklich gehören 
sodann die Wurzeln nicht zu diesem besondern Fall; denn sie sind: 

y,=V' ;eiarccos [iV2vB.B,-B,J 
80 

VB0 B, 

y, = v~ e-iarccos [ ~ V2Vß0 B,-:-B,] 
VB0 ß, 

y, =V~ eiarccns [-~V 2Vß0 ß 0 -ß2 ] 

VB0 B, 

V. 

Betrachtung der biquadratischen Gleichung, die sich nach den Re­
geln einer quadratischen auflösen lässt. 

t. Soll eine Gleichung vierten Grades die Eigenschaft besitzen ; dass sie die 
Wurzeln direct oder mittelst einer Hilfsgleichung, also bis auf einen constanten Theil, 

durch eine Auflösung wie bei einer quadratischen ergibt; so muss entweder die Glei-
chung D0 z' + D, z• + D, z' + Da z + D, = 0 oder die ursprüngliche 

ß 0y4 + B,y'+B,y' + B,y+B, =O 
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die Form [(z+A)' - ci'] [(z+A)'- ß'] = 0 annehmen, worin - A den constanten 'fheil 
bezeichnet und für z im zweiten }'all y zu setzen wäre. 

Es bestehen alsdann im zweiten J!'all die Gleichungen: 

daher ist 

BI 
4A=n 

0 

6A' ' ' B. -(a. +ß) = -ß: 
H 

4A' - 2A (ci'+ ß') = -:e: 
(A' - ci') (A2 - ß') = _.IJ~ 

Ho 
B ß ß B' B: = 2A[2A'-C„'+ß')J = 2ß.l11~-4ßd 

d. h. es besteht die Bedingungsgleichung: 

. B~-4B0B1 B, + 8B~B3 = 0. 
Sollte jedoch die Hilfsgleichung 

D0z' + D1 z' + D,z' + D3 z + D, = 0 
diese Eigenschaft erfüllend, vorausgesetzt werden; so wäre analog 

n:-4D.D1D,+smna = o. 
Nach Substitution der Werthe von D erfolgt wie natürlich wiederum 

B:- 4B.B1B, + 8B~B3 = O. 
Dieser Ausdruck ist aber der Coelficient A3 in der Gleichung 

A3 p' + A, p' + Asp + A, = o 
und somit führen beide Fälle auf die Bedingung A3 = 0. 

2. Für den Fall, dass D. z' + D1 z' + D2 z' + D, z + D, = 0 die erwähnte Eigen· 
schaft besitzen soll; ist 

D. BI 
A=----p+-4D0 - 4Bo 

"' + ß' _ ~J.)i-BD.D, 
- 8D,i 

, , 16"D~D,+5Dl-16D0 D;D, 
"ß = 1ß'D' 

u 

mithin "= kv 3Di- 8D0 D2 .::t:Yt6'D;:o, +5Dl-1GD.DJD, 
20~ 

+ it-V3m-so.n, + v16'mo, + 5D:-16n.n;n, 
2D~ 
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Diese Grössen vereinfachen sich jedoch. Zuerst reducirt sich die cubische Glei­
chung für p, vermöge der Bedingung AJ = O auf eine quadratische, die durch die ße-
1lingung ihrer Coefficienten 

A- -~ß,~A,_!~ 
, - 2n. 

A,B,-A:iB3 Ao - ---- in den Ausdruck - 8H
0 

, A1. B, A1, Hi ( ll, )2 
A.p +2lf"P+C6ifi=O d.i. in 1P+4a~ =Ü 

0 0 \ 

b h 1 n, ~ d' ii erge 1. Die cubische Gleichung hat somit die repP.tirte Wurze p = - 48;; uuu •~ 

andere p = 0. Der erste Werth gibt für A die Nulle. Es werden ferner D, = 0 und 

d ß d' VD, D, d s b . . . 
l'I' e 1ngung D~ = ~ zu Folge, D:i = 0; welches auch aus er u stltut10n 111 

D3 = 4 B. p' + 3 ß, p' + 2 ß 2 p + B, 
fiir den \IV erth von p erfolgt. l!'erner ist 

-D2 -n.;- = „: + ß' 

VD, 'h' D~ = a.ß mit m 

-D, VD, 
(~/3)'=--.±.2 D-. 

D. " 
Die Werthe von D2 und D, sind 

D. = - 6Bi·tß:6ß.B2 

D _ -3B11Bl+16Ili,BiB,-6rn~B1 B,+16'B:8, 
' - 16'8~ 

= 
162 ß~B, + B0Bl-4B0 B1 [B~-4B0ß1 B,+8Bi,ß3] 

32B~ß, B.1 

16'H~ 

16'B: 
10' n~n. + n:- 32U,; B, e„ 

16'IlJ 

Dadurch ergehen sich die Werlhe 1·on a., ß 

" = 8~. V - rnB.n, + 6Ui + 2vrn2 BJH, + B1-32Bi,B,n .• · 

+ ~n~ V - t6B.B, + 6Bi- 2 vrn' n~n. + n:-::12Bi,B,H, 

1 . . --
/3 = ffB--;;V- rnB.B, +68i + 2vfä2 B~B.+Bl -32B~B,li; 

- 8~ V -168.B, + 6ßi-2Vi62Il;lK+Ii: :_ 32 8i,ll, B,. 
0 

Somit wären die vier Wurzeln der gegebenen Gleichung: 
1~al11rnislicnsch:1flllchr. Abl1;111dl1111flPll. IV. 3 .. \hlli. 
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B.y' + B1y• + ßiy' + 83y + B, = 0 

J
. _ -81 +-·-v68J- l680B,+ 2V162 B~B, +Bl-32B~B1 B, 
1 - 48

0 
88. . 

+-1-V6Bi-16B08,-2V1tl2B~B, + 8l- 32B;B1ß3 
88, 

,. _ -B, +-1-V6B'1 _:16B:B,+2Vi62 B~B, +Bl-32B;B1B1 ,,- 4B
0 

88
0 

. 

_ ~v6Bi-16B.B,-2V1ö'B~H, + Bl-32B;B1ß 3 
880 

\' - - 8, _J__v6BJ-1üB.B,+2VWB.'1 8,+H:-32B~B,B,, 
J.) - 48. 88. 

+ _1_ Virn:----:-16-8-.-B-, --2-v-:::1=6,=B=~ 1=i,=+=8=l =_=3=2=e=: 8=
1
=e=-, 

88. 

y, = -;:,1 -~ V 6Hi-16B.B,+ 2vrn•mn. + BJ-32B~818„ 

_ 
8
1
80 

V6BJ -16B.8,-2V16'ß~ß, + B\- 3:1ß:B1H3 • 

Es lassen sich überdiess diese Ausdrücke etwas einfacher stellen, weil 

V - 8H.B2 + 3B; ± V16' B~B. + Bl - 328~ B,81 

V 8ß B +38' = - 0
/ '+V(8i-4BJJ,)'-6!H~B, 

+ v-8ß0 B,+3Bi V ß' , - t - ( , -4B.B,) -64BJB,. 

Dadurch übergehen die Wurzeln in die einfachern li'ormen : 

Y 
_ -8--.!+.~ V-sB.B,+3HJ+2vcBi-4B,BJ'-6iH~B. 

1 - 48. 48, 

y, = T:,_!+ 4~1. V -8B,B,+3BJ-2V(BJ-4B.B,)'-64B~B. 
Jl = -;1~1 - 4~l. V -8ß.B, + 3Bi-2tl(ßl-4B.B,)'- 64HJB, 

y, = -;:.1- 4ff. V-sB.8,+3ßl+2V(ßf-4B,B,)'-o4BJB,. 

Im zweiten Fall des Werthes ''on P• nämlich p = O bleiben ", ß und y dieselben. 
ohne dass die Voraussetzung wegen anderer, vielleicht damit verkniipfter Bedingungen 
richtig scyn mii,ste. Diese kiinnen die Form ''erändern; so dass der Werth p =II 

~.inem speciellern l!'all angehöi·t. 

3. Um diese Werthe aus der allgemeinen li'orm der Wurzeln 

= +V
1 

D,e±iarcco•[-!VD11:'_:1_ :':. yn,Da_4(D,-2V}),U,)J 
Y P n. . 4 n.u, n.u, ----vo.ii~-
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zu deducirell; so ist für den Werlh p = -,;1~1 

V. o,. • l v· _ v D D - - 1 o. cos 'P = VD. - i DJD} + ± V 1 
' -4(D2-2VD0 D,) 

D0 D, D.D, 
und wegen D, = 0 

• D, 1 V jj~ COS\' = BB, V 68: - 16B.B, + 2Vl6'B~B. + Bl-32ß;H,ß,l 

ll'erner ist 

i v' o"~ Sin I' =V - o4B,VD,D, + üHi-1G H.n, + 2V16'BJ B, + ß)-32B~B, .i-, 
o U~ 

= 8~0 V -4V16'ßJB, +Bl-32B:B,B3 -16B.B,+6B~+2V16'B~8,+Bl-32B,fß,ß, 
= Bk~ V - 1ßB.8, + 6B:- 2V16'ßJB, + ßl- 32B;Bl8J 

uud somit wären die vier Wuneln wie frühe 
- B, 

Y1 = 4ß0 +" 
-B 

y, = 4ß 1 + ß 
0 

-ß, 
Ya = 4ß. - ß 

-B, 
y, = 48. - „. 

l<'i1r den Werlh p = 0 ist 

y = v' ~ ei•rccus [- t v~.ß; + tV ~,ß3 _ 4(B,-2V80 B,)] 
Bn B.B, BB VB B 

0 ' 0 ' 

u111l 1.ugleich - _,_ VBi8} +.!_l/v~. 18,B~ 4(B,-2VB.Ji,)\ 
• B,~B, • , 80 \ß,B, VBoB4 ) 

_ , ~+-1-V n,n, -- -.-B 48 -----4B, +svn,B,, 
0 0 VB,B, 

B, 1 V -= -±n, + rn. Bi-4B,n, +sn.vn.n, 

ß 1 vB~4B- B B +BB'B -B, 1_!+- ,- 012 ol---= - ~ B, 4 B. H, -- - 4 ß, . 

. . ' B, ' 84 1 r + Bi n. 
l<'erner ist Sm fl VB~= VB, V -1 J6m VB; 

1 V 1 VB'-168'8 1 -;--- 8----8 168 VB B + ß' - - 1 
• ' = rn V3B,-8 • • = :rn;, - • • • , - 4 n. n, 4 • 

13. 
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mithin 
-B, 1 

y, = y, = 480 + 4B. V3Bi - 8BoB3 

- B, 1 
y, = y, = · 480 - 480 V3B~ -8ß0B, 

also von rlen frühern ''erschiedene Werthe. 

Zugleich finden in diesem Fall noch einige Gleichungen statt, denn es wird ver­
miige der Hedingungsgleichungen zwischen A,, Au A„ A. wegen AJ = 0, A, = 0, A, 
und A, 1.ur Nulle. Auch ist 

, , r-BB;;ß,)' . · . 
(ß; - 4ß0 B,) = \ H, und somit das Uad1cal 

vcB;-4B.B,)'--8iBJn:- = s Vu: "!~L 11·) = o 
1ß; B0 

wodurch die obige Formel die einfachere J4'orm annimmt. Diese Deduction zeigt, dass 
der Werth p = 0 ein fremdartiger sey. Die Gleichung 

A, p' + A, p' + A, p + i\, = 0 
reducirt sich daher aur eine quadratische und kann nicht durch eine cubische, deren 
eine Wunel p = 0 ist, ersetzt werden. 

4. Im Fall die Gleichung ß0y' + ß,y' + B,y' + B,y + B1 = 0 die angeführte 
J4'orm besitzend vorausgeselzt wird; besteht nach frühero die Bedingung A, = 0 und 

-B, 
die Werthe von p sind, der doppelte Werth p =48 und p = O. 

0 

Ba nach früher Erwiesenem für p = 0 die Gleichung A3p' + A,p' + A;p + A, nicht 
mehr eine cubische verbleibt, und überhaupt der Werth p = 0 mit dem repelirten 

-ß 
p = 4n.' nicht ''ereinbar ist; so bleibt er auch hier ein fremdartiger. 

Die Wurzeln erhalten überdiess clie in früherer Nummer gefondenen W erlhe. 

VI. 

Bestimmung der einfachsten Bedingungsgleichung für den Fall einer 
r e p et i r t e n Wurz e J. 

1. Für die Aulfindung der einfachsten Bedingungsgleichung im Fall zweier gleicher 
Wnrzeln wird es nöthig die Gleichung 

A, p' + A, p' + A, p + A, = 0 
näher 1.u helrachten. Um zugleich diese Durchführung soweit allgemein zu führen, 
als nicht die EigenLhümlichkeit dieser Gleichung 1.u speciellen Belrachlungen nöthigt; 

sey C0 y' + C,y'+ C,y + C3 = O 
di~ allg·cmeine Gleichung drillen Grades, die sich auch auf die Form 

C.y~ + C3y-i + C,i + C,y-1 = o 
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bringen lässt. Man setze, indem man zwei neue Hilfsbögen einführt: 

C,yl + Ciy-t = 2VC,Ci cos: 'f 

C,y~ + C,y-~ = 2VC,C, cos 1 'f, 

wodurch wegen V
s Ci · 

y = C, e~', 

c, . 
y = c; e~'' 

zur Bestimmung von 'f'· und rp, die Gleichungen 

Va Ci e~ 1 - C, e~' 1 und C
0 

- C, 
VC~Ca cos l 'f + VC,C, cosf 'f1 = 0 

l'esultiren. Setzt man y = z + q, wodurch für 

rli~ Uleichung in 

übergeht, und wählt q so, 

aus 

c, = lC. 
3C0 q + C, = le, 

3C,q'+2C,q+C, = lC, 

C0q
1 + C,q' + C'q + C, = '1{, 

dass die Gleichung ~~ = (~)'erfüllt sey, in welchem •'all 

·+ lC. . lu, 
'f' 1 i ~ = rp, 1 + , i Uu' 

'f1= 'f' 
folgt, so besteht alsdann nur noch die eine Bedingung 

·- - 'f 
V'H0 X, cos ~ 'f' + VU, ·ic, cos 2 = 0. 

Die Gleichung zur Bestimmung von q lierert 

x.u~ = XuW· 
Es ist nämlich nach der Bedeutung dieser Griissen und ihrer Entwicklung: 

'1112!/= 3'C~q' + 3'C;:C,] q' + 3'CJC']q'+ 3'CJC, 1 q" 
a'CJC, a•c:c; 3' c~c,c,j 

3' C~ Ci 3' C0 C) 
c.q 

+ 3' C: C, C, l q' + 3' C. q C,] q + C, q 
3' C. Ci C, C] C~ 

Cl 
lC0 X! = 3' c: q' + 2 • 3' C~ C, q' + 3' q C,] q• 

a•. 4 c~c~ 
+ 8 C.C]] q' + 3. 4CuCiC,] q' + 6C.C,Cjq +Cu C] 
6'C;c,c, ·a•c,;c; 

und die wr Heslimmung von q erforderliche Gleichung: 
(2 C„C/ - oc: c, c, + 27 C~C,) q' + cc:-.3 c. Ci c, - 9 c.:Ci 
+ 27C;C,C) 11' ~- (9C,c;c„ - 6C,C,Ci + qC,)q + c,c;-c„q =Ü 
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11der wenn die Coefficienlen mit ID3 , ll„ ID„ ID. bezeichnet werden : 
lla q' + tJ4 q' + ll,q + ID. = o. 

Diese Gleichung hiethet mehrere Relationen zwischen den Coefficienten ~" :r,. 
I)„ ID.; so bestehen folgende Gleichungen: 

3C~ll, = 2C,C, ID,-Cilla 
gq;r,. = c;C,ll, + C~C,!l,-C0 C,C,tJ3 

oder auch 27 c: l), = C, (2 Ci + 3 C, C,) ll1 - C, (Ci+ 3 C0 C,) !), 
Ferner 9 C,C, :l), = (3 C, C, + CD !l, - C1 C3 ID1 • 

Die Gleichung VU, ~ cos i 9' + VU, ~ cos ~ = 0 d. i. 

cos ~ [4cos'~ -3] V'l(0 'l(3 + cos~V'l(1 ~ = 0 

liefert für cos ~ die Wertbe 
'f 

cos2 =0 

cos~ =V-vu,U,+3VU.'il3 

4VU.U:o 

cos 'f = -V - V'H, U, + 3 VU0 U3 • 

2 - ' 
4VU,~ 

daher sind die drei Werlhe von cos ~ wegen 

VU, U, _ Ul . F 1 'Ha '1Ll u. 'Ha - ll;u, lß 0 ge von ~ = m 
cos~ q> 1 = 0 

cos • ~ = • V3 u. u.- 'Hi 
• T2 1 u. u, 

cos : 'l'a = - \V 3~U.~!L-,--u-;. 
u.u, 

Wegen 3 U,U, = 9 C~q' + 6 C0 C1 q + 3 C0 C, 
-1fi = - 9C,;q'-6C,C,q- Ci 

übergeht der Zähler 3 U. U,- 'Hi in 3 C0 C, - Cl und daher ist 

cos~ = +fv-. 3 c„~,-~i__ .. 
- ac~q'+2c.c,q+c.c, 

und Sin~ = l v4_p'H.~-'lli) 
'l(, 'l(, 

2. Die Gleichung 'l(0 z' + U, z' + 'l(, z + 'l(, = 0 hat eine Wurzel 

V
I 'l(J . 

z = U. e~' denn es ist 
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und daher 

Wenn also ~ einen det' angeführten Werthe ~esitzt; so ist k = 0. 

Die beiden andern Wurzeln sind 

21, v3 21a ~i 
z, = - 221~-: 21. e 

Weil nun diese Werlhe auch für den Fall cos~ =0 gelten, übergehen sie in 

z _ -~'- , 
3 ~'. ,l/21:-Ht.w, 221, "~ ' 213 ~ 

„ - 2 21. + · V 21. ,.. • r ~ + ~:- V 21~ - a V ( ~) 

:i 2l 2l 2l 2l' z 1 . h i t v_:'.e±iarccns ' l~-=-'J -ug e1c s 2l, , tl, tl, -

V·' 2l_, [. 21·1. . . . vat1"2n_+_2~Cfil' tr =•n'j ------- + I T I 1 0 ~ 0 1 2 J 
2l„ - z 2l. ~l. ' ' ---- - -- ~I' 2l'' ---

~ d ! 

, 21, , v" 2l.1 i V- a 2l ,2 ", t1 2l ~I -=-~-+~ ·-+- .l. 1 l --~ 21„ ~, - 2 3v ,„ . + 2v .„ .. „ -,II', 
o , «o 1 ~u «o :U,1 
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welches die obigen Werthe von z2 und Za sind. Somit sind die drei Wurzeln der allge· 

meinen Gleichung 

+ V
a \!{J iarccos, (\!lo~ -\!li) 

Y2 = q 2f. e ' l!l. ~ , 

+ V
a \!l.1 -iarccos 1 (\!lo~ -\!lD 

Ya = q ~ e ' \!{
0

\!{, • 

3. Für den Fall zweier gleicher Wurzeln findet man sowohl die Bedingungsglei­
chung, als die, der jedesmaligen Weise dafür entsprechenden Werthe von q durch 

folgende Betrachtung. Es ist 

filo (z -v~e·i)(z-v~ e·(l+ili; (z-vt e•(i+jJi) = l!l.z· + \!{, 

\!l ( 2li •i) \!{ '+ m 
1z\z-i;e = 1 z «iz 

mithin weil 
\!l, 3 fila 
i; = v~ 

filo (z-V~ e•i) [(z-V( e•(t+;Ji) (z-V~ e•( 1 +~1i) -:!z] = O. 

Die erste Wurzel ist daher z = V~ e" 1, 

und falls die beiden andern gleich werden sollen , muss in 
a \!{ . 2. i 4• i \!{ 3 \!{ , 2 . 

z' - [V~ e"' (es + es )-i] z +V(~~ e4
"' = O 

die Bedingung bestehen: 

' \!{ . ' \!{ . 2• I 4• i \!{ 2v-l2•1 vJ··(-s+ 3\ .
1 

\!l,e = 21/ e e ;-\!l
0 

d. i. V
'\!l., VJfil., \!l, 

2 \!l;, = ~-\!{" 
und diess reducirt gibt \!l3 \!l,i + \!l~ = O eine Gleichung dritten Grades, die sich ver· 

„ d n d' VJ \!{J \!{, d 1 \!{, m. o 1 moge er e mgung· fu. = fu:; zu er quac ralischen \!{'. + 2!, = gesta tet. 

Nach früherm ist \!lo \!l2 = 3 C,i q' + 2 C0 C, q + C0 C, 

2li = 9Ci,q' + GC,C,q +Ci 
also l!l.~.+l!li= 12c:q'+BC0 C,q+ c.c2 +CJ=O 
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als die Gleichung für q, die denjenigen Werth liefert, für welchen zwei Wurzeln der 
ursprünglichen Gleichung einander gleich werden. Von diesen Werthen 

- - .~. + v.c;_ c~c;­
q- l"c.- "c,; 12ci 12c" 

_ .~+•VCJ-3C.c2 --,c.-" c,: 
erfüllt einer ußll zwar der eigentlich brauchbare Werth die Gleichung 

:il,q1 + :il,q' + l),q + [), = 0. 

4. Es gibt noch eine zweite Weise, für welche zwei Wurzeln der allgemeinen 
Gleichung einander gleich werden, wenn q so gewählt wird, dass 21, = 0, d. i. für 

c, 1 ----
q = -3C ±. 3C vc;-ac.c„ 

0 0 

wovon wiederum nur einer dieser W erthe der cubischen Gleichung für q genügt; und 
welcher eigentlich hier zu nehmen ist. Die Wurzeln der ursprünglichen Gleichung 
sind alsdann : 

-21, 
y, = ''T' 

5. Es lassen sich von der für q aufgestelllen Gleichung mehrere Eigenschaften 
erweisen. Fiir jeden ihrer Werthe q sind die Ergebnisse y wirkliche Wurzeln der 
Gleichung C0y' + C,y' + C,y + C, = 0 und sie enthält bloss zweierlei Werthe von q. 
Da es nur zwei Weisen gibt, auf welche eine Gleichheit zweier Wurzeln erreicht wird, 
so kann diese Gleichung nur zweierlei Wurzeln besitzen, und es frägt sich, welcher der 
Werthe von IJ der repetirten Wurzel entspricht. Wenn eine cubische Gleichung zwei 
gleiche Wurzeln besitzt; so gelten die Gleichungen 

C,y' + C,y' + C,y + C, = o 
3C,y' + 2C,y + C, = 0 

fiir den \Verlh der ~epetirten Wurzel; mithin auch 

CiJ' + 2C,y + 3C, = 0 
für denselben Werth. Aus den quadralischen Gleichungen folgt ferner 

(2 C: - 6 C. C,) y + C, C, - 9 C. C1 = 0, 
somit wäre für diesen Fall 

9C0 C.1 -C,C, 
Y = 2(Ci-3C.C,) 

Ferner ergibt die gleiche Schlussweise aus der letzten mit 2 C, multiplicirten Gleichung 
und der vorhergehenden mit (2 Ci - ü C0 C,) multiplicirten, 1lie zweite Gleichung 

:\':ll11rwisscm:d1ilfllich~ Ahlrnmllun:rrn. l\'. 3. Ahth. 14 
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ersten Grades 
[4(Ci- 3C.CJC2 - C1(C,C2-9C.C,)]y + 6C, CC:-3C0 CJ = 0 

und hieraus die Bedingung 

(C, C, - 9CoCa)(3CiC2 + 9C.C, Ca-12C.CD = 12C,(Ci-3 C.CJ'. 
Diese Gleichung liefert nach Weglassung des gemeinschaftlichen •'actors C1 die 

Bedingungsgleichung 
c;q+ 18C0 C1C,C,- 27qq-4C.C~-4C)C, = 0. 

Gesetzt nun die Gleichung für q enthalte die Wurzel 
9 c.c,.-c,c, 

q = 2(Ci-3C0 C,) 
die dem Fall W, = 0 entspreche; so muss zugleich die Gleichung 

(2C.C)-9C~C1C, + 27 qC,) q' + CCl- 3 c.qc2- 9 q Ci+ 27 c~c. C1) q' 
+ (9 C0 Ci c, - 6 C0 C, Ci + Cl C,) q + C, C~ - Cu C~ = 0 

und C.y• + C,y' + C,y + C, = O 
für diesen W erth erfüllt sein. Die Vereinigung beider Gleichungen ergibt 

(C~- 6CuCiC, + 9 C~Ci)q' + CC)C,-9C.qC, - 3 C.C,Ci + 27 qC2Ca)q 
+ C~ Ca - 9 C. C, C, Ca + 27 C~ Cl + C. C~ = 0 

d. i. (Ci-3C.C,)'q' + (Ci-3 C0 C,) (C,C2-9C.Ca)q + ClCa-9C„C,C,C„ 
+ 27 c: q + c. q = o. 

Soll aber der obige Werth 'l'On q entsprechen, so muss zugleich, wenn statt q sein 

Werth gesetzt wird, die Gleichung 

2 '(9C0 C,,-C,C2 \2 , (9C0 C,-C,CJ 
(C1 -3 C.C2) 2cc;-ac.U,)) + (C2-3C.C2) (C, C,- 9CoCa) 2 cq-aC.CJ 

+Cl~-9~~~~+nc;q+~~=o 
auf die früher gefundene Bedingungsgleichung führen. Sie ergibt 

(9C.Ca-C, C,)2- 2 (9C.Ca- C,C,)' + 4 (C)C3 - 9C0 C1C2 C, 
+ 27c~c; + c.cn = o 

d. i. (9 C. Ca - C, C,)' = 4 (C) Ca - 9 C0 C, C, C, + 27 C~ Ci + C, CD 
und aus dieser Entwicklung folgt 

C~ Ci + 18 C0 C, C, C, - 27 c: Cl- 4 Cl C, - 4 c. Cl = O 
die obige Bedingung. Ist zugleich q eine repetirte Wurzel von 

Ilaq' + l:l,q' + I>,q + l), = 0 
so ist zugleich 3 l:la q' + 2 l:l, q + l), = 0 
oder wenn für !>, sein W erlh gesetzt wird 

(9C~q'- CD l:l, + 2(.JC~q + C0 C1) l:l, = O 
c c - 2 c. !>, a c~ l:l, 

3 • q - , = !), oder - 3 C0 q l:l, = 2 C0 :l\ - C, !>, = ~, 

C Ir\ C Ir\ W' d d . d W h 9 C„ Ca - C, C, - 1q1<.1J= ol(.I" Ir arm er erl q=2cc:-ac.C2) 

gesetzt und der Ausdruck entwickelt, so kömmt man auf die Bedingungsgleichung 
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zweier gleicher Wurzeln, woraus folgt, dass dieser Werlh q eine repetirte Wurzel 
von ~a q' + ~. q' + ~. q + ~. = 0 sei. Die dritte Wurzel der für q aufgestellten Glei­
chung ist sodann 

~~-9~~ q-3~~~-9~~+~~~~ 
q = c:-ac.c, - 2c.q-9c~c,c,+21c~c-.-

6. Um diese Deduction auf die Gleichung 
A,p'+A,p'+A,p+A, = 0 

anzuwenden; so übergeht die obige Bedingung zweier gleicher Wurzeln für die zwi­
schen A3 , A,, A,, A, stattfindenden Relationen 

in 

2B0 A, = A,B, -A3 B, 
16B~A, = A,Bi- (B1 B2 +2B.B,) A3 

:ii, [A:Bi-2A3 A,B,B, + A~BD 
u 

+ l~:e:· [A: B~ -Aa A, B, (B, B, + 2 B. Ba) -Aa A, B} B, 

+ A~B2 (B,B,+2B.B3)] 

27 A' 
- 16'8: [A:Bl-2AaA,B~(B,B,+2BoB3) +A~(B,B2+2B0B3)'] 

u 

- !~i [/\ZB~-3AaA:BiB, + 3A5A,B,B~ -A!BD 

4A3 - 16B' [A,Bi-Aa(B,ß,+2B.Ba)] =0 
u 

und nach gehöriger Reduction in 
A,A: [16BoB~ - 4.16B~B,B, + 8.16mB,] 

+ A~A~ [-27Bl+ 6.16B.BiB2 + 4.16B~Bi-2.9.16B~B,B3 ] 
+ A~A, [2.27 B~B2 -15.16B0 B,B~ + 4. 27 Bo B~Ba + 18.16B~ B2 B3 ] 

+ A: [8.16B.B~-27 (B,B, + 2B.B,)'] = O. 

Der erste CoelTicient in Klammern ist 16Bo A3 und da alsdann A~ ein gemeinschaft­
licher Factor ist, redncirt sich dieser Ausdruck auf einen dessen Summe der Indices 
bloss 12 beträgt. Zugleich zeigt die Deduction, dass man im ganzen Verlaufe auf keine 
einfachere Bedingungsgleichung kommen könne. Ueberdiess hat nach früheren Be­
trachtungen in allen den Fällen , wo 

A3 p' + A, p' + A, p + A, = 0 

zwei gleiche Wurzeln besitzt, die Gleichung 

BGJ' + B,y' + B,y' + B,y + B, = 0 
dieselbe Eigenschaft. 

7. Um die im frühern Ca pi tel gefundene Bedingungsgleichung der repetirten 
Wurzel durch eine einfachere zu ersetzen, dient noch ferner die Betrachtung, dass 

auch F~, ein Werth von q sein müsse. Es ist somit 

14" 
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- (2A:-6A3 A,)F, + (A,A,-9A3 A,)F, = 0 d. i. 
3A3 (2A,)i',- 3A,F,) + A, (-2A,F, + A,F,) = O 

und nach der Bedeutung von A, 
6B0 A3 (2A,F,-3A,F,) + A,(A,B,F,- 4A,B0 F,-A3 ß 2 F,) = o 

oder A" [12ß0 A,)i', - 18ß0 A, Ji', -A,B2 Ji',] + A~(B,F, - 4ß0 )i',) = 0. 
Zugleich ist B,F,-4ß0 )i', = 16BoA3 (24B.B,-16B,B3 +2Bl). 

Wird diess substituirt und der gemeinschaftliche Factor A3 entfemt; so ergibt sich 
12B.A,F, - (18B0 A, + B2 A,) )i', + 16A:B0 (2~180 ß, - 6ß,ß3 + 2Bi) = 0 

als ein Ausdruck der weiter keinen gemeinschaftlichen •'actor besitzt. Es ist 
12 B0 A, = 12B0 BiBa + 6.16B~B,B, - 3 .16B~B2 8 3 ; 

- (18B0 A,+B,A, = - BiB~+ 4B0 ß~ - 2B0 B1 ß 2 8 3 - 18B0 BiB, 
+ 18B~Bi- 16B~B,B,; 

A: = BlBi +4B0 B~ß,ß3 - 8B0BiB~ + 4B~BiBi + 16B~B~ 
+ 2.16 B~BiB,B, -16B~B,B~B3 + 4.16B~B,B3 B, 
- 8.16B~B;B, + 16'B~B:. 

Diese 'fheile in ihre Factoren , der erste in 

der zweite in 

F, = - 3.16"'B~B3 B, + 2.162 B~B1B2 B, - 9.16H0 B~B. 
+ 3.16B~B,B~ + 16ß0 Biß,ß3 - 64B~Blß3 ; 

)i', = - 4. 9.16B~Bi + 4. 7 .16 B~B1 B2B3 - 6.16B0 Bl B,1 

+ 2.16B0 BlB.~ + 2 .16' BJB,B, -8.16B~Bl 
, -12.16B~B;B,, der dritte in 

24.16B:B,- 6.16ß0 B1 H,+2. 16B0 ß1 multiplicirt, 
ergeben in dieser Ordnung folgende Glieder: 

B~ß~ 24 .16' 
---

B:B2 B~B, 9. 16' 4. 9. 16' 
4. 9. 16' 

Bgß,ß3 ß: -18.16' 6 .16' 
-6.16' 

B!B~ -8. 81.16 

B:BiBi -2.16' -12.16' 
2 .16' 

B~ B, Bi ß 3 ß, -6.16' -4. 7 .16' -24.16' 
-24.16' -4.16' 3. 16' 

8 .16' 

B~B,B,B~ -9.16' 8. 9 .16 
7.8.9.16 
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B~B1B~ 12. 16' - 9 .16' 
-9.16' 

B~Bi B,B: 12 .16° -4. 9 .16' 3 .16' 
12. 16' 

B~,BiB~ß, 18. 16' 8. 81.16 6. 16' 
- 36. 16' -8. 27 .16 - 3. 8. 16' 

B~B~B, 8. 16' 24 .16• 
8 .16' -16' 

B~ Bi B, B, B, 27 .16' -7.8.9.16 6 .16' 
6 .16' 6 .16' -12 .16' 

2<l. 16' 2<l .16 

B~ Bi B~B~ - 3. 16' 4. 9 .16 6 .16' 
-3 .16' -7 .8.16 8.16 

4. 9 .16 

B~Bl B: - 6. 9. 16' 8. 27. 16 

ßZB~B~ 36 .16 -4.27 .16 -24.16 
1 

B~B, B: ß, 7 .16' 

1 

-6.16' 
16' -2 .16' 

B~ Bi B~ B, - 2.16• 

1 

-12.16' 
-2.16' 4 .16' 

9. 16' 
- 3.16' 1 

-------

l_2_.l6'_ B~B: - 2 .16' 

B~B: B,B, -9 .12.16 4.27 .16 

B~ Bl B2 B~ 12. 16 12 .16 - 24 .16 

B~B~B~B, -4.7.16 3 .16' 
i - 24 .16 8. 16 

-4.16 

B~BlB~B, - <l.9.16 2<1, .16 
12 .16 

B~Bi B: 8 .16 -16' 
8. 16 

B0 8~ B~B, 0 .16 -6.16 

B.B:B~ -2.16 2.16 
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Das Resultat, als die einfachste Bedingungsgleichung für den Fall zweier gleicher 
Wurzeln einer biquadratischen Gleichung ist somit: 

16'B~B:+ 9 .16·B~B,B~B, -12 .16B~B,ll,B: - 27B:B~ 
-8.16B~B~ß:-5.16B,B,B;ß,B, + 1880 B,B2B; 
- 4B,BlBl+ 9.16B,ßlß,B~-68,BJBlB, + 16B0 B:B, 
+ 18BJB2B,B, + Bi8ißl- 27 BlB:-4BlB~+4BlBlB,=0. 

8. Diese Werthe vereinfachen sich noch in den besondern Fällen : 
a) · Falls A, = 0, dann ist 

-B, (ll,8, + 28,B,) 
A, = 280 A,, A. = - 168~ A,. 

Die Gleichung für p 1ibergeht in 
16B:p• - 8B,B2 p - (B,B, +2B0 BJ = O. 

Die W erthe von p sind alsdann 
-3A,A. 3(B,B,+2B0 ß,) 

P = 2A,A, = - 16B0B2 

als der Werth der repetirten Wurzel und 

3 
(B,8, + 2B,ß,) 

p = R B,B, 

als der dritte Wertb. Die Bedingung der repetirten Wurzel der biquadratischen Glei­
chung übergeht alsdann in 

27 (ß1ß2 + 2B0 B,)' = 128B0 Bl. 

. B2A, -B,A, 
b) Wenn A, = 0, alsdann ut A, = ß., A. = ~ 

mithin die Gleichung für p: 
8B,B,p' + BB,B,p'-B,B, = O, 

das der repetirten Wurzel entsprechende p ist 

und die dritte Wurzel 

A,A. 
9 

B:B, 
p=~-A·,-=-Hßß' 

• 0 • 

P= 
9BJB, -8B0 BJ 

88,B,Bi 

Die Bedingungsgleichung 'ergibt sich sodann aus dem letzten Coefficienten der 
Gleichung für p, nämlich aus 

B, B, 9' (lrnl B, - 8 B, BD B\ B~ 
SB,B, = 8.16' B0 B, Bi . B:B: 

d. i. aus 16'B:B: = 9' (9BlB, __.. 8B0 BD Blß,. 

c) Zuletzt gibt der Fall Ao = 0 für die weitern Coefficienten: 

A 
_ (B,B,+2B0 BJ A 

' - B~ ' 

A 
_ B,A, 

' - B, 
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und für die Gleichung für p 

B:p' + (2B0 B, + B1BJ p' + B,ß3 p = 0 

( + 2 80 83 + B, B, )2 _ O 
d. i. p 2B: p - • 

Die entsprechende Bedingung ist sodann 

(2B. B, + B, B,)' = 4BlB„ 

VII. 

1
. dx 

Bestimmung des Integrals C D in geschlossener Form. 
VA+Bx+ x'+ x' 

1. Nach diesen Vorbereitungen wird es möglich die Bedingungen anzugeben, un­

ter welchen das Integral 

fc 
dx 1+my+ny2 

S = welches für x = p + , 
V(x-w,) (x-w,)(x-w3) 1+m,y+n,y 

fc 
[(m-m,) + 2 (n-n,) y + (nm,-mn,)y'] dy 

in S -
- V[1+m,y+n,y'] [1+p-w,+Cm+m, Cp-w,>)y + Cn+n1 Cp-w1))y'] 

[1 +p-w, + Cm+m1 Cp-w,) )y + Cn+n, Cp-w,>)y'] 

[1 +p-w3 + Cm+m1 Cp-wa>Jy+ Cn+n, Cp-w3>)y'] 

übergeht, auf ein bereits gelöstes zurückgeführt wird. Es sei zur Abkürzung 

t+p-w, = B, 

m,+m+2m,(p-w,) = B, 

n,+n+2n,(p-w,)+m,Cm+m,Cp-w1>) = B, 

mn, + nm, + 2m, n1 (p-w,) = B, 

n, Cn+n, Cp-w,>) = B. 
(1+p-w,)(1+p-wa) = C, 

Cm+m1 Cp-w,>J(1+p-wa) +(1+p-w,)(m+m1 Cp-w3)) = C, 
(1 + p- w,)(n+n1Cp-w3)) + Cm+m, Cp-w2)) Cm+m,Cp-w,J) 

+ Cn+n, Cp-w,>) (1+p-w3) = C, 

Cm+m, Cp-w,))(n+n, (p-w,)) + Cn+n.Cp-w,l)(m+m1 Cp-w,>) = C1 

Cn+n,Cp-w,)) Cn+n,Cp-w,)) =Co 

und daher das Integral 
f- [m-m,+2 (n-n,)y + (nm,-mn1)y'] dy 

s = JV[B.y'+B,y'tß,y'+Bar+B.J [C„y'+c,y•.f-c),}''+Car+C,]. 

Es lassen sich höchstens zwei in frühern Capiteln angeführte Vereinfachungen der 

biquadratischen Theile vornehmen ; ohne dass entweder die Anzahl der Bedingungen 

zu gross ausfalle oder für die unbestimmten Grösseo Werthe resultireo, die die Sub· 

stitution unbrauchbar machen. Eio solcher Versuch wäre folgender. 



112 F. PECHE· 

Man setze als erste Bedingung : 

16'B~B: + 9.16B~B2 B~B.-12.16 B~B,B3 B:- 27 ß~ß~ 
-8.16ß~BiBi- 5.16B.B1 Biß3 ß4 + 18B0 B1 ß,ß~-4B0 ß~B~ 
+ 9. rnn.n:B,Bi- 6B.BiBiB. + 16ßoß~B. + 18ß~B,BaB• 
+ BiBiBi-27Hlßi-4B~B~ + 4ßiB~B. = 0 

wodurch für ni- 4 Bo ß 1 ß, + 8 ß~ ß 3 = A3 

Biß2 +2B.B1 ß3 +16ß~ß, -4B.Bi = A, 
wenn zur Vereinfachung 

Fo = 2 [-18B~Bi + 14B.B,B,Ba-3B1B1 +Bi Bi 
+ 1üB~B2ß,-4B.B~-6B.BiB,] 

F, = -48B~B,B, + 32B.B1 ß 2 B, - 9B]ß, + 3B.B, B~ 
+n;n,B,-4B.Biß, 

-A, 2F, . . . .. 
und p = ""A, + -y,;- gesetzt wird, ferner die Hilfsgrossen 

D0 = ß 0 

D, = 4ß0 p+B1 

D, = 6B.p' + 3ß1 p + ß, 
Da = 4 8 0 p' + 3 ß, p' + 2 ß, p + Ba 
D, = B. p' + ß 1 p' + B, p' + ß 3 p + B, 

eingeführt werden; die Wurzeln folgende Form annehmen: a) für D, './" 2VD.D, 
• D • D 

Boy•+ BiJ' + ßd + Bay + B, = B. [Y - p + V o:Hy - p +V n:] 

[ V. ~ iarccos (t- l VD,D,\;] [ v· ~ -iarccos(1-~VD·~)1 
y - P - Do e • D~D~ y - p - Do e )JoD,, 

und für D2 ..::::::2VD0D, 

B.y'+BiJ'+B,y'+B,y+ B, = B.[y-p-V~][y-p-V~J 

[ V. D, iarccos-(1+·VD,D:;1\][ v· D, -·iarccos-(1+•VD,D,)] y-p- D. e • DoD4 y-p- jfe • DoD1, . 
0 

Der Fall D, = 2 VD0 D, kann nicht stattfinden, da die Bedingung zweier gleicher 
Wurzelfactoren diesen Fall als einen unmöglichen ausschliesst. Es lassen sich jedoch 

-F, 
diese Fälle vereinen, wenn p =--V.-- statuirt wird und die Wurzelfactoren in einer 

andern Weise , die diese Beachtung nicht erheischt, geschrieben werden. Nach N. 9 
in III. sind alsdann diese Factoren 

B"[y-p] [y-p] [y-p- 2~~ (V 48.~+n, -(4B.+B,))] (y-p-~(V4B0~+B, 
+ 4 ß 0 p + B,)) . 
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Analog sei ferner: 

16" qq + 9.16C~C,qC,-· 12.16CiC, C, C~- 27C~q 

-s. rnc~c:c:- 5.t6c.c,c~cJc, + 1ac.c, c,q-4c.qc; 
+ 9.16c.qc,q-6C.CiClC, + 16 c.c: C, + 18ClC,CJ c. 
+ CiCiCi-27 C:Ci-4C~C~ + 4CiC~C, = 0 

A'J = Cl-4C.C,C, + 8C~C, 
A'. = c;c,+2c.c,cJ+ 16C~C,-4C.Ci 

G. = 2[-18C~Cl + J4C.C,C,C,l - ac:cJ + CiC~ + 16C~c,c. 
- 4 c.c=- ~ CoCiC,J 

G, = - 48 C~ CJ C, + 32 C0 C, C, C, - 9 Cl C, + 3 C. C, Cj + Ci C, CJ 
- 4Coc:c, 

-A', 2G, 
p' =-V,-+ G, 

Eo= c. 
E, = 4C.p' + C, 
E, = 6C.p" + 3C, p' + C2 

E, = 4C.p''+3C1 p"+2C2 p1 +C3 

alsdann ist : 
E, = C. p'' + C, p" + C2 p'' + C, p' + C, 

• E • E c.y• + c,y• + c,y' + c,y + c, = c. [y- p' + ViJ [y-p' +V E~ 
[ , v' § iarcc••(.1-;VE,E.1)][ , v' § --iarcc••(1-~VE,E3)] y-p - Eo e EoE1, y-p - E. e E,,E,, 

im Fall E, > 2 VE. }~, und 
' E ' E Coy' + C,y•+ C,y'+ C,y +c. = [y-p' -v i.] [y-p' -v i.] 

[ , v' ~ iarccos-(1+iVE,E3\!')( , v' !• --i•rccos-(t+iVE,E,)) y-p - Eo e E0 E,, y-p- Eo e t;.,E,, 

für Er:::::2VE,E,. Der }'all E2 = 2VE0 E, ist wie erwähnt unmöglich. Oder auch 

- c c - -[ 1 (V A·. C.y'+C,y'+C,y•+ .y+c. = 0 [y-p'J [y-p'J y-p'-2c.\ 4C.p'+B, 

1 A' 
-C4C0 p+c,))] [y-p1+ 2c

0
(V 4 c.p'.f-c, +4c.p·+c.)] 

ohne Rücksicht ob E, grösser oder kleiner als 2 VE. E„ nur dass p' in dieser Glei-

- G. 
chung den Werth p' = G, · erhält. Uebrigens kann in den vorigen Gleichungen 

.. b II v' D, d v' E, vDa d vE• d ·1 d' d' N u era statt D. un Eo, D, un if, gesetzt wer en, we1 1ess 1e atur 

der Werthe p und p' sie mögen selbst, welche immer der beiden Bedeutungen anneh­

men, mit sich bringt. 

i\'aturwissenschartlichr Abhandlungen. IV. 3. Abth. 15 
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Durch die zwei aufgestellten Bedingungsgleichungen zur Bestimmungen der unbe­
stimmten Grössen p, m, m" n, n„ er laugt das Integral bereits die einfachere Form 

S = 1 J lm-m,+2Cn~n,)y+Cnm,-mn,)y']dy 

VB.c. (y-p+ViT.) (y-p' +V i,) V[cy-p)'+ 2(y-p) V~(~ 1 

+~V~:~:)+ ~J l(y-p')' + 2 cy-p') Vg ( ~ i + J v::::) + ef.J 
wo die jedesmaligen Zeichen von ~ 1 der früher erwähnten Bedingungen gemäss zu be­
stimmen sind. 

Dieser lästigen Uoterscheiduog wegen, möge die zweite Schreibart gelten, für 
welche das Integral folgende Form annimmt: 

s __ 1_ r [m-m,+2Cn-n,)y+Cnm1-mn,)y'Jdy 

- VB.C. J(y-p)(y-p') V[(y+p + :~ )2- t~: ~] [(y+p'+ 2~0)2 

worin 
-F, -G, 

P = T, p' = --u.-· 
m-m, + 2(n-n,)y + (nm,-mn,)y' 
--·-cy-pSCy-p') 

1 A'.i ] 
- 4c~ (4C0 p'+C,) ' 

zerfällt in die 'fheile 

A B = nrn1-mn1 + y-p + y-p' wo A, B ihre Bedeutung 

durch die beiden Gleichungen : 

2(n-n1) = -(om1-mn1) (p+p') + A + B 
m-m1 = pp'(nm1-mn1)-Ap'-Bp 

erhalten, und zwar ist 
2 (n-n,)p + (nm,-mn1)p' + m-m, 

A= , p-p 

B = _ [ 2(n-n,)p' + (nm 1-~n1) p" + m-m,]. 
p-p 

Das Integral ist somit in die drei 'fheile zerlegt 

(nm,-mn,) J dy A ('_ dy 
S = VB.Co k~ + VB.Co J (y-p)k~ 

B r_ dy 
+ VB. C~ J(y-p1)k.* 

worin k die Grösse 

[ 
B, C,) ( ( B, )2 1 A, 

y' + 2Cp+p') + a;+c;, y•+ P + 2B
0 

- 4B~ 4B.p+B, 

( C, )2 1 A', ( B,) ( C,')) , 
+ P' + 2c. - 4 c~ 4C.p'+c, + 2P + e.; 2P' + c;; Y 
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vorstellt. 

. 1 
2. Man bestimme den Werth \'On k den es annimmt, wenn y tn z + p und 

1 

1 
in - + p' übergeht, und bezeichne durch k, und k2 die bezüglichen Werthe aus fol-

Z-i • • 

genden Gleichungen : 

k, = 1 + [6p+2p' + ~ + ~]z, + [6p' + 3P(2p + 2p'· 

B, C,) ( B, )2 1 A, ( C, )2 
+ B

0 
+c;; + P+2B0 -4B~ 4B0 p+B

1 
+ P1 +2C~ 

- 4 ~~ 4 Co:,'+ C1 + ( 2 p + ~) ( 2 p' + ~)) z: + ( 4 P' 

( 
B, C,) (( B1 )2 1 A3 

+ 3p' 2p + 2p' + 8--;, + C. + 2P P + 2B. - 4B~ 4B.p+B1 

+ (P' + 2~)
2

- 4~0 4C.:~ C, + (2P + ~) (2P' + ~)) 
( C,) (( B1 )2 1 A3 ) ( B,) (( C1 )2 + 2 P'+c~ P+2e. -4B~ 4B.p+B1 + 2P+ß. p'+zc;; 

- 4~~ 4C0~\c,))z~+ (p'+p'(2P+ 2P'+~ t-~)+p'((P+:r)
2 

1 Aa ( C1 ) 2 
1 A'a ( B1) ( C1)) -- 4m4B.p+ß, + p'+.m; -4C~ 4C.p1+C1 + 2P+a \.2P'+c. 

+ P ((2P'+~)((P+:i~/- 4~~4B,:+B) + (2P+~)( (p'+:t~J
2 

1 A', ) ) (( ß, )2 1 A3 ) (( C1 )2 - m4Cop'+C + P+2e. - fü~4B0p+B1 p'+2u; 
1 A' )) - 4q 4C

0
p1 +c, z:. 

B C) ( B C) k, = 1 + [ 6 p' + 2 p + i. + cf. z, + [ 6 p'' + 3 p' 2 p + 2 p' + B! + i. 
( 

B, )2 1 A3 ( C1 )2 t A'3 
+ P+2B~ - 4B~ 4Bop+B1 + p'+ 2C~ - 4~ 4C0p' +c1 

15 * 
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+ (2p+~) (2p'+ ~)] zl + [4p'' + 3p" ( 2p + 2p' +~ + ~) 
B,)2 1 A1 ( C,)2 1 A', 

+ 2P' ((P+2B0 - 4B~ 4B0p+B
1 
+ p'+2c~ -4C14Cop'+C, 

( B ) ( C,)) , C,) C( B, )2 1 A, . ) 
+ 2p+if. \2p'+c~ + (2p'+c;; P+2B

0 
- 4Bi41J0 p +B, 

( H,) (( C, )2 1 A', )] , „ [ ,1 + 2P+ß. p'+.zc.;, - 4C~ 4C
0
p' + C, z, + p 

( 
B, C,) 'C( B, )2 1 A, + p'' 2p+2p'+B,+c;; +p' P+m: -~ 4B

0
p+B, 

( C, )2 1 A'3 ( ~) ( 1 ~')) 
+ P'+ 2c: - 4C~ 4C.p'+C~ + 2P+ B. , 2P + C

0 

+ P' ((2P'+ ~J ((P+2~~t-2~0 4B0!+e) + (2P+J:iJ (( p' 

C' )2 1 A', ) ) (( B, )2 1 A3 ) (( C1 )2 
+ 2C~ - 4C! 4C0 p' +c, + P+2Bo - 4B~ 4Bop+B1 p'+ 2C. 

il. 
1 A'a )] , 

- 4c~ 4C.p'+c, z1 • 

Ferner sei Kürze halber 

G, = 1 
B, C, 

G3 = 6p+2p'+ß;;+c;; 

, ( B, C,) ( B, )2 G, = 6p' + 3p 2p + 2p'+ -- +- + p+ ,....-B. C0 2no 
1 A, ( C, )2 1 A'a 

- 4B~ 4B.p+~+ p'+m - 4C~ 4Cop'+C, 

( B,) ( C,1 + 2 p + - 2 p' + --J Ho Co 

G, = 4 p' + 3 p' ( 2 p + 2 p' + ~ + ~) 

+ 2P((P+2~J- 4~~ 4B.:+ B, + (p' + ~y 
1 A', ( B,) ( C,)) 

- 4C~ TC.p' + C~ + 2P + if. 2P' + C. 

( C,) (( B, )2 1 A3 ) 
+ 2P'+c. P + 2& - 4B~ 4B

0
p+B, 

( 81) (( C,)2 1 A
1
, ) 

+ 2P+ß;; p'+2c, - 4C,i 4C,p'+C, 
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Da bisher erst zwei Bedingungsgleichungen für die fünf unbestimmten Grössen 

statuirt wurden , sei ferner: 

Gl-4GoG1 G2+8W.Ga = 0 und 
H]-4H.H,H2 +8H~H, =0. Alsdann ist 

k, = G. [z, + :r. -;G~ V - 8G0 G2 + 3Gi + 2 V(Gl- 4G0 GJ' - 64G3 G,] 

[ G 1 V J z,+ 4c}
0 
-m. -8G.G,+3GJ-2V(GJ-4G.G2)'-64G~G, 

[z,+if. + 4~0 V -8G0 G2+3GJ-2V(G:-46.GJ'-64G3G, ] 

(z,+::a-. + 4~0 V-sG.G,+aG:+2VGJ-4G.GJ'-64G3G,] 
k2 = H. (z2+ ::t~ - 4~0 v=:-;:11~;3~2V(Hi-4H.H2)'-64H3H,] 

[7.i+ 4~0 -4~~v -8H.H2+3H;-2V(Hi-4H.H,)'-64H3H,] 

[7', + 4~. + 4~. V -8H.H2+3Hi-2V(Hi-4H.H2J'-64H3H. J 

[7.i +Nr.+ ~H. V -BH.H,+3 Hi+2V(Hi-4H.H2)'-64H3H, J. 
Das Integral ist somit auf die drei Theile 

S = _ A fz,~z, _ B f z,~z, + (nm,--mn,) fdr 
VB.Co kf VB.C0 ki VB.Co k• 

reducirt, welches wohl die Schwierigkeit nicht behebt, jedoch eine Lösung vorbereitet. 

3. Man statuire als fünfte Bedingungsgleichung 

AG1 BH1 
nm1-mn, - 4G. - 411. = 0 

wodurch siimmtliche fünf unbestimmte Grössen bestimmt sind; dadurch ist zugleich 

und weil 

nm1-mn1 Jt:iy AG, f dy BH, fdy 
VB0 C0 kl- = Vß0 C0 .4G0 0 + Vß:C~~4lf. kr-

' k~ = k; ' 
z' 2 

1 
y = --+p 

z, 

1 + 1 y = -- p, 
~ . 

nm,-mn,
1

.dy -AG, Jdz, BH, Jd1„ 
-VB.c:- kl = 4G.VB.c. k~ - 4H.VB.c. k~ . 

Das fragliche Integral ist dadurch 
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S = -A j'dZt(z1:~1 - 8 fd~l~.+~1. 
VB,C, k~ VB,C0 k~ 

Setzt man zur Abkürzung im Schreiben 

4~,V -8G,G,+3Gi+2V(Gi-4G,G,)'-64G~G, =="' 
1 . 

4G,V -8G,G,+3Gi-2VCGl-4G,G,)'-ü4G~G, = ß 

- . ~ V ~+r und uberd1ess z, + 4u~ == u + -
2

- ; so erhält man für das fragliche Integral 

1 dz1[z1+4~J 1 . 2du 

VG, fy'[(zi +~)2-a.'] [(z, + ~)2-ß') = 2VG,f V4u'-(o.'-ß')' 

1 2u 
= 2 VG. arc Sin a'-ß'. 

Werden darin die W erthe 

_ ( G, )2 (a.'+ß') __ 1_ f(4G0+G1 cy-p>)' 
u - z, + 4G

0 
- 2 - 16G~ (y-p)' (3Gi-8G,GJ) 

1 
a.'-ß' = 4G~V(Gi-4G,GJ'-64G~G, 

gesetzt; so resultirt für das Integral S, wenn der zweite Theil analog gebildet wird, 
der Werth 

- A s· [(4G,+G. cy-pl)'- (3Gi- 8G. G,) (y-p)'] 
S = arc m ~ , , , , _ 

2V80 C0 G0 (y-p) V(Gi-4G,G,) -64G~G, 

8 s· 1 [(4H,+H. cy-p'>)'-(3Rl-8H,H,) (y-p')'] 
- arc m, . 

2VB,C,H, . (y-p')'V(Hi-4H,H,)'-MHiH, 

4. Die zweite aus vorigen Kapiteln ersichtliche und noch mögliche Lösung des 
Problems ist folgende. Man setze als die ersten Bedingungen: 

ßl-4B,B1 B,+8B~Ba = 0 
Bl B, - B, Bi = 0 alsdann ist: 

Bv<+ß 1+0 '+B +B =B [y+B.-V3Bi-8B,B,)
2

[ +B1+V3B1-8B0 B,]
2 

'J •Y ,Y aY ' o 48, Y 4B, 

und S==-1-/m-m1 +2Cn-n1)y+Cnm1-mn1)y' . dy 
VB, ( +B,-V3B;-enoB•) ( +B+VsB:-e11on.) vc.y'+C.y'+C,y'+Cay+c. 

\Y 400 Y Hlo 

Die Entwicklung des ersten Factors ergibt 
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m-m, + 2 (n-n,)y + (nm,-mn,)y' 
' B, 4ßoB,-B~ = nm,-mn, 

y +211oY+ Siio 

[ 
B, ] (nm,-mn,) (B~-4BoB,) 

+ 2(n-n,)-2Bu (nm1-mn1) y+m-m1+~-.,..,88"'":~--

[y+B1-V~] [y+ B,+V~] 
4 Bo 4Bo 

Die ganze Zahl nm1 - mn, und die Partialbrüche 
A B 

+ n, -van:-sn0 B, + + B, + Vae:- se0 B, · 
Y 4 B0 Y 4 B0 

Die Werthe der Coefficienten A und B sind alsdann 
8B~(m-m1)+Cnm1-mn1)(Bi-4B,BJ - [4(n-nJB0-B1 (nm1-mn1)] 

A= 

B= 

(B,-V3BJ-8B,BJ 

4 B. V3Bl- 8B, B, 

[SB~ (m-m1) + (nm1-mn1}(Bi-4B0 B,) - C4(n-nJ B0-B,(nm1-mn1)1 

(B, + V3B~-8B,B3)] 
4B,V3Bj-8B,B, 

Das Integral ist somit in drei Theile zerlegt, 

S _ __!__ (nm,-mn1) dy + _!___ J d y 
- VB, J k; VB, [y + e, -Vae: - 8B0 B,J k~ 

4 80 

B dy 
+ VB0 f[y + e, +Van: - s11o n,Jk~' 

480 

worin k die Grösse C,y• + CtJ' +Cd+ C3y + C, vorstellt. Ferner sei für 

1 (B,-V3Bi-8808,) K'' h lb y =-- urze a er 
Zi 48, 

S, = C0 

S = _ 4c (B,-V3Bi-880 B,) + C 
3 0 4ß, 1 

S = 6 C (B,-V3ßj-8ß,B,)
2
_ 3C (8,-VBß:-88,B,) +c 

' 
0 

48, 1 48. ' 

S _ -4C /8,-V3BJ-88,B,)3+ 3C (B,-V3Bi-8B,8,)2 

' -
0

\ 48, '---48, · 

_ 2c (ß,-V3Bi-880 B,1 + C 
' 4 ß 0 ) ·' 

80 = c.(8,-V3Bi-ll1J0 Bf-c, (B,-V3BJ-8B,B,r 
411„ 48. 

+ C, (8,-V3Bi-8Bo B,) 
2
_ c (B· - vam=sn:e;) + c 

4B. / 3 4Bo 1 
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und für = !_ _ (B, + V3Bi-8B,B,) 
y Zi 48, 

K, = C, 

K = _ 4c (B,+V3BJ-8B0 B,) + C 
a o 4 B, , 

K = 6C (B,+V3Bi-8B0 ß,)2-ac (B,+V3Bi-8B,B,)+c 
' 

0 48, 1 48. ' 

K = _ 4c (B,+v3Bi-8B,8,)
3
+ 3C (B,+V3Bi-8B,B,)2 

' 

0 48, ' 4B, 

_ 2C (B,+V3Bi-8B,B,\ +c 
' 4 B, ) 3 

K = C (B,+V3Bi-8B,B,)4-C (8,+V3BJ-8B,B,)3 

0 0
\ 48, '\ 48, 

+ C (B, + V3Bl-8B,B,)2
- C (B, + V3BJ-8B,B;) + C 

2 4 8 0 
3 4 B0 ' 

und somit A f- dy 
J (y+ D,-V:BtSßoD,)k} 

=-A f 
z1 dz1 

VS,+ S,,z, + S,aj + S,z/ + S, zl 

B f- dy = 
J 1( + n, + vsn:-sn.,B,) k~ 

J Ho 

Die zwei folgenden Bedingungen seien 

S/-4S0 S1 S,+8S~S, = 0 
Kl - 4K0 K, K, + 8 K~ K3 = 0 mithin ist alsdann 

k, = S0 z:+ S,z/+S,zi+ S,z1 +S, 

= s,[z,+ 4~0 -4~0Vas1-as,s, + 2vcsJ-4S0 SJ'-64S~s.] 

[z, + 4
88. -~s. V 3SJ- ss,s, - 2V(SJ-4S,S,)'- 64S~s. ] 

[z1 + 4~. + 4~. V 3S1- BS, s, - 2 V(S;-4S,SJ'-64S~s. ] 

[ z, + 4
88, + 4 ~„ V 3 SJ - a s. S,+ 2 vs;- 4 s. SJ' - 64 s~ s, ] 

Naturwissenscharlliche Abhandlungen. IV. 3. Abth. 16 
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k2 = K.z~+ K1 ~ + K2~+ K 3 z, + K, 

= ko [z2+ ~~- 4~0 V 3Ki - 8 K0 K2 +2V(K:-4K0K2)'-64K~K,] 
[z2 + !'.. - 4i~ V 3 Ki-8KoK2 -2 V(Ki-4K0K,)'-64~K, ] 

[z.+ 4~. + 4~. V 3Ki-8 K.K.- 2V(Ki-4K.K,)'-64K~K.] 

[ 
K 1 V z, + 0C + 4K„ 3 K:- 8 K.K, + 2 VCK:-4K.K2)'-64~K, ] 

und das Integral 
_ (nm,-mn1)fdy _ _!___f z,dz, _ _!_f z,dz, 

S - VB. k} VB. k ~ VB0 k~ · 
1 ' 

Nimmt man ferner als letzte Bedingung 

AS BK1 
nm1 -mn1 - ~S -41r = 0 

0 0 

so übergeht das Integral in die beiden Theile 

wenn 

A dz1 [z1 + ~] 
S = - VB.So J V[ (z1 + 48~J2- m'] [ ( z1 + 48~J2-ß'] 

B <tz, [z,+ k] 
- VB.K.J V[(z,+ 4~J2-r'] [(z,+ 4~~)2-c1'] 

= C& 

1 . 4S.v -ss.s,+ 3Si-2V(S~-4S.S,)'-ü4S~S, = ß 

4~.V-sK.K,+3K~+2vcK:-4K.K,)'-64K~K,= i' 

4~.v -8K.K,+3Ki-2V(K~-4K.K,)'-64K~K, = cl 

• d Fu"r + S, v~+ß' . 1 d gesetzt wir . z, 4S. = u1 + -
2
- ist a s ann 

-A d z, [ z, + ~) 1 2 du 

vB.s.fV[(z.+ 4s~l- c.'][( z.+ ~)'-ß'] = - 2VB.s.f V4ui-(m'- ß')' 
1 2u, 

= - --
8

- arc sin -,--ii' und wegen 
2V oSo m-1" 



JNTEGRA.TION DER ELLIPTISCHEN FVNCTIONEN IN GESCHLOSSENER FORM. 123 

( + B,-V3B~ - SB. B,)2 
_ y u, -

48. 
,_ S' [ (48 + 8 ( + B, - V3 B: '- 88.ß,))

2 
_ 

TG U o 1 Y 48 0 

-(381 -- 88.SJ (y + 8,-V 348~ - 8 B.8,n 

d [ + s,] • 
-A ·-----~ _2__:1~ ______ _ 

v:U--s J V[( + s, r '][( + S, y '] -0 0 z, -- - - „ z, --.,.- -ß 
•IS. 4S0 

V(8~-480 S,)'-64SJS, (y + n, -V:~ -s11ou,)~ 

Wird das zweite Theilintegrale dem ersten nachgebildet; so ist das Endresultat 

-A [( 48.+8,(y+B,--V:n~-~BoB•) )2-c3s:-ss.S,) (y+B,-V~~)2] 
S=---=arcSinJ 0 

-
0 

2VB.s. (y + o,-v:~-su.e,)2 V(S~-4S.S,)' - 648JS, 
~~="""""''""' 

-ß . [( .\Ko+K,(y+B,+V4s~-811oB,) )2-(3K:-sK.1ti)(y+B,+V:Bt8BoB•)2] 
--===arcS1n:-=-----:--::---:-::======~------'-------~ 
2V8.K. ( + n,+ Vse;-su.o,)2 V(K'-4K K "-64K'K J 4ßo 1 o V u ' 

f
B dx 

5. Das bestimmte Integral V· ) ) ( 
A (x-w1 (x-w, x-wJ 

biethet nach den Werthen von A und B reelle oder imaginäre Glieder. Seien 
w1 :::>w2 ::>w3 die Wurzeln ihrer Grösse nach geordnet, und alle zuerst positiv; dann 
ist dasselbe für alle negatil•en W erthe, so wie für alle positiven unter w, imaginär 
und wird erst für x = w, bis x = w, reell. Von w2 bis w, erhält es wieder einen 
imaginären Werth. Für w, bis = ergibt es wieder reelle Werthe. Die Grenzen A 
und B sind also in diesem Fall zwischen x = w3 und x = w, 

X = W 1 bis X = 00. 

Sei eine der Wurzeln negativ, z. B. für w, negativ; so wird das Integral reell für 
x = 0 angefangen bis x = w30 

x = w, angefangen bis x = oo, 

x = 0 angefangen bis x = - w1 ; 

von x = 0 angefangen bis x = w, 
X = W, „ bis X = O'.) 

X = 0 „ bis X = - W 2 j 

von x = 0 
x=w, 
x=O 

angefangen bis x = w 2 

" 
bis X= 00 

" 
bis X= -w3• 

16" 
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Sind 2 Wurzeln negativ; z, B. - w, und - w2 dann bleibt das Integral reell für 
X = W 3 bis X = 00 

x =-w, bis x =-w1 ; 

für - w1 und - w3 von 
X=Wz bis X= eo 

x =-w, bis x = -w1 ; 

für - w2 und - w3 von 
X = W1 bis X = 00 

X =-W3 bis X =-w,. 

Sind endlich alle Wurzeln negativ, dann bat das Integral für alle positiven Wertbe 
so wie für x = - w, bis x = - w1 reelle Wertbe. Da aber das Integral für mehrere 
dieser gefundenen Wertbe seine Stetigkeit verliert, und zu einem singulären Integrale 

wird; so frägt es sieb, ob diese Grenzen ihre Anwendung zulassen. 

Sei 
1 

= f(x) alsdann ist V(x-w,) (x-w,) (x-w,) 
B J.w D s = f.r(x) dx = f(x) dx + rf(x) dx 

A A Jw 
worin w die Wurzel vorstellen mag, für welche das Integral die Stetigkeit verliert. 

Zugleich ist S = lim ff'f(x)'dx +/rCx)dx] 
A w+ßs 

(worin 11, f3 beliebige, e eine unendlich kleine Grösse vorstellen), das singuläre Integral und 

s, = Jim [~'f(;)dx + ficx)dx] 
\V +s 

seien Hauptwerthe , somit 

Ferner ist 

S-S, = Jim [jf(tj".ix + fr'{;) dx]. 
w-s w+ße 

r,w-oe dx 
Jf(x) (x-w) - = Hm .:\(„), 

W-5 X-W 

WO ; zwischen den Grenzen w-e und W-Cle liegt. Sei ferner c;-w) f(~) für den 
speciellen W erth w gleich F; so ist 

S-S, 

x-w 
Da jedoch F = wenn w einen der Werthe w1 , w,, w3 V(x-w1) (x-w,) (x-w3) 

erhält, zu Null wird; so folgt für jeden endlichen Werth von " und /3 

S-S1 = o. 
Somit wäre das Integral bestimmt, und zugleich endlich, weil die Hinzugabe der 

Parthie in der Nähe von w das Integral nicht ändert. Man kann daher die Integra­

tion unbesorgt auf diese Werthe erstrecken. 
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