Il. Integration der elliptischen Functionen in geschlossener Form.
Von
Dr. Ferdinand Peche,

Mitzetheilt am 24, Janner 1850 in ciner Versammlung von Freunden der Naturwissenschafien in Wien.

Bestimmung der Integrale

+n dx +n dX
f ———————— und f
VA+Bx4-Cx*-Dx? VA+Bx+Cx* D3+ Ex*
in geschlossenen Formen.

I
EJ]
Beweis der Lisbarkeit der Integrale r x*hdx
Y VA4 Bx+Cx*4 Dx®
. *+=n
j____ o xTdx in geschlossenen Formen bei solcher hy-

VA+Bx—|—Cx’+Dx'+Ex

pothetischer Lésung irgend Eines derselben.

EL . 0 3.
1. Die Lisung der lntegrnlej X —d—x~ und_/ x>hdx .
LA+ Bx+Cx* 4Dy VA+Bx+Cx*+Dx*+Ex*

i i Zah! v x =0 dx
worin n eine ganze Zahl vorstellt, kann aul die der lnlegralef el 1TR

VX—) (x"—p)

riickgefiihrt werden.

Zur Nachweisung dieser Behauptung wird es zuniichst nithig, das specielle Inte-

d
grale f - durch ein allgemeineres Verfahren aul seine einfachste
VA4 Bx+Cx*+Dx* +Ex*

d
Gestalt f—l/a(—ta)x—_mi zu transformiren.

Selzt man nimlich x:==y4p; so iibergeht A 4 Bx 4 Cx*J Dx" -+ Ex* in

k. + k,y + k.y* + ksy*+ k, ', wo k, den Ausdruck A+Bp-+-Cp*4-Dp’+Ep* = f(p) und

k., ki, ky. k, die von k, genommenen in ihre beziiglichen Coeflicienten multiplicirten
3 *

[
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Ableitungen bedeuten; so dass folgende Gleichungen bestehen : k, = f(p), k, =f,(p),
k,=110,(p), ky=1'£(p)» k,=21f(p). Die einfache Korm, in der sich die Wurzel-
factoren eines Ausdrucks 4ten Grades A4 Bx+Cx*+Dx*+Ex* ergeben, wenn in dem-
selben x um eine Grisse p verringert wird, die folgender Gleichung geniigt:
[8BE*— 4CDE 4 D*1 p* + [16AE* 4 2BDE {- CD* — 4C*K] p
+ [8ADE + BD*— 4BCE]p 4+ AD*—BE =0
lisst auch hier eine einfachere Darstellung des irrationellen Nenners vermuthen. Es

dy

geniige also p dieser Bedingung, und man fiihre im Integral | ————= -

Vku+k.y+kzy Tyt ko

d .
= J/' r J . stalt der einen verinderlichen x, zwel neue verinder-
Vit bkt S
liche Bogen ¢ und ¢, der Art ein, dass folgende Bedingungen erfiillt seyen:
k,y* 4 k = 2vkk, cos2¢

k _
kyy + y—1 = 2k, k,cos ¢,

Es wiren nan die Werthe von ¢ und ¢, anzugeben, um die Miglichkeit obiger
Bedingung zu rechtfertigen; und bei ihrer Bestimmung wird sich zugleich ergeben,
dass unter der Voraussetzung: dass p der erwihnten Gleichung geniigt, ¢ =g, sey.

4 V=1 & |(l _ - .
Sowohl yziv:?‘ T als y:ivk—;e #¥"=! gind Wurzeln der Gleichung
kll .
kay”r——?l/k.,k c0s29 —=0; denn werden diese Werthe in die Gleichung substi-
tuirt, so reduciren sie dieselbe auf Null. Eben so ist y= V Pt v—t der Ausdruck

. -
der Wurzeln der Gleichung k,y + U= 2k k; cosg,. Aus y= vll%' e "' und
4
W 1 * k,
y= V-- eV =t ergeben sich die Werthe ¢ = V_' kakuy/

PTVI Vk ) (wo das Symbol A den

natiirlichen Logarithmus bezeichnet), fiir welche gewiss die verlangte Eigenschaft er-
fiill ist. Um iiberdiess zu zeigen, dass ¢ = ¢, sey, addire man zur Gleichung
[8BE* —4CDE + D*] p* 4 [16AE*+ 2BDE + CD* —4CE] p?
+ [8ADE + BD*— 4BCE]}p + AD*—BE =0
den der Nulie identischen Ausdruck
[9DE + 16CE* — (16CE’ + 8DE + D'E)]p* + [24DE? — (16DE? } 4DEY)] p*
+ [16E°— 16E*|p* = 0
wodurch ein Zerfillen in Factoren miglich wird, denn es ist sodann der Ausdruck an-
ders geschrieben :
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BE 4 4BCEp + [4C*E { 6BDE] p* + [8BE:  12CDE]p'
+ [9D’E 4 16CE*] p* 4 24DE*p* 4 16E?p°
— [AD* 4 (8ADE + BD%p + (16AE? 4 8BDE + CD?) p*
+ (16BE? 4 8CDE 4 D) p’ + (16CE* 4 8DE + E) p*
+ (16DE* 4 8DEY) p* 4 16E*p*] =0
und diese Ausdriicke in Factoren zerschlagen geben

E (B4+2Cp+43Dp*+4Ep*): — (D+4Epy (A+Bp+Cp*+-Dp*+-Ep?) = 0,
4
d. i k,k}=k!k,. Diess Ergebniss in ¢ = V:le‘/':?. ¢ =V —12 vvl]? substi-
tuirt, liefert die ‘Bedingung ¢= ¢, Durch diese Bestimmung y _V k, e’ —, iiber-

dy
geht das Integral in vV—1 .
fv2Vk,,k cos 2¢ + 2V°k.k, cos ¢ -+k,

e/ =1 _ k,k, — k, — t . .
halber e =1, vku k. a, vk B gesetzt wird, in

1 r dz
N el ) e

Die Gleichung 2*| 71—l— + o /L + ) —I—[JJ = 0 ergibt sodann durch ilre Auflésung

oder wenn Kiirze

die 4 bestimmten Werthe von z. Es ist fiir z + —=
#—2+aop+p=0
p=— ;— dl V“—; — (8—2). FKerner folgt aus

=z —1, z:2£_-_+_ e __q

_%i;_ i _?_2)1‘ ~—5 X ‘/—‘ ‘_(‘3—2))

Somit ist 22 (44 -+t o )+8) das Product folgender Warzelfactoren
S Vil 4 Y Ve
[« +3 +§\/__—(,3_?)_V—( V——(p—z)) —1]
F+i-3Vi-c-v+ V4 (—3+V 7o) 1]
[+ +zv— —-(ﬁ—2)+V V— —(3- 2)) —1]-
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Das ist, wenn Kiirze halber

o aﬂ
o 1 2
;—5\/1——(}3—2) = R,

V%(—§'+Vf‘{—cﬁ—2))2—1 -,
l/ V—z—(ﬁ—2))2—l = I gesetzt wird,

[(zz+;2) ta <z+z—) +8] = EHR+S) @+ R ©) &+2+3) -+ 2—2).

Das gegebene Integral iibergeht nun in

1 dz
VEE, Jva+m+®)(z+m—©)c7+a+z)u+a—z)
und liir z —= 3;(14_“:) —9, in
du 2 du

- r
Vk',k J VIRAFu)—Q—BU—u)—S (- [k I 2puity
worin Kiirze halber 2 = (T 4+ Q2 —RP - &
p=3F—Q—-R+&
v=(—Q +RN)? - &S gesetzt warde.

Die Wurzelfactoren des Nenners An' - 2pu*4 v = 0 sind durch
w=— K— 1V£—:_:ﬂ§
hestimmt und werden dieselben durch p,, p, vorgestellt; so ist das urspriingliche Integral
dx
Ja + Bx +Cx*f DX+ Ex*
auf die gewiinschte einfache Form
2 du
koK, /V(ﬂ“— o) (0 —p))

miriickgefiihet.

2. Im Verlaufe der Transformation wurde

b yopEe T B

1—u®

gesetzt, somit ist
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x — +Vku (3:(1'1'“)_2\)

1

PV @D + | @+

1—w

'2[+§Bu’

= T_g » weon Kiirze halber
' ky .
=Y K@) = A

'k,
VE(E-I—Q)—}) = B gesetzt wird.

+n
Das allgemeine Integral [ dx

J VA4Bx+Cx*+Dx*+Ext
iibergeht bei diesem Werthe von x in
: 2 r (AU4-Bu?)" du
vk J0—u)" Vo —e) ()

und fiir v*=1—x2 in
-2 . (A+B—BxH x, dx,
[
Vigk, J V=) (—1+p) Gi—1+p)
— p—n)
- == s}y Lo X Pnds

vk, k, l/(x, —14p) (§—14p) (1—"1)

wo sich das Summenzeichen S auf alle Werthe von p, von p =0 bis p = n erstreckt.

. S . 1
Da n grisser als p, mithin p— n negativ ist, substituire man stalt x,, o3 wodurch
2

das Integral in

sy s,
Vkok, V((h——i)x —I—l) ((Pz_l)xz_l_I)(xg_i)

also aul Integrale von der Form

Zmdy
f VA +By*+ Cy* + Dy

iibergeht, welche. wie im Verlaufe der Untersuchung gezeigt wird, aul die Formn

JI‘ _&__ zuriickgefliihrt werden.

vV (x*—a) (x*—8)
Es ist nimlich fir U = A4 By*4 Cy* + Dy*

Y"U'—nAfy dy+(n+1)B ———-+(n+2)cj‘y i e +3)ny

Firn=—1

U _ rdy y*dy y'dy
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Fiir n = -} 1

U‘y:Aj‘ +2Bj'ydy+3CfUdy+4D ydy,

U?

Fiir n =3
U yngAf +4nydy+5c_/'y dy+6|)/‘y£]# u. s, f

. - 2d 2
Unter der Vorausselzung also, dass jy*U undj U%y auf die erwihnte Korm zu-

d —
riickfiihrbar seyen; werden, da fi]{ fir y =01"x die in Nr. 1 behandelte Form an-

2m
nimmt, alle Integrale flﬁﬂ die durch dieselben ausgedriickt sind, jene Eigen-

schaft besitzen.
3. Fiir negative m kommt man aul solche zuriickfiihrbare Integrale. Zu diesem

1
Zweck sey y = somit :
r y—2m dy _ ,j v dv
JVATBy+Cy 4Dy’ = *J VAV4BvCv 4D’
Um diess Integral einfacher zu stellen, setze man v =y 4 q

f(@) = A¢+B¢+Cq+D = a

f,( = 3A¢°+2Bqg+C =0b
t1h(qQ) = 3Aq+B =c
%!fa(q) =A =d

worin das ¢ durch folgende Gleichung bestimmt sey :
AC'—BD + (6ABC*—9AB'D—B*C)q + (9A*C*4-3AB*C—-27A*BD—B*)q*
+ (A*BC—-27A'D—-2ABYg¢* =0
welche Gleichung sich auf die Form
A (CH2Bq+3Aq%) = (B+3Aq) (D4 Cq+Bq*+Aq?)
d. i. auf db* = c’a bringen ldsst.
Das fragliche Integral ist bisher unter der Form

r ym dy _ r ym dy —
1) Vatby¥ey'tdy = =J 2 V—~+dy§+ ¢ oyt

Man wihle nun weiter die Bigen ¢ und ¢, der Art, dass

3 ) b _
wodurch d_yg -+ -u';' = 2adcos? )
y!’

v b i—
ey + i = Wheoosiy,

gesetzt werden kann, und wo die Richtigkeit der Annahme so wie die Werthbestim-
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mung von ¢ und ¢, aus friitheren ersichtlich ist. Zugleich ist wegen der Bedingung
db® =cla, ¢ =4,

Somit ibergeht das Integral in

f y"dy
V?I/ad cos 3¢ 4 2Lbc cus 3¢
v /a\'!';'—il. e(t+mo —1 g,
2 \d) sy ST T T T . —
3 . — 5 - —_—V —
Vl/ad Cid +e_""’/—') 4+ Vbe(e? 1+e 2 ‘)
L {v .
und fir e” =4z In
m4 1
!, a4 Syt T zi+2m dz
— ‘\'E? B - — I
#V vad (z3+;§) ¥ Vbe (z—l—:—)
m 4+ |
_ ja g r 22"+ dz
-

J — = .
V Vad(z°4+1) + Vbe(28+2%)
Es ist zugleich 2°4-1 = (#* —2*+41) (z*+1) uwnd 2*4-2* = 2?(#*+1), wodurch sich
der obige Werth auf

m+l
/fa)

\d/ /‘/( 2’ 41) (l/ad (#—z’+1) + |/bc1’)

und fiir ' = x*—1 auf
|}|+ 1

.z dz

7(-¥ l)ln dx

AR . )
(&) ‘,‘/l/ad[(x 1) — (—1)H1] 4 Vho (i —1)

zuriickfiilhren lisst; aufl eine Summe von Integralen, die in der Form

x+n dx ——-— enthalten sind.
i —U) x*—p)
In dieser Durchfihrung ist zugleich gezeigt. dass simmtliche Integrale
x*"dx . ) x*"dx o
jl'/A—I—Bx—I—Cx T Dy auf die von der Form mj—) auriick [ihrbar seyen.
Nach der eben entwickelten Untersuchung ist daher das Integral f + ein auf die

gewiinschte Form reducirbares, und es [rigt sich nun, ob dasselbe auch vom Integral
*d

f y_U*y; gelte.
4. Unter Voraussetzung der Zuriickfiihrbarkeit dieses letst erwihnien Integrals

v "dv
auf die im Anfang statuirte Form, sind auch simmtliche Integrale ‘/Vm

unter der gewdhnlichen Form darstellbar.
Natorwissenschaftliche Abhandlungen, 1V, 3. Abth. 4
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Sey Av’4 By 4 Cv -|- D = V, mithin

o V= 0a ST BT O T g ap (U
Fiir n-=—1 ist

\ vdv

Y va "f i
Fir n=--2

' d . dv
L 'A./‘V' - f vi — €[y — 2 [y
" wﬁ,‘ dv dv dv
o = —g'Afv_‘E — 2B \'—VL— :C \"VT—OD./"V' u. 8. .

Da das Integral fvvd:’ als ein auf die erwdhnte Form zuriick{ihrbares Integral nach-

—n

A4

. \ . v . o as
gewiesen wurde, so werden somit alle Integralef die erwihnte Kigenschaft be-

dv . .
sitzen, sobald dieselbe vom fntegral f? erwiesen ist. Allein das letzte ist mit
v
2 (297 identisch, sobald im eb Integral L gesetat wird
— j_[T identisch, sobald im ebengenannten Integral statt y, vy gesgetzt wird.

5. Unter der Voraussetzung einer nachgewiesenen Zuriickfiihrung des letztgenann-

ten Integrals (indet dieselbe auch bei allen Integralen ./;+"\/A+Bx1d—éx2-|—0x3+Ex‘
statt. Ein solches Integral ist gleichbedeutend mit dem Integral

_2 r (1 —vu*)" du

VEK 4 U+ Bu) LT —p) (F —p0)
d. i. fir A 4 B = 2* mit

2_____ - _(1 - l_ﬁz_s—u)z da
R T
22— 7 dz

‘2Vkok S( 1)|1 ||\/$g‘2[)“ p

Fiir 2* = v iibergeht

Qi" fl/(z — ) (22— A—p, B) (@ —A—p,B) ’

20—, 4,

fl/(’ r—A) (@ — —Piﬁ) (= _?L_Paﬁ)
v dv

f V- —%4—p8) ¢ —A—nB)

m ]
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Da p—n eine negative Zahl ist, so sind diese Inlegrale nach Nr. 4 unter der Be-

dingung der Zuriick{iihrbarkeit von ‘/‘d“;% aul die verlangte Form reducirbar.

v

6. Was endlich das Integral./-‘%gz betrifft; so iibergeht es bei der Substitution

1
= '1—_-':__] . wenn w,, w,, w; die 3 Wurzeln von y, des Ausdrucks U vorstellen, in
l—p/ 14u du
1+ pu L TTFm) (I Fu—w, (1 Fpu) (1fu —w, (1-Fpu)) (1 fn—w, d4pu)’
1 1 p—1
Es ist —-+—u——- L L . welches ins Integral eingefiihrt dasselbe in zwei

14+u™ p 14 pu 1—|—pl
Theile zerfillt; in

1—9 r ) du L
25 U Fu) (lfu—w, (4 pw) ( Fu—w, (14 pu) (1 Fu—w; (1t ew)
d
welches aufl die Form ‘/Vf_——% reducirbar ist, und in den Theil
x——'ﬂ.

_ (1—9)’f . du
% () L) (A u—w, (TFpn) (I u—w, (14pw) (AFu—w A fpu))

1 .
Man setze ferner 1-}pu = ——. wodurch das letztere Integral in

7+t
« (1—p) p (t+p)dt

* PJV[/1—77)(I+7)+—][(1;—~/(t+y) w,][(l——)(t-f—r)-w][(l——/(t+r)—\v3]

iibergeht. Man wiihle iiberdiess ;, so wie das [riiher eingeliihrte p anl die Weise, dass

wenn p, = [(1—-%) y-i—-:—] l(l——%} 7 w,] [(l——;) 7o w.,] [/\1~:> ;'—w3] .

f(y) vorstellt, p,:=L() und p,= §!1,(y) beide zugleich in Null dibergehen. Dadarch

ist zugleich die Bedingung p, p} = pip, erfiillt und es iibergehen die in Nr. 1) gebrauchten
P1

VPuP.

Der Nenner ist alsdann die Quadratwurzel aus dem Producte folgender Waurzel-

Bezeichnungen « und f in « =0, f =
factoren .
[‘/P—‘ —1 2= + V= (2T D))
[y i—iva-r— v =)
[V""t+ VI—p + W @)
v BT — = @)

= [V,pT: v+ “’Vi_;?] [V%: t"+1_V1__T;_"] ’
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und das Integral aus zwei Theilen zusammengeselzt, deren letzterer die Form

dx
S V(x*—a) (xX*—f)
besilzt, wihrend der erstere ein bereits geschlossen integrirtes Integrale ist.
7). 7. Nachdem die Reduction simmtlicher Integrale

./-‘ x‘]:ll dx ‘ und fv :l:ll dx

VA+ Bx4Cx*4-Dx® A4 B Cx+ DY Ext

auf Integrale von der Form

f *n dx )
V(x*—a) (x*—B)

nachgewiesen wurde; wird zunichst folgender Satz zu erweisen seyn :

Simmtliche Integrale f——_;:—ﬁ_ sind in geschlossenen Ausdriicken integrir-
V(x'—a) (x*—p)
d
bar, sobald dasselbe von den Integralen S S undf LA S gilt.

VI(x*—p)) (x*—p2) VE—p) (X —p)
Diess leistet ganz einfach die schon Gfters angewandte Betrachtung, ein Integral
durch andere auszudriicken. Sey also
U =uv—0C+p)w+tep
der im Nenner vorkommende Ausdruck, alsdann gilt nach der gemachten Bemerkung
die Gleichung :

1l " ldu

P A —I— np, p,/ w

P~ G ok [
d. i. wenn man die lntegrale durch Symbole bel,eu,hnet und

u = [ n, = 1@1 = /‘Eﬂ us. f.
setzt, fiir n=0,1,2 ..

ut = 2U; — bl U,

ulth = 3, —2(et oW+ pype U,

vt = U, — 3 (e 4-p) U, + 2p,p. U,

vt = 5U,—4 (e te) W+ 30, 2 Us
u. s. f. Ist daher 11, bekannt, so sind es 1,, U;, 11,... und wiren U, und U, geschlossen
integrirt ; so liessen sich die folgenden U,, Us,... durch dieselben bestimmen.

Nun ist U, fiir w*= o der Ausdruck
do do

J.j — " A
Vet — 1 )@ 1P2 % | | )12 l"
(erFpde +pip V(w_(ptp))+P‘P._Q:$_e_l

welcher nach bekannten Regeln das Integral

= 1) [cn . (Pl‘;f’z)

+ Vo' — (o tedotn P-]
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ergibt. Ks ist daher unter der Voraussetzung, dass ll,, U, geschlossen bekannt seyen,
jedes Integral 11, fiir ein +n geschlossen bestimmbar. Ueberdiess ist

¥
11’ = W —p,p. U,
u
g,‘ = (P|+92)u—|_2PlP1u—:|
b —w 20+, — 4 pl,

w. s f. Sind somit U_,, W_, geschlossen integrirt; so gilt dasselbe von den weitern
Integralen U_,, W ,... w.s. . Es ist

du
o = '/." V(n'—p,) (0'—p,)

ein Ausdruck, der aus

/- udu )
SV (1—up) (1—utp,)
entsteht, wenn statt u, E gesetzt wird, und welches letztere Integral aus 1, bestimmt

werden kann, und man findet auf diese Weise

w, = - fh gt Ve T ety

A e Tt 2,0 u' o 2pp P1p2 210
. . . du R
Analog lisst sich das Integral -/ll’V@WQ—pJ durch 1, bestimmen, wenn
tatt u, tst wird. Es iibergeht dadurch in — /- w'du in d
- y . roe — —, ein der
statt u, u gesetzl wir s ubergeht dadurch In l/(l——p ") (1—9 o e

Form nach mit U, iibereinstimmendes Integral. Und so wiiren alle Integrale 1., und
mittelst ihrer die Integrale
x 1 dx xE0dx
f —— und /
V'A+4Bx+Cx +DL’ V'A+Bx+Cx'+Dx*+Ex*
geschlossen integrirbar, sobald man die erwihnte Eigenschaft von U, und U, nachzu-

weisen vermichte.

8. Das Integral /l/(% lisst sich geschlossen bestimmen, sobald man
X"—p) (X*—p

d . oL
dasselbe mit dem Integral fl/(_"jx—(x—)— vermag. Was diese Zuriickfiihrung be-
X'—p P

trifit, so wurde bereits in Nr. 3) die T'ransformation des Integrals
vdv

‘/I/Av“’—l— Bv 4 Cv+D

auf die Form
(x*—~1) dx

3T =
+d V vadior—1 — e —1)+1] + Vhe (e —1)
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erwiesen, wo die Bedeutung der eingefiihrten Grossen aus frihern ersichtlich ist.
Das Problem kommt also darauf hinaus, statt des letztern Integrals das einfachere

‘/Vﬁl%;:ﬁ)_ zu betrachten. Dieses iibergeht fiir v = IF-_I—l__aT:l, wo a und b vor-
liufig noch zn bestinmende Grdssen seyn mégen, in
b—1) [ (14 au) da
@ " (b+u) VA Fau) (b+u)+B(1+aw)’ (b+uy+C(I+aw)(u+by+Db+u)’

oder wenn Kiirze halber in der Entwicklung des Nenners
8B, = Ab 4 Bb* 4 Cbh*+ Db*
B, = (1+43ab)A + 2b(1+4ab)B + b:(3+ab)C + 4b°D
B, = 3a(1+ab)A 4 (1+4ab4-a*b»)B 4 3b(14-ab)C 4 6b*D
B, = a*(34-ab)A + 2a (1+ab)B + (1 43ab)C + 4bD
B,=aA+aB+aCH+D

gesetzt wied, in

Y

(ab—1) [— _._(l-l—au_') du .

(b+u) Byt 4 B,u* + B,u* + B + B,
Obgleich es am ersten Anblick scheinen kdnnte, dass mehrere Annahmen fiir die
Grissen a nnd b eine Reduction auf bereits bekannte Integrale oder auf die Form

dx .
/;/(?-_T)_(——??Bj zulassen; so wird man doch im Verlaufe der Behandlung , die zugleich

eine geinderte Behandlung des Problems Nr. 6) ist, zur Einsicht gelangen ; dass nur
eine einzige Wahl der Bedingungsgleichungen eine solche Reduction einleite. Man sta-
taire zur Bestimmung von a und b die Gleichungen:
B B,
B, ~ 48,98, + 88,8, =0 und m; =b,
und setze u=y-4p; wo fiic p vor der Hand ein Werth angenommen werde, welcher
der Gleichung:
(%?_4%0%1 $z +8%; $3) P3 -+ ($: '582 +2 %n$| $3 +16 $¢:$A'_ 4$0$;) P1
+(8,8,1+898,8,8,—498,98,8,)p - B:8,+ 8,8, =0
geniigt. damit wenn
Q'511 = Du
4 %up +9B,==D,
6B,p+3B8,p+ 9B, =D,
4%upﬂ+3$1 e 2$2P+ PS =D,
Bp*+B,p°+B.p°+ B,p+ B, =D,
gesetzt wird; die Bedingung (3’)2 = %’ erfiillt sey.
1 (L]
Durch obige Substitution iibergeht die Gleichung
B+ B4 B0’ +B,u+B, =0 in
Doy"l‘ D:y"" Dr)" + Day+ D, =0
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und vermige der zur Bestinmung von a und b aulgestellten Bedingung ist zugleich

die Glelchung
8D}D, — 4D,D,D, + D} =0
erfiillt, welche nach Substitution der fir D angegebenen Werthe aul die Bedingung

3]

;\?;f —498,8,4+ 88,8, = 0 fiihrt. Jene Relation ist aber das Crilerium, dass die
Gleichung D,y* 4 D,y*+ D, y*+ D,y + D, = 0 Warzeln liefert, deren Werthe nach
Absonderung eines allen gemeinsamen Theiles sich beziiglich des Zeichens unterschei-
den. Es seyen nimlich - A4a, —A—a, --A-}8, —A—p die 4 Wurzeln der
Gleichung

Dy + D,y + D,y + Dyy + D, =0, mithin auch

(y+A»— («+p) (y+A) +a'3 =0, und daher

D,

4A = I.T.,
D,
A—@Hp) = p

(1]

D, 4A ,
— 24 (@) = p = 5 (24— ()

D,fD, D: 4D,D, — D;

oo —15 = to: 30|
Mithin ist 8D:D; = 4D,D,D,— D} als die obige Gleichung das Criterium der erwihn-
ten Eigenschalt. Zur Bestimmung von A, o, g dienen die Gleichungen :

D,
A =7Dp,
op g 3Di—8D,D,
o’ 4B gD?
4 160D 5Dt 16D, DD,
- 16’D3 '

und folglich sind :

] l\/39*—81)09 +16°D,D, + 5D'— 16D, D' D,
20

LVsu’—so',u, ~116°D;D, 1 5D: —16D,D:D,
o 2D;

V/ 3p:—80,D, = iG" DD, + 5 D— 16 D, D; D,
2D;
.V/3Di=8D,D, T vie' DD, F 503 — 16D,D;D,
* 2D;
Es vereinfachen sich jedoch diese Grissen, so wie die angefiihrien Gleichungen,
wie sich durch folgende Betrachtung der Werthe von p, die der angefiihrten Gleichung
geniigen, nachweisen lisst. KEs iibergeht nimlich die cubische Gleichung fiir p wegen

;

p=*3
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B/
der Bedingung 5‘ —4%8,8,+ 89,8, =0 in eine quadratische, von der sich nachweisen

ldsst, dass —41;5— eine entsprechende Wurzel sey. Wird némlich in derselben dieser

Werth gesetzt; so iibergeht sie in
88, BB, BB, , 8,8,
168 ~ 8%, = 45 B,

8,8, B? .
und nach Substitution fir B, = ;-2’3——8—5% ergibt der lelzte Ausdruck wie erfor-

_$§:O’

derlich die Nulle. Man kann sich dberdiess versichern, dass p = —;—Bgl? eine repetirte

Wourzel sey; so dass kein zweiter Werth eine Vieldeutigkeit der Grossen fiir D, a, 8,
A und mithin der Bedingungsgleichungen die a und b liefern, zulisst. Es ist nimlich
der Coefficient

2353?3 + 89,8, — 48,8,
%—?ﬂ— + 28,8, + 168,85, — 48!

die Summe der negativen Wurzeln, deren eine — ror bestimmt ist. Somit ist die an-
o

dere x durch folgenden Ausdruck gegeben:
B, (818, + 88,88, — 13,8, 3,)
43,  B!B,128,8,8, | 168:8, — 48,8!

i, — 29,88, — 168; 8,8, — 498,8,8;1+16 B, B, B,

4%, (8%, 1 28,8,8, 1 168:8, — 48,87 ’

und wenn im letzten Theil des Zihlers statt B, sein Werth aus der aufgesteliten Be-
dingungsgleichung gesetzt wird
_ 3, 8iB,123,9,8,4 168;8,—48,3;

43, " 8!8, + 28,8,8; + 168:8,— 43,8’
-_5%
T T a3,

Fiir diesen Werth von p ist aber sowohl D, als D, der Nulle gleich, A wird zu

Null, & und g erhalten die Werthe:

w— + YV =D.22vDD, , ,V/=D.72vD,D,
N DA D,

.V =D.22D,b, _ |/ =D.721D,D,
D i |

X =

X =

|+

g =

¥ + ’
0 (1}
wo entweder zugleich die obern oder untern Zeichen gelten, wodurch fiir « und g zu-

sammen vier Werthe erhalten werden. Der Werth von D, ist fiir

B, 38! + 83,3,

P=—4$n ) Da——T,
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und eben so

D — — 3B, 81116828 B,—64 BB, B, + 256 B, B,
v = 163}
wird darin fir &, sein Werth substituirt, so ergibt sich als Endresullat

5%t — 169, BB, + 256 BB,
Dll_' 16)\ li)

Der Werth von « und 8 lisst sich noch unter eine andere Form bringen, nimlich

i)
7L S [ ey
+V—2+VDZ—DD-+V- 5 D2

-V >_p,p,]
1 V D: D:
= + — —_—— —2
— l/$0 2 + V i Du Dus
und analog der Werth von 8,

=i21/25 [V VDz“_DD *V_-E_VD
—V—2+ .——DD +V—2—VD—DD]

D;
— + z_ .
X V§Bu V ‘/ D,D,. Es ist

o=

- 2V§Bo

Di  pop — iB1—216%,B:%, 4 648,81 —256 BB,
g~ = 16°%; ’
. D; V(23 1 —89,8,) — 16*B}
somit V? —D,D, = ( e QS) B,
D, —8%8,3,+3%:
und da —_ 3‘ — T&Bn_l 5

ergeben sich fiir « und 3 die Werthe

1
=im\/—853 B,+ 3B+ (2B — 8B, B, — 16 BB,

B=rism, V—SSB‘,SB + 3B} — V(2¥B; — 8B, B,'—16'BB,”
Das fragliche Integral ist somit

1+4au du
(eb—0) f{ u+b) VI(utb) - o] [(uFbY—F7]
d
ir = -
(u + b) V' [(a+b)*—="] [(u+b)—p7] ~
5

du
B Zery s T

Naturwissenschaflliche Abhandlungen. 1V, 3. Abth.
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1 .
Wird im letzteren Integral statt u-b, - geselut; so iibergeht es in

zdz
(ab_ 1)? fl/(l—-u.Zzz) (1—Fz)

in ein nach bekannten Regeln bestimmbares Integral.

9. Nachdem bewiesen wurde, dass die elliplischen Integrale von der Form

f x**dx und j‘ " dx
VAL Bx+Cx*+Dx’ VA+Bx+Cx*+ D+ Ex’
worin n eine ganze Zahl vorstellt, geschlossen integrirbar seyen, sobald nur Eines der-

selben die erwihnte Eigenschaft besitst, moge das einfachste, auf welches die andern
dx

zuriickgefiihrt warden, nimlich zum Gegenstand der weitern Un-

V' A+ Bx+4+Cx*-+Dx?
tersuchung dienen. KEs lisst sich {iberdiess wie aus Nr. 3) ersichtlich ist, das Integral

dv dx
{ir welches m =0 ist,

S LVA+Bv+ OVt DV’ auf die Form f Jl/A-l—Bx—l— Cx' LDyt Ex
bringen; welches Integral eine analoge Behandlung zuldsst. Es ldsst sich ferner be-

weisen, dass dass erwihnte Integral durch die Annahme x :ﬂ
ctdy

hirig zu bestimmende Grossen vorstellen, auf kein bereits geldstes zuriickliihrbar sey;

,woa,b,c,d ge

und es wire zu abschweilend, dasselbe aus der Betrachtung der zur Bestimmung von
a, b, ¢, d aufstellbaren Bedingungsgleichungen nachzuweisen, um somehr als vorange-
gangene und nachfolgende Betrachtungen zur Einsicht fiihren werden.

Ich schreite desshalb zur Bestimmung des Integrals bei der Substitulion
14+ my 4 ny?
x=et 14+ my+ny ~’
worin g, m, n, m;, n, unbestimmle Grissen vorstellen. Es iibergeht dadurch in
[m—m, 4 2(n—n,)y 4 (nm,—mn,)y*] dy
JI/I 1+m,y+n,y*] [14my +ny*+(c—w ) (1 +my +n,y)] [1+my+oy*+G—w,) (1+my+n,y)]’
(1—my+ny*+(e—w,)(1+m,y+n,y%)]

wenn w;, w,, w, die drei Wurzeln der Gleichung A+4Bx+Cx,+Dx* =0 vorstellen.
Es miissen nun die fiinf unbestimmten Grissen so gewihlt werden, damit sich das In-
tegral auf ein bekanntes zuriickfiihren lisst. Um jedoch die verschiedenen Weisen ken-
nen zu lernen, bei denen, falls es der Kall ist, diess erzielt werden kann; wird es
zuerst nothig seyn, Ausdriicke von 4ter Abmessung, deren zwei im Nenner vorkom-
men, als:

(14my+ny) 1+ my+ny*4-G—w) d+my+n,y4) und
(1 —|—my—|—ny2—|—(9-—w2) (1+m,y+"1y’)) (1+my+ny’+(9—wa) (1+m1y+n1y2))
niher zu betrachten, um sodann zugleich die Bedingungsgleichungen zu kennen, bei de-
nen diese Ausdriicke gewissen, die Lésung vermiltelnden, Bedingungen geniigen.
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1.
Bestimmung der Wurzelfactoren cines Ausdrucks vierter Abmessung.

1. Der allgemeine Ausdruck einer Gleichung vierten Grades
B,y+ B,y +B,y»+By+B, =0
kann durch Einfiihrung zweier Hillshogen ¢ und ¢, auf die Korm
B,y'+ B,y —2 (V'B,B, cos 2¢ + VBI—B::COS%).W + Bai’ +B, =0
gebracht werden, wofern nur zwischen den Hilfshégen und den Coeflicienten die
Relation
B, = — 2VB,B, cos 2y — 2B, B, cos ¢, .
statuirt wird. In dieser Vorausselzung ist ¢, eine willkiihrliche Function des Bogens
¢, und dieser durch die Coefficienten bestimmt. Der Ausdruck
B,y*+ B, y*— 2[VB, B, cos 2¢ + "B, B, cos¢,]y* + B,y +B, =0
ist die Summe der beiden Theile
B,y' — 2VB,B,cos 29 y*+ B, und
y[B, _y”—2l/lm cos ¢,y + By].
Der erste Theil davon ergibt durch Zerfallen in seine Wurzelfactoren, wenn =T
durch i vorgestellt wird, wie leicht zu ersehen:

B,y* — 2vB,B,cos2¢y* + B,

i L 0 | e T R VRS [V
und der zweite analog
y [B,y* — 2B, B,cos¢, + B,] =B,y [y_‘/%I eq:,i] [y—\/%j e_m].
Es ist somit
B,y*+B,y*—2 [B,B, cos2¢ + "B, B, cos9,]y*+B,y +B,

By i *B, /B, “B,
=By E Ve I+ EB Y5 ]
+ By =V g -V ge].

Weil ¢, als beliebige Function von ¢ gewihlt werden kann; so sey

- . ' 9& B3
it = <pl+z’~B‘u—% B,
(wo das Symbol A den natiirlichen Logarithmus bezeichnet), oder fir
B B, . . . .
gxl—‘i—-ﬂE‘:a., ¢d =i+ ai.

Durch diese Substitution iibergeht der obige Ausdruck in
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YBy B, B B,
B,,[y—vE'e”][y—‘/Ee W][Y+VEC¢][_Y+VB‘“0 “°]

+By [V R e =V e

und nach der Bedeutung von « in

AB“W'I kl_i}—i uni k]_sg_,i
LIV L [ Vo 74 R | ER T | e
B

+ B,y [y—‘q/% e"’i] [y—‘k/F: e—“‘i] .

Nach der friihern Voraussetzung ist
, B,=—2VB,B,cos2p — 2B, B, cos (o+2),
und fiir den Kall, dass « =0 wire, ist cosy durch eine quadratische Gleichung be-
stimmbar; fiir andere Werthe jedoch ist diese Gleichung vom vierten Grad. Man
kann indessen jede Gleichung vierten Grades in eine andere transformiren, fiir welche
a=0. Setzt man ndmlich in der gegebenen Gleichung
B,y+By+By+By+B,=0, y=p+tu,
wodurch dieselbe, wenn Kiirze halber
Bu - Du
4B,p+ B, =D,
6B,p*-+3Bp+B, =D,
4B,p* +3B,p*+ 2B,p+ B; =D,
B,p* + B,p’+ B.p*+B;p + B, =D, )
gesetzt wird, in D,2* 4 D,z* + D,2* + D,z + D, = 0 iibergeht: so kann immer p aus
2
einer Gleichung des dritten Grades so bestimmt werden, dass die Relation lDl“ = (%3)
1] 1
erfiillt sey, wodurch zugleich die Gleichnng Dzt + D,2* + D,2* + D,z + D, =0 die
. ' . . . . D 2
Eigenschalt erlangt, dass in ihr « =0 ist. Diese Bedingung D—:: (g:) gibt
Bupl‘ + B:P“ + sz'a + Bap + B, _ (430})3 -+ 3B|P2 + 2sz + B,\?
Bu A 4BoP + B, ) ’
und diesen Ausdruck entwickelnd, erhilt man

16 Bp° + SBOB,] P+ B
a  +

B2

P +E:
+ 8B,B,
+ 16B,B,

B,B, BB
P ] p+

+ 8B, B,

+ 16B,B 8B
+ 16B,B,

B:B,
+5
+ 8B,B,
+ 16B,B,
= 16B}p°’ + 24B,B,p’ + 9B; 1 p*+12BB,| p°
HNTYS Ty
+ 4B° ]Pi+4BzBaP+B§7
+ 6B,B,
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d. i. fiir p folgende Gleichung 3ten Grades
B
(E——4B1B +sB.,B)p +( B | 2B,B, + 16B,B, —4B)p

+<E—+8BB — 4B B)p+BBB —Bl=0.

Da nun in der Gleichung D,2* + D,2* 4 D,z + D,z 4+ D, = 0 die Relation besteht

* D, D, .. ., Q D,
ﬁ":v ) d. i =2 D ‘XD—l_a,_O

so iibergeht dieselbe in
o[-/ bl [ el [+ b ] [z+|“/.%: ]
0 /B B o

Somit sind z, = v— e und 7, = VD e % zwei Waurzeln der letzten Gleichung und

es sind zugleich zwei Werthe von y bekannt, nidmlich

— “2“ i

y,—- p+VDoe
h&—'ﬁ
yzzp—l-VDue .

Die zwei andern Werthe von z ergeben sich aus der noch iibrigen quadratischen Glei-
chung, die man erhilt, wenn die Gleichung durch die bereits bestimmten Wurzelfac-
toren getheilt wird. Man erhilt nach Weglassung dieser Factoren

D, z—l—\u/-gi e"’i] [z+vg—b e_‘“] 4+Dz=0 d. i
,l—|—(2l/D D,cosy+ D)z vD,D, =0

und somit z,=—1 <2VE cosg + D)
|/ oy e 5o 3
Ty =— % (2VD cosy 4+ Do)

|y B 454V

Es sind daher die zwei andern Wurzeln der gegebenen Gleichung
D . ),
Ya=p— 1+ (2‘73: cos¢ + D.!,) + ;V (2‘7]2): cos ¢y + %’)2—4V'g§
D ,
a=p—7= <2‘“/!];f cos¢ + ﬁ:) - ;V(2V%coscp —I—})—):>2—4Vﬁ:'
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2.) Es eriibrigt nur noch den Werth von ¢ als Function der Coefficienten zu be-
stimmen. Dieser Werth ergibt sich aus einer Gleichung zweiten Grades; daher gibt
es zwei Werthe von ¢ und acht Werthe von z. Man kann sich nimlich durch wirk-
liche Substitution iiberzeugen, dass sowohl die z fiir den einen Werth von ¢ als fiir
den andern der Gleichung D,z 4 D,z + D%z, + D,z + D, =0 geniigen. Der Werth
von ¢ ist aus der Gleichung

21°D,D, cos 2¢ + VD, D, cosy = — D,
zu bestimmen, d. i. aus

4vD,D, cos*y + 21D, D, cos¢ + D, — 21D, D, = 0
und ist

+ 4 D D: 4 D—2VD,Dy
b, L'D,D,
Seyen die Werthe von z fiir den ersten Werth von cosy = cosg, durch kleine und die
fiir den zweiten Werth von cos ¢ = cosg, durch grosse Buchstaben bezeichnet, so sind
(wenn zur Abkiirzung

) D
A =2Vﬁcos<p, +ﬁ:
i 2
= I/-(Q‘/g“ cosy, + %) —4‘/3—" gesetzt wird),
4 .
“=Vb,"
D .
Z, = ‘/]T: e—#l

Z3=— A4 ip
2, = — A — 4p die vier ersteren Wurzeln der Gleichung, und diese Waurzeln
geniigen den nothigen Bedingungen: es ist

D D D
—G@tntntn) = —21/pose +2}/ 5 cosp + 5

cos¢ = — 1

) Du.
52+ 2%+ 2,2 + 2.2, + 2,7 + 252, =

= VB—; + \"/%c—swme”
+ Vgi(—;x_ 1) et

YD, —ni
+ VE(—Hu-l— tpe ™
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= 2V%—2cos¢, ‘73—:1
= 2‘/])“ 2VD (cos2¢, -+ 1)—2VD—Al D, ©°8 #1
= —2‘/5 cos 2¢, —2‘/]-)—:.1')—100590,

D, D,
= —QV_ 00529,—2‘/ D.f 3 cos ¢,
D,

— ii. (2D, D, cos2¢, + 21D, D, cos¢) = 5‘
— (2% + 2Tz, + 7,22, + 2,2,7,)
=—| \/%’;(—HHF)
+V =i —w
PV DGR e
YD Y — e ]
= —[—x‘/g“+2‘7,'%(i%—i#)cossc,]
= —[—"VD,,“L?VD “’s‘f‘] = D.,VD.. D,

4 Iy 137, = v (Xz_‘ ) = D

Aber auch die Wurzeln Z,, 1, Z,,, Z,‘ geniigen der Gleichung; denn es ist, da sich
die vorigen Reductionen ohne Substitution des Werthes von ¢ ergaben, analog

D
—(2,+2,+2,+Z) =

D
ZJZz + ZIZ3+ZJZh + Z2Z3+ Zzza + Zazn = ]T:
D
- (Z1Z2Z3+ ZIZzZa‘i‘ Zl Zaza‘l' ZZZ. Zu) - Ds
D
Z2,2,2,7, = R
1 £4p £43 &4y, Du

3.) Diess lisst vermuthen, dass die vier letzten Werthe von Z mit denen von =
identisch sind, und wirklich lisst sich erweisen, dass

2 = 1
z,:Z,
7‘3=Z1
2, = Z,.
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Es ist, fiir %Vg g’ =a
0
%\/l]))iDa _4(D,—2DD) _

vD,D,
Z,=V%:(cos<fz+isin?z)=v3—:(——a—b+i[/i_(a—_|_b)z)
zs:";@‘}’%(—a-l-b)-l—%)

Y e v

D,
Nun ist nach frithern VD VDIII); = [T’ mithin

V ﬁ: a—! ﬁ = V und folglich

(—a—b)‘?m=—4(2‘/50(~a+b)+%;).

Durch diese Bedingung wird Z, —z;, so wie

f/ ,2): [(—a—b)—ivi—(a+b)"] = —1 ( 2 V %: (—a+b) + %;)

o A SR

d. i. Z2 =1Z.
« D 3
Eben so besteht die Beziechung — Vﬁ" a= vg—" a— 1} ]DTI’ d. h.
0 [ [}

\"/%:c—a+b) =—1 (2‘7%: (——b)+),

woraus folgt: dass

V2 (et VG = (2 o + )
+l ey R a-bap -y
wd |/ pl—ab)— VTG0 =— 3 (2 p (—a—b) + )

p AS T
d. i Z,:z,, Z.:z,.

4.) Miedurch lassen sich die vier Wurzeln einer biquadratischen Gleichung unter
eincr viel bequemern Form darstellen. Ist niimlich die gegebene Gleichung durch
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Buy. + Bny:‘ + Bzy’ + Bay +B, =0
vorgestellt. und man bestimmt p mittelst der Gleichung :
B} ,
(B —4BB. +8BB, )y + (f»— +2B,B, + 16B,B, — 4B} ) p’

: BiB, BiB,
+ \ “BT + 8B,B, — 4BzB3 / p+ -Bu—_ B; =0,

bildet sodann folgende Grissen:

Du = Bu

Dl = 4BuP + Bl

D,=68,p*+3B,p+ B,

D,=4B,p*+ 3B,p*+ 2B, + B,

D, =¥p'+B,p’+ B,p* + B,p + B,,
so sind die vier Wurzeln durch folgende Ausdriicke gegeben :

p=pay Deme (o VDD, \/DD _ @D

D,D, D, V'D,D,
=p+ V ]]-))-j e tueen [y V% +i Vg:') 4 (Q_I;IQ;‘;D»DAJ]
DD, _.|/D.D; Yy
yi—P+V Do [—-—V ‘VDU D 4(DV1)?VD (D—2D, D) |
_ D, isecon [ _ s p__D_, DD, (D —2vD,D)
=P V - oo, Y pp, 4 b I

5.) Da der Werth von p durch eine cubische Gleichung bestimmt wird; so ent-
steht die Unbestimmtheit, ob nicht verschiedene Werthe von p auch verschiedene
Werthe von y liefern; so dass die Wurzeln je nach den Werthen von p a) die Li-
sungen verschiedener, ctwa in Einzelheiten differenter Gleichungen ergeben, oder
b) ob der Werth von y, je nach verschiedenen Werthen von p, ein anderer wird, der
Art: dass fiir ein bestimmtes p Ein y identisch wird mit einem andern y fiir einen
andern Werth von p, oder ¢) ob [ir simmtliche Werthe von p duasselbe y stets den-
selben Werth behilt. Um zu erfahren, in welchem Fall letztere Eigenthiimlichkeit
stattfindet, wird es nithig die Anzahl der Werlhe von p zu suchen, fir die y stets
denselben Werth erhalten kann.

Der allgemeine Werth von y ist nach fritheren

y=p+‘“/]£)> /DD, , .|/ DD, 4D, +3]

D.D,~ *" D.D, DD,

D,D D - D,D D,D; 4D
+ Vo173 2 = 3 I 173 2
* *D,D, " *,D.D, * 3§ VDD VD D.” DD, 1 8.

Naturwissenschaftliche Abhandlungen. IV, 8. Abth.’ 6
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Vermége der Bedingung VD,D, =

=
-P U[U
<.

V D
D, Dy \/D. _4D,D, D,, 8D, |/D,
VD(.D vn.fn V_ Voo Vit Vs,

V' Di- 41).,1) D, +8DiD,
=V D;D,
Es ist D} = 64B}p'+ 3.16B:B,p* + 3.4B,Bip | B;
—4D,D,D, = — 6.16 B}p* — 8.9B:B, p* — (3.4B,B} + 16 B;B)p— 4B,B,B,

SDD, = 32Bip’ + 24B:B,p* + 16 B:B,p 4 8B,B;
somit D} —4D,D,D, + 8D:D, = B; — 4B,B,B; { 8B:B,
und dieser Ausdruck ist der erste Coefficient in der cubischen Gleichung fiic p; der
der Kiirze halber durch A, vorgestellt sey. Dadurch iibergeht

DD, 1D, " V D, |/ A
I)"])u VD D D D D ’

VB =i oV b=y [V -0,

~*D,
D 1 A A
VD: cos’ p = —Dg(\ ;:2DIVIT:+Di:>

. 16D;D, A,
Vv, s s = g (—p, - — Diz2/&Di — )

und somit ist

b
\

1 JEE—
= f6pip, (16D, — Dt £ 2VA,D,D, — A,).

: Du . _ 1 : 2 ) AD
\/D-"sm;v_lz DD, \/D;— 16D:D, ¥ 2°A,D,D, + A,
und es ist zugleich nach friiheren
D} —16D:D, + A, = 4(3B,B: — 8B:B,) p+2(B]—4B:B, —2B,BB,).
Durch diese Werthe ibergeht der allgemeine Ausdruck der Wurzeln in

__Bl._l___ 23
Y="4B,> 1B,V D,

: ‘% V/4(3B,B; —8B:B,)p + 2(B; — 4B;B,—2B,B,B, ¥ 2D, /A,D,
0 Dl

Sey der Werth von y fiir einen zweiten Werth von p z B. p durch g vorgestellt,
und es werde Kiirze halber

VA, + V4caBuB§—SBgB_.)p+ 2(B;—4B:B,—2B,B,B,) ¥ 2(4B.p+B)VA,([@Bp+B, =9
geselzt; alsdann ist
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4B,

VA P
4 o (Y— = 1 ¥
B.O=8) = S 1B, ' ViBp 1 B,

+ V/4GB,B:—8B:B)p 1 2(Bi—4B:B,— 2B,B,B)sVA,(dByp + B, |
4B,p + B,
Man nehme nun an, p sey eine Wurzel der Gleichung :
(Bi—4B,B,B, }+ 8B;B) p" 1+ (BB, + 2B,B,B, 16 B;B, — 4B,B) pt
+ (BiB,+ 8B,B,B, — 4B,B,B))p + BB, —B.B; =0,
mithin g eine Wurzel der Gleichung
Bo_)’h + B, Y+ Bzy" + B3y+ B, =0
und es sey y=g; alsdann liefert
‘J)’ (4B0P +B) = [4Bop + B[+ VA,
+V4(3B,B:—8B:B,)p+ 2(B:—4B:B,— 2B,B,B,) ¥ 2(4B,p+B,)’ VA,
diejenigen Werthe von p fiir die die Wurzeln dieselben Werthe behalten.
6.) Zuvirderst leachtet ein, dass im Werthe von y,, so wie in dem von y,, y,, y,
p stets ein und dasselbe bleibt; es sey ferner Kiirze halber
4(3B,B:—8B’B,) = a
2(B:—4B:B,—2B,B,B) =
4B,y + B, = z;
alsdann ist bei nachfvlgendem Gang der Operationen p durch eine Gleichung dritten
Grades bestimmt, und idndert nicht seinen Werth, wenn z seine vier verschiedenen
Werthe annimmt. Ks ist nimlich:
VD, TVA) =ap 4327 2D,VAD,
12‘/m(])1—7‘) =ap+p—2'D,— A
4A,(16Bp*+ 8B,B,p+ B: — 8B,zp — 2B,z 4 29 (4B.,p+B,)
= (ap+ L —42'B,p —2°B,—A)"
16* A, Bip* + (192A,B: B, — 128 A, Bz — («—4 B, 2)) p?
+ (32A,B,B,(B,—2) + 16A,B,(B—2)*—2(s—4B,2) .
. (F—2B,—A) 1p + 4A,B,(B,—2) — (3—A,—»*B)* =0.
Sey p ein solcher Werth von p, fiir welchen y,, y;, ys, y. Wurzeln der Gleichung
Boy. + B:)’T + B,y + B,y + B, =0
vorstellen, alsdann darf sich der Werth von p nicht indern, wenn statt z einer der fol-

genden Werthe :

R _ + VA +Vap4p—2(4B,p+B) VA,
VaB,p+ B, V4B.p + B,

6.
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_ P _ AVA, —VeptE—204BpBY VA,
VAB.p + B, VEB,p+ B,

P _ —VAFVaptp + 2(4B.p4B)Y A,
V4B.p+ B, VAB,p + B,

P —VA—Vapts+ 204Bp+B) VA,
V4B,p+ B, V4B,p T+ B,

geselzt wird. Aber der Werlh von p stellt bei dieser Subslitution diejenigen Werthe
vor, fiir welche y —g zu Null wird; d.i. Werthe, fiir die sich der Werth der Wur-

zeln nicht andert. Zugleich zeigt die Gleichung :

2
0

o 3 9 1 A 2 —128A, —V————=
106 ARB“p + [ 92A3BuBl A7V4BOP+B|

/ 4B N\, ( P \
—le—appm) I+ [ (B — e

PV o, ABP . =B
1008 (B prE) 2 ampem, Manps, [
B PV (g B
BB~ ) — P Ay = O

dass diese Werthe blos beziiglich der verschiedenen ) variiren kionnten. welche Ver-
schiedenheit nach [riihern nicht besteht; d. h. dass die drei Werthe von p fiir alle Wur-
zeln dieselben bleiben. Somit ist der Beweis gefiihrt, dass die Wurzeln fiir jeden Werth
von p aus der bestimmten Hilfsgleichung dieselben Werthe behalten; denn da jeder
Werth der obigen Gleichung der Hillsgleichung entsprechen muss, diese aber nur drei
‘Werthe liefert, so muss die gefundene Gleichung mit der Hillsgleichung identisch seyu.

7) Man kann jedoch gegen die vorige Deduction cinige Zweifel erheben, indem
man bei einer andern Entwicklung leicht zu einer Gleichung sechsten Grades oder gar
des zwilften gelangt. So gibt folgende Entwicklung eine Gleichung sechsten Grades:

sD, =+ VA + | ap+ 87 2DVAD,
2D, = Ay+ap {37 2D,VA,D,
+2|/A(ep +572D,VA,D,
(4B, 2 —o)p+ B,22—p—A,+ 2D,VA,D, =
+ 2|/ AsCep + £ 5 2D, VAD)
@B,z —au)p*+24B,*—a) (B2 —2 — A)p
+ (B, 2—p—A, R + 4[(4B, 22 —a)p + B, 22 — p+A,] [4B,p-+B,]VA.D,
+ £ RA,p* + 3. £B2B,A,p* 4+ 3. 4B, B:A,p -+ 4BiA,
=4A,(ap+p)
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£BAp + [3.£B;B,A, + 4B, 2>—a)] p?
+[3.4B,B}A, 4+ 2(4B,2*—«) (B, 22—3—A,) — 42 A1 p
+4BIA (B, 2 —3—A))—4A,8 = 5 4D,VA, D, [(4B,2*—«)p+Ba—p4{-A,].
Quadrat der so angeschriebenen Theile ist:

LB AP+ [2.4BA,(3.4B:B, A, } dB, 7t — )?)

—&#BjA, (48,22 —2)p’ + [2.4BA, (3. 4B, B A,

+2dB, 72— B, z*——Ap—41A,)) + (3. BB, A, + 4B, 22—u))?

—2.4B}A, (4B, 2—=) (B,#—3+A)— 3. £ BB, A, (4B, 2*—a)*] p*

4+ [2.4B}A, (4B3A, 4+ (B 2—2—A D' — 4A3) + 2 (3. 4"B2B,A,

+ dB,22—2)%) 3. 4B,BA, + 2 4B, z'— o) (B,2—3—A ) —44A))

— £B3A: (B,z—3+A:)—6.4B:B A, (4B,2*—2) (B, z*—8+A,)

—3.4B.B}A; (4B.2*—a4)Y p' + [2(3. #B:B, A, + dB. 22 —a)?).
CABAA + B2 —B—A0—4A,8) + (3. #B,BIA, +- 2dBu 2 —~) B, —3 - A )

—4aA,)—3.4BB,A,(B,2*—p+A)— 6.4 B B:A; (4B,2—) .

(B,22—B+A;) — #BiA; (4B, 2—«)*] p* + [2(3. 4B, B} A,

+ 20dB,72—a) (B,z—3—A,) — 40 A)) (4B A; 4 (B, z*—p—A,)?

—4A,) — 3.4 B,BIA, (B,7—3+A.)

— 2.4BjA; (4B, 2*—+) (B, 2’—34+A)]p + (4BiA,

+ B, 22—p—AN*—4A,3)' — £B}A, (B, z—£+A,)

= 0.

Es wiire nun da leicht méglich, dass unter den sechs Werthen von p, fiir welche

die Wurzeln dieselben Werthe erhalten, die dreie der ILilfsgleichung vorkommen, dass
aber die frither entwickelte cubische Gleichung nicht simmtlich dieselben Werlhe mit

der Hilfsgleichung besitzt. Allein zerfillt man die gelundene Gleichung sechsten Gra-

des in ihre beiden Factoren, so iiberzeugt man sich. dass dieselbe aus nachstehenden
Ausdriicken besteht:

(1eA,Bp + [1924,8:B 1231%—;%{
—(«— ﬁ%}] p+ [32A,8,B, (fs, _VZ%)
+16A,B.(B,— WB?;—JF—B)Q 2 (a— 4ﬁ§,"£3><ﬁ A—ZB?;':KB,”P
+4A,B,{:B,—l—/%p+ﬁ)- A 430333 )

(16='A,B;’,p‘+ [192A3B B, +1?8Vf33:3_>3

4B,P P
—{\1—4B0P+B ) ] P+ [32A B,B, kB +mo;;i'_l3)
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4B, )
+16A,B, <B‘ + 1/4—B§+—B1)2—2 ( 4B?p$B ><‘3"A3 4304313.)]
2
+ 4A,B, (B. + ——m——ﬁi +B.) - <f3—A3— —43.,];5-;1_3,)2) :

also aus drei paar gleichen Wurzeln,

da dieselben bloss durch die Verschiedenheit von

P. d.i. von P, und P, variren, welche Verschiedenheit nur scheinbar ist.

Eben so kdonnte man leicht eine
analog nachstehende Factoren:

(16:A,B;p* + [192A,B;B, —

~(—smprm) [+ [
P

+ 16A,B, (B,—
P,

+ 4AaBJ (Bl -

(161A,nga + [192A,B;B,

(. ABY:
\“"4B,p+5,
+ 16A,B, (B,— P

P.
ViB.p+B,

(16A,Bp° + [1924,B:B, —
4B,D;

- (“_ 4B,p+B,

+ 16 A,B, (B, —

NPT LS 3

4B,p+B,

+4A,B, (B,—

+4A,B, (B,—

Ps

) (-
Spa >
V1B,p1B,

(16’ Bp? +[192A;,B’

( 4B, 9;
4B,p+B,

VaB,p+B,
S \
V&B,p+B/

)2] P+ [324,B.B, (B,—

V4B,p+B,
)= (-a
128

)2] p + [324,B,B, (B,-

VaB,p 1B,

) ]+ [324,B,8, (B, —

Gleichung zwéllten Grades deduciren und finde

ABY,
V4B.p+4B,

2A,B,B, (B,—

J=2(s

128

Spl )
VAB.p 1B,

~ B (A
2

- (e-A—am3vE))

4B,p+B,

o ABD,
V3B,p+B,

1 spl
"~ 4B,p+B,

185+,

% )
V4B, p+B,

e Pe) (A

b B,9:
D

>2_2( " 4B,pB, )]

_BY:
"~ 41B,p+B,
A,BP,
VAB,p+B,
Ds
VEB,p+B,

)

)2
1 sps
4B,p+B,

18,545, |P

' (roh 2

2
4BoP+B,> )
A, B},

8 T t——
VIB,p+B,

P,
ViB,p+B,

)



INTEGRATION DFER ELLIPTISCHEN Funcrionen v cEscHLossENER Konm. 47

spi 2 4Bn (1 Bl : |
1648, (B, - VTByTE) 2 430,,23)({5—%—430;,23,)]
sph 2 Bl [} 2
+4A3B'( ! V4B.,P—I—B> (ﬁ—A“—‘l_lrﬁ-B)):O’

also abermals vier Grruppen von drei verschiedenen Werthen, welche Gruppen einander
gleich sind und wodurch viceversa der Beweis ersichilich wiire; dass verschiedene Wer-
the von ) den Werth von p nicht indern, wenn man wie natiiclich voraussetzt, dass
jeder der verschiedenen Werthe von p auch ein méglicher Werth der Ililfsgleichung
sey und daher in derselben erscheinen miisse.

III.

Betrachtung repetirter Wurzelfactoren.

1. Im friihern wurden die Wurzeln der Gleichung
By+B,y»+B,y4+B,y+B, =0

unter der allgemeinen Form

— YDy iareeos DD, .V D,p, D,—2VD,D
y=r+V'p,e [V 552 VDD 1 DD, 2]
bestimmt, und darin ist p durch die Glelchung

(B —4B.B.+8B,B,) p +( i “+2B B, + 16B,B,—4B;) p

BB, B:B,
+(]‘3—U+BB.B 4BB)p+B —B:=0

und die Grissen D durch die Ausdriicke:
Du =B,
D, =4B,p + B,
D,=6B,p" + 3B1P + B,
D, = 4B,p’ + 3B,p + 2B.p + B,
D, = B«)P‘ +B,p’ + BzP’ +B,p+B,

gegeben. Es eriibrigt noch die Bedingungsgleichungen zwischen den Coefficienten anzu-

geben, wenn die Wurzeln gewisse Bedingungen erfiillen sollen. Es sey zuniichst die
Bedingung : dass die Gleichung zwei gleiche Wurzeln enthalte.
Die gegebene Gleichung iiberging fiir
B,=—2((B,B,cos2¢ + VB,Bycosz,), wenn darin
o=¢+ ,{1]]333 — ;,\ga = ¢} 2 gesetzt wird in
0 1
B,y* + B,y*— 2 (VB,B, cos2<p + VB, B, cos (cp—l—a))y + Bay-l- B,=0

s e A R
T e
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Sollen nun zwei Wurzeln dieser Gleichung einander gleich seyn; so findet diess

statt, fiir
a) ¢=0

oder b) ¢== Der Werth von ¢ ist durch die

_ VDD, .YDDs_ , (D.—2D,D)
Cco8 9 V ‘Tﬁ—_4vD0DA—4_Vﬁo_I)‘—°-

bestimmt, und man hat daher fiic den ersten Werth von

___VD D, , ,‘/D,D 4 (D:—2'D,D,)

Gleichung

DD, —~ + D,D __I/Du
und fiir den zweiten
\/D D, . VDD 4 (D.—2D,D)
D,D,™ "D, D,

welche Gleichungen wegen der Bedingung
2vD,D, cos 2¢ -+ 2D, D; cosg + D, =0 in der Form
2vD,D, + 2D, D, 4+ D, =0 reprisentirt sind.
Aufl dasselbe Resultat fiihrt die allgemeine Form der Wurzeln, die fiir die vier Fille

o — DDy, DD _4@=2vDDy _ .,

DD, VD, D,
b __VD D1Jr VIL%_4(D2__2VD:D-’I:_1
DD,
, _D,D BD, (D,—2DD,) _
c) _Ev s 4( () +l
b,D, I/DD
DD D, D, —
d o 3 3 (Dg 2VD11D)_
) vl)l,D N R X

zwei gleiche Warzeln liefert. Jede dieser vier Bedingungen fithrt auf dieselbe Glei-
chung znr Bestimmung von p; denn es ergibt sich aus

VD D3+ . b.D, ,®m—2vDD)_, 1

DD, VDD, -
nach gewdhnlichen Operatlonen
D D,D, D,D, D,
1 + _;_ 1 %73 S ) — % — ;_
- VD D, + 7% p,D, = " D,D, 1/1)‘,0.Jr

2vD,D, +2VD,D, 4+ D, =0
4D,D,4+4D,D, +8.'D,D,D,D, =D:
64D,D,D,D, = D: + 16D} D; 4 16D;D; — 8 D,D: D, — 8D, D} D,
-+ 32D,D,D,D,
8D,D,[4D,D, + D:— 2D,D,] = (D:—4D,D,)".
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Ks ist 4D,D, = 4Bp* - 4B,B,p* + 4B,8,p* + 4B,B,p + 4B,B,
D; = 36B;p* + 36 B,B,p* 4 (9B} + 12B,B,)p° + 6B, B,p -} B

—2D,D, = — 32Bp — 32B,B,p'—2 (3B + 8B, B,) p*
—2(2B,B, +4B,B)p — 2B,B,.
AD,D, + D:- 2D,D, = 8B:p' + 8B, B,p’ + 3 B;p?

+ @B B,—4BB)p -+ 4B.B, 4 B —2R,B,.

Zugleich ist 8D, D, =816 Bp* 4 8.16 B, B, p’

48B4+ 8B,B)p +8(2B,B,+ 4B.B) p + 8K, B,,

mithin das Product

8D,D, [4D,D, 4 D:——2D,D,] -

2.8 Bip' + 4.8° BB, p o+ 6.8 BB | p

+ 4.8 B:B,B, ]

8'BB,
0.8'B, B}
3.8 Bo B

BB, B,
2.8'B:B, B,
4.8 BB,

+ 3.48B,B:B,
3SBB
6.8 BB,

4.8 BB, B,

8 B, B

48 B B

LB,B, B, B,
8B, B,1B,8,

2.8 B:RB:
3.8 BB,

28 B, B, B, B,

28' B B
3.8 BB
8RB,
P+ BB, 1 p+ BBBB,
2.8 BB 2.8'B,B, B

— 48 B:B,B, — 4.8'B,BB,
4.8'B,1:B, 6.8 BB,

— BB, B, —3.4.8B,B:8,
9.8 I 2.8' B, B, B:
3.8 B, B: B, — 4.8B:B, B,
2.8°B,B: B, 6.8 B'B,
4.8 1B, B, 3.4.8B, BB,

SR8, B, 8B, BB,

TE S B, B,
281, B!
— 48,8
2.8: 121, B,
4.8B, BB,
— 8 BB, IR
2.8B:8, B,

—4.8 48,4, 8

bl A8B,BB,B,
8 B, 121,
— 28 W8

Ferner ist D} -4 DD, = 488 p* 4 488, 8,p* -
+ OB+ 8B B+ OB B, —-4B,B)p | Bi— 48,8,

(D' — 4D, D) =

9.8 B B

29Bp' + 4 BB, p - 2815 B'f] p

Naturwissenschaflliche Abhandlnngen, 1V, 3. Abth,

8" BB,
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+6.8BB,B, | p*+ 9 B I P+ &BBB]p
— 48'B!B, 8 B:B; —4.8B:B, B,
9.8'B, B! 2.98 B, BB, 2.6.9 B! B,
8’ BB,B, | 6.8°B,B:B, — 9.8 B,BB,
—4.8B:B, B, 2.6.8B,B, B
8 B:B; — 8 B:B,R,
— 48'BB, |
298, p'+2.6B,B; 1 p+ B
—9.8B,B:B, —6.8B,B,B,B,| —sB,B!B,
28B,B! — 8 B,IiB, 16 B B:
— 8 B:B,B, 48 B:B,B,
6 B:B;
--6.813,B,B,B,
28BB:

Mithin bestehit im vorliegenden Kall die Gleichung :
(168 BB, — 192 B: B, B, + 48 B, B! B, — 9 BY) p*
+ (168 BB, B, 4+ 96 B, B, B} —1208,8; B, — 12B!B,— 192 B: B, B,) p*
F(3208:B,B, — (44 BB 4 168 B,B; B, 1 48 B, B}
--80B,B,B,B,+ 2B:B;—24 B B)p* + (96 BB, B,
+ 112 B,B,B,B, + 40B,B;B,) p — 16 B: B -+ 32B,B, B, B,
+8B, BB, —16B:B; — B} = 0.
Es sey wur Abkiirzang
68BN, —192B:8, B, - 438, B: B, — 9B =K,
768 B:B, B, + 96B,B, B: — 1208, B:1B, — 12 BB,
— 192 13:8,B, = E,
32013:B,B, — 144B: B2 + 168 B, B; B, 4 48 B, B}
—80B,B,B.B, + 2B:B: — 248'B, = E,
9613 B, B, + 1128, B, 18,8, + 408,15 B, — 96 B. B, 18;
+4B,B:—16 1B, B, =E,
—16 BB+ 328,B,B,B, 488,828, + 81, B3,
— 168 B8:— B: = E,
und man hat somit als die gefundene Bedingungsgleichung:
Ep+Ep+Ep+EpHE, =0
Setzt man iibevdiess in der frithern Gleichung fiir p der Kiirze halber
B —48, 8,8, +88BB, = A,
BB, 4+ 28,B, 8,4 16128, —48B, B - A,
i:8, 4 88,B,B, —4B,3, B, = A,
BB, —-B. B = A,
somit A,p"+ A,p*+A;p+ A, =0; so hat man bereits zwei Gleichungen fiir p. die
mindestens durch Einen gleichen Werth erfiillt werden miissen; daher zwischen den
Coeflicienten eine Relation stattfinden muss.
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2. Um das Endresultat der Bestimmung dieser Relation und des Werthes p, der
die Eigenschalt besitzt, nugleich beiden Gleichungen zu geniigen (falls nicht etwa heiden
Gleichungen dieselben Wourzeln entsprechen), einfacher zu finden, wird es vortheilhalt
seyn, noch eine dritte Gleichung zur Bestimmung von p aufzusuchen, mit der jedoch
die friihern Bedingnngen vercinbar sind. Diese liefert nimlich die Bedingung , dass
im Fall eine Gleichung gleiche Wurzeln hat, auch die erste Dervivirte fiic den Werth
der gleichen Wurzel zu Null wird. Man hal somil

B,y - By -+ By + By - B, - 0 und zugleich
48,y + 3B,y + 2B,y + B, 0.
Die erste Gleichung mit 4, die zweite mit y multiplicirt und von der erstern sub-
trahirt, ergibt
B,y | 2B,y 4 3B,y | 4B, 0.
Eben so findet man aus der Verbindung der zwei Gleichungen des dritten Grades
48,B,y'+ 88,8,y + 128, B,y +16B,B, =0
48,8,y - 3By 4- 2B, B,y + I3,B, =0
mithin  (8B,B,—389)y* 4 (12B,B8, - 2B B)y { (6B,B,—B, B, =0.
Verbindel man diese Gleichung . nachdem sie mit 4B,y mulliplicirt warde, mit der
ersten cubischen Gleichung, die mit 8B, B,—3 B} zu multipliciren ist; so ergeben analog
4B, (8B,B, — 3B9)° + 3B,(8B,B, — 3B y*
1-2B, 8B, B, =3By + B,(8B,B, -3B)=0 und
4B, 8B, B, — 3By + 4B, (128, B, —2B,B)y*
+48B,(6B,B, - B, B)y — 0 die quadralische Gleichung
(—48 BB, + 328, 8, B, — By -+ (— 64158, + 4B, B, B,
+16B, B —-6B:B)y +-8B.8,B, — 3188, = 0.
Eben so ergibl Jdie Behandlung der quadratischen Gleichungen
(8B, B, — 313 (—48B;B, |- 32B,B B, - 9B)H y*
+ (12B,B,—2B,B,) (—48B:B, + 32B,B,B, - 9BY) y
+ 168, B,—- B, B)(—48K:B,J- 32B,B,B, —9B") = 0 und
(8B,B. — 3B) (—48 BB, + 323, B,B, — 9B ) y*
+ (8B, B. — 3B) (—64B:B, - 4B,B, B, + 16 B,B: — 6 B!B,) y
+8B,B,—3BH(8B.B. B, —3B;B,) = 0.
folgende des erslen Grades
[—1248B:B: 4+ 4814 13:B,B.B, — 8.12B BB,
+ 4.8B, B B: + 8.64B1B,B, — 8.16 B: B; - 3.64 B: B! B, y
— 1648 B B, B, + 16.328B:8,B,B,—0.16B,B: B,
+48B:B, B; —88RB:B:B, 4 28B,B:B,B, = 0.

Somit wire der Werth von y, der die repetirte Warzel vorstelit, durch die letzte
Gleichung bestimmt :

(— 576 BB+ 448B:B, B, B, — 96 B,B!B, + 32B, B;B:
+512B}B. B, — 128B;B} — 192 B; B;B)y — 768 B} B, B,
7 *
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+512B:B,B.B, — 144B,B!B, + 4815; B, B} + 16 B,B;B, B,

— 64B:B:B; = 0 und wenn Kiirze halber

— 576 B:B: - 448B:B,B.B, — 96 B, B} B, 4 32B,B:B:

+512B:B,B, — 128B:B2— 192B:B;B, = F,

—1768B:B,B,} 512B:B,B.B,— 144 B BB, { 48B:B,B:

4+ 16B,B:B,B, — 64 B;B:B, — F. gesetzt wird, durch

Fy+F. =0
3. Was die Bestimmung der gleichen Wurzel betrifit; so ist dieselbe einer der

Aunsdriicke unter den angefiihrten Woarzeln y und zwar, je nachdem eine der vier An-
nahmen

/Db, J/D D, . (,—2D,D)
l)(, D, D, D U D.D,

=+1

besteht, immer ein anderer. KEs lidsst sich jedoch nachweisen. dass beziiglich dieser
Wahl keine Unbestimmtheit stattfinde. In der Annahme

o —:¥YDD . \/D D, ,(D,—2D,D) _
D.D, D.D V'D,D,

D
1=V,

« D,
.Yz:P‘I‘VD"

* D iarecos 1 m.)_, i
B VAU Gl oty

yo=p+ \/D" emiveens [ Y/ DDy (]

\ D.D,

sind die Waurzeln

und bei der zweiten

DD, D.D VDD,

n=re Vl),
»=1—V o,
y=pt)/ el [~ \/-,'?I!l i

! I) '—l arc cos / D
»=r+y p,e ng*ﬂ)

also Werthe, die sich nicht etwa, bloss der Ordnung nach unterscheiden. Beide Grup-
pen von Wurzeln geniigen der Gleichung. So muss die Summe der vier Werthe
Yi—p+y:—p+y,—p+y.,—p nach der Eigenschalt der Gleichung

Do(y—p) + D, (y—p)* + D, (y—p)* + D, (y—p) + D, =0

—:V/ DO /DD, 4_”’2—?‘/_')7@: _
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D, . . . .
den Werth — D, ergeben. Die Annahme, worin das obere Zeichen von + 1 gilt, ergibt

D,D, T
2 L D 1) = — /DD
o (t D.DID:
V. oo, ") D, D;D;
D, D
und in Folge der Gleichung D, - (:;'\, ist dieser Werth = — 5.

In der zweiten Vorausselzung hat man (iir diese Summe denselben Werlh

21/ pol—1 411/ DD o

A !
nD +1 ”_I)"'

Eben so sind
¥i—p) a—p) + (yi—p) Go—p) + Gi—p) (o—p) + (=) (a—p) (=) (y—p)
+ (—p) (i—p)
beziiglich heider Hypothesen

_2qu/1 +(__VD Da~—2)\:2vl) [—1+‘/D D)

DD,

— e D,
und da [ir die erste lypothese die Gleichung v'D,D, + VDD, =— f. fiic die zweile

R . D, D
VDD, —vD, D, = — *2"% besteht; so reduciren sich diese Werthe aunf ]TZ

Die Producte der Ternen
(=) (vo—p) (ya—p) + Ci—p) e—p) (o—p) + (¥i—P) (vs—p) (yo—p)
+ (v—p) (i—p) (3—P)
sind in den beiden H_ypolhesen

SR S i

"Dl)

D, /D;* D,
und da die Bedingung besleht D= D, I in beiden Killen :—D

0

Endlich ist das

D,
Product (y,—p) (y,—p) (yy—p) (yi—p) fiir beide Annahmen = Df; so dass man un-
schliissig seyn kinnie, welche der beiden Hypothesen zu wihlen sey.

Werden die beiden Hypolhesen

—:V/ 0D VDD 0w b)),
D.D, —1=
" l/D"D

statuirt ; so sind alsdann dic Wurzeln in der ersten Hypothese fiir das obere Zeichen

von *+ 1

n=p+ \73" elvees (=4 VD'—D’— 1)

B 77 1)
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D
»=p+{/p,
' D,
»=r+{p,

und in der zweiten Hypothese:

=Y vD bt
e B /B

v=r=Vnp.

Yo=p —\/'.;

also genau dieselben wie friiher, daher diese Hypothesen keine besondere Riicksicht in
der Bestimmung der Wurzeln erfordern. Diess folgt auch aus dem Umstand, dass im
Ausdrucke von

sosg = — 1V DD /DD, (D,—21D,D)
: D D vD.D,
bloss das obere Zeichen zu gelten hat, indem [iir das untere Zeichen die Wurzeln nur

beziiglich ihrer Ordnung differiven.

Dieser Umstand behebt zugleich die vorige Unbestimmtheit, indem er den Anhalts-
punkt verschaflt, die Wahl der Bedingung so zu treffen; damit im Fall

1) D,=>21"D,D, wire, 3 stumpf; im Kall
2) D, =2vD.D,, ¢ spitz ausfillt. Der
Fall endlich D, = 21."D,D, wiirde fiir den ersten Werth von cosy. die

= " e 3 B 3 - . E
Null ergeben, also y = 5 und es wiren fir dicsen Fall keine zwei gleichen Wurzelu.

Es gelten also im Fall zweier gleicher Wurzeln fails

D, = 2vD,D,, die Werthe der Waurzeln :

R
»=1=Vs,
yo=p+ ‘h/B“ el (- V:;lD: 1 1)
n=p+ \7% et (—y vg:[l;’ +1)
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und im Fall D, < 21D, D,

n=r+V/p,
r=r+p,
y":'w"l/:;: o ey 3;{))'_:'_[)_

4. Die im (riihern geflundene Bedingungsgleichung: K,y 4 F, = 0 ergibt durch
die Einfihrung desjenigen Werthes von y, der die repetirte Wurzel vorstellt,
v et D "
Fop2|/p,) + ¥ =0

F ! ll“ 'F l“
* n‘/'])n:_-:— wp

[ 7 g—: =F-H4F Fp + 6K Fip* |- 4R E p + Kip,
und es ist B.F:p' + B, F:p' + B, Fip* + B, ¥ip 4 B, K}
= B,F+4B F.F;p+ 6B F:F:p* + 4B, F;F.p* 4 B, F{p*
d. i (B,Fi — 4B, F;F.)p*+ (B, Fi— 6B, Fi F) p*

+ (B,F;— 4B, F.F)p + B,F; — B, F: = 0.
Diess ist die dritte Gleichung fiir p und sie ist stels dieselbe, es mag welche
immer der vier llypothesen
—:V DD DD .- 2VDD) _
l)u D'. o LYy [/D" l)“

statuirt werden. Ks bestehen daher zur Bestimmung von p, zwei Gleichungen des

dritten und eine des vierten Grades, nimlich:
A:) p" 'l‘ A,,p! ‘I‘ A P + Ac =0
(B, K — 4B, F;F)p" + (B, ¥i —06B, K F3)p’
+ B.F,— 4B, K. F)p -+ B, ¥ —B,F;, == 0
Ep+Ep+Ep+EpdE =0.
die alle durch ein und dasselbe p erfiillt sind. Ks kinnen jedoch einige oder alle Glei-
chungen mehrere oder alle Wurzeln gemein haben, welches ihre Behandlung verwickelt
und die Anzahl der den Coelficienten eigenthiimlichen Bedingungsgleichungen abiindert.
Was suférderst die Gleichung des vierten firades betrifit; so kann sie, abge-
sehen von ihrer Eigenthiimlichkeit, in Folge welcher sie durch ihre erste Ableitung
ersetzt werden kann; noch durch eine andere cubische Gleichung ersetzt werden.

Der Ausdruck ——%VD_'DS +1 D, D.:_4(D2—2I/D.,D4) 41
DD, e
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A | . .
driickt die Bedingung cosy = + 1 aus, welches mit VDiSm;; =0 gleichbedeutend

ist; und welcher letztere Ausdruck nach Nr. 5 1L die Form

“/!’« Sing = ! \/4(3B,B;— 8B;B,)p+ 2(Bi—4B; B,—2B,B,B, + 2(4B,p+B,) VA,
Dn 4Bu 4Bnp —|— B,
annimml.  Setzt man darin Kiirze halber
4(3B,B;—88B:B,) =«
2(B:—4B:B,—2B,B,B) =3
wnd setzt man zugleich. um das Radicale der Nulle gleich zu bilden:
(p+ 8y = (4B,p+ B A,
so gelangt man nach der Entwicklung und Wiederherstellung der Werthe bloss auf eine
cubische Gleichung :
64 A, B3p' 4 [48A,BIB, — 4(3B,B{—8B;B,)"| p*
+(12A,B,B: — 4 (3B,B}—8B{B,) (B — 4BB,—2B,B,B,)1p
+AB — (B — 4B:B;,—2B,B,B)* =0,
4. 1. wenn Kiirze halber
61A,B = G;
i8A, BB, — 4(3B,B: — 8BIR,): = G,
12A;B,B: —4(3B,B: — 8B;B,) (B} — 4B;B,—2B,B,B) = G,
AB— (B —4B:B,—2B,B,B,)* — G,
gesetzt wird. auf die Gleichung :
G;, p:l + G,, [)3 f— G p + Gs = 0.

Diese Gleichung ist jedoch keineswegs mit der biquadratischen identisch: denn sollte
letzlere in eine cubische iibergehen. so wire diess schon eine Specialitit. Auch folgt
davaus nichts mehr, als dass: stati der biquadratischen Gleichung

Ep+Ep+EpP+Ep+E =0
auch die cubische Gp+GpP+Gp+G =0
statuirt werden kinne, ohne dass diese beiden (ileichungen mehr als Kine gleiche Wuruel
haben miissten. Ks wird niimlich in der Kolge erwiesen werden. dass die Gleichung
Asp - Ap*+A;p+ Ao == 0 nur Kinen Werth liefere, fiic den die obige Bedingung
¢ =0 realisirt ist. weil es nicht miglich ist. mehrere Werthe von p anzugeben, die
zugleich den Bedingungen ¢ =0 und Asp’ -+ A,p*+ A.p+ Ac — 0 geniigen. Unter
dieser Voraussetzung enthalten die beiden Gleichungen

Ebpb+E5PJ+EU Pl+ E7P+Es =0 und

Gp'+ G p+6Gp+Gs =0
denjenigen Werth der beiden Bedingungen zugleich geniigt ; sie enthalten iiberdiess
noch Werthe , die fiir die letztere Gleichung in dem Masse verschieden seyn miissen,
als in sie dnrch Substitution Grijssen eingefiihrt warden, welche Bedingungen einschlies-
sen, denen alle Werthe von p nicht geniigen miissen.
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5. Um die angefiihrte Eigenthiimlichkeit der Gleichung
Ep 4+ Ep+Ep+Ept+E =0
durch ihre erste Ableitung ersetzbar zu seyn, so wie noch andere zu erweisen; wird
es nothig drei Gleichungen zn deduciren. Zur ersten gelangt man auf folgende Weise :
Es sey Ep+EpP+Ep+Ept+E =2
mithin Ep+2E,p"+3E.p+4E, =40—pD,Q,
diese Gleichung mit 4 E, multiplicirt und in Verbindung mit E;D,Q ergibt bei der Sub-
traction eine quadratische Gleichung , nimlich es ist:
AE,E;p' + 8E,E; p* 4+ 12E,E, p + 16 E, E; = (49 —pD, D 4E,
4E,E;p"+ 3E:p* + 2E,;E;p+ E.E, = E;D,Q
(8E,F,— 3E) p* + (12E,E,— 2E,E)p + (6E,E, — E,E,
=16E, Q@ — (4E,p + E;) D, Q.
Wird die gefundene Gleichung mit p multiplicirt und mit D, verkniipft, so ergibt sie
die zweite quadratische Gleichung:
(32 E,E,E, — 9E! — 48E:E,) p* + (16 E, E2 — 6 E2 E; — 64 E2E,
+4E.EE)p+8EEE. —3EE, = —64E{pQ
+ (8E,E; —3E: +4E,E;p 4 16 E}p) D, Q.
Endlich, wird die erstere quadratische Gleichung mit — E; multiplicirt und zu ihr die
andere addirt; so findet man
6[4E,E; E;, — E: —8EE,] p* + 4[—E:E; — 2E,E; E,
— 16 EE; + 4E,E;]p + 2[—E;E;, —SE,E; E, 4 4E, E. E:]
= —16E,(E; +E,p)Q+ [8E,E; —2E: 4+ 8E,E;p + 16 E}p’]1 D, .
Der vordere Theil ist die doppelte negative Ableitung der Hilfsgleichung A,p® + A, p*
+ Asp+A; =0 fiir den Fall, dass diese aul die Coefficienten der Gleichung Q ange-
wandt wird. Es sey somit
(Ei —4E,EE; +8EE;)p’ + (E2E; 4+ 2E,E,E: { 16 K}E,
—4E.E)p* 4 (EJE: + 8E.E.E; —4E.E.E.) p 4 EE,
— E. Eg =,
alsdann ist die erste fragliche Gleichung
—8E,(E:+E.;p)Q+ (4E.E;—E: + 4E,E; p 4 8E{p9 D, @

+D,v =o0.
6. Die zweite Gleichung erhilt man durch folgende Betrachtung:
fis ist 4E,p+3E.p’+ 2E:p+ E. = D,

3M.p"+2M,,p*+M_.p =pD, ¥

E!—4E,EE, + SEE. = M,
E!Es + 2E,E,E, + 16EE, — 4E,E: = M,
E:E, + 8E,E,E; — 4E,E.E, = M,,
E:E,—E,E; =M,

wenn Kiirze halber

gesetzt wird; mithin

Naturwissenachaftliche Abhandlungen. 1V, 8. Abth.
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(8 E§ MJ —9 Es Mls) P2 + (4 EA Mu —6E, MLS) p
—3E,M,,=4E,pD,¥—3M,,D,Q,

und diess mit D, ¥ verbunden, ergibt

(12E,M,,M,, — 18E;M;: — 16 E,M§ 4 18Es M,, M,,) p

—9E, M2 —8EMM,. +9E:M M, = 12E,M,,pD,¥
—9M:DQ— (BEM,—9E.M)D,¥

= (1EM,,p—8EM,+9EM ) D, ¥ —9IM!D, .

Vermige der Eigenschaft der Coefficienten M,,, M,,, M.. die Gleichung
M:E,—M.E = 2M,E,
zu erfilllen, lisst sich jene Gleichung auch folgends schreiben :
(24EM, M, — 24E, M — 16 E,M2)p — 9E: M2 —8E M, .M.
+9E;M M. = (12E,M,;p —SE M, 4 9E,M,)D, ¥
—9M;:D,Q.
Ferner ist M.p+2M.p+3M, = 3% —pD, ¥
welches mit D, ¥ verbunden
eMz—6M M)p+ M M. —9M M, =MD, ¥
—9M,, ¥ + 3M,pD, ¥
ergibt. In Folge der Gleichung
8EM,.,=E;M,, — E;M,, und der vorigen
REM.=EM,—E; M, ist

4E M — 6E;M, M. + 6E;M;

2M152‘_‘_6M,5 M|' = 2E’*
! “"’I'-' — 9E3 Mls M|~ 9E 2
M. M. —9M. .M, — SE.M, -+ 9E: M}
8E,
und somit (12EV4M-5P - SE“M,(, —l— QE, Mls) Dpllf — 9M,§DpQ

= —8EM,D, ¥ 4 712EM, ¥ — 24EM,pD, v 4. i
B6E,p +9E) D, v —2E, ¥ —OM,.D, Q=0
als die gesuchte zweite Gleichung.
7. Was die dritte Gleichung betrifft. so kann immer eine Wahl der unbestimm-
ten Coeflicienten A, B, C, D, ¥ so bestimmt werden: dass die Gleichung
(Ep* + Eip'+ Ep' + Eop + EDA + 4E,p' + 3E.p* + 2E:p + E,) (B+Cp)
=(ApP+ AP+ AP+ A)DLHFD
fiir jeden Werth von p erfiillt sey. Man findet zur Bestimmung dieser Grossen die
Bedingungsgleichungen :
E,A+4E.C =AF
E:A+4+4EB 4 3EC=A;D++AF
EsA 4 3E:B+2E,C=AD 4 A.F
E:A 4+ 2E:B 4 E,C=A:D  A:F
E:A 4+ E.B = A:D.
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Wird die letzte Gleichung in die erste substituirt, so kémmt man aul einen Ausdruck

fir B
EAD—EEB 4 4E,E;C = A;E;F

und dadurch aufl die Werthe von A und B
—4E,E.C + ALE F

A= E K
y _ AEE:C+AED—AEF
= EE, :

Durch die Substitution dieser Grissen kimmt man auf drei Gleichungen mit drei Unbe-
kannten, nimlich :
(16 E:E; — E,E.E)C 4 (4AE{— A EE)D + (A:E;E, —4A,EE,
—AEE)F=0
(12E,E,E,—2EE,E)C + (3A,EE — A,EE)D + (A,EE
—3AEE —AEE)F =0
(BE,E.E; — 3E,E)C + CAEE: —AEE)D + (AE; —2AEEs
— AEE)F =0.
Sey zur Abkiirzung
16 E2E;, — E.E.E, = a
4AE: — ALELE, =)
AEE —4AEE, —AEE =¢
12E;E;E3 — 2EuE5E7 = a’
SAEE; — A EE, =)/
AEE —3AEE; — AEE; = ¢
SE,EE, —3E,E; = a~
2A,E.E, — A EE. =b"
AE —20EE. — A, EAEy = e,
mithin sind die drei Gleichungen
aC4+bD+c¢F=0
aCH+bD+cF=0
a’C+4b"D + c"F =0.
Aus den beiden ersten folgt:
C D F

be'—b'c ~ ca‘—c¢‘a  ab/—a‘b

und wenn dieser Quotient = E,E-U gesetst wird
C = (be'—b)EE,U
D = (ca’—c¢a)EE:U
F = (ab'—a’bh) E E,;U
A = [—4E,E; (be'—b‘c) + AE; (ab’—a’h)]U
B = [4E,E, (bc'—b‘c) + E,As (ca’—c‘a) — A; E, (ab’—ah)] U.
Es iibergeht die gesuchte Gleichung durch diese Werthe in den Ausdruck :
8 -
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[—4E,E; (be'—b‘c) + AE; (ab’—a‘h)] @ + [4E, E; (be!—b‘c) 4 AJE, (ca’—¢‘a)
— A,E, (ab'—a’b) + E.E, (be‘—b’c) p] D, @
= [K,E, (ca’—c‘a) + E,E; (ab’'—a’b)p] w;
wenn fiir A.p* 4+ Acp’+ A,p + As, » gesetzt wird.
Eben so ergibt die Verbindung der ersten und dritten Gleichung
a’C+b'D+c’F=0
A = [—4E,E, (be''—b"c) + A E; (ab“—a”b)] U,
B =[4E.E, (b¢"—b%c) + As E,(ca’—c"a) — A, E, (ab’’—a’b)] U,
C =E,E, (be“—b"c) U,
D = E,E, (ca”—c"a) U,
F =E,E, (ab“—a“b) U,
wodurch die gesuchte Gleichung auch noch einen zweilen Ausdruck annimmt:
[— 4E,E, (be“—b*“¢c) + A;E; (ab—ah)] @ 4 (4EE, (be’—bc)
+ ALE, (ca*—c'/a) — A,E, (ab“—a’b) 4 E,E; (be”—b“c) p]1 D, @
= [E,E, (ca“—c"a) 4 E,E, (ab’“—a“b) p] «.
Endlich ergibt die Verbindung der zweiten und dritten Gleichung
a’C+bvD+cF=0
a’C+b'D4¢"F=0
A =[—4E,E, (b’'¢"—b'c’) 4 A,E, (a’b”—a’b")] U,
B = [4E,E, (b'¢"—b*¢’) 4 AsE, (¢'a’—c"‘a’) — A,E, (a’b*—a"b)] U,
C=EE, (b'c"—b"c) U,
D =E,E, (¢a’—ca") U,
F = E,E, (a’b*"—ab) U,,
und als dritte Gleichung
[—4E,E, (b'c"—b¢) + AE, (a’b“—a*“b)] Q@ + [4E, E, (b'c’’—b*¢c!)
+ AGE, (¢c'a—c”a’) — A E, (a’b“—ab?) 4 E, Er (b’c“—b’¢’) p]1 D, 0
= E,E, (¢'a”—c“a’) + E, E, (a’b“—a"b) p] .

8. Nimmt man irgend eine der letztgefundenen Gleichungen; so zeigt dieselbe:
dass wenn fir irgend einen Werth p = «, @ und » zu Null werden, wie es wirklich
der Fall ist, weil Ein Werth p beiden Gleichungen geniigen muss, auch D, @ Null sey.
Daraus folgt die friiher erwihnte Eigenschalt von Q@ durch D,Q ersetzbar zu seyn. Die
Verbindung jener Gleichungen mit den frither in Nr. 6, 7 gefundenen

—8E, (Es+E p)2+ AE E —E: +4E:E;p + 8E;p) D, ©
+ D, ¥ =0 und
(36E,p + 9E;) D, ¥ — 72E, ¥ — 9M,,D,Q = 0
lehrt iberdiess eine Verkniipfung zwischen den Grissen 2, D,Q, ¥, D, ¥ fiir den
Werth p =a. Ist nimlich fiir einen Werth von p, © und », =0 so zeigt die erste
Gleichung Dy @ = 0; die obere der letzten Gleichungen ergibt dann D, ¥ =0 und die
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untere ¥ =0. Somit ist der Werth p=«, der den Gleichungen 2 =0 und w =0
geniigt, eine repetirte Wurzel sowohl von Q als auch von W.

9. Die Bedingung zweier gleicher Wurzeln fiihrt nothwendig auf eine Bedingungs-
gleichung zwischen den Coefficienten. Es wurden im friihern fiir diese Eigenschaft
die Giltigkeit der Gleichungen:

(8B,B, — 3By 4 (12B,B,—28,B,)y + 16 BB, —=,B, =0
und Foy+4F; =0 gefunden; wird nun letztere Gleichnng mit (8B,B,—3B?)y, erstere
mit K. multiplicirt und beide dann von einander subtrahirt; so ergeben sie die fernere
Gleichung
(8B,B.F, — 3B}¥, — 12B,B,¥: } 2B,B,F.)y — 16 B,B, F; 4+ B,B,F, = 0,
und somit ist, wenn Kiirze halber
(3B.B,—3B)F, —2(6B,B,—B,B)F, = H,
(—12B,B, + B,B)F, = H,, gesetzt wird,
F,o_ My
¥, T W
Die Entwickleng ergibt fir H, und H,,:
H. = —3.16°B;B.B,B, + 3.9.16°B;B}
+ 20.16°B;B,B:B, — 24.16*B,B, B,B;
+ 4.16°B;B;B, -} 18.16°B}B:B,B,
— 12.16°B:B{B.B, + 52.16B:B:B:B,
4+ 7.9.16B:B:B: — 16*B:B, B}
+ 3.9.16B,B:B, — 15.16B,B:B,B,
+ 4.16B,B;B}.
— 4.9.1°B:B:B, — 2.16°BiB,B:
—4.9.16B!B,B: — 26.16'B:B,B,B,B,
+ 8.16°BIB}B, 1+ 12.16°BIB:B:
+ 47.16B:B:B,B: — 8.16B:B,B:B,
+ 4.21.16B:B:B,B, — 2.16'B:B:B:B,
— 6.16B,B:B: 4 2.16B,B!BB,
und man findet bei der Entwicklung von F;H,, — F,H, = 0 fiir die Ausdriicke ¥, H,,
und F, H, die in folgenden zwei Reihen angesetzten Glieder

H,

F. H, F, H;
B: B B, — 9. 16 — 916"
B! B, B: B: 8.9. 16 9.16°
8.9.16
B B: B! — 1.16°
B¢ B, B 9. 16" 9. 16°
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F6 H]u F, H9
B: B, B, B: B, — 8.9.16° — 9.16
4.9.26.16° 3.24.16*
7.916° 6.9.16
B: B, B: B, B — 2.26.16° — 6.16°
—7.8.16 — 3.20.16°
B: B! BB, — 2.9.16° 3.4.16°
— 2.9.16" — 3.4.16
B: B: B: B — 3.9.16 — 3.18.16*
— 3.9.16
B¢ B} B: 16°
16°
B: B! B, Bi 3.8.16
3.8.16
B; B: B: — 3.4.9.16°
B: B: B, B: —7.9.16° | — 3.24.16
—17.9.16° 3.9.16°
B; B, B B} 2.9.16° 6.16
2.9.16° 3.4.16°
B: B:B: B, 3.9.16° 3.18.16°
—9.21.16° | —3.7.9.16°
—4.9.6.16° — 3.9%16°
B; B: BB B, 7.8.16° — 3.16
—4.7.26.16° 3.20.16°
8.9.16° — 2.24.16°
8.9.16° — 3.52.16°
— 4.18.16°
B: B, B: B, B, 13. 16* — 4.20.16°
— 16 8.16
2.7.16¢ 3.16
B: B! B, B, B; 12.26.16° 3.9.16
8.21.16° 4.9.1¢6*
12.16° 2.18.16"
3.7.16°
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F, H,, F, H,
B: B: B! B — 4.16* 40. 16*
— 4.16"
— 6.16
— 6.16
B; B; B, — 4.16°
B: B B} — 9.16°
B; B; B: — 16
B; Bi B: 4.6.9.16° 3.7.9.16
4.6.9.16°
B: B; B; B — 8.9.16 — 24.16°
49 .16° 3.52.16
—8.9.16t | — 4.7.9.16°
B; B’ B: B: —2.7.16 — 13.16'
—2.7.16 4.16°
— 3.16°
B: B: B, B: B, —3.7.16° | — 3.12.16°
— 2. 6-16° 9.24.16°
6.26.16° 8. 16°
7.21.16° 2.7.9.16'
3.15.16°
B B; B! B, B, 4.16° 20.16°
— 2.26.16° 3.16°
6.16" 2.52.16°
— 2.21.16° — 4.9.16°
— 7. 8.16° — 3.4.16
— 3.16¢
B B, B; B, 4.16° 4.16°
B; Bs B, B: ~ 3.21.16* | — 9.18.16
— 6.12.16° — 81.16°
B: B: B: B, 16+ — 2.6
16*
B: B: B: B: 3.8.16° —9.20.16°
3.8.16° — 24.16°
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F, H,, F, 4
B: B: B, B} —4.6.7.16° 7.9.16°
—4.6.7.162 | — 3.15.16
B: Bs B: B, 6.12.16° 81. 16
—4.6.21.162| —17.81.16
BB B! B 7.8.16° 52. 16°
3.16° 4.15.16°
7.8.16 3.4.16°
3.16°
B: B; B; B, — 16° — 16°
— 16° — 16°
:Bs B: B, B, — 3.8.16° —12.16°
8.21.16° — 9.52.16
2.6. 16° —3.9.4.16°
— 2.15.16
B; B: B B, — 4.16° 9.16*
BB B, B: 9.12.16°
6.9.16°
B: B B! 4.9.16°
B: B¢ 2 B: — 2.6.16° — 15.16
— 12.16°
B: B B; B, 4.16° 4.16
C B:B:B: — 3.81. 16
B:B' B,B, B, 3.9.16°
9.15. 16
B: B® B B, — 4.9.16

Diese Glieder zusammengezogen geben die verlangte Bedingungsgleichung, die
jedoch spiter durch eine einfachere ersetzt wird. Jene ist:
— 4.16'B;B:B; + 3.16°B; B, B:B,B; — 36.16°B: B1B:B,
+ 2.16°B;B!B + 3.16°B;B:B,Bi 1 9. 12.16° B, B:Bt
. — 81.16°B}B:B,B: — 72.16°B:B,B:B? 4 3.8.9.16°B:B:B: B: B,
+ 20.16'B}B,BiB, B, -— 36.16'B;B;B,B,B; — 60.16' B} BB} B:
— 4.16°B{B¢B, — 9.16* BB B; + 16*B:B; B?
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+3.81. 16 B! B: + 10.16'B 2 B! B: 1! — [ B B:B:B?
—99.16°'B:B!B,B: B, — 3.8.13. 16°13: 3 B!B, B,
+9.12.16'B:B: B, B: + 4. 16* BB BSB, + 4.9. 17.16° B: BB B?
—6.59.16°B,B;B,B! + 4.21.16* B, B: 312 - 6.9. 16 B, B B2 3,
49.11.16"'B, B BB, B, — 21. 16°B, B! Bi B, — 2.81. 16°B, B¢ B, B;
+36.16° BB — 9. 16* B B2 4 3.81. 167 B I:
—2.81.16'BIB, B, B, + 36. 16° BB IS, = 0.
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10. Zur Auffindung dieser einfacheren Bedingungsgleichung als auch fiir fernere
Folgerungen wird es nithig, das Stattlinden gewisser Gleichungen fiir specielle Werthe

#u erweisen. Selzt man
Byy*+ By + B,y +By+B,=0
AP +AP+Ap+HA=0;
so folgt aus der ersten Gleichung und aus 4B,y* - 3B,y* + 2B.y 4- B, =D, 11,
401 —yD, 1T = B,y’' 4+ 2B,y* + 3B,y +4B,;
wird diese Gleichung mit D,1I abermals verbunden, so ergibt sie
4B, (401 —yD,M — B, D, I = (8B,B,—3BYD y*
+ (12B,B, — 2B,B,)y + 16B,B, — B, B,.
Diess mit 4B,y multiplicirt und von (8B,B,—3B?) D, 1 subtrahirt; ergibt
8B,B,—3BHD,1— 4B,y [(41—yD,01) 4B, — B, D, ]
= (—48B;B, + 32B,B,B, — 9B)) y* -} (—64B:B, -} 4B,B,B,
+16B,B;—6B:B)y + 8B, B,B, — 3B; B;;

R

welches fiir den speciellen Werth y = —FL mit dem Ausdrucke 2D, o fiir p= —
die Nulle ergibt, so dass die Gleichung:
(8B.B, - 3BHD, 1 —4B,y[4B, (41— yD, 1) —B,D, 0] + 2D, =0

N
7

K
fiir den speciellen Werth y und p gleich —— besteht.
6

Der erste Theil der Gleichung liefert den Ausdrack
(—48B:B, 4 32B,B,B, — 9B) F: — (—64B:B, 4- 4B,B,B, 4 16 B,!B;
— 6B:B,)F;F,+ (8B,B,B, — 3B:B) I}
und da nach frihern
F: =9.16*B;B:B; — 12.16*B; B, B,B,B?
—2.9.16'B:B,B3B, 4 4.6.16°B: B:B: B,
4+ 4. 160 B:B:B: 3 + 9.162 B B: By
4 16°B:B:B: 4 6.9.16° B} BB, B;
4 6.16°B:B:B,B:B, — 16*B!B, BB, B,
" —3.8.16B:B,B: B! — 4.9.16° B! B! B, B;
+17.8.16°B: B!B:B,B, — 6.9.16' B} B: BB,
+ 6.16: B! B!B, B! - 8.16* B} B: B! B}

Naturwissenschaflliche Abhandiungen, 1V. 3. AbLh. 9
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4 81.16°B;B; B: + 16'B:B{ B B;

—2.9.16'B:B: B,B,B,.
¥, F = 3.4.9.16'B;BB, — 6. (6* BS B, B, B:

—3.50.16°B: B, B, B:B, + 16'Bs B! B, B,

+36.16° B; B:B,B: + 4.16'B; B, B B:

—9.12.16°B;B, B + 9.16°B; B: B}

+ 36.16°BsBIB:B, 4 55.16°B B: B: B, B,

— 16'B: B, Bi B, — 42. 16’ B: B! B, B:

+3.16°B:B: B, B: — 4.34,16° B B, B! B
4+ 2.16°BiB; B, — 4.114.16'B}B: B, B, B,
+8.17.16°B:B!B{ B, + 9.12. 16°B:B; B?
—3.6.16° B} B B? + 38.16*Bi B! B B
—16°B:B: BB, + 6.9.16°B: B B, B,
—18.16*B2B;B:B, — 6. 16 B: B3 B, B:

4+ 2.16:B:B: B:B,.

F; = 81.16:B; B + 4.16'B; BiB: — 9.16'B; B, B: 3,
—2.7.9.16°B;B, B, B! + 36.16°B; B: B
+6.9.16°B; B:B:B, 4 7.16'B; B, B: B, B,
— 2.16*B; 3B, — 3.16*B; B2B, B! 4 40. 16° B B: B: B:
+ 4.16'BiB; + 9.16°Bi Bt B:
+ 3.9.16°B: B} B: — 28. 16°B! B, B: B,
—6.11.16'B: B! B, B, B, + 20.16' B: B B} B,
—21.16°B'B!B, B2 + 13. 16° B! B! B3 B,

+ 9. 16'BBsB, B, — 2.16° B2 B: B:
—3.16°B!B: BB, + 36.16° B B¢ B
+4.16° B2 B:B:—3 . 8.1 B B2 B,

ergibt die Multiplication in die bestehenden Kactoren folgende Glieder. wie sie

deei Theilen beziehungsweise entsprechen :

B!B!B: —3.9.16° | 3.9.16°
B:B,B, B! — 4.6.16°
B;B,B,B:B; 4.9.16¢ |—3.4.50.16*
2.9.16° 3.8.16°
B.,B, BB, 6.9.16 | —3.9.16°
—3.9.16:
B;B:B!B, —8.9.16: 160 | —8.9.16"

4.9.
- 3.4.9.16°

den
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BB, B; 8.81.16°
B: BB, B 4,165 2.16°
6.16°
B;B: B, B; 9.16°
B, B 16°
B;B; 128, B: —12.16° | 4.55.16* | —3.8.16"
—24.168 —16° —3.4.16*
—4.9.16*
—4.9.16%
B; B:B; —3.9.16° 3.9.16° —3.90.16°
B: B: B: —3.16 —9.16 8. 16"
SBBB: | —2.81.16* | 9.16°
—81.16* | —9.16
BSB?BZB;::BA —2.9.16% 3.4.16* 3.9.16*
—4.9.16¢ 3.8.25.16° 3.9.16*
8.81.16°
B:B,B!B:B. 3.16° —34.16* | 7.8.16°
3.16° —4.16¢
3.50.160
B B, B: B! 8.9.16° | —4.9.16* | —17.9.16"
9.12.16°
B: B, B B: —4.16
—4.16°
B;B!B, B —8.21.16*
B:B; B,B, 8.16* —16°
— 16
B:B!B,B,B: | 3.4.9.16* | —114.16* | 8.9.16°
3.4.9.16* | 8.21.16 9.16'
3.4.9.16* | 3.8.9.16°
B:BB:B:B, |—3.8.17.16¢| 8.29.16° | —3.11.16*
3.4.16 | —4.55.16° | —3.7.16"
—3.8.9.16" | —4.9.16
— 9.100.16*

9™
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B: B:B:B, 2.81.16° | —8.9.16° | —2.81.16°
2.81.16 | —9.16°
B:B:B, B! —2.9.16" | —3.4.16" | 3.8.9.16°
2.9.166 | —8.81.16'| 6.7.9.16°
B; B:B; B} 3.8.16° 34.16° 20. 16*
—3.16' —3.16* | —3.36.16"
6.9.16°
B:BB) B! 8.16° 2.17.16*
42164
24 . 16*
B:B;B, —2.16* 2.160
B:B,B; B: 2.16* —8.16° | — 14.16*
4.34.16°
B;B:B:B;B, | —2.16° —4.16 10.16*
4.16 6. 16+
—55.16°
6.16
B:B:B; 3.9.16:
BB, BB, 16°
B:B:B,B: | —3.81.16°| 3.8.9.16' | —3.9.16’
—6.81.16°| —3.9.16°
B:B: B: B —3.16° | —8.29.16° | —8.21.16°
3.4.16° 3.6.16° | —3.40.16¢
3.8.9.16° 18.16°
B B:B,B:B, 6.9.16° | —3.8.16* | 8.9.16°
—3.4.0.16°] 114.16° 22.9.16°
—6.9.16° | 6.36.16°
B:B: BB, 16* —16*
12.16° —12.16°
B:B: B: B: —8.9.16 | —8.9.16°
—4.9.16' | —9.12.16°

—42.6.16°
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B: B B} B, B, 17. 16" 8.16° —3.8.16'
9.16¢ | —2.17.16' | — 60.16°
4.114.1¢°
6.55. 16°
{BIBiB; —16 4.16 8.13.16°
—9.16° | —58.16° | 3.28.16°
—3.17.16°
B B: B, —81.16° | 8.9.16 —81.16°
B: B! B; B, —8.17.16°
—6.16*
B:B’B,B: 2.81.16* | 8.81.16°
4.81.16°
B:B: B B: 2.16° —8.160 | —12.1¢°
8.9.16° 6.160 | —3.13.16°
6.58. 16°
B:B'B:B,B, | —4.9.16% | 8.9.16° 9.16°
—8.9.17.16: | —6.9.16°
—3.57.16° |
B:B!B:B, 6.81.16° |—3.8.9.16% —3.9.16"
B:B:B,B} | —6.9.16° | 3.8.16" \ 18.16°
—3.4.0.16) 7.9.16°
B:B: B B, 18. 16°
3.17.16°
B:B:B; B, —2.16° 2.16°
—6.16° 6.16°
) B:B'B,B,B, 2.81.16° 4.81.16°
B:B’ B:B, | —6.18.16°
B:B°B:B, 12.16¢ | —12.16°
B: B1 B ) _3.36.16°
B:B’ B; —9.81.16°
B:B' B:B: —9.16° | —4.9.16t | 8.9.16°
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Mithin ist dieser Theil =—4.6.16°B¢ B, B, B}
+2.9.16sB:B,B,B:B: — 8.27.16*B] B} Bj i3,
+8.81.16°'B’B, B3 +12. 16°B,; B} B, B;
+9.16'BB:B, B} 4+ 16°B. B, B B}

—30.16°Be BB B, B — 3.81.16° B% B} B
+6.16'BeB: B3 —9.12.16* B B B B}
+90.16‘BsB: B, B:B, 4+ 8.33.16*Bs B, B} i3] B,
—6.9.16*B:B, B:Bs—8.16" B; B, B B}
—8.21.16'B: BB, B} — 24 .16:B: B B, B,
48.9.55.16°B: B:B,B,B; — 3.8.115. 16° B; B} i3; B} B,
—6.9.16°'B; B: BB, -+ 3.8.361.16°Bi B} B, B}
+3.4.19.16'B{ BB:B? 4 3.4.19.16'B{ BB} B:
—4.16*B:B,BsB: — 65. 16*B;B:B: B, B,
+3.9.16'B; BB + 16°B; B, B! B,
—7.81.16'B:B:B, B — 4.61.16° B: B: B: I3}
+4.9.13.16°B: B> B, BB, — 9. 15. 1v* By B; B! B;
+3.4.91.16°B'B: B} B, B, 4 58.16° B B BL B3¢
— 9.145.16° B B: B — 8.29. 16 B{ Bi B; B,
+8.13.81.16°B: B B, B: — 12.23. 16: B: B B} B?
—4.81.16°’B}BsB:B, B, — 2.81.16: B} B B3 3,
+6.193.16'B:B°B,B} 4+ 3.23.16°B: B: B B,
—6.18.16°B:B'B; B, — 3.36.16* B B® B}
—9.81.16°B:B'B: 4 3.9.16°B:B'B: B2 + 6.81.16°B: B¢ B, B, B,.
fben so ergibt der zweite Ausdruck
3A,p" +2A,p+ A =D, die drei Theile 3AF; —2A,F.F, 4 A K
d. i. lolgende Glieder der Entwicklung :

B: B: B2 3.8.9.16* | —3.8.9.16*
B:B.B,B: 3.4.16°

B!B,B,B:B: | —3.4.9.16 3.8. 16 — 8.9.16
—3.6.16° 6.50. 16

B:B.B:B, —3.9.16+ | —3.9.16* | 8.81.16°
3.8.9.16°

B:B;B: B, 4.9.16 —2.9.16 4.9.16
6.9.16

B B,B; —4.81.16
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B.B{B, B; —2.16° —16°
—3.16°
B;B;B, B; —8.9.16
B.B,B:B? —8.16° 2.16°
Bi B} B: B, B 9.16° 12. 16 4.16
6.16° — 16° 7.8.16
~ 2.55.16* | 3.4.16*
18.16*
‘BB 3.8.9.16 3.9.16° 81.16°
BS B: B 3.8.16° 8.9.16° —9.16'
B:B:B:B? 3.9.16" —9.16 3.9.16
81.16* —8.9.16*
B;B:B,B:B, | 3.8.9.16° | —3.89.16° —9.16*
9.16 3.8.25.16° | —7.9.16"
—6.16* | —3.89.16°
B;B,B:B:B, | —3.6.16 —4.16 18.16°
—3.8.164 17. 16 —4.7.16
—3.25.16°
BB, 1B —4.9.16° | —4.9.16° | 7.8.9.16°
—6.9.16°
B; B, B: B: 2.165 —16°
2.16°
Bs BB, B 4.21.16* | —3.8.16
B;B; B, B, — 4.16* 8.16*
8.16
B:B:B, BB | —4.9.16 | —8.9.16° | —3.16"
—8.81.1¢° | 8.21.16° | —3.11.16*
— 6.9.16" 57 . 16* —4.9.16
B: B:B:B:B. 8.9.16° 6.50.16° 7.16
—8.9.16° | —4.55.16° | 20.16:
3.4.17.16° | — 4.29.16° | 3.8.11.16°
18.16*
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B:B:B:B, —6.9.16° | —9.16 6.9.16°
— 81.16° 4.9.16° 3.8.9.16
B:B:B,B} —3.4.9.16* | 3.8.9.16* | — 2.7.9.16
9.16° —3.4.16° | — 3.4.9.16°
B; B: B: B2 3.6.16° —2.9.16° 36. 16°
—3.4.16° 34.16° —10. 16*
3.8.16°
: B B: B —3.15° — 8.16¢ 10. 16*
—17.16
—21.16
B:B! B, 16* — 16t
B; B, B; B? — 12.16° —8.16° 7.16
—4.17.16°
B;B:B:B,B, 12.16 —2.16 —2.16
4.16¢ — 14.16*
2.16 —5.16¢
8.55.16°
B; B; B — 3.8.9.16° 8.9.16°
B: B, B{ B, —8.16* 2.16
B! B¢ B, B: 3.6.9.16° | — 3.9.16° 9.16°
3.8.81.16° | — 3.9.4.16° 8.9.16°
B: B: B: B —8.9.16° | —6.16° 40.16°
—8.9.16° | —8.29.16: | 4.21.16*
3.8. 16 —9.16°
BB:B,B!B, 3.6.16° | —8.9.16° | — 6.11.16
8.81. 16 114.16° | —21.8.16°
—3.9.16° 3.4.16° —4.9.16
B:B;B: B, —4.16° 4.16°
—8.16° 8.16*
B:Bs B: B: 3.4.16 4.21.16° | —3.8.16°
3.9.16 4.9.16°
6.9.16°
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B} BB} B, B, —3.160 | —2.55.16° 20.16°
—6.17.16* | —2.17.16°| 8.13.16°
—4.16° 3.4.16
—4.57.16°
B:B!B:B: 3.16° 17.16° — 28.16°
6.16° 4.16° —4.13.1¢
29, 16°
B} B: B} 3.9.16 8.9.16° 3.9.16°
B:B!B:B, 2.6 — 16
4.17.16°
B:B’'B,B: —3.4.9.16° | — 3.8.9.162
— 3.4.81.16*
B:Bs BB} —3.8.16* | -—29.4.16 13.16°
—3.4.16° —8.16° 6.16°
—3.16°
B:B:B:B,B, | 3.8.17.16" 57.16° — 3.16°
3.8.9.16° 8.9.16 —3.4.16
3.9.16°
B:B' B:B, —2.81.16* | —3.8.9.16* 9.16°
18.16°
B:B:sB, B 2.9.16 4.9.16* —21.1¢
3.8.16° —9.1¢°
B:B:B:B, —17.16° 2.16°
—9.16°
B:B!B;B, 2.16° —2.16°
16° —16°
B:B:B,B.B, | —6.9.16° | —3.49.16° |
B:B'B!B, 4.9.16
B:B:B:B, —4.167 4.16°
B:B:® B! 36.16°
B: B B; 3.81.16° |
B:B B:B: 3.16 12.16 —3.8.16
Naturwissenschaftliche Abhaundlungen. 1V, 3, Abyh.

10
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Nach Zusammenziehung der Glieder erhilt man folgendes Resultat:
3.4.16°B:B,B, B — 9.16°B] B, B, B: B!
43.4.9.16'B B:B: B, — 4.81.16' BB, B;

— 6.16'B! BB, B — 8.9.16'B! B! B, B

— 6.16°BB,B:B; + 8.27.16'B; B BB, B;

43 8.81.16'B:B:B: — 3.16: BBi B

+ 6.9.16' B:B'BB: + 45.16*B; B; B, B} B,
—6.19.16'B¢B,BIB: B, + 6.7.9.16°B:B, BB}
4 3.16°B:B,BB: + 3.4.5. 16 B{ BIB, By
+12.16'BsB{B, B, — 4.9.47. 16 B: B B, B, B;
+8.9.16'B; BB BB, -+ 3.9.16°B; B BB,

— 3.4.307.16°B:B:B,B, — 6.13.16°B; BB} B}
—4.21.16° B BIB: + 3.8.16°B{ B, B; B;
+5.8.9.16°'B{B: BB, B, — 9.16' B Bs B}
—6.16'B: B, B:B, +3.8.9.17. 16'BB° B, B:
+43.29.16°BBiB:B3 — 8.9.41.16* B, B: B, B3,
42.9.43.16 BB BB — 6.65.16' 1 B! BB, B,
—31.16°BIBI BB + 9.59. 16’ B B3 B}
+4.21.16°BsB!B{ B, — 9.81.4.16:B! B B, B
— 6.16'B:BsD}B: 4 3.8.61. 16°B: B: BB, B,
+6.9.16'B;B: BB, — 6.67.16° BB B, B
—3.8.16°B}B:B:B, — 2.81.16°B:B}B,B, B,
+4.9.168 BB BB, 4 4.9. (6 B: B 1)
+3.81. 16 B2 B B — 9. 16' Bt BB B:.

Somit ergibt (8B, B,—3B)D, 0

—4B,y4B,@0—yD,m)—B,D, 0] + 2D,
nachsiehenden Ausdruck :

4.16°B;B,B:B; — 3.16° B B: B: B, Ii;

+36. 16'B B, B! B: B, — 2. 16°B¢ B, B: B;

— 3.16°B{ 1B, B — 9.12.16'Bs B, B3 B

+ 81.16°B;BIB, Bt + 72. 16' B B: BB}

—3.8.19.16' B B! B; B2 B, — 20.16'13; B! B: B, B,

+36.16'B: B! B, B, B: 4 60.16' B: B B! B:

+ 4.16B:B, BSB, -+ 9.16' B B: B

—16'B:B,B:B;—3.81.16’BiB; B!

—70.16' BB B: B 4 16'ByBY By 2

+99.16'B: B3 B, B2B, 4 3.8.13. 16° B B} B, B,

—9.12.16°B; BB, B; — 4.16'B: B} B: B,

— 4.9.17.16°BLB: B:B: + 6.50.16° B B¢ B, B
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—4.21.16' B} Bs BB — 6.9.. 16: B B' B: B,
—9.11.16'BiB B B,B, + 21.16°B}B: B B,
+ 2.81.16°B}B1 B, B; — 36.16: B: B 13!
+9.16' BB B:B: — 3.81. 16 BLB? B?

+ 2.81.16'B;B¢B, B, B, — 36.16*B; BB} R,

d. i. nach Ausscheidung des Kaclors —BiB, einen friher gelundenen Ausdruck, der
vermige der Bedingung der repetirten Wurzeln za Null wird, und wodurch die Rich-
ligkeit der Gleichung

8B,B,—3B) D, 1 — 4B,y [4B, (40— yD, ) — B, D, M} 4 2D, 0 =0

fiir den speciellen Werth erwiesen ist.

11) 11. Die zweite Gleichung, deren Nachweisung fir die Folge wesentlich ist.
erhilt man durch folgende Betrachtung :
Esist 4B,p4+3B,p+2B,p+B,=D,n
3Ap+2A0°+H A p=pDyo
mithin (BB,A. - 9A,B)p+ (4B,A,—6A,B)p
—2A,B,=4B,pD,o—3A,D, 1
nnd diess mit Dy » verbunden, ergibt
(12B,A;A. — 18AB, — 16B, A} - 18A,A,B)p
—9AB,—8B,A A+ 9AAB = 12A3B0PDp‘°
—9A;D, 11— (8B,A.—9A,B)D,o
=(12A,B,p—8A,B, +9A,B) D0 —9AD, L
Um vermige der Kigenschaft der Coefficienten A;, A,, A; die Gleichung
A,B,—A,B, = 2B.A;
zu erliiflen, ldsst sich jene Gleichung auch folgendermassen schreiben
(24A,A,B, —24A:B, — 16B,Ah) p —9A3B, —8A, A, B,
+9A,A,B, = (12A,B,p — 8A,B,+ 9A,B) Do — 9A3D, 11
Ferner ist A,p'+2A:p+ 3As=3w—pD,o, welches mit Dy« verbunden,
RA}—6AA)p+ A A — 9A A=A Dyo—9A,0 4 3A,p Dpee
ergibt. Vermige den zweien zwischen den Coelficienten A;, A,, A;, A, stattfindenden
Relationen 2B,A; =A,B,—A,B,
8B,As = A;B,—A;B,
iibergeht letztere Gleichung nach der Multiplication in —8B, in
—8(2B,A?—3A,A,B, + 3AB,)p—9A:B, + 9A,As B, — 8B, A, A; .

80 dass als zweile Gleichung fiir jeden Werth von p die Bedingung besteli :
(12A,B,p—8B,A, + 9A,B)D,» — 9A; D, 0
=8.9.B,A;0—8(3B,A,p +B,A) Dy, d i

(36B,p+9B) D, v = 12B,0 4+ 9A, D, 1L
10*
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12. Aus dem Stattfinden der in voriger Nummer bewiesenen Gleichungen
—G4Bp0 + [8B,B,— 3B+ 4B,B,p + 16B2p7 1D, 1+ 2D, =0
36B,p+9B)D,0 —72Bj0—9A,D,1=0

F,
fir den speciellen Werth p = — i, lassen sich mehrere Folgerungen ziehen :

I. Day r—% eine repetirte Wurzel der Gleichung
Bu_)"A + Btf‘ + Bz.yz + Ba)’ +B. =0

ist; so folgt, dass Il und D, 1 fiic diesen Werth zu Null werden: aus der ersten Glei-
chung folgt sodann, dass auch Dy« fiir diesen Werth zu Null wird, und aus der zweiten

wegen Dy l1=0 und Dy =0, @ = 0; mithin ist —:T‘: auch eine repetirte Wurzel von
Aapa-l-Aupz-I-A;p-l- A6 =0.
2. Aus der Gleichung:
(2A§—6A; Aﬂ) F; + (9A3Ao - AgAa) ¥ = 94, l“(,w -|— (3A; F, — A/, ‘o) Dp’-l-‘
folgt ferner QA —6AADE, + (9A A — A AN F, =0
Nach der Bedeutung der darin vorkommenden Grossen ist
2A—6A,A, = 2.16°B:B: —4.64 B)B,B,B, — 16 B: B:B,
4+ 6.32.B;B,B; — 40B:B:B: + 2.16 B; B;
+ 16 B:B:B,B, — 8. 16 B: B, B;B, 4 56 B, B} B, B:
— 16B,B:B} — 3.16 B, BB, + 2B:B;
—6B:B; und
9A;A«—A A =—8.9B:B:—8.16B:B,B: -} 4.16 BB, BB,
+ 40B:B:B.B, + 44B,B.B,B} -} 2. 16B:B, B; B,
—16B:B!B, — 44B,B!B,B, — (1B, BB}
+ 8B,B:B:B; + 9B: B, — B:B,B:

welche Ausdriicke in ihre beziiglichen Factoren multiplicirt folgende zwei Gruppen von
Gliedern ergeben:

B;B,B; —2.3.16
BB, B:B: 3.16 2.9.16°
6.16°
B;B:B,B: 3.16° 8.16°
—8.16°
B:B,B:D, —36.16° —9.16
—9.16"
BB, B, B 1.16* — 16
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BS B; 2.81.16°
" Bi{B:B!B, 3.40.1¢° —90.16
~3.16 6.9.16°
B;B:B,B, —6.16° —2.16°
4.16° —2.16°
B: B:B,B,B: —3.16° —14.16°
—2.16 5.16"
2.16° —3.16°
B;B, B;B:B, 3.8.16° —8.9.16
4.6.16° 7.16°
—3.16° 8.11. 16
4.16°
B:B,B;B: —2.16 4.16°
4.16°
B;B:B; —2.9.16° 6.16°
B:B,B,B! 36. 16 —9.11.16
—9.14. 16
B;B:B? —3.16° 1.9.16
4.9.16
‘BBt —3.40.16 4.9.11.16
6.8.9.16
B{B:B,B;B, | —3.7.8.16° 9.11. 16
—2.40.16° 7.10.16°
—2.6.9.16t | —4.6.16
3.16° —2.11.16
—16° —3.11.16°
B:B:B}B, B, 3.16° 7.8.16
—16 8.16°
—16° 16'
—14.16° —20.16°
3.4.16
B:B:B,B: 9.16° 6.8.16'
_ 9.16 — 30. 16°
B:B,B;B, 4.16° —16°

7
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B:B:B:B; 2.16 — 16
9.16° —8.11.16°
—4.6.16
 BBBB 6.16" 1715
2.16° — 22,16
BiB:B:B} —3.8.16° —9.16"
12.16° 7.11.16°
10. 16° —2.9.16
B; B:B, —8.16 8. 16
B!B:B:B,B, —2.3.16° — 7. 11.18
7.16° -3.4.1¢
8.9.16 80.16
16° —2.16
3.4.16 —6. 16
B:B;B:B, 3.6.16° —4.81.16
9.4.16 —6.40.16
—9.16° 3.4.11.16
B:B:B:B, —2.16° 4.16
—2.9.16° 2.11. 16
B}B; B.B; —6.16 2.9.16
—9.16° 3.11.16
B:B!B,B: 3.7.8.16 4.9.16
—40.16 —4.7.11.16
—6.4.11.16
B} B{B}B; —3.16° 14. 16
—8.16 6.16
— 14,16 88.16
88.16
B:B:B; B; 2,16 —2.16
4.16° —4.16
B:B: BB, 4.1 —88.16
9.16 —8.9.16
B:B:B,B,B, —2.6.16 4.7.9.16
—7.8.9.16 6.44.16
—3.16° 3.4.16
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B;B!B; 3.9.16° —3.4.9.16
B:B: B: B 6.16 —4.7.16
7.8.16 —6.8.16
4.6.16 —22.16
I: Be B —3.6.16 6.11.16
B:B'B: B, —16 16
—8.16 8.16
B,B’ B:B, —18.16 2.9.16
B,B*B,B, 6.9.16 —6.9.16
B,B° BB, 2.16 —2.16
B,B'B,B: —6.16 6.16

d.i. mach Ausscheidung des gemeinsamen Factors 16 B,:
—6.16°B;B,B? + 8.9.16°B:B,B:B; -+ 3. 16°B: B: B, B}
— 54.16*B!B, B!B. + 3. 16'B: B, B, B! + 2.81.16B; B;
+4.9.16B:B:B:B, — 6.16°BB{ B, B, — 90.16° B} B: B, B, B
+ 57.16°B;{ B, B:B:B, — 24.16°B:B, B:B: — 12. 16 B} B} B}
— 3.63.16 BB, B, B 4+ 24. 16 B3 B:B? — 9.26. 16 B; B! B, B:B,
—2.90.16'B)B: BB, B, 4 9.34. 161 B B, B: 4 3.16*B:B, Bs B,
+33. 16'B BB 4 3.4.50 B1 B B — 12.. 16 B2 B, BL
+ 3. 16B;B:B; B} 1+ 6.19.16 B1 B B:B, B, + 8.9 B: B: B! B,
—2.12.16B8,B:B:B, — 9.21.168,13: B, B} — 12.34.B,B!B,B}
+6.16B,B'BIB: — 3. 16 B BB, — 4.54 B*B, 13, B,
+9.36B7B: — 128 B;B; 4 3. 16 B: B2 = 0
als eine einfachere Bedingungsgleichung zwischen den Coellicienten fiir den Fall einer
repetirten Wurzel.

3. Die Gleichung (36 Bip+9B)Dp= — 7280 —9A, D, 1 = 0 zeigt; dass wenn
w eine repetirle Wurzel besilzt und As nicht etwa Null ist, vermige der Bedingung

g’- = %‘;’ entweder D, oder D, zu Null werden miissen.

Im Verlaufe wird ersichtlich: dass wenn D, =0 nothwendig A; =0 sey, und mithin
auch D, 11; so dass also lolgendes Theorem besteht: Immer wenn o eine repetirle Wurzel

B .
besitzt, hat D, 1l dieselbe Wurzel; ist A;=0, also p=—3],> 80 muss nicht noth-

wendig 1 fiir diesen Werth zu Null werden; in allen andern Fillen ist T1=0 durch die-
selbe repetirte Wurzel wie o =0 erfiillt.
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4. Die Waurzel o, fir welche @, D, @, ¥, D, ¥ zu Null werden, ist somit
p=— 71:-3 + gFI‘% Die drei Gleichungen :
{(—4E,E, (be'—b'c) + AsE; (ab’—a’h)] @ + [4E, E, (be—b'e)
+ AsE, (ca’—c'a) — A, Es (ab’—a’h) + E,E; (be'—cb) p1 D, 0
= [E E; (ca’—c'a) + E, E; (ab’'—a'h) plo
[— 4K, E; (be“—b"c) + AsE: (ab”—a“b)] @ + [4E, E,(be'—b“c)
+ AE, (ca”—c"a) — AsE; (ab“—a“b) + E, E; (be’—cb”) p] Dy 2
= [E, E, (ca”—ac’’) + E. E; (ab’—a’b) p] «
[—4E E (b'e’—b“c) + Ay E; (a'b“—ab)] @ + [4E, Es (b'c/—b*c!)
+ AE, (¢'a—c"a’) — Ay Ea (a'b"—a') 4 E-E, (We“—b*c') p1 Dy
= [E,E; (¢a*—a'c”) + E, E; (a'b"—ah] o,
die vermige der Gleichheit der Verhillnisse
c?l_i‘E’ _ Em/l clla c’a”—c”a’
be'—cb’ T bet—eb? = bret—c'b
ab'—ah _ ab’—avb  a'b’- a“b’
be'—b’e — be—b¢ = bre - ¢'b”
ein und dieselbe Gleichung sind, kdnnten auch noch zu einer von dem [riihern verschie-
denen Folgerung fiihren. Es kénate nimlich fir @ =0 und =0
4E,E; (bc"—b"c) + A+E, (ca’"—e*a) — A, Es (ab’—a”’h)
[ E.E; (be'—b ) ]
seyn, wodurch die frihern Folgerungen D,2 =0, ¥ =0, D, ¥ =0 ihre Giltigkeit ver-

. . . A, 2F . .
liren, und die Verbindung dieses Werlhes von p mit — K: + g 2 einer Bedingung

zwischen den Coeflicienten fiihren wiirde. Allein dass diess lelztere nicht staltfinde, iiber-
veugt man sich durch die Ungiltigkeit dieses Werlhes von p fiir den speciellen Fall, dass
B;=0, B,=0ist; fir welchen Fall y=0 eine repetirte Wurzel von 0 ist und @ in

B
(B —4B,B) [B,p+ B.) =0 oder pin — Fj iibergeht.

Es ist dann a” = (8E;E; —3E) E,
b =0
¢ = (E, —2E, Ea) A,

4E B,
also p = — 3[l+4E u,] und da - L (ir diesen Fall in — B, iibergeht; so miisste

A 2 Lo SBE—3E
I =—2seyn, i gop TRy =
oder 8E,E, =5E2, d. i. nach den Werthen von Es, E;, E,: B} = —4B,B, eine Be-

dingung zwischen den Coelficienten, die fiir diesen Fall nicht nothwendig erfdllt
seyn muss.
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13. Aus der Dedingung D=0 fir y :—I*Tf‘,' s0 wie ans o =0 und Dpe: =0
fiir denselben Werth, folgt: dass es noch eine zweile Weise gebe, fir welche die Werthe

—F . .
zweier Wurzeln gleich werden; nimlich fir y =p = |- Wi diescn Fall ist

__VDU \/D D, (D —2vDyDy)
Val b0 o
| VR VB

DD, ~" DD, VDD,

liir eine bestimmte Wahl der Zeichen der Nulle gleich, oder es ist, weil dieser Werth
wegen D, =0, D, =0 unbestimmt ist, nach der zweiten Ausdencksweise:

i‘/ﬁf_pli\/l)}—wl);n_,:%v}gn,.D,+A_3:0'

1

_ 16D:D.
mithin %f:zVAJD,+D!:D;_—D‘I 15 2VALD, +D,

d. i. D; =0, welches sonach zu keiner neuen Bedingungsgleichung fithrt.

Der zweite Werth von p, der der Gleichuntr 0 =0 geniigt, ist nothwendig

2K
P= A -+ Fs
und ist derjenige Werlh, den jene Gleichung mit dea Gleichungen
Gp+GpP+GptG=0 und
Ep+Ep+EpP+EptE =0

gemein hat. Im Ganzen kianen beriiglich der gleichen Wurzeln 6 Fille vorkommen :

I. y,=y., die dem enlsprechende Bedingung ist:

_.VD D,+ /0D, —20D,D,) _
’ : Do” VLD,

und p hat den Werth p = A -|- l*‘ . Die Wurzeln sind sodann:
yi=p+ VD:
n=pt+ \I/B-:
n=p+t \7%2 e [ V?Tg: — 1]
N S

fir D,<<20/D,D,, in welchem Fall die Bedingung
Naturwi hafliche Abhandlungen. 1V, 3. Abth. 1
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%VDIDJ'F' D Dl 4(Dz—2VDoDJ

-V s @:—2¥D.Dy) {
D,D, D.D, VDD, +
besteht, oder

& D“

n=r=Vb,
D

-
&

D iarc cos
.YaZP‘I'VD":e (_ DD3+1/

n=p+ VB" et [y Vg‘g" +1).

[ }

Fiic den Fall D, >2VD,D,, woliir

_%VH)J + VD103_4(|)1 - 2vD.D,) =1
IS VN S A

die entsprechende Bedingung ist.

Man kann iiberdiess die Wurzeln auch noch unter folgender Form schreiben :

‘/A:

4B +4B VA

Y=

B 1 As
Y1="1B,” 1B,

+ LV4(3BUB}—8Bsz)p+2(B?— 4KB,—2B,B3,B,) +- D,1’A,D;

1

B, 1A
Y=g, D,

_ 1%\/4(3303:_ 8B:B,)p+2(B! — 41 B,—2D,B,B) + D, 'A.D,

K,
2. y, =y, Die dem entsprechende Bedingung isl D, =0, D, =0 und p=— R

Das Radical in
—P+4B[ VD —D)+4 V]y—zVAD D+ A,

muss mit bestimmten Zeichen und zwar fiir y,, y, als +D,—‘/D" und fiir y,, y, als

+D 4+ V%’ genommen werden. Die Wurzeln sind alsdann:
1
Hn=p )
, i
y=r+5[Vp, D]
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Jra=p
_ 1 A,
n=r=g [Vp;+0:]
3. y,=y. Die Bedingungen und der Werth von p sind wie im zweiten Fall;

das Radical ist sodann fiir y, und y,, + D,—v%n- und fiir y;, y,, — D, — Vlj‘;:"
1 )
Die Wurzeln sind: yi=p

1 A,
y=p+ 2_];‘0[‘/[)':—011

1 ¢, A,
»=p=g5[Vp,+0]
$u =P
4. y.=y; Die Bedingungen so wie p sind dieselben wie im zweiten Fall, und

A
das Radical — D, 4 ‘/[Tj fiir y, und y,, und D, + v% fiir y;, y, Die Wurzeln sind:
1

n=rtag[Vp-0]

Ja=p
Ja=p

1 A,
=r—gg[V 5 +D]

5. y, =Y. Die Bedingungen und p wie im zweiten Fall, das Radical fir y,, y.,

A A, . .
- D, -|-‘/ij:; fir y,, yo, — D, —‘/-D-?; die Wurzeln sind :

1 A,
yl=P+ﬁi_"[vD‘}_Dl]

ne 1 A
p=1=35[Vp,+0]
Ju=p-
6. y,=y,. Die Bedingungsgleichung ist fiir den Fall
D,=2VD,D,
/Db, DD, ,m,—2vD,D) _
% VD» n VDuD. 4—1/——_“ + {

oy

2F )
—%+ Ff:’ und das Radical Vi)_a ist mit dem Zeichen — zu nehmen. Die Wur-
3 0

zeln sind dann: y.=p—\73‘ei°'°°°’ [ VB o 1]
0 0 L]

1
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©D
=P V[T:
' D,
==V,

Im Fall, dass D, < 2V/D,D, fiiv denselben Werth von p und die Bedingungsglei-
chung VD D’ ‘/D D, 4%
‘ N Nz Y

D, iare cos
y.=p—VJe Sl 1420 D‘+1]
4 —larccos D D
=p— v [ —D"I)f + 1]

.Y3=P+Vﬁ:

LD,
y«=p+‘/§°-

Der Fall 6 fillt mit dem 1 zusammen, ebenso sind die Fille 2, 3, 4, 5 dieselhen.

=—1

14. Nachdem im [rithern die Identitit der Gleichungen
Aaps + Aapz + A;P + Av=0 und
o 18AB,9 4B,9
164,B,p + (1924, B;B, ~UiByp 3B, 4Bup+B,/)p
P P
1/43‘.p+B/+16A sBo B " VIBp B, \
4B, O 2
—2(e- mpyE) (B impTE
B 2
~(p—A—ypp ) =0
bewiesen wurde, insofern beide gleiche Werthe von p liefern, eriibrigt noch die letate
-Gleichung
(B,F;— 4B, F:F,)p’ -+ (B,F; — 6B, FF2) p* + (B,F:—4B.F, F)p
+ B,F,—B,It =0
zu besprechen. Auch von dieser Gleichung lisst sich mit Zuhillenahme der zwischen
den Coefficienten A;, A,, A;, Aq statifindenden Bedingungen
AB,—AB,=2B,A; und
A;B,—A.B, =8B,A,

+ [324,B:B, (B,

T

diese Identitit nachweisen. Aus Dye fir p= —II:—:;’ welcher letztere Werlh Kiirze
halber durch o bezeichnet sey, folgt:
3A,02 4 2A,0+ A, =0, d i mit Riicksicht auf
2B,A;, = A,B,—B,A,
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6B,A2* + 4B,A,2 4 A,B, — B,A, = 0 und
B,—- 6D, A,
BFéBs T A
d. i. nach Herstellung des Werthes von a,
BY; - 6BEIF A,
Bk, — 4B KK, — A7
Es ist ferner 4B’ + 3B« + 2B+ B, =0,
und wie eben entwickelt wurde,
— 6B,A; >~ 4B A,e + B,A, —~BA, =0, somit .
24BA0* + 128, (B, A, — B, A) 2 + 6B,B,A, + 3B, (B,A, —A,B) =0
Yermige dec Gleichung 2B,A; = A, B, — B, A, ist dieser Ausdruck
24B:A,5° — 24B2A,a 4 6B,B,A, — 6B,B,A, =0, d. i
4B,A;2"— 4B,A;2 + A,B,— B,A, = 0, mithin
4B 4B, A
Tﬁo“‘l' Bx = A3 ?
und nach Herstellung des Werthes von «

B,Fi — 4B,F.F} A

B, Fi— 4B, K, — A"
Ferner ist B.A;ot 4 B, A" + B,Aja* + B,Aje + B, A, =0
und B A, + B,A,2* + B,Ase + B,A; = 0

daher B Ao + (A,B,— A, B)e* 4 (A,B,—A;B))e + A,B, — AsB,= 0.
Nach den zwischen den Coelficienten erwihnten Bedingungen ist dieser Ausdruck
B,Ajo* —2B,A e —8B,Asa 4+ A,B, — A;B, =0,

zngleich ist nach dem eben Bewiesenen

4B A 2" -4B,A;2? — 8B,As2 =0, mithin
BoA,»*—A B, + 4B,As2 4+ B,Ag =0,

wenn die erste Gleichung mit 2 multiplicirt von der letstern subtrahirt wird; oder
B+—B A .., BF—-BF As
18,8, =4 I BF_1B,RF A

Durch diese Relationen ist somit die erwihnte Identitit erwiesen.

V.

Betrachtung mehrfach oder paarweise gleicher Waurzelfactoren.

1. Die Bedingung dreier gleicher Wurzeln ist D, =0, D;1 =0 fiir den W"'”h
der dreifachen Wurzel. Daraus folgt sodann die Bedingung zwischen den Coeflicienten.
Es ist ndmlich fiir den dreifachen Werth

Bny‘ + Bd’a + Bzy’ + BJ)’ +B,=0 und
4By + 3B,y + 2B,y +B, =0

folglich hieraus
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By +2B,y' 4 3B,y + 4B, =0.

Ferner folgt aus diesen letsten Gleichungen
(3B:—8B,B)y* + (2B,B,—12B.B,)y 4+ B,B, — 16B,B, =0,
und da iberdiess 6B,y + 3B,y + B, =0 iat;
(3B,(3B!—8B,B,) — 12B,(B,B,—6B,B,) ]y + (3B; —8B,B)B.
—6B,(B,B,—16B,B) =0,
oder wenn Kiirze halber
3B,(3B:—8B,B,) —12B,(B,B,— 6B,B,) =%
(3B:—8B,B,)B,—6B,(B,B,— 16B.B) =€
gesetzt wird By+€=0
Die Verbindung dieser Gleichung By*+ €y =0 mit der quadratischen
’ 6B,y'+3By+B, =0
ergibt 3B,83—6B,6)y+B.3B =0,
und fiiv y seinen Werth geselat
B, % - 3B, B¢ +6B,6:=0,

wofiic nach Substitution von 8 und € folgende Glieder resultiren :

BB, 9
—
B,B:B; —8.9
4.9
3.8.9
6.9
BBB | 2.9
BB B 916
—6.9.16
—2.9.16
B:B!B, B, g 16
—9.8
— 9.8
~3.9.8
BIB,B:B, —0%4.16
3.4.9.16
4.9.16
B: B B ¢ 16
3.9.8

B:B!B, —2.9.16
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B:B:B, B, 98,16
3.9.8.16
B3 3.8.16
BB, B 0.4.16
BB, L, B, — 016
~3.9.16
BB B, —4.9.16°
3 I 3.8.9.16°

und somit die Bedingungsgleichung:
—6.9B,BB; 4 2.81 B,B: B, +9. 163 B: B: — 9. 24 BiB? B, B,
—20.9.16BB,B:B; 4 8.21.9BB:B} — 2.81.16 B} BB,
+6.9.16°B2DB:B,B. 4 3.8.16 B}B: 4 4.81.16 BB, B}
—3.4.9.16*°B}B,B;B, — 4.9.16*B: BB, 4 3.8.9. 16: B} B} = ().
2, Um jedoch die einfachsten Bedingungen zu echalten, sey die dreifache Wurzel

durch « und die vierte durch 3 vorgestellt; die Bedingungen zwischen den Coeffi-
cienten sind alsdann :

B B

—p =3+, p=—j —3a
B, B
B=daCtn =— 3a(B—l‘]+2u)
B B

— B:: u’(m+3]3)=—u.1(]30-'+8a>

:;: =dpf=— g; a®—3a'. Hieraus folgt
B, =3B, 4 8B,
B,a=—3B,:*~6B,.° und daraus
3B; 4+ 4B,a = —3B,«% welches mit
B, 4 3B« = — 6B, die Gleichung:
6B,B,—B,B, = (3D: —8B,B,)a ergibt.
Mithin ist e« = %l];;;}]i—_s_]}]?hl:—z = —%
— 3B, 4 8B,B: 4+ 6B,B,B, — 6. 16 1B,
9B1— 36, B,B, + 12B:B,
Somit wire die Bedingung :
12B,B:B: — 4.9B,B:B, + 3.16°B! B,B, — 18. 16 B} B} B,
—6.72B B - 64 B: B! + 15. 16 B:B, B, B, = 0,
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die sich durch folgende Betrachtung noch vereinfachen lisst. Es lisst sich niimlich er-

weisen , dass folgende Gleichung
B,B:—3B,B,B, 1 12B:B, =0
als erste Bedingung bestehe; dean setzt man statt B,, B,, B, ihre vorigen Werthe ;
so erfolgt der Ausdruck
9B (a+p)Y — 3BI(Ba+p)2* (=4 3p) + 3.4.Dja"3,
der sich auf Null reducirt. Wird dann die ersle Bedingung in die obige substituirt;
so enthilt diese um zwei Glieder weniger und ist als zweile Bedingung :

oB:B: —27B!B;— 32B,B} 4 4.2713,B,B,B, — . (8B;B} = 0.

3. Diese Bedingungen zwischen den Coefficienten lassen eine Aenderung des
Werthes o zu; denn wird die erste Gleichung zum Zihler von m:—% addirt; so
ibergeht es in

—3BiB,.+12B,B;—6B,B,B,— 3. 16 B/B,
*= 9B’ —36B,B,B,+ 72B:B, ’
und nach der Bedeutung von Ay, A, in

—_ A‘l
R W

Dadurch lisst sich erweisen, dass die Gleichung © simmtlich gleiche Wurzeln

enthilt. Denn da die Gleichung =0 eine repetirte Wurzel besitzt, nimlich — %, so

gilt nach friihern dasselbe von der Gleichung =0, deren dritte Wurzel — %’—I— 2;:
3 L]

A F, 1
ist. Vermige der Bedingung 3—1;3= F wird aber dieser dritte Werth zu — :1‘

4. Die erwihnte Eigenschaft der Gleichung o =0 fiibrt auf folgende Bedingungen

A,
30 = _K,

Joa? = —A—:

A, . Al A A} A
= —5 di 5= i S
V7 Vil WD Y 5 v W
welche in D} = #B}p’+3.4B:B,p’+ 3.4B,Bip + B}
£ BIA]  3.4BB,AI 4B BA
=T AT gAT — a, TB
substituirt, auf den Werth

D} = _48 B: A6+4z B: B1 1:‘ —_ 4 B° B? Ah+B|) A:|
3

fihren. Aus dem Zihler erhilt man, wenn die Werthe fir A,. A,, A.. A, substituict
werden:
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—#'B!B:B, + #B:B: + £B:B'B, + 8. B! B:B,
—4'B!B,B,B, —4B,B:B, — 8 B:B:B, — 4. 16 B!B!B,

+ 42B3B?B; + B:_4BuB2 Bz + BB?]B}BJ = Bf

+ 16 B} B;B: + 8°'B:B: — 8B, BB, + 16B: BB, — 64 B:B,B,B,
= A

somit ist
D =A,.

Diese Bedingung mit B, =0, D, =0, D,=0 sind die Gleichungen, die mit der
Bedingung der dreifachen Warzel verkniipft sind. Die Wurzeln selbst sind :

Yi=p
Y =D
o»=p

— _I/A;_
Yu p —B:I'

5. Sollten die Wurzeln paarweise gleich seyn, wobei der Ausdruck der Wurzeln

im zweiten Theil des Binoms scin Zeichen wechselt; so ist die entsprechende aus

y=pH| pet [—il/g’;fz i%‘/%%:— ‘}(Dz;él;DTDZ)]
oy

entlehnte Bedingung : o
D,D,— 4.'D,D, (D, —21'D,D,) =0

d. i D,D,4+8D,D,=4D,1D,D, oder
D:D;+ 16D,D,D,D, 4 64D:D; = 16D,D: D,
D,Db,[D,D,+ 16D,D,] = 16D,D, [D:— 4D,D,].
Bei der Entwicklung dieser Theile erhilt man:
D:—4D,D, = 32Bp* + 32B,B,p' + (8B, B, 4 9B) p*

4 (tB,B,—4B,B)p + B; —4B,B,
diess in 16 l).u D, multiplicirt, ergibt:
(D;—4D,D)16D,D, =

216 B p* + 2. 16"1;31;,]p7 + 8.16B;B,.p* + 6.16 BB, B,Ip°

2.16°B:B, 9.16B:B}| —4.16B!B,
32.16B'B, 8.16 B:B, B,
32,161 182 9.16B,B?
32.168:B,B,
32.16 BB,
+ 16B:B; 1+ 16B.B,B Jp’ + 16B,B; p’
—4.16BB, | —4.16B:B,B,| — 4.16B:B,B,
6.16 B,B:B, 6.161B,B,B: 6.16B,B,B,B,
—4.16B:B,B,| —4.16B:B,B,| — 4.16B:B;
8.16B:B: 8.16B:B,B, 8.16 B'B,B,
9.16B,B2B, 9.16 B, B:B, 9.16B,B!B,
32.16B:B,B,| 32.16B:B,B,
32.1613B, |
Naturwissenschaflliche Abhandlungen. TV. 8. Abth. 12
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+ 16B,B:B, p + 16B,B:B".
—4.16B:B,B, — 4.16B:B;
6.16B,B,B,B,
—4.16B:B, B,
Eben so ist:

D,D, = 16B}p* 4 16B,B,p’ + (3B} + 8B,B) p*
+ (4B,B,+ 2B,B) P + B,B,
D,D, +16D,D, = 32B;p* + 32B,B,p* + (24 B,B, 4 3B) p,
+ (20B,B, 4+ 2B,B)p + 16B,B, + BB,
und das Product dieser Grissen:
DD, (D, + 16D,D,) =
2.16Bip* + 2.16’BgB,] p +3.32B;B}| p*

2.16°BB, 8.32B:B,
2.16: BB
24.16 BB,

3.16 BB
12.2B:B,B]p + 32333,331 P+ 32B,BiBp
4.32B: B, 2.32B,B:B,|  2.24B,B,B}
3.32B,B 4.32B!B,B, 6B:B,
8.32B:B,B|  3.24B,B:B|  4.24B:B,B,
24.16B:B, B, 9 B! 12B,B:B,
3.16B,B 8.24B:B: 3.20B°B: B,

20. 16 BB, 3.8B,B:B, 6 BB,
2.16B:B,B,] 20.161:B,B,|  8.20B:B,B,
2.16B,B:B, 16B, B, B:
16'BIB, 16'B:B,B,
16 B: B, B, 16B, B! B,
+ 24B,B,B,B, }p* +20B,B,B; ]p +16B,B,B,B,
3BIB, 2B:B,B, + BB
2.20B,B,B,B| 2.16B,B,B,B,
1B 2B!B, B,
4.20 B:B: 4.16B:B,B,
8B,B,B,B, 4B,B,B:
3.16B,B:B,
3BB,
8.16B:B,B,
8B,B,B,B,

Man erhilt nach gehiriger Reduction dieser Theile die Gleichung:
[12.16B}B,—3.16B}B; + 3.16B,B:B, — 3.16 BB, B, —9B}] p*
+[3.16B,B, B: + 12.16 BB, B, — 12.16 BB, B, + 2. 12 B, B: B, — 12 B} B,]
4 [16B,B;— 4.16B:B,B, 4 16B,B,B,B,—9.16B:B: + 6.16 B, BB,
— 6B!B, — 4B:BY] p* + [16B,B:B, — 12.16B:B,B,
+4.16B,B,B,B, — 24B,B,B: — 4B:B,B,]p -+ 16B,B;B,
—4.16B}B; ~ 16B,B,B,B, — B:B, — 0.
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6. Diese Gleichung in Verbindung mit
Agpa + AAPI + A,p + A =0
dient zur Bestimmung von p. Allein folgende Betrachlung zeigt, dass beide Gleichun-
gen unbestimmt sind; indem simmtliche Coeflicienten derselben, vermige den zwischen
den Coeflicienten B, B,, B,, B;, B, stattfindenden Bedingungen zu Null werden.
Da die Form der Wurzeln durch «4p, a4p, a—f, a—p reprisentirt wird,
bestehen folgende Gleichungen :

—B,
B, = 44

B,

B = G+ 4G + (o =2 (357)

. _—B . 3B B _ .
somit o= B, ’ i '16B§—2_E,' erner 1st

—B,
B, T 2 [(a+p) (a—B) + (a+8) (a—P)7] = 42 ('~F)

—B, B
5 = B (Bi—4B,B,) mithin
B! — 4B,B,B, + 8B:B, = 0
als erste Bedingungsgleichung. Weiter ist

B, v ay — (228 BBy
B = (@48 —3) = (1633 + SEW.)

1
= (jTB—“,(‘lB"B* —B?)" somit die zweite Bedingung

BB, = B,Bi.
Die erste Bedingung ist nach friiherer Bezeichnung A; =0, die letztere As =0,
Aus den Gleichungen 8B,A,= A, B, — A, B, und
2B A =AB, —A L,
denen die Werthe As, A, A, As geniigen, [lolgt dann weiter
A-‘. =0 » A; =0.

[
7. Da die Bedingung V% :V%: vermbge der zweiten Bedingungsgleichung

ecfiillt ist; so ist zugleich ein Werth von p nimlich p =0 gegeben, und da derselbe
der einzige Werth ist, indem die Gleichung Asp* + Acp* + Asp + A, =0 keinen an-
dern ergibt; so muss derselbe auch der in N5 gelundenen Gleichung entsprechen.
Daraus folgt, dass der letute Coeflicient der Nulle gleich sey.
' 161, BB, — 4.16B:B; — (6B,B, B, B, — B{B} = 0.
Man ersicht es iibrigens auch aus [olgenden Transformationen. Es ist dieser Coef-
2
ficient nach Substitation von I} = BﬁT,B",
12"
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(oBE,B — 4.16B;B, — (GBB, B, — BY)

FIF

g [—4B,(—4B,B: + 16 BB, + 2B,B,B, -+ B:B,)
— B, (B)—4B,B,B, + $B:B.)]

= '—;;—" (4B,A: + B,A;] somit weil A; und A, Null sind, der Nulle
gleich. Ferner ist der Coellicient von p
16B,B:B; — 12. 16 B;B,B, 1+ 4.16B,B, B, B, — 24 B, B, B: — 4B:B, B,
wenn stalt B, sein Werth aus As gesetzt wird:

BB BB, B.B:
= 168, BB, ~ (2,16 g + 4.16 =—p~— — 24B, B, B; — 4 BB, B,

® [4B"B B;—3.16B!B:- 16B:B,B,B, — 6B,B:B,— BB, ]

= %— [(4B,B,B,— B! — $B:B,)B, B, — 6B,B, (8B:B,— 4B, B, B, + B) ]

4
B [——B‘+4BBB2—8Bﬁ ,1[B,B,+6B,B,]

=—¢ ﬁi(B,Bz+6B.,Ba) = 0.

Dasselbe gilt vom Coeflicienten von p’; derselbe ist nach gleicher Behandlung :
16B,B! — 4. 16 B'B,B, + L6 B,B,B,B, — 9.16 BB

BB,
+6.16B,B; B, — 6 BB, — 4B} = 16B,B} — 4. 16—;"- B

Bq
+ 1GB“B B,B,—3.16:B: —6B:B, — 4B} B?
_ 8B, B B
- Bz BuB “ _ﬁBnB 9 —6Bd [B:_4B\IBIBE+SBéBl]

8B,
—8B.B,B.B,. = - 2B,B;B; — 3BIB; _B_B,>
B,
2
: 2 B: B:B,A
~BBB| = B [2B..B B,—4BiBB,— 5 -~
B N 1B:A,

:‘Tl [— B,l—l— 4B||B|Bz_6B:B3J = ——T31— =0.
Eben so ist der Coefficient von p* die Nulle. Es iibergeht durch die analoge Be-
handlung

3.16B,B,B: + 12. 16 BB, B, — 12.16 BB, B, 4 2. 12B, BB,

B
—12B!B, in 3.16B,B,B: + 12. 163“34

—(iA;,B:,—SBuB B, B1__ g [23,,1;“31 8BIB: —

—12.16 BB, B,
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+2.12B,B:B,— 12 BB, = — 128, [B!— 4B, B,B, + 8B:B,]
BB,
B,
Endlich gilt dasselbe ebenfalls vom Coeflicienten von p*; denn derselbe ist
12.16 B!B, — 3. 16 BB 4 3.16 B, BB, — 3. 16 B B, B, — 9 B}
= 12B,[16B;B, —4B,B} + 2B,B, B, + B:B,]
+98,[4B,B,B,—8B:B, + B!] = 12B A, —9B,A, =0.

Es ist iiberdiess natiirlich, dass sich diese Eigenschalt fiir die letztbesprochenen

+24

, 12
[Bi—4B.B,B, + 8BB,] = g @B,B,—B,B)A, = 0.

Gleichungen ergibt; denn da die Bedingungsgleichungen der Coefficienten B,, B, B,,
B,, B,, anderweitig resultiren, so kionnen diese Gleichungen nur auf jene fihren oder
durch dieselben unbestimmt werden.

8. Die Wurzeln der Gleichung sind in diesem Fall wegen p=10
IBS _I_ V._'_‘ B1B3 —_— 1]

B.B, B,B,
B, BB, B,B
=t/ 51+ 1Da__ St s PN
Y2 B.,[—“ BB, "°B,B, 1]
Yi=h
Ye=Ja

wo das Zeichen * vor V%ﬁ’ desshalb beigesetat ist, weil fir den Fall, dass B, ne-

0y
gativ wire, das Zeichen der Wurzel 4 genommen werden muss, indem widrigenfalls

die Summe der Wurzeln nicht dem negativen ersten Coeflicienten gleich seyn kénnte.
Diese Auflisung gilt daher auch fiir eine zweite Gleichung, fir
B,y—B,y+ B,y —B;y+B. =0.
Man braucht iiberdiess bloss die Wurzeln der ersten Gleichung um —;—]?f 71 ver-

mehren, um die Wurzeln der zweiten Gleichung zu erhalten. Dabei dndert sich der

Werth von B

“Bir _  V/BB, . BB

ALV V)
nicht, obgleich derselbe in

*Dor /DD, \/ DD,

VDo _‘VD.,D.iV‘ZD:D,‘ l]
iibergeht, denn es ist fiir diese Vermehrung

D, =B,

D, =—-B,

6B,B; — 6B,B: + 4BIB,
D, = B =

B,
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—4B,B; } 6B}B, — 8B:B,B, | 4B,B,B, — B,B!

D, = — 8B
B,B:—4B:B,B, _ A:B,—8HB,
=7 8H =" s =B
B.B:—2B,B: | 4B:B!B,— 4B BB, | B, B!
D, = + 16 B: : *+ B, = By;
somit sind die Radikale dieselben, die Gleichung ist sodann B
—H

B,y*—B,y’+B,y*—B.,y 4- B, = 0 und die Wurzeln $ =Y3B,"
Es kimmt diess daher, weil die Bedingung B} B, = B,J B} besteht, denn die Gleichung

VBBJ‘I’VIZ———l 2B F—"/BB

B B BB, B G B,
-|-V —1 fiihrt auf — VB‘,B =3, VB,

d.i. auf B,B} = B!B,
Es lassen sich die Wurzeln dieser und jener Gleichung auch noch folgends schreiben:

—B, 2[B:—4B:B,—2B,B,B,]
Y=18, +4B Vv B,

—B, 2[B:—4B:B,— 2B,B,B,]
Ya=7n_ iB, +430 V B, L
Ya=X1
Ye=Y2

wobei dle Beriicksichtigung des Zeichens von B, wegfillt und welcher Ausdruck sich

auch folgends darstellt :
—B,+v3B:—8B,B,

y:

4B,
9. Im Fall alle vier Wurzeln gleich sind, entsprechen die Bedingungen
6B B B!

B.= 168, B= Tm B=15n;
die Grissen A;, A,, A;, A; werden zu Null. Ein Werth von p ist Null, weil die

2

B. B
Bedingung B= B;: erfiillt ist. Ferner ist

VDD, . —2D,D) _ 0, +}/DD;_
D,D, VD, D, : D»D

y=- VB(. 4B.,
Anmerkung. Die Gleichung

16°A,B.p" + [192A,B:B 1BABD - 4By RIS

"TVIBp+B,  \ 4Bp+B
P Py
+ [32 AaBuBl (Bl f— V4B0’P_+Bl> + 16AaBu (Bx - m)
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4B, g — )
—2(“‘M) ("‘A’“4B.,p+B>]p+4A’ ( ' V4B?;+B.)
B, 2
~(p~A-—gppyE) =0

iibergeht fir A, =0 in eine quadratische, die nur einen Werth fiir p liefert. Man
erhilt nimlich

B \* 9 P
(e 4;0p-s£B)P +2/“—4]§£$B>(‘3_4B?p3&>?

B]SJ) : 4B,
+(p_m) =0 also [(a—4Bop_|SJ_)B)P+I3 4BaP+B] 0

Im vorliegenden Fall ist P =0, weil « =0, =0 und es ist somit gleichgiltig, wel
chen Werth man dem p beilegt, wie man aus der zweiten Schreibweise der Wurzeln
noch besser ersieht.

10. Es konnen iberdiess A, und A, zu Null werden, ohne dass die Gleichung
die in diesem Capitel behandelte Eigenschaft besitzt. Diess ist im Ausnahmsfall fiir
B,=0 und B,=0.
Es ist zwar in diesem Fall A, =0, A, =0, A, =0, ohne dass jedoch nothwendig

der Coeflicient A, = 16 B;B, — 4 B,B} Null seyn miisste; und auch wirklich gehiren
sodann die Wurzeln nicht zu diesem besondern Fall; denn sie sind:

yi= V% eidrccos [;_vzl/]fﬁ;_]}2

o Bh-

yz=v3— b VW';;B 3

"= v}% - ng,;j )
V.

Betrachtung der biquadratischen Gleichung, die sich nach den Re-
geln einer quadratischen auflésen lisst.

1. Soll eine Gleichung vierten Grades die Eigenschaft besitzen; dass sie die
Wourzeln direct oder mitlelst einer Hillsgleichung, also bis auf einen constanten Theil,
durch eine Auflésung wie bei einer quadratischen ergibt; so muss entweder die Glei-
chung D,z + D,z 4 D,z* + Dyz + D, = 0 oder die urspriingliche

Bﬂy‘ + B;y’+Bzy' + Bsy+Bn =0
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die Form [(z4A)* — o] [(z+A)*— #*] = 0 annehmen, worin — A den constanten Theil
bezeichnet und fiir z im zweiten KFall y zu setzen wiire.
Es bestehen alsdann im zweiten Fall die Gleichungen :

B

4A = B‘
B,
A — () = -
B

I —2A GO HF) =

A*—a’) (A*—p) = -g%
daher ist ]B;: =2ARA — (4] = 2}1’}—0[%%—48—];5]
d. h. es besteht die Bedingungsgleichung:
) B} —4B,B,B,} 8B:B, = 0.
Sollte jedoch die Hilfsgleichung
Dz +D,24+D,24D,z4D, =0
diese Eigenschalt erfillend, vorausgesetst werden; so wire analog
D;— 4D,D,D, + 8D:D, = 0.
Nach Substitution der Werthe von D erfolgt wie natiirlich wiederum
B; —4B.,B,B, 4 8B:B, = 0.
Dieser Ausdruck ist aber der Coefficient A, in der Gleichung
A3P8+A4P2+ ASP +As=0
und somit fithren beide Fille auf die Bedingung A, = 0.
2. Fir den Fall, dass Dy2* + D,2°+ D,2* 4 D,z + D, =0 die erwiihnte Eigen-
schaft besitzen soll; ist

D, B,
A =14p, =rtp
1y @ _ 3Di—8D,D,
“HE ="
g = 180D, 45D — 16D, DeD,
= 16°D}
mithin o = 3V 3D;— 8D,D, * L16'D;D, § 5D — 16D, DD,
2D}
+ :V/3Di=8D,D,5 Vi D;D, + 5D; — 16D, D3 D,
2D
s = :/3Di—8D,D, * 6 DD, + 5D — 16D, D; D,
2D

-.V3 D:—8D,D,5 V15 DD, + 5D — 16D, D:D,
2D
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Diese Grissen vereinfachen sich jedoch. Zuerst reducirt sich die cubische Glei-
chung fiir p, vermbge der Bedingung A; =0 auf eine quadratische, die durch die Be-
dingung ihrer Coeflicienten

AB,—A;B,
i
AB,— AB
As= IBB—Au in den Ausdruck
A.B, A B

- B,
d. i in <P+4I;;.>:O

B
iibergehl. Die cubische Gleichung hat somit die repetirie Wurzel p = —Tli-o und die

O

Ap? o o P+ ipm: =

andere p=0. Der erste Werth gibt fiir A die Nulle. Es werden ferner D, =0 und
der Bedingung Vl]:)’" :% zu Folge, D, =0; welches auch aus der Substitulion in

D, =4B,p°+3B,p°+2B,p+ B,
fiir den Werth von p erfolgt. Ferner ist

—D, = g
V]l}‘ = af mithin

et 0 = 22}/ .
Die Werthe von D, und D, sind

D, _ —6Bi+16B.B,
2 = 16 B,
_ —3B,B:+ 16BiB;B, — 64 BB, B, + 16°B}B,
16°B;
16'BB, + B,B{ — 4B, B, [B!—4B, B, B, + 8B B,]
16°BY
32BiBB, _ 16'BiB, + B, —32B;B, B,

T T 16'D;
Dadurch ergeben sich die Werthe von o, 3

1
x = gp ¥/ — 16B,B, + 617 + 2V ¢ BB, + B} — 32B;B, B,

1
+ gm\/— 16B,B, + 6B: — 216 BB, + B! — 32B:B, I,

1 R —
p= 8‘BT,V‘ 16B,B, + 6B: + 2L 16:BB, + B! - 32B;B, 13,

1 -
- gB“‘/— 16B.B, + 6 B: — 2V 16, + B} — 32 BB, B
Somit wiren die vier Wurzeln der gegebenen Gleichung :

@G
Naturwi haftliche Abhandlungen. 1V. 9. Abth. 13
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Boy‘+Biy’+Bzy’+Bay+B. =0
—B, "
.. 4B +3 |/ 6B:— 16B.B, + 2V16°B}B, + B} — 32B:B,B;

o Vbe—— 16B,B,— 2VI6'BB, 1 B — 32B:B, B,

—B 1 ' FTETY TN
=T +3E V6B —16B,B, + 2V I6°B{B, ¥ Bi— 32 B;B, B,
_SIEV(iB':— 16B,B,— 2vi* BB, + B: — 32B:B,B,
_B "
.| 4B VeB —16B,B, + 2L16°B} B, + Bi — 32B:B, B,

+ s’BT, VﬁBf— 16 B, B, — 21/ 16' B}, + B} — 32 B; B, B

el B! — 16B,B, "B.B, + B— 32B;B, B,
v=Tp BB“\/6 6B,B,+ 2V T0°B,B, + B, — 32 B

/6B: — 16B,B, — 2V16°B'B, + B! — 3 BB, B,.
BB“\/ 6Bt +

Es lassen sich iiberdiess diese Ausdriicke elwas einfacher stellen, weil
\/=8B.B,+ 3B; + VI BiB, 1 B! - 32B;B,B,
_ ‘/_SBOB,+3B:
2

+V(B—4BB) —6iBB,

—8 , H
. V_,ﬂzz’rt"_"n_ V(B — 4B, B,) — 64 BB, .

Dadurch iibergehen die Wurzeln in die einfachern Formen:
—B,
. 8B,B, + 3B 4+ 21/ (B:—4B,B,)" — 648
v =Th g L \/ —8B,B, + 3B+ 20( B B,
—B,
_ —8B,B,+ 3B:— 21/ (B:—4B,B,)* —
- 4Bu+m V + (Bi—1B,B.y'— 64B}B,
oo Il? l/ 8B,B, + 3Bi—2// (i — 4B,B,) — 6413 B,

._B 0
%= TR -iE, L V/=8B.B,+3B;+2V(B—4B,B,y — G4B}E,.

Im zweiten Fall des Werthes von p, nimlich p=0 bleiben a, # und y dieselben,
ohne dass die Voraussetzung wegen anderer, vielleicht damit verkniiplter Bedingnngen
richtig seyn miisste. Diese kinnen die Form veréindern; so dass der Werth p=0
einem speciellern Fall angehirt.

3. Um diese Werthe aus der allgemeinen Form der Wurzeln

/D iare cos
et/ [V = V- 0o
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an deduciren; so ist fiir den Werth p = Z_]I:l

V%““” = i/ID [“VD’OW .Y/ DD D]’) ~4(D-2/D,D) |

und wegen D, =0

« D, 1 —
V b.% = 75 V/ 6B: - 16B,B, + 21 [ B;B, + B — 325, B,

Ferner ist

i ) D‘"Sin :V—64B0VD_BD,+(iBf—l(iB‘,llg-l-2V16’B;}B,—|—B}—32B33,B;
D ?
° 64 B:

1 S
=3E V= 4V16’B3B, B —32B,B,B, — 16B,B, + 6B; + 2/ 6 B;B, | BI—32B,0,8,

_____ ‘/_ 16B,B, + 6B2 — 21'16°B!B, + B: — 32B:B,B,

— 8B,
und somit wiren die vier Wurzeln wie friihe
- B,
Y= 4B +
Y2 = ZT"‘ + 8
_ Bl
»=7p, — 8P
- B,
»=p, v

Fiir den Werlh p=0 ist
i mnccus VB B1+ V]}i 4(B —2VB0B) ]

y =
VB,B,
B. -
und zugleich —% B; B} ! V B BJ 4(81_2'@\
]B n VBoBA
1
= %]T‘ ?ﬂ VB., __43 + 8VB,B,
B ——
= —ip+iE VB}—4B0B, + 8B,V B,
B B —4B,B,B, 1 6B:B, _ — B
= — Bl V “ : 4Bn '
B.
Ferner ist Sin ?IVB = A —1;(_383

e T or B—16B:B: _ T
-]B V— IGB VB B +B| - 4B ‘/—_—l—:l - —B VaB 8““
13*
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mithin _B, )
N=Y = gp, + 4—Bol/3Bf—8BoB,
—-B |
y2 = yq :Tﬁf — 4_B(,V3B} _BBQBZ
also von den friithern verschiedene Werthe.
Zugleich Ginden in diesem Fall noch einige Gleichungen statt, denn es wird ver-
wiige der Bedingungsgleichungen zwischen As, A, A, A, wegen A, =0, 4,=0, A,

und A, zur Nulle. Auch ist

—8B;B: . s
(B: - 4B,B.) = ( B J) und somit das Radical

VB4R By = 8 BB, = sV 1 ‘{ﬁ—?— g,:) —0
wodurch die obige Formel die einfachere Form annimmt. Diese Deduction zeigt, dass
der Werth p=0 ein fremdartiger sey. Die Gleichung
AJPa + AAPQ + AsP +A =0
reducirt sich daher auf eine quadratische und kann aicht durch eine cubische, deren
eine Wurzel p =0 ist, erselzt werden.

4. Im Fall die Gleichung B,y*+ B,y*+ B,y* 4 Bsy + B, = 0 die angefiihrte
Form besitzend vorausgesetzt wird; besteht nach frihern die Bedingung As; =0 und

—B
die Werthe von p sind, der doppelte Werth p=—p ‘und p=0.

Da nach [rither Erwiesenem fir p=0 die Gleichung A,p’+ A,p*+ Asp + A, nicht
mehr eine cubische verbleibt, und iberbaupt der Werth p=0 mit dem repelirten

—B
p= —4_I}I nicht vereinbar ist; so bleibt er auch hier ein [remdartiger.

Die Wurzeln erhalten iiberdiess die in [riiherer Nummer gefundenen Werlle.

VL

Bestimmung der einfachsten Bedingungsgleichung fiir den Fall einer
repelirten Wurzel.

1. Fiir die Auffindung der einfachsten Bedingungsgleichung im Fall zweier gleicher
Waurzeln wird es nithig die Gleichung
ApP+AP+AP+HA =0
niher au betrachlen. Um zugleich diese Durchfiihrung soweil allgemein zu fihren,
als nicht die Kigenthiimlichkeil dieser Gleichung zu speciellen Betrachlungen nithigt ;
sey Gy +Cy+Cy+C =0

die allgemeine Gleichung dritten Grades, die sich auch auf die Form

Cy' + Cy P4+ Cy +Cy i =
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bringen ldsst. Man setze, indem man zwei neue Hilfsbdgen einfiihrt:
Gy +Cy 1 =21C,Creosi g
Cy* + Gy~ = 2LC,C, cos i ¢,

3
wodurch wegen  y = v% efl)

y — Efehi

zur Bestimmung von ¢.und ¢, die Gleichungen

G, G
=hHre" d
VC e C,e un

VC,Cycosi¢ 4 L'CC 0859, =0
resultiren. Setzt man y =3z +q, wodurch fiir

3C, -|—C, = A
3qu’+2C,q+C2 =
C+C¢+Cq+C=1U

iibergeht, und wihlt q so, dass die Gleichung % (3%) erfiillt sey, in welchem Fall

die Gleichung in

aus 5ci-|—l§[£::cp,i+§lm,

=9
lolgt, so besteht alsdann nur noch die eine Bedingung

VU cosdo + VAT, cos =0,

Die Gleichung zur Bestimmung von q liefert
‘11232[? = 2[(,?[!
Es ist nimlich nach der I3edeulung dieser Grissen und ihrer Entwicklung:
LA =3Cq +3CC1¢+3CC ¢+ 3CC ¢
3“030,] 3’0;0;] 3 C2C,C,
¥CC 3G 0
C C
+ 3’C§C,Ca]q + 3ZC()CZCJ] q+ CC
3#C,CiC GC,
G
AUW=3Cq+2.3CCqg+3CC ]q
34CC
+8C.Cl19+3.4C,CiC1q+6C,C,Cqg + C, 0
6°C;C,C, ] "3:CC ]
und die zar Bestimmung von q erlorderliche Gleichung:
(2C,0—9C:C, C, + 27C:C) ¢ + (C:—3C,C;C, — 9C:C;
+27€CC)q 4 (96.C:C,—6C,C Ci+CCY g+ C,C—C,Ci =0
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oder wenn die Coefficienten mit D,, D,, D,, D, bezeichnet werden:
D¢ 4+d¢+Dq+ D =0.
Diese Gleichung biethet mehrere Relationen zwischen den Coefficienten D,, T,.

D, ®.; g0 bestehen folgende Gleichungen:

30595 = 2000194_0}93

9Cd, = C:C, D, + C:C,D,—C,C,C, D,
oder auch  27C}®,=C,(2C; +3C,C)D,—C,(C;+3C,C) D,
ferner 9C.C, .= (3C, C.+CHD - C,Gd..

Die Gleichung VI cos i + VI, cos% =0 di
cos% [4cos’% —3] VAU, + cos%l/m =

liefert fiir cos% die Werthe

cos% =0
cos§ =V —vi+ 3V,
490%,
wsh = — VAL IVAL
WAL
daher sind die drei Werlhe von cos% wegen
1
V'ZI x4 _ —;l— in Folge von 3[[: %;
costg, =0
cos g, = me["m n
€08 ;¢ = ‘/32[3}[03[
2
Wegen 3%A, = 9C¢+6C,C q+ 3C,C,

~Ui=~-9C¢—6GCCq—C
ibergeht der Zihler 3%, A, — A: in 3C,C, — C und daher ist

$ _ Ly 3C,C,— C
cos 5 _+ (Rt 1
2 V3C;§q’—|—2LCq—|—C‘,CZ

und : n? =1V CLL—0
L

_ Vlzczq’+scn Cq+CC.+Ci
3G+ 2CC{+CC

2. Die Gleichung % 22 A, 22+ A,z + As =0 hat eine Wurzel
i .
z = V%’ ¢?' denn es ist

l
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z‘+%z +‘l[ z-l—u Z_Vﬂ e?!

=1 +( +l/u ¢ )”2{ +?I.,V2£..°w
und dabei bleibt der Rest k

7‘ 71 i Y s A g
— i e U
oder e Mg = 2U;cos39+ 2 cos 5 - %L

ferner ist wegen der angefiihrien Bedingung
3 A, * U, ¢ arar _
LYV =%y =VEY L% - 177,
)

%—ike"—”i = 2l/mcos’,7+2l/mcos§.

3

Wenn also ¢ einen der angefiihrten Werthe besitat; so ist k =0.

und daher

Die beiden andern Wurzeln sind

= —221., Vﬂs e”
+i l/ i +2910V mJ Wﬂ/ '*) 2"‘4221['_430‘/3) i“‘y(%ﬁw
2_,_ w.+ I/m-mw, 2;1‘/ I, W,_s‘/(;l_[)
B e
Weil nun diese Werthe auch fir den Fall cos% =0 gelten, iibergehen sie in
221+ V + '_49111 wVﬁl‘_al/ )
22[+1 2'_ Va_umz 2?1‘/%_3‘/\

Zugleich ist ‘“/;ll—:eiinm"s 2 % ,;I I, QI] =
TR s *L p — U
v%: l— ;fa'(l'g-l- ! ‘/i)l, ot +")2l 2;[:21 ¥ - m]

e AR B
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V. L 1A 2, — O
‘”%*'V%izvr%4ﬁ>‘—ﬁr”

R R s S B

welches die obigen Werthe von 3, und z, sind. Somit sind die drei Wurzeln der allge-
meinen Gleichung
=q+ \/

3 mrccos 1 (91.,5112 2ll)
Vo= q+V LT

s —larc 08 4 02102[2 21)
R R 74 R e et

QI-'i 1:1

3. Fiic den Fall zweier gleicher Wurzeln findet man sowohl die Bedingungsglei-
chung, als die, der jedesmaligen Weise dalir entsprechenden Werthe von ¢ durch
lolgende Betrachtung. Es ist

A
_ ". _ J‘n(l+)|\ /5 n(1+§ll .
| g = Vi i | = e
D
’le/z—-&e) A2+ Az

mithin weil = = Vﬁ

O e S T

Die erste Wurzel ist daher z = v'ﬁ:e’”

und falls die beiden andern gleich werden sollen, muss in

2ni qni

[ e

die Bedingung bestehen :

0 At L L |1

2/ g =Yg (T et
. 2 %I.) 8 21.] QIl
& 2V =Va

und diess reducirt gibt %,%: 4%} = O eine Gleichung dritten Grades, die sich ver-
. . U, 9, . 9q U
mige der Bedingung ‘/ﬁ: = 3, zu der quadratischen 3, +’le =0 gestaltet.

Nach [riherm ist %%, = 3C:¢+2C.Cq+ CC.
W=9Cq+6CCq+C
also %A+ % =12C¢ +8C,C,q+ CC.+C=0
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als die Gleichung fiir q, die denjenigen Werth liefert, fiir welchen zwei Wurzeln der
urspriinglichen Gleichung einander gleich werden. Von diesen Werthen

N I VY I

1= 7302V Sg~ne G,

_ %C,i;‘/cl—é(}ocz

erfiillt einer und zwar der eigentlich branchbare Werth die Gleichung
@:]q]"' gqqz + @.sq + @n = 0.
4. Es gibt noch eine zweite Weise, fiir welche zwei Wurzeln der allgemeinen

Gleichung einander gleich werden, wenn q so gewihlt wird, dass %, =0, d.i. fiir

C [
q= —3—60in0}—30,.02,
wovon wiederum nur einer dieser Werthe der cubischen Gleichung fiir q geniigt; und
welcher eigentlich hier zu nehmen ist. Die Waurzeln der urspriinglichen Gleichung
sind alsdann:

h=1q
_1_2 iare cos —% _ _'_% ,V&[“—flﬂl%
yz—q-l- e 21021;—(]2 +2210—2[
—9 A
=97y, to, = ¢
_.2[1
yjz(lT'

3. Es lassen sich von der fiir q aufgestelllen Gleichung mehrere Eigenschaften
erweisen. Fiic jeden ihrer Werthe ¢ sind die Ergebnisse y wirkliche Wurzeln der
Gleichung C,y* + C,y* + C,y 4+ C: =0 und sie enthilt bloss zweierlei Werthe von g.
Da es nur zwei Weisen gibt, auf welche eine Gleichheit zweier Wurzeln erreicht wird,
so kann diese Gleichung nur zweierlei Wurzeln besitzen, und es friigt sich, welcher der
Werthe von q der repetirien Wurzel entspricht. Wenn eine cubische Gleichung zwei
gleiche Wurzeln besitzt; so gelten die Gleichungen

Cﬂya + Cl)’g + Cz,y +C =0
3Gy +2C,y+C, =0
fir den Werth der l"epetirten Wourzel; mithin auch
Cy+2Cy+3C =0
fiir denselben Werth. Aus den quadralischen Gleichungen folgt ferner
2C;—6C,C)y + C,C,—9C,C, = 0,
somit wire fiir diesen Fall
9C,C,—C,C,
Y= 2(C-3C,C) -
Ferner ergibt die gleiche Schlussweise aus der letsten mit 2 C, multiplicirten Gleichung
und der vorhergehenden mit (2C: — 6C,C,) multiplicirten, die zweite Gleichung

Naturwissenschaftliche Abhandlungen, IV, 3. Abth. 14
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ersten Grades
[4(C:—3C,CYC, — C,(C,C,—9C,C:)]y 4 6C:(C:—3C,C) =0
und hieraus die Bedingung
(C,C,—9C.CHBCiC, +9C.C,C,—12C,C) = 12C,(C;—3C, C)~
Diese Gleichung liefert nach Weglassung des gemeinschaltlichen Factors C, die
Bedingungsgleichung
C:C:418C,C,C,C. — 271CC; —4C, 03 —4CICy = 0.
Gesetzt nun die Gleichung fiir q enthalte die Wurzel
: 9C,C;.—C,C,
1= 2(C—3CC)
die dem Fall %, =0 entspreche; so muss zugleich die Gleichung
20, —9C:C,C,+27CCHg + (C;—3C,C:C,—9C; C; 4 27CC, Co) ¢
+(9¢,C:C:—6C,CC:4CiCHq+ G0 —-C.C =0
und CGy+Cy+Cy+C =0
fir diesen Werth erfiillt sein. Die Vereinigung beider Gleichungen ergibt
(C:—6C,C:C,+9C:CHq + (€0, —9C,C3:C; — 3C,C,C; +27CC, Cy) g
+C¢C,—9CCC.C+21CC+C.CE =0
di (C:—3C.C)q¢+(Ci—3C,C)(CC,—9CClq+ CC,—9C.C,C.C,
+21CC:+C,C =0. .
Soll aber der obige Werth von q entsprechen, so muss zugleich, wenn statt q sein
Werth gesetzt wird, die Gleichung
- 2 —
(C= 3.0 (3rargoiny) + (C—36.C) (€, C—9C.C) sroe e
4+ CGC,—9C,C,C.C 2102 C: 4+ C,C =0
auf die frither gefundene Bedingungsgleichung fiihren. Sie ergibt
(gcoca—clcz)2 - 2(90003_‘ CIC'I)z + 4(0201_ 900010203
+21CGC+GCCH =0
d i 9GCGC,—CC)y =4(CC,—9C,C,C,C 4 27C:C+ C, €D
und aus dieser Entwicklung folgt
CiCi+18C,C,C,C, —27C:C:—4C3C,—4C, (1 = 0
die obige Bedingung. Ist zugleich q eine repetirte Wurzel von
D+ D¢+ Dq+ D=0
so ist zugleich 30, ¢4+20q+ D=0
oder wenn fiir D, sein Werlh gesetzt wird

OC¢—C)D,+23Cq+CC)D, =0

=25, 36D,
3qu—C|= @,Qk oder —3C,,q393=20”®“_cl@3=_%§,
1
QC»Ca—Cicz

—Ciq® =C,D,. Wird darin der Werth q= 3 —3G,C)
1 0 %2,

geselzt und der Ausdruck entwickelt, so kommt man aul die Bedingungsgleichung
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zweier gleicher Wurzeln, woraus folgt, dass dieser Werth q eine repetirte Waurzel
von D,¢° + D¢+ Diq + D =0 sei.  Die dritte Wurzel der fiir q aulgestellten Glei-

chung ist sodann

€6 —19CC ©—3C,CiC,—9CC;+27C,C,C,
1= 7C:=3C,C, —  2C,Ci—9C:C,C, +27CC,
6. Um diese Deduction auf die Gleichung
Ap+ApP+AptA = 0

anzuwenden; so iibergeht die obige Bedingung zweier gleicher Wurzeln fir die zwi-
schen A;, A,, A;, A, stattfindenden Relationen
2B,A; = A,B,—AB,
16B:A, = A,B: — (B,B,+2B,B) A,

2
in 15 [AIBi—2A,ABB, + A3BI]

18AA,
328y

* [A2B!—A,A,B, (B,B, + 2B, B;) — A, A, BB,
oy, AR B E2BE)
7 2
- W [AiB;—2A;A,B} (B, B, -} 2B, B,) + A] (B1Bz+2BoB3)2]
4
55, [ATB—3A,ATBIB, + 3ATA,B, B} — A1BY)

4A}
~ 16B: [A,B:—A,(B,B,+2BB;)] =0

und nach gehériger Reduction in
A,A?[16B,B — 4.16B:B,B, 1 8. 16 B}B,]
+ AA?[—27B:+6.16B,B:B, + 4.16 B;B:—2.9.16B:B,B,]
4+ A3A,[2.27B;B,—15.16B,B,B; -} 4.27B,B:B, |- 18.16B;B,B, ]
+ A![8.16B,B}— 27 (B,B, + 2B,B,*] = 0.

Der erste Coeflicient in Klammern ist 16 B, A; und da alsdann A} ein gemeinschaft-
licher Factor ist, reducirt sich dieser Ausdruck auf einen dessen Summe der Indices
bloss 12 betrigt. Zugleich zeigt die Deduction, dass man im ganzen Verlaufe auf keine
einfachere Bedingungsgleichung kommen konne. Ueberdiess hat nach fritheren Be-

¥

trachtungen in allen den Fillen, wo
ApP+ApP+AP+ A, =0
zwei gleiche Wurzeln besitzt, die Gleichung
B‘o)" + Bny“ + Bz_)’2 + Bay +B.=0

dieselbe Eigenschaft.

7. Um die im frihern Capitel gefundene Bedingungsgleichung der repetirten
Waurzel durch eine einfachere zu ersetzen, dient noch ferner die Betrachtung, dass
auch i ein Werth von q sein miisse. Es ist somit

K,
14*
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— @A —6AA)F. + (A A, —9AA)F. =0 d.i
3A, 2A.F. — 3AF) + A, (—2A,F, + A,F) =0
und nach der Bedeutung von A,
6B, A, (2A,F, —3AF) + A, (AB,F.— 4A,BF,—A,BF) =0
oder A, [12B.,AF, — 18B,A F. — A B,F,] + A}(B,F. —4B,F)) =0,
Zugleich ist B,F,—4B,F, = 16B,A;(24B,B, — 16 B,B, 4 2B}).
Wird diess substituirt und der gemeinschaftliche Factor A, entfernt; so ergibt sich
12B,AF,— (18B,A.+ B, A)F, 4+ 16A;B,(24B,B, — 6B, B, + 2B} = 0
als ein Ausdruck der weiter keinen gemeinschaftlichen Factor besitzt. Es ist
12B,A, = 12B,B!B, -} 6. 16B:B,B, — 3.16B;B,B;;
— (18B,A,+B,A, = —B!B: 1 4B,B: — 2B,B,B,B, — 18B,B:B,
+ 18B;B; — 16 B:B,B,;
A= B:B:+4B,B!B,B,— 8B,B:B} + 4B:B:B: 4 16 BB}
+ 2.16 B:B:B,B, — 16 B:B,B:B, |- 4. (6 BB, B;B,
— 8.16B:B:B, | 16°B;B;.
Diese Theile in ihre Factoren, der erste in
F, = —3.16:B!B;B, -} 2.16:B:B,B,B, — 9.16B,B;B,
+3.16B:B,B: 4 16 B,B:B.B; — 64 B; BB, ;
der zweite in
F, = —4.9.16BB: { 4.7.16 B:B,B,B, — 6. 16 B,B} B,
+2.16B,B:B: + 2.16' B;B,B, —8.16 B} B}
. —12.16B:B:B,, der dritte in
24.16B:B,—6.16B,B, B, + 2. 16 B, B} multiplicirt,
ergeben in dieser Ordnung folgende Glieder:

BB} 24 .16
B:B, BB, 9.16° 4.9.16°
4.9.16
B:B, B, B: — 18, 16° 6.16°
—6.16°
By B} —8.81.16
B;B; B; —2.16° —12.16°
2.16°
B:B,B:B,B, —6.16' | —4.7.16: | —24.16°
—24.160 | —4.1¢6° 3.16°
8.16
B:B,B,B: —9.16 8.9.16
7.8.9.16
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BB B: 12.16 —9.16°
—9.16
B:B: B, B! 12.16° | —4.9.16° 3.16°
12. 16?
B:B:B:B, 18. 16 8.81.16 6. 16
—36.16* | —8.27.16 | —3.8.16
B! BB, 8. 16° 24. 16
8. 16 — 16
B:B:B.B,B, 27.16° |—7.8.9.16] 6.16
6.16 6.16 —12. 16
24.16° 24.16
B:B: B:B: —3.16 4.9.16 6.16
—3.160 | —7.8.16 8.16
14.9.16
B: B! B: —6.9.16: | 8.27.16
B:B!B! 36.16 —4.27.16 | —24.16
BB, B:B: 7.16° —6.16°
16 —2.16
B:B: BB, —2.16 | —12.16
—2.16 4.16°
9.16°
—3.1¢
B B: —2.16 2.16
B:B:B,B, | —9.12.16| 4.27.16
B:B: B, B: 12.16 12.16 —24.16
B:B!B:B, —4.7.16 3.16
—24.16 8.16
—4.16
B:B:B:B, —4.9.16 24.16
12.16
B!B: B: 8.16 — 16
. 8.16
B, B; B: B, 6.16 —6.16
B, B! B: —2.16 2.16

109



110 F. Pecme.

Das Resultat, als die einfachste Bedingungsgleichung fiir den Fall zweier gleicher
Waurzeln einer biquadratischen Gleichung ist somit:

16°B:B: + 9.16 B: B, B3B, — 12. 16 B B, B, B: — 21B:B}
—8.16B:B:B:— 5.16B,B,B:B:B, + 18B,B,B,B:
—4B,BiB;+9.16B, B;B,B} — 6 B, B: BB, 4 16 B,B!B,
4 18B!B,B,B, 4+ B:B:B: — 27 B!B; — 4B!B! 4 4B:B!B, = 0.

8. Diese Werthe vereinfachen sich noch in den besondern Fillen :

2) Falls A, =0, dann ist

—B1 _ (Ble+2BnBJ)
A5 = *2—B:A3, Aa - ——783— 3

Die Gleichung fir p iibergeht in
16B;p’ — 8B,B,p — (B,B, 4 2B,B) = 0.
Die Werthe von p sind alsdann
- —3AiA, 3(B,B,+2B,B)
P= "2AA = T 7 16B,B,
als der Werth der repetirten Wurzel und
(B,B, + 2B,B;)
P=3 B.B,
als der dritte Werth. Die Bedingung der repetirten Wurzel der biquadratischen Glei-
chung iibergeht alsdann in
27 (B,B,+ 2B,B,)* = 128B,B;.
b) Wenn A; =0, alsdann ist A, = B;}A; A= —TPI.;:&
mithin die Gleichung fir p:
8B.B,p' + 8B.B.p’—B,B; =0,
das der repetirten Wurzel entsprechende p ist
' A,Ab

'B. — 8B B
und die dritte Waurzel P = Q—B};}‘_BSB;— .
o %1 72

Die Bedingungsgleichung ‘ergibt sich sodann aus dem letzten Coeflicienten der

Gleichung fir p, ndmlich aus
B,B, 9* (9B;B,—8B,B}) BB}

8B,B, ~ 8.16° B,B, B; ‘BiB}

d.i. aus 16°B:B: = 9 (9B!B, - 8B,B1) BIB,.
¢) Zuletzt gibt der Fall As =0 fiir die weitern Coefficienten :
(B, B, + 2B,B)
A=—"g A
B.’i AB

A5=T
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und fiir die Gleichung fiir p
Bip' + (2B,B, 4+ B,B) P+ B1B3P =0
. 2B,B, + BB, 2
d. i (p+T)p=0
Die entsprechende Bedingung ist sodann

(®B, B, + B, B,) = 4B2B3

VIL

/- d X
VA +Bx +Cx*+ Dx°

Bestimmung des Integrals in geschlossener Form.
1. Nach diesen Vorbereitungen wird es moglich die Bedingungen anzugeben, un-
ter welchen das Integral
dx . 14 my+4ny:
S = -/l‘/ ) =) ) welches fir x =p + Hﬂl,;,—-l'n,yyz
[(m~m,) 4+ 2 (n—n,) y + (nm;,—mn,)y’] dy
"V[1+m1y+"1y‘] [1+p—w4(m4m, Ge—w))y -+ (a+n, p—Wl))y’]
[1+p—w, + (m}-m, (P-wz))y + (a+n, (P'—Wz))yz]
[t+4p—w;+ (m+-m, e—wp)y+ (n+-n, —wy))y’]
iibergeht, auf ein bereits gelostes zuriickgeflibrt wird. Es sei zur Abkiirzung
14p—w, =B,
m,+ m + 2m,(p—w,) = B,
n,+o+ 20, (p—w,) + m, (mtm, —wp) = B,
mn, 4+ nm, + 2m, 0, (p—w,) = B
n, (n4n, —wp) = B,
U4p—w)(1+p—w) =G,
(m+-m, (—wy) (14p—w)) + (1+p—w,) (m+m, g—wy) =C,
(1+¢— wp) (ntn,—wp) 4 (m+m, e —wp) (m+m, G—wy)
+ (“‘_I‘“: e—wp) (I+e—wy) =G,
(m+m, (¢ —w) (n4n, g—wY) + (n+n, e—wyp) (m4-m, p—wyp) = C,
(n+ n(— w,) (n +n, (P_Wa)) =G

und daher das Integral

in

S — f [m—m,+2(n—n,)y + (om,—mn,)y*] dy )
= W[By'+By'+B.y'+ By+B.][C.y'+Cy'+Cy*+Cy+Ci]

Es lassen sich hichstens zwei in frihern Capiteln aogefihrte Vereinfachungen der
biquadratischen Theile vornehmen; ohne dass entweder die Anzahl der Bedingungen
zu gross ausfalle oder fir die unbestimmten Grissen Werthe resultiren, die die Sub-
stitution unbrauchbar machen. Ein solcher Versuch wire folgender.
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Man setze als erste Bedingung:
16°B:B; 4 9.16B:B,B}B. — 12.16 BB, B, B} — 27 B’B‘
—8.16B:B:B: — 5.168,B,B:B,B. { 18B,B,B,B: — 4B, BB
4 9.16B,B:B,B; — 6B,B:B:B, 4 16B,B: B, -+ 18B}B,B, B,
4+ B:B:B: —27B:B: —4BiB) + 4B!B}B, = 0
wodurch fiir B!—4B.,B,B,+8B:B, = A,
B:B, +2B.B,B, 1+ 16B:B, — 4B, B = A,
wenn zur Vereinfachung
F., = 2[—18B:B: + 14B,B,B,B,—3B}B, { B! B;
+ (6B:B,B, — 4B,B; — 6 B,B:B,]
F, = —48B!B;B, 4 32B,B,B,B, — 9B;B, 1+ 3B,B, B}
+B:B,B; — 4B, B:B;

—A F,
und p= A N — gesetzt wird, ferner die Hilfsgrossen
D, = B,
D, = 4B,p+ B,

D, = 6B,p*+3B,p+B.
D, = 4B.,p’+3B,p* - 2B.,p+ B,
D, = Bop'+B,p°+ B.p" -+ Bip + B,
eingefithrt werden; die Wurzeln folgende Form annehmen: a) fiir D,=>2D,D,

By 4By 4B+ By +B = Bl -y + Y]l -r /5]
Ry G V) [ PR P G )
und fir D,<21"D D,
A Al AU e
br—y/pe (Vo [y eV ER)

Der Fall D, = 21°D,D, kann nicht stattfinden, da die Bedingung zweier gleicher
Waurzelfactoren diesen Fall als einen unmiglichen ausschliesst. Es lassen sich jedoch

. " . —F . ..
diese Fille vereinen, wenn p=-,  statuirt wird und die Wurzelfactoren in einer
)

andern Weise, die diese Beachtung nicht erheischt, gescflrieben werden. Nach N. 9
in IIL sind alsdann diese Factoren

B,y 21 [y—r— 75, (V 75, — @8+ B0)| -2 53 (V 75, 55

+ 4Byp+B, )]
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Analog sei ferner:

16* C3C2 -+ 9.16 C2C, C3C, —12.16 €2 C, C, €I — 27C:C}
—8.16C:C:C: — 5.16C,C,C:C:C, + 18C,C,C,C;— 4G, C3 C:
+49.16C,CG:C,C: —6C,C:C3C, +16C,C: C, +18CIC,C, C,
+CQCGG—27CC—40CI44C:CC, =0

A = C—4C,C,C, +8CC,
Ay =CC,+2CCC +16CC,—4C,C:
G, = 2[—18C:Ct 4 14C,C,C,C, — 3C:Cs + C:C: + 16C:C,C,
—4C,C—6C,C:C, ]
G, = —48C:C,C, }+32C,C,C.C,—9CC, }+3C,C,C: + C:C,Cs
—4C,CC;s

—A 2G,
F= Q3.+ G,

= 4Cap’ +C|

6Cop”+3C,p' + C,

= 4C,p°43C,p”+ 2C,p' + C,
Cop”+ Cip” + C,p” + Csp' + C,

HEEEE
Il

alsdann ist:
€y +Cy+Cy+Cy+C=0[y- P’+\7%] [r—r+ V%]
[y_P,_ V%’ eiarccos (l—,}vz;g)] [‘y p— v_ e»—larccos (1— V;::;’)]
im Fall E,=2VE,E, und
CoY"+ny’+Czy’+CJ)’+C. =[y_Pl- ][y p— E,

“E, e ¢os — : B ) — jarc cos — EEy
[y—p’ _ VE:I ol ® <1+,VL0EZ ][y—p _V_ e ¢ <1+ V%EI)]
fir E,«<2VE,E,. Der Fall E, = 21VE,E, ist wie erwihnt unmiglich. Oder auch
) 4
. _ 1 A’
Coy+ Oyt Gyt Gyt € = €Ly =1 [y~v—36,(V Gy B

/ 1_ - A‘a '
-—MQP+Qﬁ]D—p+2Qﬂ/4qw+Cl+4%p+CM
ohne Riicksicht ob E, grisser oder kleiner als 2L°E.E,, nur dass p’ in dieser Glei-

—G;
chung den Werth p’ = —=— erhilt. Uebrigens kann in den vorigen Gleichungen

« D ¢« E
iiberall stalt VITE und ‘/E“, V% und V% gesetzt werden, weil diess die Natur

der Werthe p und p’ sie miigen selbst, welche immer der beiden Bedeutungen anneh-
men, mit sich bringt.

Naturwissenschaflliche Abhandlungen. IV. 3. Abth. 15
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Durch die zwei aufgestellten Bedingungsgleichungen zur Bestimmungen der unbe-
stimmten Grissen p, m, m,, n, ny, erlangt das Integral bereils die einfachere Form

1 [m—m, + 2 (n—n))y + (nm,—mn,)y"] dy

VB.G, f(y—p Vo) = Va)V o +20-p Y 221

£ Vi) 4 2] [o—r + 20—V E (1141 VED) + ]

wo die jedesmaligen Zeichen von * 1 der [riher erwiihnten Bedingungen gemiss zu be-

S =

stimmen sind.
Dieser listigen Unterscheidung wegen, mige die zweite Schreibart gelten, fiir

welche das Integral folgende Form annimmt:

S — 1 ﬁ [m—m, +2(n—n,)y + (ﬂmn—mﬂl)y'] d)’
VB, Cs ey (y—p) V[(y TP+ g ) 492 (4BoP+Bl)] [(y 't 200)
- iic: ﬁ’w) ’
—F, -G,

worin P="TF, p= G,

m—m, + 2("_“12)' + (am,—mn,)y*
G—pG-p)
A B A,Bik
= nm,—mn, +y—p+y — wo B ibre Bedeutung
durch die beiden Gleichungen :
2(n—n;) = — (om;—mn,) (p+p)+A+B
m—m, = pp‘ (nm,—mn,) — Ap’—Bp
erhalten, und zwar ist

zerfillt in die Theile

2 (n—n)p 4 (hm—mn,)p’ + m—m,

A=

P—P
. 2(n—n,)p’ + (am;—mn,) p* + m—m,
B = [ pP—p ]

Das Integral ist somit in die drei Theile zerlegt

(om;, — mn,) d y
‘/Bo_(}.- kt VBo (Jo f(y P) k¥

S =

B dy
+ 3 ¢ f ALY
worin k die Grasse VB, 7 G —pOk
B, 6 Cq, B\ 1 A,
y+ [2(p+p’) +E+ﬁ,]3’ + [(P +2_Bo>_4_B.’, iB.p I B,
C,ey 1 A4 B, Ci1 .,
+ (v +58) — 76 1070, + (20 + ) (G )]y
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2

c, B,
+ [Cr+e) ((p+35)—
(420
1 A,

1 A4
TIC 1Cp +C)]y
+[(p +2B) a8 4Bop+B] [(¥ +2C’> 10 16y, |

3 B,
i 16y 8+ e+ )

1
vorstellt.

. 1
2. Man bestimme den Werth von k den es annimmt, wenn y in z+p und
1

in % + p’ iibergeht, und bezeichn_e durch k, und ].(2 die beziiglichen Werthe aus fol-
genden Gleichungen :
ko= L+ [op-+2p + b+ 6 ]mt [or +3p (20 + 29
+ %’,Jf%:) +<p+2B.,>2 41132 4B.,?J+B +(P +—c)2
— 15 7oy TG+ (2r+ ) (2 + gL+ [4p
+op (24 2p+ g+ ) +20 (o m) — 38 TBATE,
+ (o) -1 sepe + (e 5) e+ )

1 1 A3 Bl 1
+ Gt e (v am) —am amp'ym) + Crr i) ()
~ 1q 1) i e (2p+ 2p'+%’ + &)+ (G )
Ezmﬁwz—g) 4(“4Cup’+C +(2P+B>f2 +f—, )

+p ((2P’+c) ((P+ ) 4B‘ 4B.,p+B ) <2P+Ba) ((P”r?%i)z

1
- TGMCop"JrC)) ((P+2Bo) m: 4B,,p-|—B> ((P +3c;

1 A
— IG ICy G, )]

B, C B, ¢
ko= 1+ [6p+ 20+ B+ +[60"+ 80 (20 20 + 5 + )
1 1 A, Oy 1 Ay

+ <P+§BZ> T 4B 4Bp+B, + (P"L 20;) T 4G 4Cp' +-C,
15*
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( l]%)( %)]’ﬁ‘[4P"+3p"/2p+2pf+l%+d)

+2 ((P+§%)2‘ 41 p+B +H +2Co) 4:32 Ic, : T,

+ (g (v +g)) + o ) (r+om)~ 152 FrE)
+ (245 <<p+w)’ @ ool
+p (2p+?p +B +c,,)+P ((P""B) 1B 4B,p+ B,

1 A,
+ (26— sy + () (4 )

+ v (2t %) ((P+21133';)2—2LB‘, 430?131) + (2”2%,) (v
C I3 B1 3 1
+ 2—0;)2— 4%2 40'?_+ o))+ ((P+2_Bo>2— % ZB‘—OAHB,) e+ 5%)2
i 40 4C,p’ +C>]z"

Ferner sei Kiirze halber
G =1
B, C
G, = 6p+2pl+F:+(T:

6. = 65+ 3p (20 + 204 g 4 @)+ (vt gp)

_L_ A Cop 1A
15 18, 15 + ("2t — s TOp G,

+ (204 ) (24 0]
G = 4p’+3p’(2p+2p’+g—:+%)
+ 20 (04 op) — g T+ (o)
1 A, B, C,
~ac aoyre, + (e a.))
C, B
+ (24 ([ +7§)2 4;3z 1, p-I—B B 75,)

B, 2 ‘
+ (2P+E) (( "'T) 4(1)., 4Cc:+Cl)
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B C, B, \®
6, = p"+p“(2p+2p’+§+c—) +p’((P+ﬁ)
A, 1 A
4B’4B B+ (v +20 ~ 5 Ty FC,

t A
+ (2P+F..) (2"'+6; )‘LP((?P’JF(T) ((P+“B‘) ~ W 6,5,
By, €y I
+ (2p+3) (("+3) — 40 400 TGy F0)
B 1 _ Gy 1 A
+ ((p+31) — 28: THp TH, +Bl>((9+2—01;) — g0 IO 40
also k, = Gz + Gz + Gz + Gyz, + Gy,

B C
H =6py+2p+g+g

B, C B, .
H, = 6p"+3P’(2P+2P'+§+(T)+(P+ 75)
| 1 AY
) 4Bop+Bt +( +2c) ¢ 1C,p1C,
+(r+5) Cr+G)
C, B, \®
H = 4p"+3p”(2p+2p’+%+ﬁ) + 2y ((P'l-m)

1 A LGN 1 A
— 18 75, (Fac) “To ey o

+ (ep+p) @p,+%:)>+(2p.+%) (+ 1) ~ 45 TELFE)
+ @+ ) (4 50) ~ 1 7oy )
Ha=P"+P”(2P+2P'+E 6)+P"((P+m—)
:32 4Bnp+B, +(r +”c;.) ‘m‘:, 4C.,p +0
+ Q) Crr )+ (G e‘) ((P’fm;) — 45 T 5B
+ (2P+B) (¢ +zc) 410‘, Ty +cl )

A, 1Ay
+ ((P+§B';) ‘IB‘; 413UP+B,)((P’+2'(1;) K 40ap’+0.>

k, = Hyz+H,2 + H27'2+H:|'h+ H..
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Da bisher erst zwei Bedingungsgleichungen fiir die fiinl unbestimmten Grissen

statuirt wurden, sei ferner:
61—4G,¢,G,+8G:G;, =0 und
H'—4H,H,H,+8H:H, =0. Alsdann ist

G 1
k,= G, 1.1+ﬁn—,l—(;“v—8G0G3+3G§+2V(G§—4G0Go’—64G3G,]

& _ Ly 61— 2 (G—1G, G,y — 616G, G, |
[«+ 15— 15V —86.6. +36:1—2 (G—1G.CF— 646, &,

[t 1ot + 15V —86,6,+36: — 2 (O 16,6y—61G1 G, |
zl+¢ﬂ'}_o+4(,‘,o — 80, Gy + 3G — 2 (G}—46, G)'—64G G,

Gl 1 v Al N X
[t 3 + 1G,V —8606.+ 363+ 2 TT—1G, 6y —4GI G, ]

H 1 -
k=H, z2+m“',,_m“v—sﬂoﬂﬁ3H}+2I/(H§—4H‘,H,)’—64H:H4]

H 1
[+ r;i.,—m‘,,v — SH, H, + 3H: — 20/ (Hf — 0, H,y— 64101, |

H 1
[+ + am, V—8H0H2+3H§—2 V(T — 40,0,y —6ilH, |

H, 1 V 2 z
[+ 35, + 3V — 80+ 3 B2+ 20— TRy — 4R, |-

Das Integral ist somit auf die drei Theile
S = — A sy _ B ,zdz (nm,inn,) iy_
T OVBGY KT VBG T K VB.C, J Kk
reducirt, welches wohl die Schwierigkeit nicht behebt, jedoch eine Lésung vorbereitet.

3. Man statuire als fiinfte Bedingungsgleichung

AG, BH,

M=M= 3G, — i,

wodurch sémmtliche finf unbestimmte Grissen bestimmt sind; dadurch ist zugleich
nm—mn, ndy AG, dy ~ BH, rdy

VB.G, Jki T VB,G.4G, J ki VBG4l Y Kkt

=0

i K 1
und weil k' = = y = _zT+P
k= k—z:’ y= i3 +p
Z, .
nm,—ma, 'd.y — —AG, dz, BH ./vdz,
VB,.G, J K T 1GV/BG Y K 4HVBGC Y i

Das fragliche Integral ist dadurch
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—A .dzl[zl+ v dza[zz+
S=ipa) —w VBon :

Setzt man zur Abkiirzung im Schreiben

1
16, V —46.6,+36: + 2/(G =16, 6 — 64636,

I
[3]

1
G V —56.6, +36:— 2/ [G—16,6— 466, = 8
G — g
und iberdiess z, 4 H}'— = u-l-lgﬁ—; so erhilt man fiir das fragliche Integral

dz, z,+f—G' 1

e e ey

2u
= 2l/G arc Sin7— po L

Werden darin die Werthe
_ G2 (48) 46,16, y—pYy
v=(atgg)— 2 16G=[ G—p)°

A = I(?g V(G—1G,Gy— 641G G,

— (36{-86,6,)]

gesetzt; so resultirt fiir das Integral S, wenn der zweite Theil analog gebildet wird,
der Werth

—A
S= m arc Sin § [

(46o+G, y—p))'— (3G5— 86, G) (y—p)y

(—p (G 16, Gy — 64&G, |

[(4H o HH, (y—p2)— (30} —8H M) (y—p')*
G—p)VHi —4H, 0,y — 64 H, J-

arc Sl H

~ 2B,C,H,

4. Die zweite aus vorigen Kapiteln ersichiliche und noch mégliche Lisung des
Problems ist folgende. Man setze als die ersten Bedingungen:

B:—4B,B,B, +8B:B, = 0
B:B,— B,B: = 0 alsdann ist:

— — TR 8RB B4
Biy+B,y+B,y"+B,y+B,=B, [,Y-l- I/3B SBOB,] [ +B +V3B; SB,,B,}

4B,
und S = 1 pm—m+2 (o—n)y+ (nml—mﬂ.)y dy
7 Ry R ) VOO O Oy 0

Die Entwicklung des ersten Factors ergibt
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m—m,+2 (n—n.)y + (am,—mn,)y*
y+ 2Buy + 4Boﬂe— =

= nm,— mn,

[2(n—n,) - é—l;‘; (nm,— mn,)]y-l—m—ml*(nm'—m;| ';,(n iR

[+ nl_vm——mom] [+ B'WW]

Die ganze Zahl nm, —mn, und die Partialbriiche

A + B
— V3B — 8B, B, B, + L”8B? — 8B, B, °
.7+ 15, > y+ 1B, -

Die Werthe der Coeflicienten A und B sind alsdann
8B; (m_ml) + (nm,—mn,) (B; — 4B, B,) — [4(n—n,) B,—B, (om,—mn,)]
(B, ~ V3B —38B,B)

A= = —
4B,V/3B— 8B, B,
[8B; (m—m,) + (sm,—mn,) (B; — 4B,B,) — 4 (n—n,) B,— B, (am,—mn,)
B = — (Bl + Vng—SBnBz)]

4B,V3B:—8B,B,
Das Integral ist somit in drei Theile zerlegt,
1 (om,— mn,) dy

S=pg [ VBf[y_l_n_Vsn—ToB,]k,

18,

I/B f[y_l_n +|/sn —sBoka

worin k die Grisse Coy* + C,y* -+ C.y*+ Cyy + C, vorstellt. Ferner sei fiir
1 — (B___l—V3B;_BB “Bz) Kiirze halber

Y= 1B,
S, = C, o
s, = _400(13,—st;—8303,)+01
o o
S S s S
g il
+o.(B —stB,.—BB" 0 C,( _VZ]BSL—SBOBZHQ
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wi i y = > — (Bt /IBEBE)

4B,
K, = C,
VAP —8B B,
K, = _4CO<B. Wﬁi SB‘,B,)_I_CI
V3B — 8B B.AS I —3B.B.
K, = o6, (TR o0 BAVITE) ¢
B, +v3B'—8B B\’ B 3B: —8B,B,\*
K, = — 40,,(#2_&_)1-301 (-_"'L"’m—z)
o (B4 13B:—8B,B,
2CZ(T}+‘%
— ¢ (B.+V3B;—8BB.,\*  (B,{\3B;—8B,B,\’
K, = ¢, (2= o, (B 1B, )
B, V3B'—8R,B,\’ :—8B, B,
+C,( + :3“ 8B )_CQ(B,+V43];1 SBB)HL
d
und somit A - V.ili——smon,_ )
(420w
z,dz,
= A STsiTsaTsaien
dy
Bf B+ L/SDT—8 =
! i — 8By B, 1
(4 2 ON= Mol Jid
=z

—B f . .
VR +Kz+K, 2+ K 2 +K, 2}
Die zwei flolgenden Bedingungen seien
8} —48,8,8,+88:8, = 0
K!— 4K K K, + 8K!K, = 0 mithin ist alsdaon
k, = S,z + 8,z}]+ 8,21+ 8,2, + S,

s, 1
= 8, [zl+ﬁ—4§0\/3sg—as,,s, + 2V S — 8,5y — 6I8;8, |

s,
[+ 4—5‘—0—4—8—6‘/3 St— 88,8, — 2/ (§]—48,5,7— 0I5, |

S, -
[z.+4—s'o+ rsﬂ\@s:-ss.,s, — 21/ (§T—48,8,7 —648}8, ]

s, 1
[=+ 15, +Z§"V3sg—a 5.8, + 2V/ST— 18,5 — 6488, |

bhand] 1V. 8. Abth. 16

Naturwi hafliche A

121
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k, = Ko+ K, 2+ K3+ K,z + K,

K, 1
= ko [n+ ﬁ;—m\/a Ki — 8K K, + 21/ (KI—4K,K)— 64KIK, |

K 1
[+ it — i,V 3Ki— 8K.K, —21 (KI— I Ky—69KIK, |

K Ly
["'+4T(+4‘K 3K:—8 KK, — 2v(KI— 4K K,y 6IK3K, |

[,,2+ B 4K"‘/3K — 8K,K, + 2V KI—#K, Ky—6IKiK, |

und das Integral

(nm,—mn,) 71d71 z,dz
S ="VB, I/B f I/B S
Nimmt man ferner als letzte Bedmgung

AS BK,
nm—mn — e — 4K, =0

so Gbergeht das Integral in die beiden Theile
- dn o+ 2
B ey
dz, [z,+ e

-y
VBES Y (ot 3 — 7] [t 2] 7]

1
wenn 4—SOV—-BS.,81+3S§+2V(S§—4SoSz)’—6483S,, ==

1
4—50\/ — 88,8, + 38:— 2V (81— 48,8, —048;8, = 6

1
iV — 8K, 4 3K3 4 2 (K — T K Ky — IKIK, = 7

1
;K;V — 8K K, 4 3K:— 2V (KT — 4K, Ky — 64 KK, = &

—2H32 ist alsdann

gesetzt wird. Fir z, +4§é—o = \/u1 +

.
dz, z,+4—§O] 2du

sy [ Al - e

= — ——— arcsin—;

<
2B, S, o' —p?

und wegen
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(y+B—V§B——8B.,—B)u1 — [(48 +8,(+ B,—"3B:—8BB, BB,,B,)) _

1B, iB.
— (38! — 85,8, (y + B.—V34Béo— 8 BOB,)2]
dz’[ ot 1So]f>
i T el ]
—A . l[(4su+s, (y+'*;‘“’°"‘)) (381888 (y+ e
2VB.S, oS ey

V§—18.87—618;8, (y + ""‘/*'1“&)2.

Wird das zweite Theilintegrale dem ersten nachgebildet; so ist das Endresultat

—A [(4So+s1 (y+‘%ﬂ)) — (38— 88,8, (y+ V&B'—*‘Fu—ﬂzi>2]
=2I/B S arc Sin J - —l/:m_—sﬁ
. (y + —r) V(S;—18,8,7 — 6488,
— (e (BT 2 sy (s TR
WRR (i + 2R (i IR K GG,

5. Das bestimmte Integral f l/(x—w,)(xd—]-‘w,) T
biethet nach den Werthen von A und B reelle oder imaginire Glieder. Seien
w, = w,=w, die Wurzeln ibrer Grisse nach geordnet, und alle zuerst positiv; dann
ist dasselbe fiir alle negativen Werthe, so wie fir alle positiven unter w, imagindr

und wird erst fir x = w, bis x =w, reell. Von w, bis w, erhilt es wieder einen
imaginiren Werth. Fiir w, bis oo ergibt es wieder reelle Werthe, Die Grenzen A
und B sind also in diesem Fall zwischen x=w; und x = w,
x=w, bis x = 0.
Sei eine der Wurzeln negativ, z. B. fiir w, negativ; so wird das Integral reell fiir
x =0 angefangen bis x = w,,
X = w; angefangen bis x = oo,

x=0 angefangen bis x = — w,;
fir — w,
von x=0 angefangen bis x = w,
X=w, » bis x =0
x=0 ” bis x = —wy;
fir —w,
von x =0 angefangen bis x =w,
X=w, ’ bis x = o
x=20 " bis X = — W;.

16 *
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Sind 2 Wurzela negativ; z. B. —w, und — w, dann bleibt das Integral reell fir

Xx=w, bis x=o0
x=—w,bis x=—w,;

fir — w, und — w; von .

x=w, bis x=o00

. X ==—w, bis Xx=—w,;

{fir — w, und —w, von .
x=w, bis x=o00

x=—w, bis x=—w,.

Sind endlich alle Wurzeln negaliv, dann hat das Integral fiir alle positiven Werthe
so wie fir x = — w, bis x= — w, reelle Werthe. Da aber das Integral [iir mehrere
dieser gelundenen Werthe seine Stetigkeit verliert, und zu einem singuliren Integrale
wird; so friigt es sich, ob diese Grenzen ihre Anwendung zulassen.

1
' = f(x) alsdann i
Sel V(x—w,) (x—w,) (x—w;) (x) alsdann ist

S =A?(x)dx = f;;‘v(x)dx +fw}](x)dx

worin w die Waurzel vorstellen mag, fir welche das Integral die Stetigkeit verliert.
W—as B
Zugleich ist S =1
ugleich is im [/A‘f(x)dx +‘/‘:f+()l§2dx]
(worin «, 8 beliebige, ¢ eine unendlich kleine Grisse vorstellen), das singulire Integral und

S, = lim [‘/:F(xs)dx +‘/‘fB(X)dx]
wite

seien Hauptwerthe, somit

S—Sl =L w—asg w+3s )
L+ [l e

Ferner ist
[0 a—w) 22 = 51 .2,

W—s X—w

wo £ zwischen den Grenzen w—: und w— u: liegt. Sei ferner (§—w) ((£) fiir den
speciellen Werth w- gleich F'; so ist
S—8, = lim F.x%.
X—w
V(x—w,) (x—w,) (x—w;)
erhilt, zu Null wird; so folgt fiir jeden endlichen Werth von « und B
S—S§, =0

Somit wire das Integral bestimmt, und zugleich endlich, weil die Hinzugabe der
Parthie in der Nihe von w das Integral nicht &ndert. Man kann daher die Integra-
tion unbesorgt auf diese Werthe erstrecken.

Da jedoch F =

wenn w einen der Werthe w,, w,, w,
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