
II. Punkt, Linie und Ebene im Raume, mit Zugrundelegung eines 
gleichwinklig -schiefwlnldlgen Coordinaten- Systemes. 

Analylisch dargeSLellt von 

Gustav Schmidt. 

~tilgetheilt und mit einem Vorworte \·ersehen \'On 

Job. v. Peltko. 

Mitgetheill am 7. Juni 1850 in einer Versammlung von Freunden der Naturwissenschaften in \\'icn. 

Vorwort. 

Die vorliegende Bearbeitung eines neuen Zweiges der analytischen Geometrie im 

Raume wurde durch das Bedürfniss der Krystallographie, und namentlich dadurch her
vorgerufen, dass ich die für alle Krystallsysteme behauptete gleiche Neigung dreier 

Axen gegeneinander, an welcher ich der vorhandenen zahlreichen Analogien zufolge 

nicht im mindesten zweifeln konnte, auch mathematisch beweisen wollte. 

Es stehen nämlich die drei pyramidalen Axen des Würfels, und die drei denselben 

entsprechenden Axen des pyramidalen und orthotypen Systemes auf einander senkrecht, 

und haben somit eine g 1 eiche Neigung gegen einander. Eben so ist die gleiche Nei

gung jener drei Axenlinien des Rhomboeders, welche durch die Mittelpunkte der Flä· 
chen der Kanten parallel gehen, folglich den pyramidalen Axen des Würfels entspre
chen, vollkommen klar. - Es blieb aber noch zu beweisen übrig, das8 auch das augi· 

tische und anorthisch11 Krystallsystem unter demselben Gesetze der gleichen Neigung 
dreier Axen g11geneinander stehen, so dass die Rechtwinklichkeit derselben nur als 

ein specieller Fall des allgemeinen Gesetzes zu betrachten wäre. 

Auf dl'eses Gesetz habe ich bereits im Jahre 1846 *) hingedeutet, und gezeigt, dass 

man aus dem Rho m b o e der durch Verkürzung oder Verlängerung einer Flächenaxe 

ein schiefes rhombisches Prisma erhält, welches bei gleicher Neigung der drei Flä-

*) Berichlc iibcr die Millheilt< rg•n von Freunden der Nalurwissenschaften in Wien 18167. J. Band, 
Seite 135. 
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chenaxen gegeneinander alle Charaktere eines au g i t i s c h e n Prismas, namentlich 
der Combination 0 . ooA an sich trägt, und dieser bei genauer Angabe des Neigungs· 
winkels und des Längenverhältnisses dieser Axen als die Grundgeslalt einer augitischen 
Krystallreihe betrachtet werden kann; und dass man aur dieselbe Art durch gleich
zeitige ungleiche Veränderung zweier Axen des Rhomboeders ein an o r t h i s c h es 

Prisma (die Comhinatiou: O.ooH.ooii) erhält, bei welchem die J1'1ächenaxen eben
falls eine gleiche Neigung gegen einander behalten, und welches durch genaue Angabe 
dieser Neigung und des Längen1•erhältnisses der drei Axen seinen Abmessungen nach 
vollkommen bestimmt und fähig wird, als Grundgestalt einer anorthischen Krystall· 
reihe zu dienen. 

Es kam nun noch darauf an, mathematisch zu beweisen, dass sich für die natür
lichen Krystalle des augitischen und anorLhischen Systemes auch wirklich eine solche 
Grundgestalt auffinden lasse, welche den obigen Bedingungen entspricht. 

Ich forderte desshalh einen meiner ausgezeichoetsten Zuhörer, Herrn GrsTA v 
ScH'l!IDT *) auf, den obengenannten Zweig der analytischen Geomelrie, der mir die 
11othwendigen Rechnungen allein zu ermöglichen oder wenigstens bedeutend 1.u erleich
tern schien, dem Bedürfnisse entsprechend zu bearbeiten. - Derselbe hat seine Auf
gabe vollkommen gelöst, und als wir nach den gewonnenen analytischen J1'ormeln den 
hemiprismatischen Augitspath und den orthotomen li'eldspath gemeinschaftlich berech· 
neten, wurden wir in der That zu dem erwünschten Resultate geführt. 

Herr G. SCHMIDT hatte seine Arbeit nicht für den Druck, sondern blos für meinen 
Privatgebrauch bestimmt, und im erstem }'alle würde er vielleicht Manches anclers ge· 
gehen haben. Da ich jedoch in Kurzem eine Reihe krystallographischer Mittheilungen 
zu eröffnen denke, bei welchen ich mich in Bezug auf das rhomboedrisch~, augitische 
und anorthische Krystallsystem der so eben besprochenen analytischen Formeln bedienen 
werde, so hielt ich es für zweckmässig, vorerst diese J1'ormeln nebst ihrer Entwicke
lung der Oeffentlichkeit zu übergehen, und beeilte mich, 1lie Erlaubniss dazu von 
tlem Hrn. Verfasser einzuholen. 

Ich glaube nun zur gehörigen Würdigung der 1·orliegenden Arbeit mit einigen 
Worten auf die wesentlichen J1'ortschritte hindeuten zu sollen, welche die Krystallo· 
graphie mit ihrer Hilfe demnächst zu machen verspricht, und auf den Einfluss, wel· 
chen die Umgestaltung der letztern auf die J1'ortschritte anderer Wissenschaften aus· 
üben dürfte. 

1. Zur Berechnung der Grundgestalt einer augitischen Krystallreihe wird man 
mit zwei Messungen au~reichen, indem man aus einer Messun"' den Nei"'u;,„swinkel 

"' " " der Axen, aus der andern das Verhältniss der ungleichen Axe gegen die beiden glei· 
chen finden kann. Ehen so wird die Berechnung einer anorthischen Krystallreihe nur 

'~) GcgenwUrLig Assistent an der k. k. monlanislischen Lehranstalt zu Leoben. 
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drei Messungen erfordern, obwohl die Rechnungsschwierigkeiten bei diesem System 

ausserordentlich gl'oss werden, und, bis jetzt wenigstens, noch nicht überwunden 

sind. - Auf diese Art werden sich die beiden genannten Krystallreihen um Vieles 

schärfer bestimmen lassen, weil die Fehler der dritten Messung bei dem augitischrn, 

dann der vierten und fünften Messung bei dem anorthischen Systeme vermieden wer

den. Zur Vergleichung möge hier als Beispiel die Krystallreihe des Orthoklases die

nen. Die Grundgestalt, ein schiefes rhombisches Prisma (das augitische Hexaeder) 

nach zwei Messungen berechnet, wird charakterisirt: 

1. Durch den Neigungswinkel der Fläclienaxen = 85° 3', 
2. Durch das Verhältniss der beiden gleichen Axen gegen die dritte ungleiche 

= 1 : 0,89023. 

Nun gibt NANUNN für sein Grund-Augitoid das Verhältniss 

a: b : c = 0,8439 : 1 : 1,5185; 
berechnet man aber die Länge derselben Linien aus 

der erstern Grundgestalt, so bekommmt man das 

Verhältniss . 
Differenz 

0,85087 : 1 : 1,51899 
0,007 - 0,0005 

welche jedenfalls von dem Fehler del' dritten J\lessung herrühren muss, da zur Grund

lage der Berechnung zwei Yon denselben drei Messungen angenommen wurden, deren 
sich NArnHN bediente. Beim Amphibol steigt die Differenz noch höher, und ist bei 

der Axe a = 0,0105, bei c = 0,0006. 

2. So wie das Hexaeder des Tesseral - Systemes durch die parallelepipediscben 

Grundgestalten in den übrigen Systemen I'epräsentirt wird, so findet man in den leiz

teren auch Repräsentanten der übrigen vollflächigen tesseralen Formen. Es werden 

daher alle Krystallsysteme mit dem tesseralen vergleichbar, und man wird z. B. die 

Adamantoidflächen in einem jeden Krystallsysteme als solche wieder erkennen, und auch 

die Varietät des Adamantoides mit ihrem krystallographischen Zeichen genau zu bestim

men im Stande sein. Mit andern Worten: alle Krystallgestalten in den übrigen KrJ· 
stallsystemen werden' als 'l'heilgestalten von nur 7 rnllflächigen },ormen (den tesseralen 

entsprechend) betrachtet. und darnach bezeichnet werden können. Es ist nun sehr 

wahrscheinlich, dass diese Vergleichung, wenn sie einmal durchgeführt ist, wichtige 
Mittel an die Hand geben wird, um die Gesetze der Krystallisalion genauer zu erforschen. 

3, Aus dem Gesetze der gleichen Neigung dreier Axen der Krystalle gegen

einander, und der Grösse dieser Neigung bei versobiedenen Mineralsp1~cies wircl die 

Lehre ''Oll den Atomen, insbesondere von deren I<,orm, von der Art ihrer geg·enseitigen 

Anziehung, ihrem elektrisch- magnetischen· Zustande u. s. w. wahrscheinlich Folgerungen 

ziehen. deren Wichtigkeit und Umfang sich mehr ahnen, als im Voraus bestimmen lässt. 

4. Nicht minder dürfte auch die Optik der Krystalle \'Oll demselben Gesetze we

sentliche Aufklärungen anzuhoffen haben. 
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Zum Schlusse habe ich noch iiber den Gang der Entwicklung vorliegender analy
tischer Formeln zu bemerken, dass so wie dieselbe zum Nutzen der Krystallographie. 
statt gefunden hat, sie sich auch auf eine krystallographische Gestalt, nämlich auf dad 
Rhomboeder gründet. Die Flächen des Rhomboeders, in den Mittelpunkt der Gestalt 
versetzt, sind nichts anderes als die schiefwinkeligen Coordinat- Ebenen, und ihre Durch
schnitte nichts anders als die den Axenkanten des Rhomboeders parallel gehenden 
schiefwinkligen Coordinaten · Axeo. 

Es wurden demn'ach zuerst die Gleichungen dieser Coordinat-Ebenen und Axen in 
Bezug auf ein schicklich gewähltes orthogonales Coordinaten ·System aufgestellt, aus 
diesen die Transformations· Gleichungen abgeleitet, und sodann die analytischen ~'or

meln des schiefwinkligen Systemes auf die gewöhnliche Weise durch Substitutionen 
ermittelt. 

Schemnitz am 30. April 1850. Joh. v. Pettko. 

1. Gleichungen der gleichwinklig-schiefwinkligen Coordinat-Ebenen und 
Axen in Bezug auf ein orthogonales Coordinaten. System. 

Sei (Fig. 1) STUVS' das Grundrhomboeder, SS1 Z die Hauptaxe, und abcdef 
die durch den Mittelpunkt 0 darauf senkrecht geführte Ebene, welche sich mit den Ebe-

/ 
:/' .11 

Fig. 1. nen T V, UV und TU in AB, A C und B C 
z' schneidet. Nehmen wir nun 0 AB als die Ebene 

1 

c\ X Y, also 0 S1 Z als die Axe der z eines ortho
gonalen Systemes, und 0 A als die Axe der x 
desselben an, so ist 0 a die Axe der y, weil 
a 0 f = 60° und fO g = 30° ist. 

Fig. 2. 

Die schiefwinkligen Axen OX', 0 Y', 0 Z1 gehen parallel zu den Rhomboederkan 
ten, und es hand~lt sicli zu nächst nm die Gleichungen der schiefwinkligen Coordinat· 
Ebenen und Axen in Bezug auf das ang·enommene orthogonale System. 

Zu diesem Behufe suchen wir zuerst die Gleichungen 1\er Parallelebenen SAB, 
SAC, SBC, welche durch dieLinien AB, AC, BC und den Punkt S gehen, dessen 
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orthogonale Coordinaten x = 0, y = 0, z = - c sind, wenn die halbe Axe 0 S' des Grund

rhomboeders = c gesetzt wird. 

Die Gleichung von AB (Fig. 1 und 2) ist: AxO + a~ = 1, und setzt man 

a x yV3 
AO = 80 =CO= a, also aO = AO tang30°= v-· so hat man - +--= 1, oder 

3 a a 

AB . . x + yV3 = a, und analog die Gleichung von 

AC . . x - y V3 = a, und die Gleichung von 

ITT:: II 0 y x = - 0 h; aber 0 h = a k, und 

äk: AO = ßä: aA = 1: 2; also 

öh = äk = -!;AO =;, folglich die Gleichung von 

a 
BC ... x=-2· 

Die zu suchende Gleichuug der Ebene SAB sei X+~+ z~c = O. Sie schneidet 

sich mit z = 0 in der Linie AB „ . X + y va = a' welche Gleichung daher identisch 

.xyc . 8 1 c dC c 
sein muss mit A + B + c = 0; alsu Ist A = 1 ' = v3' c = - a 0 er = - a' 

- a(z+c) 
daher SAB) ..•... x+yV3--c-· -=0, oiJ,r 

SAB) ... ~ + Y VJ - z+c = O. In gleicher Weise findet man die Gleichuog von 
a a c 

~ y V3 z+c - 0 - B- c a SAC) „. - ----- , und von SBC, wegen A-1, _oo, -C =-2 a a a 

z+c 
+2C=0. 

Daher sind die Gleichungen der Parallelebenen durch den Anfangspunkt: 

xyv3z; X'Y' -+ ---0 ""a -
0

- c-

X' Z1 „ •• ~ _ yV3 - .! = O 1 · . . . (1) 
a a c 

Y Z 
X Z 

1 '„„-+2-=0 
a c 

Je zwei dieser Gleichungen mit einander verbunden geben die Gleichungen der 

schiefwinkligen Coordinaten - Axen : 

Naturwissenschafiliche Abhandlungen. IV. 4. Abth. 3 
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\ xV3+y=0 
OY

1
„„ \ ~+~=O 

( a 2c 

~
-xV3+y=0 

OZ
1
„„ ~+~=O 

a 2c 

. . . . . . . (2) 

II. Transformations - Gleichungen. 

Wir wollen nun durch einen Punkt M (Fig. 1), dessen orthogonale Coordinaten 
h' seien, die Linien MN, M P, M Q parallel zu den schiefwinkligen Axen ziehen und 
dieselben mit den schiefwinkligen Coordinat- Ebenen zum Durchschnitte bringen, und 
dann die Länge der so begränzten schiefen Coordinaten durch ; n s ausdrücken. 

MN II OX' „ „-a-- -c- = O kommt zum Durchschnitte mit 
x-E z-~ t 

y-n=O 
X Z 

Y1 Z1 •••••• „„ ... ;+ 2c =O. 

Hat man aus diesen drei Gleichungen das x, y, z des Punktes N, so ist 
~ • v--, x-; --

MN= x' = .±V(x-1;)'+ (y-n)'+ (z-~)'=.±(x-;) 1+.<'., = ±_-a-Va'+c'„ .(3). 
a 

x-; '1.-~ z 2x 
Es ist aber -a- - -c- und c = - a, also 

x-E 2x 
a a 

~ 2(x-!;) 
-=----c a a 

~ 
c , folglich -=-

3(x·-~) 2c;+a~ 
--

3
- = - __ a_c_' diess substituirt in (3) 

1 
_2c;+a{ __ 

x = + --a8C Va' + c", und setzt man der Kürze halber 

Va'+c' _ 
~- k .•..•.. (4) 

x' = +k(2cl; + a{). 

Ist !; und { posiliv, so ist es auch x', und es gilt das untere Zeichen, also 

x' = k (2c; + a,). 

Eben so kommt MP 11 OY1 •••• (x-O V3 + (y-n) = o 
x-1; z-' zum Durchschnitte mit 
-a- + 2C=0 

X' Z' „ .. „ .. ~ - 1 v3 - ~ = o. 
a a c 
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Nach der ersten Gleichung ist y-11 = -(x-nv3 

und nach der zweiten . . . . . z- ~ = - : c (x-;), folglich 

- V 4c' 2(x-O -
MP = y' = :':. (x-n 1+3+ ä' = :':. -a-Va'+c' . . (5) 

Die Gleichung von X' Z' kann auch folgenderweise geschrieben werden : 

x-; (y-11W3 z-{ + 5_ - 71 V"3 _ l = 0, also für den Punkt P: 
a a c a a c 

x-; + 3(x-;) + 2(x-;) + c(li-11V3)- a~ = 0 
a a a ac 

· w h · ) _2Va'+c' c(;-11V3)-a~ Diesen ert m (5 gesetzt : y' = + ---• \ und mit Rücksicht 
a 6c 

auf (4) y' = +k [c(l;-11V3)-aO. 

Nimmt man an, dass y' positiv sein soll für I; = 11 = ~ = einer sehr kleinen Grösse e, 

so muss +ke[c(t-V3)-a]::>O, und da der eingeklammerte Theil negativ ist, so 

muss auch vorn das obere Zeichen gelten, also ist 

y' = - k [cl;-c11V3-a{J = k(-cl; + c11V3 + a~) 

und durch Veränderung l'On v3 in - vä 
z' = k{-c~-c11V3+an. 

Um also statt der orthogonalen Coordinaten I; 11 { eines Punktes die schiefwinkligen 

x y z einzuführen, dienen die Gleichungen: 

X = k (2 CI; + a ~) i 
y = k(-cl;+c11V!+aO .... (6) 

z = k (-cl;-c11V3 + al) 

Um erforderlichenfalls statt den nicht gegebenen Grössen a, c, k den unmittelbar 

gegebenen Flächenwinkel 'f des Grundrhomboeders in den Formeln erscheinen zu las· 

sen, wollen wir rp und auch die Seite s des Rhomboeders durch diese Grössen aus

drücken. 

Cos 'f werden wir aus dem Dreiecke ABS (Fig. 1) berechnen. Die orthogonalen 

Coordinaten von S sind: x = 0, y = 0, z = - c; 

die von A : x = a, y = 0, z = 0 

lx=-i 
und die von B aus Fig. 2: a 

y=Bh=B0Cos30"= 2V8 

z=O 
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Also ist AS= Va'+c' 

V(-a-)2 -,-, V9+3 rrc-
und AB= a+2 + 4 a = a ----:r- = av 3. 

Es ist aber auch AB'=AS2 +BS2 -2AS.BS.Costp=AS2 (2-2Costp), also 
3a2 = 2(a'+c') (1-costp) 

2(a'+c') Co11\'=2a'+2c' - 3 a' = 2 c'- a', folglich 
2c'-a2 

Costp = 2 (a'+c') .... (7) 

Ferner ist (Fig.1) AV:AS=Af:AB= 1 :3, folglich 

A V = ~ AS und SV = j. AS oder 

s = jVa"'+c' 

also aus (4) ..... k = 2:c 

(8) 

. (9) 

Aus (7) folgt a'(t+2Cos\') = 2c'(t-Costp), also 

.!. = V2 (t-~ostp), und wegen Cosl' = 1-2Sin'~I' = 2Cos'~1'-1 
C 1+2 OS\' 

~ - V 4 sin' ~ \' - 2 sin ; \' . 10 - - .... c ) 
c 4Cos';tp-1 V4Cos'l tp-1 

Ferner ist aus (8), 9 s' = 4 a' + 4 c', also 4 c' = 9 s' - 4 a', und diess in (7) 

4c'-2a' 
Costp = 4 (a'+c') gesetzt: 

9s'-6a' 
Cos\' = 98, 

3s'-2a' 
3s' 

Daraus ist 2a'=3s'(1-Cos\')=3s'.2sinqtp, also 
a 

. . . (11) 

s = V3 sin ~ \' . . . . (12) 

Die Gleichungen (6) können mit Rücksicht auf (9) auch so geschrieben werden : 

X= i;(2;+~~) 

y = 2~ (- ; + 11 V3 + ~ ~) 

z = iä(-;-11va+ ~~) 

Setzt man also nach (12) ~ = 2V3 sin ~ \' = x 1 
• • • • . (13) 

a 2sin ~ \' 
und nach (10) - = = :\. 

c V4Cos' l 'f.,--I 

so erhält man als Transformations· Gleichungen : 
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X= ~ (21; +in J 
t _, 

y = 1 c-li+11va-+10 > ...... ct4) 

z = ~ ( - 1i - 11Va + At) ~ 
Diese Gleichungen nach I;, 11, t aufgelöst, erhält man: 

X 
; = 5(2x-y-z) 

xVa "= --(y-z) 
6 

r 
t = 3i (x + y + z) 

• . . . • . . (15) 

21 

Um nun irgend eine Aufgabe im schiefwinkligen Systeme zu lösen, geht man 
mittelst der Gleichungen (14) von diesem in das orthogonale System über, löst mit 
den Coordinaten ~" t die Aufgabe nach den bekannten Formeln, und führt im Resultat 
wieder die schiefwinkligen Coordinaten xyz mittelst der Gleichungen (15) ein. 

Die in den Transformations · Gleichungen vorkommenden Constanten x und l sind 
in Folge der Gleichungen (13) bloss von 'f abhängig. Hiebei bemerkt man, dass der 

Nenner von Ä, nämlich V 4 Cos' ~ 'f-1, weil er reell sein muss, dem Winkel 'f eine 
Gränze setzt, denn es muss (4Cos'~91-l) positiv, also 4Cos'~~>1 sein, also auch 
2Cos~'f>1, folglich Cos41'>~=Cos60°, daher ~'f<60°und 'f<120°. Und wirk
lich existirt kein Rhomboeder mit grösserem Flächenwinkel als 120°, weil die Axe 
schon verschwindend klein werden muss, damit der Flächenwinkel 120° erreiche. 

III. Distanz zweier Punkte. 

Die schiefwinkligen Coordinaten dieser Punkte seien xyz und x1 y,z1 , und die 
respektiven Differenzen dieser Coordinaten mögen o x, o y, J z heissen. D~mzufolge ist 
nach (15) 

woraus nun die Distanz 

li'-li = f-c20x-Jy-öz) 

xVa 
11' ->1 = -

6
- (Jy-oz) 

X 
t'-t = 3i (ax+oy+oz) 

R = V (li' -1;)' + (>1'->1)2 + (t'-t)' 
leicht gefunden wird, nämlich : 
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X V 4 R = 6 (2öx-öy-öz)2 + 3(öy-öz)' + ).} (öx+öy+öz)' 

= f V-4öx'+öJ'+öz'-4clxcly-4Jxöz+2öyöz + J (clx+öy+öz)' 

+3öy'+3oz• -6clyclz 

= :Äv Ä2 (clx'+öy'+oz2-oxcly-öxclz-öyoz) + ox2+oy'+öz2+2öxöy+2oxöz+2öyöz 

= ; 1 Vc1+12) (öx2+1y•+oz2
) + (2-12

) (öxöy+öxöz+öyclz) 

N . h(l 9 )_.!___2V3sin:'l'V4 Cos'! -t=V4Cos'l'f-1 
un ist nac " 3 Ä - 2 3 · , • 'I' 3 . sm, 'I' 

2 
4Cos'l'f-1+4sin'l'I'_ 3 _(31)2 

1+1 = 4Cos'i10-t -4Cos\o-1 - \x · · ' · · · er. 

8Cos'~'l'-2-4sin' l 'I' 8Cos' l 'f-2(sin2 
\ 'I' + Cos• ~ '1')-4sin2

: 'I' 
2-Ä'= 4Cos'll'-1 = 4Cos2 {1j>-1 

6 (Cos2 l 'I' - sin' l 'I') 6 Cos 'I' (31)2 
= 4 C • ' 1 = 4 C ' ' 1 = 2 Cos '1' · -;;- · · · · ß OS , lj>- OS • lj'- 11. 

R = Vöx'+öy'+öz2+2Cosl' (oxöy+oxöz+oyöz) . . . . . (16) 

Daraus folgt die Cenlraldistanz eines Punktes, dessen schiefwinklige Coordinaten 
xyz sind: 

D = Vx'+y'+z'+2Cos 'f (xy+xz+yz) . . . . (17) 

IV. Gleichung der Normale. 

Sei Ax + B y + C z = D die Gleichung einer Ebene im schiefwinkligen Systeme. 
Gehen wir mittelst der Gleichungen (14) ins orthogonale System über, so erhalten wir 
als Gleichung dieser Ebene : 

A (2;+1n+B C-~+11V3 +1s)+C (-;-11V3tÄS) = Dx, oder 

(2A-B-CH + (B-C)11V.f + (A +ß +C)Ä~ = Dx, oder kurz 

A1
; + B1 11 + C'~ = D1, wobei 

A' = 2A-B-C J 
B' = (B-C) v3 ~ 
C1 = (A + B + C) 1 ~ ' . ' ' ' ' ' (iB) 

D1 = Dx ) 
Die Gleichungen der Normale auf diese Ebene sind: 

; 71 s 
JV=w=w 
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oder wenn wir mittelst der Gleichungen (15) wieder ins schiefwinklige System über~ 
gehen: 

X xV3 X 
ßA' (2x-y-z) = 68, (y-z) = aiC' (x+y+z), oder 

x-tyj-z _ 2x-y-z _ y-z 
Ä C' - 2 A' - 2 B' • 

vä 

Da aber, wie bekannt, wenn ~ = f.. J·eder dieser Bru"che auch m+p oder n q' = n+q' 
m-p 

= -- ist, so haben wir n-q 
x+y+z _ 2x-y-z+y-z _ 2x-y-z-y+z 

:lC' - 2A'+2 8'_,_ - 2A'-2 e:_ 
vs vs 

x+y+z x-z x-y 
10- = 8' = ß'' 

A'+va A'-va-
und statt A', ß', C1 die Werthe (18) gesetzt: 

x+y+z x-z 
:l'CA+ß+C) = 2(A-C) 

1 II 

x-y 
2 (A-8) 

III 

oder 

Bezeichnen wir die 3 'fheile dieser Gleichung mit I, II, III, so folgt aus II= ill: 
(A-B)(x-z) =(A-C)(x-y), oder 
(A-B)z + (C-A)y + (B- C)x = o . . ...... (19) 

Daraus suchen wir nun z, und suhstituiren es in I =III, um eine Gleichung zwischen 
x und y allein zu bekommen. · 

(C - 8) X + CA- C) y d 
z = A-8 , un 

- Cx+y)(A-B)+CC-8)x+CA-C)y CA+C-28)x+C2A-B-C)y 
x+y+z= A-B = A-8 • 

Diese Werthe von x+y+z in 1 =III gesetzt erhält man: 
CA+C-2ß)x + (2A-B-CJy x-y 

:l'(A+B+C) (A-ß) = 2 (A-ß) • oder 

2CA+C-2ß)x + 2(2A-B-C)y = :l'CA+B+C)(x-y), das ist: 
x[A'(A+B+C)+2(2ß-A-C)]-y[A'(A+B+C)+2(2A-ß-C)] =01 

und dhVer- y[A'(A+B+C)+2(2C-B-A)]-z[A'CA+B+C)+2(28-C-A)] =O •.. (20) 
tausc ung z[:l'(A+B+C)+2(2A-B-C)]-x[A'(A+8+C)+2(2C-A-B)]=0 

V. Länge der Normale._ 

Die Länge der Normale ist mit Beiheh"altung der frühern Bezeichnung 
D' 

N = . Nun ist aus (18) 
VA 1'+B"+C1

' 
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A'' = 4A'+B'+C•-4AB-4AC+2BC 

8'' = 3B'+3C' -6BC 
A1'+B12 = 4(A'+B'+C'-AB-AC-BC), also 

xD 
N = V4(A'+B'+C')-4-(AB+AC+BC) +A'(A+B+C)' ... (

2
t) 

welchem Ausdruck man auch eine andere Form ertheilen kann. Es ist nämlich die 

Grösse unter dem Wurzelzeichen 

G = (4+;\.')(A'+B'+C')-2(2-;\.')(AB+AC+BC). 
2 

Wir fanden aber schon früher (Gleichung ß) 2-A' = 2 (3xA) Cos<p, und wegen (13) ist 

4(4Cos'j tp-1) + 4sin' ~ 'I' 4 (4 Cos' }<p-1+1- Cos'~ cp) 
4+A' = = also 4 Cos' i <p-1 4 Cos' l tp-1 ' 

3. 4 . Cos' ~ 'I' (3A)2 
4+A' = 4 C ,, 1 =4Cos'~<r· - ....... (r) os • <p- X 

(3;\.)2 (3;\.)2 demnach G=4 X Cos'~tp.(A'+B•+C')-4 X Cos<p(AB+AC+BC) 

= [2(
3
xA) Cosf 'l'f (CA'+B•+C')- c~::: 'I' (AB+AC+BC)]. 

Diess und die Werthe von x und A aus (13) in die Gleichung (:lt) gesetzt, gibt 

N = 2V3sin1'1' .D 

2v 3 CosJ. VA +B +C' Cos·~~-•in'~~ AB AC BC 
4 Cos' ~ ~-1 2 'f 

2 2 
- Co•' h ( + + ) 

N = D tang ~ 'I' V4Cos' l 'f-1 

VA'+B'+C' - (1-tang'; <p) (AB+AC+HC) 
Für <p = 90°, also tang l 'I' = 1 und Cos' f 'I' = i folgt 

D 
N = VA'+B'+C'. 

. . . . . . (22) 

VI. Die Coordinaten des Durchschnittspunktes der Normale mit der Ebene. 

Diese bestimmen wir aus der Gleichung der Ebene 

~
Ax+By+Cz = D, und aus zwei Gleichungen, die der Normale angehören: 
(ß-C)x + (C-A)y +CA- B)z = 0, und 
X [.\.•(A+B +C) +2(2B-A-C)]-y [A'(A+B+ C) + 2(2A-B-C)] = 0 

Aus den beiden ersten Gleichungen z eliminirt, erhält man 

X (A'+C•-AB-BC) + y(AB+AC-B2-C') = D(A-B). 

Diese Gleichung hat die Form : ax + b y = c 
die obige dritte Gleichung dagegen die Form: a'x - h'y = 0. 
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Diese zwei Gleichungen nnch x aufgelöst geben 
b'c 

x = ab'+a'h · 

In unserem Falle ist a=A'+C'-AB-BC 
b =-B'-C'+AB+AC 
c= D(A-ß) 

a' = :l.'CA+B+C) + (4B-2A-2C) 
h' = :1.• CA+B+C) + (4A-2B-2C). 

Construiren wir zuerst den Nenner ab'+ a'h. Dieser enthält Glieder mit und ohne 
:\.'. Jene reduciren sich auf 

:\.' CA+B+C) (A'-B'+AC-ßC) = :1.'CA+B+C) [(A+B) (A-B) + C (A-B)] 

Die Glieder ohne :I.' sind : 
= :1.'(A-B) CA+B+Cy. 

4A3
- 2 A'B-2 A'C+ 4 AC'- 2 BC'- 21C3+ 2 AB'+ 2\ABC + 21B'C 
- 4 - 2 + 2 + 2 + 21. + 2 - 41 + 2 -4B3 

-2 -2 -4 1 +1 -2 
+4 1 . 

4A3 -8A'ß-4A'C+ 4AC'- 4BC' + 8AB' + 4B'C-4B3 

= 4(A3 -2A'B+2Aß'-B'+ ß'C-BC•+ AC'-A'C) 
= 4[(A-BJ'+A•B-AB'+CCB'-A')+C'(A-B)J, also ist 

ah'+a'h = :\.2 (A-B) (A+B+C)' + 4[(A-ß)1 +AB(A-8) +CCA-ß)(C-A-B)] 
= \' (A-B) CA+B+C)' + 4(A-B) (A•+B'-AB+C'-AC-BC) 

D[:l.'(A+B+C) +4A-2B-2C] 
und x= :1.'(A+R+CJ'+4CA'+Il'+C'-AB-AC-BC) ..•. C23) 

Lässt man A, B, C in B CA iibergehen, so erhält man den Ausdruck für y, und 
durch abermalige Vertauschung erhält man z. 

Vergleicht man die Gleichungen (23) und (21), so sieht man, dass der Nenner 

(
xD)2 von x = ist -N , also 

X= x'D' 
_ N' [:1.2 (A+n+C) + 2 (2A-ß-C)J 
- . ID . 

Setzt man stal.t x' und \' ihre Werthe aus (13), so folgt 
N• 4sin•~ rrCA+B+C) +2(4Cos'~ 'f-1)(2A-B-C) 

x = D (4 Cos' \ <f-1). 3 .4. sin• ~'I' 

N' 2 (1-Cos' J '!') (A+.B+C) + (4Cos': <p-1) (2A-B-C) 
= D 2.3.sin'~ cp(4Cos': <p-1) 

Der Zähler ist = 2A + 2ß + 2C + 2Cos': 'I' (-A-B-C) 1 
-,- 2A + B + C _ + 4A-28-2C 1 

= 3B+3C+2.3.Cos';<p(A-8-C) 
Nalun•·issensehafiliche Abhandlungen. IV, 4. Abth. 4 
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N' B+C+2CA-B-C)Cos'~'I' 
Demnach x = D 2sin' ~ 'I' (4Cos• ~ 'f-1) 

N' CB+C-A)+A+2CA-B-C)Cos'lrp 
= D 2sin'~rp(4Cos't'f-1) 

N' A + (A-B-C) Cosrp 
= D · 2sin'~rp(4Cos'frp-1) 

. . . . . (24) 

Setzt man 'f = 90°, also sin' f 'I' = Cos' ;- 'I' ~ f, so folgt 
N' A N'A . 

x = D . 2 . i (2-1) = ---.--,--- , wie bekannt. 

VII. Neigungswinkel W zweier Ebenen. 

Seien die Gleichungen dieser Ebenen im schiefwinkligen Systeme: 
E .... Ax+By+ Cz =D 
E1 

•••• A'x + ß'y + C1z = D1 

und die entsprechenden Gleichungen im orthogonalen Systeme seien 
E .... ax+hy+cz = d 
E' .... a'x + b'y + c'z = d' 

so ist nach (18) a = 2A-B-C a' = 2A'-B'-C' 
b = (B-C) Vf. b1 = (B'-C') Vf 

c = CA-1-B+C)\ c'= (A'+B1+C')1 
aa' + bb 1 + cc' 

und wie bekannt Cos W = ±_ -===='=--======
Va' + b'+ c' Va'' + b12 + c" 

Nun ist aa' = 4AA1 -2AB1 -2AC1 -2A1B+ ßß' + BC'-2A'C+ ß'C + CC' 
bb' = 3BB1 -3BC' -3B1C+3CC1 

aa'+ bh' = 4(AA'+ BB1+ CC') -2 (Aß'+A'B+AC'+A'C + BC'-1- ß'C) 
cc' = \2 (AA'+ßB1+CC1

) + \ 2 (AB1 +A'B+AC1+A1C +BC'+B'C) 
aa'+hh'+cc'= C4+\')(AA 1 +BB1+CC')-(2-\')(AB'+A'IHAC'+A'C+HC'+U'C) 

und mit Rücksicht auf die Gleichungen (ß) und (y) 

(
3 \)2 (3).)2 aa'+bh'+ cc' = 4Cos'~ 'I'· X (AA'+BB'+ CC')-- 2Cosrp. X (Aß' +A'ß 

+AC'+ A'C + BC1 + B1C). 
Ferner haben wir bei Bestimmung von N (Gleichung 21) schon gefunden 

a'+h'+c' = \'(A+B+C)'+4(A'+B'+C'-AB-AC-BC) 
= (A2+B'+C') (\'+4)+2(AB+AC+BC)(\'-2) 

(
3\)2 (3\)2 = 4Cos'~rp. x (A2+B2+C')-4Cos'l'·\x (AB+AC+BC) 

(3\)2 
= 4 x [(A'+ B'+ C2

) Cos' ~ 'I' - (AB+ AC+ BC) Cos 'I'] , also 
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4 (~ )'[(AA1+BB1+CC') Cos' ~ 'f - f (AB1+A1B+AC1+A'C+BC1+B1C) Cos 'f] 
Cos W = ±--j;Uxt • .--::===::;:::;:::::::;::::::::;::::;::====;;::::==;::::;:;::::::;:::::::;::::==:--:=;=;::::::;;:;::::=:::=:======~ 

4 (~) V(A'+ß'+C') Cos' ~ 'f - (AB+AC+BC) Cos'f V(A"+B"+C''J Cos' i 'f 

-(AB'tA'C'+ß'C')Cos'f 

(AA'+BB1+CC1
) (1+ Cos'f)-(AB'+ A1B+AC'+A1C+BC1+B'C)Cos 'f 

= .!_ :-v~A.=· +=:B~';=+=:;C;::')=o(=1+=C~o=s='f )o:=~2~( A:;:;B"'+=A~c=+7.B::;:;Cc=) ::;::::c=oS='f:-:V--;:(;=;A=:,,;=;:+,.,B:T.1'+=:=;:::;c1'"'•)=(""'1+~Co=s='f=-) 

- 2 (A'ß'+ A'C'+ B1C') Cos 'f 

AA'+ BB1+CC1+ [A(A1-B1-C1)+B(B1-C1-A1
) +C(C'-A'-ß')]Cos'f 

CosW= + VA'+B'+C'+CA'+ß'+C'-2AB-2AC-2BC) Cos'f VA1'+B 1+C1'···(
2S) 

· +( ...... )Cos'f 

Führt man statt des ~,lächenwinkels 'f den Kantenwinkel "' ein, mittelst Formel (34) 

Cos"' 
Cos 'f = 1 _ Cos"' , so erhält man: 

AA'+BB'+CC' - [AB'+A'B+AC1+A1C+BC1+B1C] Cos"' 
CosW = + (251) 

VA'+B'+C'-2(AB+AC+BC)Cos"'VA''+B''+C''-2(A'B'+A'C' „. 

+B1C1)Cos"' 

VIII. Neigungswinkel V zweier Linien. 

Die Gleichungen der beiden Linien seien: 

X y X J 
L. „ .. a + h = 1 L' .... ä' + h' = 1 

Z X 
-;+(f=1 

y z 
-;+r=1 

so werden die parallelen Linien durch den Ursprung die Gleichungen haben : 
b b' 

y = - a X = p X J = - ll' X = p'x 

c' . 
Z = - dt X = q1x. 

Wir schneiden nun auf den beiden Linien (Fig. 3) zwei beliebige Stücke r und 
r1 ab, und verbinden die erhaltenen Endpuncte, deren Coordi- Fig. 3. 

naten ; , p; und q; in der einen, und ;, , p1 ;, , q1 l,'1 in der an
dern Linie seien. Um die Distanz R dieser Puncte zu berech
nen, dient die Gleichung (16) 

R = Vö;'+d11'+J~'+ 2Cos'f (Olih+dH~+ o'l d~. 
In unserem Falle ist 

4• 
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JI; = l;t-1; 
ö~ = p,!;t-p; 

ö' = qtl;t -qli, daher 
a;•+a~•+o'' = ;;c1+vi+qD - 2;1;to+2ppt+2qq,) + ;•(1+p•+q•) 

öl;o~ +öl; ö'+o~ o'= !iiCpt+qt+M,)-lilitCp+p,+q+q,+p,q+pq,) + !i' Cp+q+pq). 

Diese Werthe in die Gleichung: 

R' = 01;' + o~• + o'' + 2Cos\O (ö; J~ + H "' + o~ an 
hinein gesetzt erhält man mit Berücksichtigung, dass 

r• = 1;• [1+p•+q•+2Cos\O Cp+q+pq)] und 
ri = l;l[t+pi+qi+2Cos\OCPt+q,+p,q,)] ist, 

R' = r• + Ji-2Ht [1+pp,+qq,+ Cosp Cp+pt+q+q'+p,q+pq,)]. 

Es ist aber auch R' = r• + ri- 2rr1 CosV, also 
rrt CosV = Ht [I + PPt + q qt + Cos\O (p + p1 + q + qt + p,q + pq,)], und quadrirt 

[1 + p•+ q•+ 2Cos\O Cp+q+pq)] [1 +pi -1- qi -1- 2Cos\O (p, -1- q, + p, qJ] Cos'V = 
= [1+ppt + qqt + Cos\O Cp+p1+q+q,+p,q + pqt)]' 

CosV= + 1 +ppt +qqt +Cos 'f (p+p, + q+ qt + p,q + pqt) ..... (26) 
Vt+p'+q'+ 2 Cp+q+pq}Cos \0 V1+ pH qi + 2 (p,+ q,+ P1 q1) Cos \0 

Stellt man statt pqp,qt wieder ihre Werthe her, so erhält man: 

bb• cc' ( b b• c c' bc' h'c) 
1+;;;;;+iid'+Cos\O -.---;;-11-li'+a;r;+a-d 

CosV = + --:=:;:====:===:::===:======,-----:===:::===:;====='=====-
1+-+-+2,----+- Cosco 1+--'-+--'-+2 ----+- Cos"' -v b• c' ( b c bc) V b• c' ( b' c' b'c') 

ai d2 \ a d ad T 11~ d~. a' d' a'd' T 

C V 
aa1 dd,+ bb, dd, + aa,cc,+ Cos\O [a, hc,d +ab, cd,- dd, (a,b+ab,)- aa1 (cd1+ctd)] 

OS =+-:--;::~::::;:;::;;;:::=:;:c;::::==;::=.=====::=:;::~==c-:-=::;::;:==~--=;:==::::==='=o==~==='===-~ 
Va'd'+b'd'+ a'c'+2ad (bc-ac-bd) Cos'l' Vaidi+ bidi+aici+ 2a1d1 (b1 c1-atc1 

- b,d,) Cos\O 

C V 
aatcc,+aa,dd1+bb1dd 1+Cosp [acd, (b1-at)- ad (a,ct+b,d,)+bda, Cct-d,)] 

OS = + • , • (27) 
- Va'c'+a'd'+b'd'-2ad (ac-bc+bd)Cos\O Vaici+aidi+bidi- 2atdt (a,c, 

-b1 C,-t· b, d1) Cos ~ 

Man erhält Cos V durch die andern Parameter der Linien ausgedrückt, wenn man 
die Buchstaben a b c d e f a1 ht c1 d, e1 f1 iibergehen lässt in 

c d e f a b c, dt et ft at h, oder in 
e f a b c d et f1 a, h1 c, d1 

C V 
cc,ee, + cc, ff, +dd,lf,+Cosp [ceft Cdt-c,)-cf(cte,+dift)+dfc, (et-f,)] 

OS = + ••. (28) 
Vc'e'+ c' f'+ d'f•-2cf(ce-de+ df) Cos\O V ciei+ cifi+ difi-2c, f, (et e, 

- d, e, + d1 f,) Cos \0 

C V + aa,ee,+bbtee,+ bbtff,+Cos'f [aeb, Cft-e,)-be Cate,+ btf,) +hfe, Cat-b,)] 
OS =- • ,.,(29) 

Va e'+h'e'+ b'f-2be (ae-af+bf) Cosp VaM+hM+hif~-2b1e,(a,et 
- a1 ft + h, f,) Cos \0 
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IX. Neigungswinkel 111 der Axe der z gegen die Ebene XY. 

Dieser ist gleich dem Winkel, welchen die Axe der z (y = 0, x = 0), mit der 

Linie x = y, z = 0 macht. Die Gleichungen dieser Liiiien können auch so geschrieben 

werden: 

folglich ist in diesem Falle: a = oo 

c= oo 
d=1 

L' .... 1-1=0 l 
X J 

a, = 1 
b,=-1 
c1 = 1 
d,==· 

~+~=0 
1 00 

Es werden also in dem Ausdrucke (27) im Zähler alle Glieder gegen jene ver· 

schwinden , welche den Factor a c d, haben, also ist 

acd, (h'-a') Coscp (a1-b1) Coscp 
= Cos tJi = :1: V ' ' Vd2 ( '+ b' 2 b C ) = ±. V ' b' 2 b C a c , a, , - a1 , os 'f' a, + , - a1 , os cp 

_ 2Cuscp 2Cos'I' _ 2Coscp _ Cos'I' 
= + V2+2Coscp + V2+2(2Cos'tcp-1) = + V4Cos': cp = + Cos:cp • 

Ist cp < 90°, so ist auch tji kleiner als 90°, also Cos tji positiv, daher gilt 
Coscp 

Coso/ =-c-,- ...•.....•• (30) 
OS• cp 

Für cp = 90° folgt Cos o/ = 0, o/ = 90° 

Für 'P = 120: Cos cp = Cos (90 + 30) = - sin 30°( folglich Costji = _ 1 und tJi = 1800. 
Cos ~ cp = Cos 60° = + sin 30°1 

Um 'Paus o/ zu berechnen hat man aus (30) 

Costji.Cos;cp = 2Cos2 ~cp-1, also 

Cos' ! cp - ! Cos 'f Cos ~ cp = t ----Cos 1 cp = + k Cos tji _:!:_ V,~ Cos'o/ +;, und da für tji < 90° das obere Zeichen gelten muss 

Cos tji Cos <!> ----
Cos irr =-

4
-+.;,-VCos'tji+9-1 = 4+ kV9-sin'tji = t[Costji+3V1-~sin'H 

Setzt man nun sin 0 = ;i-sin tji . . . . . . (31) 

so ist Cosl,cp=i[Costji+3V1-sin'0], odel' 

Cos~<p=i(Costji+3Cos0) .......... (32) 

X. Neigungswinkel w der Coordinat -Ebenen XZ und YZ. 

Diesen können wir nach (25) berechnen. 

Die Gleichung von YZ ist 

von XZ „ 
x=O 

y=O 
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folglich ist hier A = 1 , ß' = 1 , und alle übrigen Coefficienten = O, daher 
- Coscp Cos 'f 

Cosc.i = ±.V1+Cosrp Vt+Cosrp = t+Cosrp ' • · ' ' • C33) 

Um 'f durch "'auszudrücken, hat man aus der letzten Gleichung 
Cos"' Cosco 

Cosrp = 1-Cosco = 2sin•~co · · · · • • · • C34) 

Cosc.i 2sin•~c.i+2Cos'ico-1 2-1 1 
2Cos" "'-1+---- -------- also •,- 2sin'h,- 2sin':"' -2sin2 ~co-2sin2 ~co' 

1 
Cos'~'f = 4 sin'~co und 

1 
Cos~rp = -2 . , .....•• (35) sm •eo 

Um endlich ~ durch "' auszudrücken, suhstituirt man (34) und (35) in 

(30) und erhält 
Cosco . , Cosc.i 

Cos~ = -2 . ,, .2sm."' = -.-,- .......•.. (36) sin,co Biß•"' 
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