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Mitgetheilt und mit einem Vorworte versehen von

Joh, v. Pettko.
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Vorwort.

Die vorliegende Bearbeitung eines neuen Zweiges der analylischen Geometrie im
Raume wurde durch das Bediirfniss der Krystallographie, und namentlich dadurch her-
vorgerufen, dass ich die fiir alle Krystallsysteme behauptete gleiche Neigung dreier
Axen gegeneinander, an welcher ich der vorhandenen zahlreichen Analogien zufolge
nicht im mindesten zweileln konnte, auch mathematisch beweisen wollte.

Es stehen nimlich die drei pyramidalen Axen des Wiirfels, und die drei denselben
entsprechenden Axen des pyramidalen und orthotypen Systemes auf einander senkrecht,
und haben somit eine gleiche Neigung gegen einander. Eben so ist die gleiche Nei-
gung jener drei Axenlinien des Rhomboeders, welche durch die Mittelpunkte der Fli.
chen der Kanten parallel gehen, folglich den pyramidalen Axen des Wiirfels entspre-
chen, vollkommen klar. — Es blieb aber noch zu beweisen ibrig, dass auch das augi-
tische und anorthische Krystallsystem unter demselben Gesetze der gleichen Neigung
dreier Axen gegeneinander stchen, so dass die Rechtwinklichkeit derselben nur als
ein specieller Fall des allgemeinen Geselzes zu betrachlen wire.

Auf dfeses Gesetz habe ich bereits im Jahre 1846 *) hingedeutet, und gezeigt, dass
man aus dem Rhomboeder durch Verkiirzung oder Verlingerung einer Flichenaxe
ein schiefes rhombisches Prisma erhilt, welches bei gleicher Neigung der drei Fli-

*) Berichte iiber dic Mittheils rgen von Freunden der Naturwissenschaften in Wien 1847. 1. Band,
Seite 135.
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chenaxen gegeneinander alle Charaktere eines augitischen Prismas, namentlich
der Combination 0.c0A an sich trigt, und dieser bei genauer Angabe des Neigungs-
winkels und des Lingenverhiltnisses dieser Axen als die Grundgestalt einer angitischen
Krystallreihe betrachtet werden kann; und dass man auf dieselbe Art durch gleich-
seitige ungleiche Verinderung zweier Axen des Rhomboeders ein anorthisches
Prisma (die Combination : O.mﬁ.mﬂ) erhilt, bei welchem die Flichenaxen eben-
falls eine gleiche Neigung gegen einander behalten, und welches durch genaue Angabe
dieser Neigung und des Langenverhiltnisses der drei Axen seinen Abmessungen nach
vollkommen bestimmt und fihig wird, als Grundgestalt einer anorthischen Krystall:
reihe zu dienen.

Es kam nun noch darauf an, mathematisch zu beweisen, dass sich fiir die natiir-
lichen Krystalle des augitischen und anorthischen Systemes auch wirklich eine solche
Grundgestalt auffinden lasse, welche den obigen Bedingungen entspricht.

Ich forderte desshalb einen meiner ausgezeichuetsten Zuhiorer, Herrn Gusrav
Scimor ¥) auf, den obengenannten Zweig der analytischen Geomelrie, der mir die
nothwendigen Rechnungen allein zu erméglichen oder wenigstens bedeutend zu erleich-
tern schien, dem Bediirfnisse entsprechend zn bearbeiten. — Derselbe hat seine Auf-
gabe vollkommen gelist, und als wir nach den gewonnenen analytischen Formeln den
hemiprismatischen Augitspath und den orthotomen Keldspath gemeinschaltlich berech-
neten, wurden wir in der That zu dem erwiinschten Resultate gefiihrt.

Herr G. Scumipr hatte seine Arbeit nicht fir den Druck, sondern blos fiir meinen
Privatgebrauch bestimmt, und im erstern Falle wiirde er vielleicht Manches anders ge-
geben haben. Da ich jedoch in Kurzem eine Reihe krystallographischer Mittheilungen
u erdffnen denke, bei welchen ich mich in Bezug auf das rhomboedrische, augitische
und anorthische Krystallsystem der so eben besprochenen analytischen Formeln bedienen
werde, so hielt ich es fir zweckmissig, vorerst diese Formeln nebst ihrer Entwicke-
lung der Oeffentlichkeit zu iibergeben, und beeilte mich, die Erlaubniss dazu von
dem Hrn. Verfasser einzuholen. '

Ich glaube nun zur gehirigen Wiirdigung der vorliegenden Arbeit mit einigen
Worten auf die weseatlichen Fortschritte hindeuten zu sollen, welche die Krystallo-
graphie‘ mit ilirer Hilfe demnichst zu machen verspricht, und auf den Einfluss, wel-
chen die Umgestaltung der letztern aul die Fortschritte anderer Wissenschaften aus-
iiben diirfte.

1. Zur Berechnung der Grundgestalt einer augitischen Krystallreihe \.vir(l man
mit zwei Messungen ausreichen, indem man aus einer Messung den Neigungswinkel
der Axen, aus der andern das Verhiltniss der ungleichen Axe gegen die beiden glei-
chen finden kann. Eben so wird die Berechnung einer anorthischen Krystallreihe nur

) Gegenwiirlig Assistent an der k. k. montanistischen Leliranstalt zu Leoben,
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drei Messungen erfordern, obwohl die Rechnungsschwierigkeiten bei diesem System
ausserordentlich gross werden, und, bis jetzt wenigstens, noch nicht dberwunden
sind. — Auf diese Art werden sich die beiden genannten Krystallreilen um Vieles
schiirler bestimmen lassen, weil die Fehler der dritten Messung bei dem augitischen,
dann der vierten und fiinflen Messung bei dem anorthischen Sysieme vermieden wer-
den. Zur Vergleichung mige hier als Beispiel die Krystallreihe des Orthoklases die-
nen. Die Grundgestalt, ein schieles rhombisches Prisma (das augitische Hexaeder)
nach zwei Messungen berechnet, wird charakterisirt:
1. Durch den Neigungswinkel der Flichenaxen = 85°3/,
2. Durch das Verhiltniss der beiden gleichen Axen gegen die dritte ungleiche
= 1:0,89023.
Nun gibt Navmaxn fiir sein Grund- Augitoid das Verhiltniss
a:h:c=0,8439:1:1,5185;
berechnet man aber die Linge derselben Linien aus
der erstern Grundgestalt, so bekommmt man das
Verhdltnies . . . . .+ . . . . 0,85087 : 1 :1,51890
) Differenz . . 0,007 — 0,0005
welche jedenfalls von dem Fehler der dritten Messung herriihren muss, da zur Grund-
lage der Berechnung zwei von denselben drei Messungen angenommen wurden, deren
sich Navaaxy bediente. Beim Amphibol steigt die Differenz noch hiber, und ist hei
der Axe a = 0,0105, bei ¢ = 0,0006.

2. So wie das Hexaeder des Tesseral- Systemes durch die parallelepipedischen
Grundgestalten in den iibrigen Systemen reprisentirt wird, so findet man in den lelz-

teren auch Reprisentanten der iibrigen vollflichigen tesseralen Formen. Es werden
daher alle Krystallsysteme mit dem tesseralen vergleichbar, und man wird z B. die
Adamantoidflichen in einem jeden Krystallsysteme als solche wieder erkennen, und auch
die Varietit des Adamantoides mit ihrem krystallographischen Zeichen genau zu bestim-
men im Stande sein. Mit andera Worten: alle Krystallgestalten in den ibrigen Kry-
stallsystemen werden als Theilgestalten von nur 7 voll(lichigen Formen (den tesseralen
entsprechend) betrachtet, und darnach bezeichnet werden konnen. Es ist nun sehr
wahrscheinlich, dass diese Vergleichung, wenn sie einmal durchgefiihrt ist, wichtige
Mittel an die Hand geben wird, um die Gesetze der Krystallisation genauer zu erforschen.

3. Aus dem Gesetze der gleichen Neigung dreier Axen der Krystalle gegen-
einander, und der Grosse dieser Neigung bei verschiedenen Mineralspecies wird die
Lehre von den Atomen, insbesondere von deren Form, von der Art ihrer gegenseitigen
Anziehung, ihrem elektrisch- magnelischen‘Zuslande . s. w. wahrscheinlich Folgerungen
ziehen. deren Wichtigkeit und Umlang sich mehr ahoen, als im Voraus bestimmen lisst.

4. Nicht minder diirfte auch die Optik der Krystalle von demselben Gesetze we-
sentliche Aulklirungen anzuhoffen haben.
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Zum Schlusse habe ich noch iiber den Gang der Entwicklung vorliegender analy-
tischer Formeln zu bemerken, dass so wie dieselbe zum Nutzen der Krystallographie
stalt gefunden hat, sie sich anch auf eine krystallographische Gestalt, ndmlich auf das
Rhomboeder griindet. Die Flichen des Rhomboeders, in den Mittelpunkt der Gestalt
verselzt, sind nichts anderes als die schiefwinkeligen Coordinat- Ebenen, und ihre Durch-
schnitte nichts anders als die den Axenkanten des Rhomboeders parallel gehenden
schiefwinkligen Coordinaten- Axen.

Es wurden demnach zuerst die Gleichungen dieser Coordinat-Ebenen und Axen in
Bezug auf ein schicklich gewihltes orthogonales Coordinalen- System aufgestellt, aus
diesen die Trauslormations- Gleichungen abgeleitet, und sodann die analytischen For-
mela des schiefwinkligen Systemes auf die gewdhnliche Weise durch Substitutionen
ermittelt.

Schemnitz am 30. April 1850. Joh. v. Pettko.

L. Gleichungen der gleichwinklig -schiefwinkligen Coordinat- Ebenen und
Axen in Bezug auf ein orthogonales Coordinaten-System.

Sei (Fig. 1) STUVS' das Grundrhomboeder, SS‘Z die Hauptaxe, und abedef
die durch den Mittelpunkt O darauf senkrecht gefiihrte Ebene, welche sich mit den Ebe-

Fig. 1, nen TV, UV und TU in AB, AC und BC
z’ schneidet. Nehmen wir nun O AB als die Ebene
L"" 7 XY, also OS‘Z als die Axe der z eines ortho-
! / gonalen Sysiemes, und O A als die Axe der x
,Z,// desselben an, so ist Oa die Axe der y, weil
a0 f=60° und fOg =30 ist.
/‘g , Fig. 2.

Die schielwinklizen Axen OX', 0Y’, 0Z/ gehen parallel zu den Rhomboederkan
ten, und es handelt sich zu nichst um die Gleichungen derschiefwinkligen Coordinat-
Ebenen und Axen in Bezug auf das angenommene orthogonale Syslem.

Zu diesem Behufe suchen wir zuerst die Gleichungen der Parallelebenen SAB,

SAC, SBC, welche durch die Linien AB, AC, BC und den Punkt S gehen, dessen
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orthogonale Coordinaten x =0, y=10, z=—c sind, wenn die halbe Axe 08’ des Grund-
thomboeders = ¢ gesetzt wird.

Die Gleichung von AB (Fig. 1 und 2) ist: ALO -I-ﬁj =1, und setzt man

AO=B0=CO0=a, alsoa0=A0 !ang30°=|/i§, 80 hat man %1—3’_[/3: 1, oder
a

AB . . . x} yl/§= a, und analog die Gléichung von
AC . . . x—yl3=a, und die Gleichung von
BCOy . x=— Oh; aber Ob =ak, und

ak:AT):ﬁ:a—A=1'2; also
Ob =ak = {A0 = 2 , folglich die Gleichung von
a
BC ... x=— E'
Die zu suchende Gleichung der Ebene SAB sei Y + B -|- ite =0. Sie schneidet
sich mit z=0 in der Linie AB...x 4 y/3=a, welche Gleichung daher identisch
1
sein muss mit §+%+%=0; also ist A=1, B=—§’ é:-a oder €= —;,
daher SAB)...... x+y1/§_"(’+ D _0, oder
SAB)... % -|—3’_V3 N N gleicher Weise findet man die Gleichung von
a c
SAC) ...5 yl/3_z+_c=0' und von SBC, wegen A—=1, B=co, %=§
a a
X ztc
SBC)--.; + % =0.

Daher sind die Gleichungen der Parallelebenen durch den Anfangspunkt:
wi3_

X Z
XY’....;—]—T E:O
X/Zf....%-l@_%=o )

[/ X .
Y’l/....;+2—c—0

Je zwei dieser Gleichungen mit einander verbunden geben die Gleichungen der
schiefwinkligen Coordinaten- Axen :

Naturwi haflliche Abhandl 1V, 4. Abth. 3
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z—
oXx/ 3 a_;—o
y=0
{ xV34y=0
oY.... ?i-}—i:O Y )
a  2¢c
—XV§+y=0
0Z.. T4t
a ' 2 /

II.  Transformations - Gleichungen.

Wir wollen nun durch einen Punkt M (Fig. 1), dessen orthogonale Coordinaten
En{ seien, die Linien MN, MP, MQ parallel zu den schiefwinkligen Axen ziehen und
dieselben mit den schiefwinkligen Coordinat- Ebenen zum Durchschaitte bringen, und
dann die Linge der so begrinaten schiefen Coordinaten durch £n¢ ausdriicken.

x—¢  z—¢
MNJ|OX‘'.... a ¢ — 02 kommt zum Durchschnitte mit
y—n=0
Xz
YL e, st =0

Hat man aus diesen drei Gleichungen das x, y, z des Punktes N, so ist

MN = 5 = + VO F (j—n) F (-0 = * (x~£) V:‘;_: =* X—EEV:F-F&. ..(3).

, o I 4 z 2x
Es ist aber = = und riakairat also

—t 23 2x—%) 2
X=5 _ _=x 5___(u_;_%, folglich

a a c a
3(x—F)  2ct4at . .
T ST e diess substituirt in (3)
2¢¢
=7 caa_tacl/a’—l—c", und setzt man der Kiirze halber
vaitc _
3ac—k.......(4)

X =TkQct4+ad)

Tst £ und ¢ posiliv, so ist es auch x/, und es gilt das untere Zeichen, also
x = k(2ct 4 al).

Eben so kommt MP| 0Y‘....x—5)V3 + (y—m)=0

x—§ ¢ zum Durchschnitte mit
e =0
XZ........ X — '}ﬂ — E =0,
a c
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Nach der ersten Gleichung ist y—n = — (x—£) V3

2
und nach der zweiten . . . . . —{=— ;c(x—-E), folglich

2(x—4)
a

m=y’=i(x—ﬁ)v1+3+4a_‘f=i VEFE . . . . (5)

Die Gleichung von X‘Z‘ kann auch [lolgenderweise geschrieben werden:

=t ( _,,)1/3_z_—§+i_ﬂ_£=0’ also fiir den Punkt P:
a a ¢c 'a 3 ¢
x—£  I(x—£

2(x—£) | ¢(t—nb3)—al _
a a 1 + nac) =0

+
___c(E—nl/f)T)—ag“

60—t) + GV —al o gy vty =
c 6c

- 2Va'te c(t—n V8)—at

" 5 , und mit Riicksicht
c

Diesen Werth in (5) gesetzt: y' =
auf (4) ‘=T k[e(t—nl3) —al].

Nimmt man an, dass y positiv sein soll fir § =n={¢ = einer sehr kleinen Grésse e,
g0 muss ¥ ke [c(1—V3)—a]=>0, und da der eingeklammerte Theil negativ ist, so
muss auch vorn das obere Zeichen gelten, also ist
y'=—k[ct—cnlB3—al] =k(—ct+enl3+ad)
und durch Veréinderung von v3 in — 73
2’ = k(—ct—cal/3 4 al).
Um also statt der orthogonalen Coordinaten £n¢ eines Punkies die schielwinkligen
xy7 einzufiiiren, dienen die Gleichungen:
x = k (es4-ad)
y=k(—c§-|—cn|/§+a§) AN ()]
2 = k(—ct—ecnl3 429
Um erforderlichenfalls statt den nicht gegebenen Grissen a, ¢, k den unmittelbar

gegebenen Flichenwinkel ¢ des Grundrhomboeders in den Formeln erscheinen zu las-
gen, wollen wir ¢ und auch die Seite s des Rhomboeders durch diese Grissen aus-

driicken.

Cosy werden wir aus dem Dreiecke ABS (Fig. 1) berechnen. Die orthogonalen

Coordinaten von S sind: x=0, y=0, z=—¢;
die von A: x=a, y=0, z=0
2
X=—2
d di B Fig. 2:
und die von B aus Hig- 2: ) Bh—BOCu30= 2V
z2=0

3‘
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Also ist AS =Va*{-¢
und AB= V(a+£)2+%a’ =a 943 _ al”3.
. 2 4
Es ist aber auch AB?= A8+ BS*— 2A8.BS. Cosp = AS*(2—2Cosy), also
3a? = 2(a’4¢) (1—cosy)
2(a*+¢) Covp = 22" 2¢' — 3a* = 2¢*—a’, folglich

2ct—a?

COSlp = W P (7)
Ferner ist (Fig. 1) AV:AS=Af:AB=1:3, flolglich
AV=5AS und SV=2AS oder

s =2Va"+¢¢ . . . . (B
also ane (). . . . . k=—l% N ()]
Aus (7) folgt a*(142Cos¢) = 2¢* (1 — Cosp), also
% = v%%g::g, und wegen Cosg = 1—28in*jp = 2Cos*fo—1
a Isinly 2sini g 10
¢~ 7 §Cos'ip—1 VACostig—1 ~ T an
Ferner ist aus (8), 9s’=43a* 1 4¢, also 4¢’=9s*—4 2% und diess in (7)
4¢t—2a°
Cosy = YOO gesetzt :
98°—6a® 38t —2a°
COS?: 932 = 352 e . s s (11)
Daraus ist 2a*=3s*(1 — Cos¢) = 3s% 2sin2} ¢, also
2 = VEsintg ... . (1)

Die Gleichungen (6) kinnen mit Riicksicht auf (9) auch so geschrieben werden :
_ 8y a
x = o (264+2¢)

] _ . a
y= 2;(—E+nl/3 +;C)
Setzt man also nach (12) 2; =2V3sinip=x
. 13
. 2sin ;¢ 1
T 14Cos i g—1

8o erhilt man als Translormations - Gleichungen :

und nach (10) %
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1

1 .
y=;(—£+nv3—+m>. N 4 1))

1
z = ?(—E—nl/3_+1§) s

Diese Gleichungen nach £, n, ¢ aufgelést, erhilt man:

X
.t, = €(2x—y—z)

pu
n=x6—3(y-—z) N ¢ 1)

=5 G+y+a

Um nun irgend eine Aufgabe im schiefwinkligen Systeme zu losen, geht man
mittelst der Gleichungen (14) von diesem in das orthogonale System iiber, ldst mit
den Coordinaten £n¢ die Aufgabe nach den bekannten Formeln, und fihrt im Resultat
wieder die schiefwinkligen Coordinaten x yz mittelst der Gleichungen (15) ein.

Die in den Transformations - Gleichungen vorkommenden Constanten x und X sind
in Folge der Gleichungen (13) bloss von ¢ abhingig. Hiebei bemerkt man, dass der
Nenper von A, nimlich V4Cos*l¢—1, weil er reell sein muss, dem Winkel ¢ eine
Grinze setzt, denn es muss (4Cos’s9—1) positiv, also 4Cos® 19=1 sein, also auch
2Cos;¢=1, folglich Cos}¢=1i=Cos60°, daher }¢ <60 und ¢ =<120". Und wirk-
lich existirt kein Rhomboeder mit grésserem Flichenwinkel als 120°, weil die Axe
schon verschwindend klein werden muss, damit der Flichenwinkel 120° erreiche.

III. Distanz zweier Punkte.

Die schiefwinkligen Coordinaten dieser Punkte seien xyz und X, Y1%; , und die
respektiven Differenzen dieser Coordinaten mdgen $x, dy, 6z heissen. Demzufolge ist
nach (15)

¥—t = ¢ (ix—dy—da)
L~
a—n =X—63-(6y—-6z)

=t = 3 (Gx+iy+in)

woraus nun die Distanz

=V E -+ 06—+ ¢

leicht gefunden wird, namlich :
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R= %— V(26x—6y—é'z)’ + 3(3y—dz)* + % (3x+3y+-sz):

I / 4
= % 45574 3y* - 92° —4dx Sy—4dx dz+-2dy 8z 4 W (sx43dy4-32)
+-38y*4-3é2 —6dydz

= %Vx‘ (6x*4-8y* 402" — Ox Sy—8x 82—23y 8z) + 3x*-0y* 02" 28x Sy +28x 8z 4 23y 8z

= 2V a0 Getay+an) + @) Guiy Fixiat iy o)

3si '} A 21, 1 40 2; _1
Nur ist nach (13) 3%: 2V738int 9| 7 Cos fo—1= VL

2.3sini¢ 3
4Cos’i¢—1 4 4sin* iy 3 32
1+ M =1 Coio—1  ~ 4Coss—1 — \x) .
, 8Cos’i9g—2—4sin’s 9 BCos’ig—2(sin’ 19+ Cos? § ) —4sin*f g
2=V ="T1Cosig—1 = ZCosig—1
6 (Cos®s o — sin’1 ¢) 6 Cosp 322
= 4Cosf i ¢p—1 :4Cos'-}q:—1=2cos?'(7t ) P

2 31)\2
also R= ‘3)(—7; V(i—x) (x*+8y*4-62) 4 2Cos o . (x—> (3xdy+ix sz} 8ydz), oder

R =Vt oy’ o242 Cosg (xdy+oxdz+dydz) . . . . . (16)
Daraus folgt die Centraldistanz eines Punktes, dessen schiefwinklige Coordinaten

xyz sind:

D =Vx'+y+242C0ss (xy+xetyz) . . . . (U7

IV. Gleichung der Normale.

Sei Ax +By+Cz =D die Gleichung einer Ebene im schiefwinkligen Systeme.
Gehen wir mittelst der Gleichungen (14) ins orthogonale System iiber, so erhalten wir
als Gleichung dieser Ebene :

AQREFADHB(—,+23+2)+C(—t—a3 4128 =Dy, oder
CA—B—-0Ot 4+ B—-CnV34+(A+B+ O =Dy, oder kurz
A€+ B'n 4 C¢ =D, wobei
AN=2A—-B-C
B =B-0OV3

C'=(A+B+C)xs ’ (18
D'=Dyx )
Die Gleichungen der Normale auf diese Ebene sind:

£ n ¢
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oder wenn wir mittelst der Gleichungen (15) wieder ins schiefwinklige system iiber<
gehen :

X V3
5A7 Rx—y—2) = 6B (y—z) = :ﬂx—c, x+y+2), oder

:tytz  2x—y—z  y—3z
VY Ul
<]
. m_p-. . . _m+p
Da aber, wie bekannt, wenn n T jeder dieser Briiche auch “atq’ oder

_; ist, so haben wir

==
xty+z _ 2x—y—zty—z2 2x—y—z—y+z
YV v S
V'8 Vs
x-l—y+z X—z  X—y
XA L o s
At A=
und statt A/, B/, C/ die Werthe (18) gesetzt:
x+y+z _ X—z _  X—y
MA4+B+C) T 2(A-C) T 2(A—B)
1 11 I

Bezeichnen wir die 3 Theile dieser Gleichung mit I, II, III, so folgt aus II =11I:
A—B)x—2) =(A—C) (x—y), oder
A—Bz4+ C—A)y+ B-Cx= R ¢ ()]
Daraus suchen wir nun z, und substituiren es in I =1III, vm eine Gleichung zwischen
x und y allein zu bekommen. -
_ OBt -0y
(x+y)(A B)—I—fC—B)x—l—(A—C)y _ (A4+C—2B)x4-(2A—B- C)y
byt A—B A—B
Diese Werthe von x-+y+z in X =111 gesetzt erhélt man:
(A4+C—2B)x+(2A—B—C)y  x—y d
VATBFC) (A—B) ~ 2(A-B)y’ °%
2(A4+C—-2B)x 4+ 2(2A—-B-C)y = »*(A4B4C) (x—y), das ist:
x[*(A+B+C) +2(2B—A—C)]—y[¥*(A+ B+ C)+2(2A—B—C)] =0
g:li .i'i,‘ﬁﬁ" y[2*(A+B+C)+2(2C—B—A)]—2[2*(A-+B +C) +2(2B—C—A)] =0, . .. (20)
€ N(A+B+C)+2(2A—B—C)]—x[N*(A+B+C)+2(2C—A—B)] =0

V. Linge der Normale.
Die Linge der Normale ist mit Beibehaltung der friihern Bezeichnung

D’ .
= VALEBAFOT Nun ist aus (18)
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A = 4A* 4+ B 4 C—4AB —4AC+42BC

B” = 3B*43C —6BC
A4+B* = 4(A*+B*+C—AB—AC—BC), also
D
N= — X ¢4 )]

V4(A’-|—B’-I—C’)—4(AB-|—A C4+BO) +2(A4+B4C)
welchem Ausdruck man auch eine andere Form ertheilen kann. Es ist nidmlich die
Groisse unter dem Waurzelzeichen

— (441 (A+B+C) —2(2—) (AB+AC +BC).
2
Wir fanden aber schon friiher (Gleichung g) 2—3* =2 (;—l) Cosy, und wegen (13) ist
_ 4(4Cos'sp—1) - 4sin’ ;9 4(4Cos*3p—1 41— Cos’; <,7)

r = 4Cos*19—1 4 Cos®} p—1 also
3.4.Co8 ¢ . 32
442 = TCos’ i g—1 = 4Cos’s¢ ( ) . (€))

demnach G = 4( )Cos 9. (A+B+CH — 4( )Cos¢(AB+AC+BC)

[2( )cos, c,a] [A+Be+Cy — 0 s,, (AB+AC+B0O)].
Diess und die Werthe von x und 2 aus (13) in die Gleichung (21) gesetat, gibt
21 3sinly¢.D
2v4—Cus?'¢ - CoségoVA:.'.Bz_l_Cz Cos® ,sz;lsm 19 (AB+AC+BC)
D tang 3 ¢ V"4 Cos? i ¢—1
VA'-l—B +C* — (1—tang®s ¢) (AB4+ACHBOC)
Fir ¢ =90° also tang 19 =1 und Cos’$¢ =13 folgt
.
VA B+-C

N =

. (22)

N =

VI. Die Coordinaten des Durchschnittspunktes der Normale mit der Ebene.

Diese bestimmen wir aus der Gleichung der Ebene
Ax+By+Cz =D, und aus zwei Gleichungen, die der Normale angehdren:
B—Cx+(C—-A)y+ (A—B)z=0, und
x[M(A+B+C)+2@B—A—C)]—yNA+B4+C)+ 22A—B—C)] =0
Aus den beiden ersten Gleichungen z eliminirt, erhilt man
x (A’ C—AB—BC) 4y (AB+AC—B—C») = D (A—B).
Diese Gleichung hat die Form : ax + by=c¢
die obige dritte Gleichung dagegen die Form: a’x — b’y =0
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Diese zwei Gleichungen nach x aufgeldst geben
b‘c
X = m.

In unserem Falle ist a = A*4+ C*— AB—BC(C

b=—B'—C+AB+4AC

c=D(A-B)

a’ =2 (A4+B40) + (UB—2A-20)

b =2*(A4+B+0) 4+ (4A—2B—-20).
Construiren wir zuerst den Nenner ab’ }-a’b. Dieser enthilt Glieder mit und ohne

A% Jene reduciren sich auf

A* (A4B+C) (A'—B*4+-AC—BC) =2*(A+B+C) [(A+B) (A—B) + C (A—B)]
=2(A—B) (A+B+Cx

Die Glieder ohne A* sind:

4A°— 2| A’B— 2 |A’C+ 4{AC*— 2|BC'— 2/C*+ 2| AB* + 2|ABC 4 2[B*C

—4  —2| 42 2 +2’ +2  —4 42  —am
—2 —2 4 e 2

, +4 l
TA"—8A’B—4AC | JAC — 4BC° T8AB T IBC— B

4(A’>—2A°B 4 2AB: — B+ B:C — BC: -+ AC* — AC)
4[(A—BP+AB—AB*+ C(B*~A%) + C*(A—B)], also ist
ab’+ah = »*(A—B) (A+B+C)* + 4[(A—B)* + AB(A—B) + C(A—B) (C—A—B)]
= 2 (A—B) (A4+B+C) £ 4(A—B) (A*}+B*—AB+4+C"—AC—B()
D[** (A4+B+4C) + 4A —2B—2C]
ud x= A TBFC f4(AF BFC—AB_AC—BC) - * -+ @
Lisst man A, B, C in BCA iibergehen, so erhilt man den Ausdruck fiir y, und

durch abermalige Vertauschung erhilt man z
Vergleicht man die Gleichangen (23) und (21), so sieht man, dass der Nenner
D.2
von x = ist (XN-), also
‘ . — DN[VA+BHC)+2(24—B-0)]
- ] XZDZ
_ e DPA4BHO) +2(28-B—0)]
= N2, D .

Setzt man stalt x* und A* ihre Werthe aus (13), so folgt
Nz 4sin?} ¢ (A4-B4+C) +2(4Cos*} —1) (2A—B—C)

(4Cos?y 9—1).3.4.8in2 }¢
* 2(1—Cos*} ¢) (A4+B4C) 4 (4Cos? 9—1) (2A—B—-C)
2.3.8in%} ¢ (4Cos’ ; ¢—1) ’
Der Zihler ist = 2A + 2B + 2C + 2Cos*; 9 (—A—B—C)

—2A4+ B+ C . +4A—2B—2C
= 3B+ 3C+2.3.Cos*i s (A_B—C)

=]

X

2

<

Nalurwissenschaftliche Abhandlungen. 1V, 4. Abth.
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N B4 C+2(A-B—C)Cost;o
Demnach X = 'ﬁ 2gin? ¢ (40051; ‘P'—l)

IE (B4+C—A)+A+2(A—B—-C)Cos?s ¢

=D 25in* 39 (4 Cos’£9—1)
N A4 (A—B—C)Cosy
=D : Zsintig@Cosig—1) * * T T ot (24)

Setzt man ¢ = 90°, also sin’$¢ = Cos’; ¢ =1, so folgt

N A NA .
X = 5.2—%(?—1—) = D wie bekannt.

VII. Neigungswinkel W zweier Ebenen.

Seien die Gleichungen dieser Ebenen im schiefwinkligen Systeme :
E....Ax4+By4+ Cz=D
E....Ax4+By+Cz=D'

und die entsprechenden Gleichungen im orthogonalen Systeme seien
E....ax4by+cz=4d
E....ax+bytez=d
so ist nach (18) a = 2A—B—C | a’ = 2A'—B‘—C/
b= B-C)V3. | b= (B—-C)HV3
¢ = (A+BHC)L | ¢/ = (A'+B'+CH
aa’ + bbb’ ce
Vet b ¢ Va"F b2 F¢®
Nun ist aa’ =4AA'—2AB'— 2AC'—2A/‘B 4 BB’ + BC' —2A'C+ B/C 4 CC/
bb = 3BB‘— 3BC/ —3BC+ 3CC/
aa’4+bb' =4(AA'4+- BB CC) — 2 (AB'+A‘B+ACHAC 4 BC/+BC)
cc’ =¥ (AA4+-BB'4+CCH + V' (AB'+A’'B+AC'+A'C+BC'+BC)
aa’+bb'+cc’= (44+2*)(AA'+BB/+-CC)—(2—2)(AB+AB+AC+AC+BCH1C)
und mit Riicksicht auf die Gleichungen (8) und ()

und wie bekannt CosW = +

e A2
aa’+bb'} co/ = 4 Cos?} . (‘D’T) (AA‘4 BB/+ CC*) — 2Cos . ( 3x—) (AB' +A'B
+ AC' + A'CH BC/ + B‘C).
Ferner haben wir bei Bestimmung von N (Gleichung 21) schon gefunden
a+b+e = V¥ (A+B+0)+4(A+ B+ C'—AB—AC—BQ)
(A% B+C?) (\*+ 4) +-2 (AB+ AC+BC) (*—2)

Il

312 2
4Costty. (;) (A™+ B+ C) —4Cosg. (T) (AB+AC+B()

I

I 2
4(*) [(A*+ B4 ©) Cos'1 g — (AB-+AC+BC) Cosg], also
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S 4 (%)’[(AA«+BB/+CC') Cos*$ g— 1 (AB+A‘B+AC+A'C+BC+B/C) Cos ¢]
= (%>2V(A’+B’+C’) Cos* 1 ¢ — (AB+ACTBC) Cosy V(A" +B"+C%) Cos' 1 ¢
— (AB‘+ A‘C'+B‘C’) Cos ¢
., _(AA+BB+CC/) (1 + Cos g) — (AB+ AB+ AC+ A‘C+BC“+B/C) Cos ¢
=LA B+C) (14 Cosg) — 2(AB+AC+BC) Cosy V(A+B"+C") (1+Cos ¢)
Z2(AB+ACTBC)Cosy
. AA4BB4.CO4[A(A‘—B/—C)+B(B'—C'— A +C(C'—A'—B)]Cosy

CosW = & B O (AT BT C—2AB—2AC _2BC) Cosg LA B 16+ D)
+(Coennns ) Cos ¢
Fiihrt man statt des Flichenwinkels ¢ den Kantenwinkel « ein, mittelst Formel (34)
Cosw .
Cosgy = 1= Cosa® % erhillt man:
AA4BB4+CC/ — [AB‘4+ A‘B+ACH+A‘C+BC+B/C] Cos » . .(250)

CosW ==+
VA4 B+ C*—2(AB4+AC+BC) Cos o LA+ B+ C*—2 (A‘B'4+A'C’
4+ B/C) Cos w

VIII. Neigungswinkel V zweier Linien.

Die Gleichungen der beiden Linien seien:

L L A
L.... ;+r:1 L'....al+b,—1
z X Z X
s ta=1! ate=1
J .z _ y =_
ett=1 oty =1

so werden die parallelen Linien durch den Ursprung die Gleichungen haben :

b o
y:—;x=px y=—a_,X=Px

c ¢/ ‘
z=_d—x=qx z=—a—,x=qx.

Wir schneiden nun auf den beiden Linien (Fig. 3) zwei belie'bige Stiicke r und
Fig. 3.

' ab, und verbinden die erhaltenen Endpuncte, deren Coordi-
naten £, p£ und q§ in der einen, und £, p,%, % in der an-
dern Linie seien, Um die Distanz R dieser Puncte zu berech-
nen, dient die Gleichung (16)

R=V3t4én'+3¢ + 2 Cosp (36 In+ 8565+ dn d¢.
In unserem Falle ist
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3¢ = & —¢
én = p, £ —
8t = qf,—qék, daher
sgr-om4- 3¢ = g (1+piq) — 256 (1+2ppit2qq) + #U4p+q)
8€dn 4 8€ 95+ dn 8= H(pHqtpuq) — E& (pHpitqtatpgtra) + & (p+qtp.
Diese Werthe in die Gleichung:
R*= s8 4 30" 4 68 + 2Cos ¢ (85 dn + 565+ 6n80)
hinein gesetzt erhilt man mit Beriicksichtigung, dass
© = £[14p"+q'+2Cosy (p+q+pg] und
=4 [1+P +q1+2008<p(p1+q.+P1 q.)] ist,
R* =r* + 1} — 2¢4 [14+pp,+qqit Cosy (p+pi+qtq'+p.q+pa)l.
Es ist aber auch R* =14 r} — 2rr, CosV, also
rr,CosV = £, [t +pp.+qq +Cosp o+ pi +q+ ¢+ pig+pg)], und quadrirt
[1+p+ ¢+ 2Coso (p+q+pI [L + pi+ gt +2Cos¢ (pr + ¢ + p1g)] Cos® V =
= U+ppi+qq+ Cosy (p+ptq+qtpq +pl
14+ppi+qqu+Cosy (p+pi+g+q+pq+pg) )

VN e e e e ————
V1+P +q +2 (p+qt+pg) Cospl 1+ pi+ G+ 2(pst+ q+p, ql) Cos¢

Stellt man statt pqp,q, wieder ihre Werthe her, so erhilt man:

b b e bet , b

CosVee 1+ +dd’+COS‘P(—T_?—T_?-Fa:‘-l-a‘:)

= - =

‘/1+ag 2./———— )Cosga v1+1,+ +2( - d+ )Cosc,o

CosV— L8 dd, + bb, dd, + aa, cc,+ Cos¢ [a, be,d + ab, cd,— dd (a,b+ab,) — aa, (ed+c,d)]

- l/ a’d*+b*d*+ a*c*+2ad (bc—ac—bd) Cosg L a2d? + b2 d? +alel+ 2a,d, (b,c,—ac,

—b,d,) Cosp

CosV= + aa,cc,+aa;dd,+bb,dd, 4 Cosp [acd, (b,—a,) — ad (a,c,+b,d,)+bda, (¢,—d,)] .an

~Va'c'ya'd+b’d— 2ad (ac—be+bd) Cosg L alci+aidi4 bid: — 2a,d, (a,e,
—b, ¢, + b;d;) Cosy
Man erhilt CosV durch die andern Parameter der Linien ausgedriickt, wenn man
die Buchstaben a b cd el a b, ¢, d, e, f, iibergehen lisst in
cdefabe d e f, a b, oderin
efabcde fab ¢ d
cc.ee, + cc, ff, + dd,ff, + Cosy [cef, (d,—c)—cl(c,e,+d,f,) +dlc, (e,—f;)]

CosV=+ = = ..«(28)
Vete™t+ ¢ '+ d°fr — 2¢f (ce — de + dF) Cosg L ciet + 2 [2+ d2f2 —2¢, [, (c, e,
—d,e; +4d, ;) Cosg
CosV—+ 2ucert bb, ee,+bh, ff+ Cos ¢ [aeb, ([;,—e,) —be (a,e,+ b, ;) + bfe, (a,—b,)] 29)

Va*ely b*e’y bf* — 2be (ae—af4-bf) Cos ¢ Valei+bel+ bif2—2b.e; (a, e,
—a,f;+b,f) Cosy
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IX. Neigungswinkel ¥ der Axe der z gegen die Ebene XY.

Dieser ist gleich dem Winkel, welchen die Axe der z (y =0, x =0), mit der
Linie x = y, z =0 macht. Die Gleichungen dieser Linien konnen auch so geschrieben

werden ;

LI A ry_
L...\5+717=0 Le..\t—1=0
7, X Z , X
folglich ist in diesem Falle: a= oo a, =
b=1 b1='—1
cC=0o0 =1
d=1 d,_—_oo.

Es werden also in dem Ausdrucke (27) im Zihler alle Glieder gegen jene ver-
schwinden, welche den Factor acd, haben, also ist

acd, (b'—a") Cosyp (a,—b,) Cosg
Cosp =+ — = =% =
Vate’ V' d3(ai+b:—2a b, Cosg) Va4 bi— 2ab,Cosg
2Cus¢ . 2Cos¢ ~___ 2Cosy _ Cosyp

= :V2+2COS<p = V2+2(2Cos’t9—1) * V4Cos* s ¢ = *Cosig”
Ist ¢ << 90°, so ist auch ¢ kleiner als 90°, also Cos¢ positiv, daher gilt
Cosg
Cos¢=m...........(30)
Fiir ¢ =90° folgt Cosy =0, ¢ =90°
Fiir ¢ = 120: Cos ¢ = Cos (90 + 30) = — sin 30° .
folglich =—1 und ¢ =180
Cos i ¢ = Cos60° = + sin 30° olglich Cos¢ und ¢
Um ¢ aus ¢ zu berechnen hat man aus (30)
Cosy.Cosjg = 2Cos’39—1, also
Cos*tp—1Cos$pCosjyp =1
Cost¢ =+ +Cos¢ + /15 Cos?¢ 43, und da fiir $<<90" das obere Zeichen gelten muss
- — Cos¢ SR
Cosig = %+%V003’¢+9—1 = %+ V9 —sin’y = £[Cosp 4 311 — L ain’¢].
Setzt man nun sin® =fsin¢ . . . . . . . . .. .. . (31)
so ist Cosig¢ = L[Cos¢+ 3L 1—sin*®], oder
Cosl¢g =L(Cosyp+3C0s®) . . . . . . . . . . (32

X. Neigungswinkel w der Coordinat-Ebenen XZ und YZ.

Diesen konnen wir nach (25) berechnen.
Die Gleichung von YZ ist
von XZ ,,

Il

e
i
oo



30 G. Scumior: Punkr, Linvie unp Esene im RauvME u. 5. w.

folglich ist hier A=1, B’=1, und alle iibrigen Coefficienten = 0, daher
. — Cosp _ Cosg

“ VT4 Cosg VI+Cosy 1+ Cosy @9

Um ¢ durch » auszudriicken, hat man aus der letzten Gleichung

Cosw =

c Cosw Cosw
089:1_005‘”:28“‘2;“ L T T (34)
. Cosw 2sin? w4+ 2 Cos® jo—1 2—1 1
2Cosig =1+ o5 = 2sin’*{ e = 25in'ie 2sin’le’ also
1 1
Cos’;tp:m und Cos’,?=-2si_n§_w N 1))

Um endlich ¢ durch o auszudriicken, substituirct man (34) und (35) in

(30) und erhilt
Coso Cosw

b = 5= 28N = .
Cos Fain o <5107 sin}w

. . - (36)
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