I. Skizzen aus dem Gebiete der hoheren Gleichungen,
Von
Simon  Spilzer.

Mitgetheilt am 26. April 1850 in ciner Versammlung von Freunden der Naturwissenschaften in Wien.

Ich wage es, Skizzen meiner Arbeiten hier nieder zu legen. Die beiden [ritheren
Mittheilungen in dem IlI. Bande der naturwissenschaltlichen Abhandlungen, Abth. 2,
S. 109 und 143, sollen die Anfinge bilden, diese die erste Fortsetzung. — Ich habe
hier Manches allgemeiner, Manches strenger aulgefasst, als in den friiheren Aufsitzen,

auch manches Neue hinzugefiigt. — Mdige der freundliche Leser es nachsichtig beur-
theilen.
1.
Geometrisches Bild der binomischen Gleichungen:
z = u—1.

Ich setze u = x + yv’—1, und erhalte alsdann:
z2=x"—1— /") yixt 4 ("\ yxt —

fm\ n- 2 e A -
g") ‘—<3>y'x 3—|—<")yx —...t=0
Die letzte Gleichung wird Null fir:

180" 1
y:O, _)’:X[g 8 , y:){tg‘2.—8"0i y_xtg(n_1) EQ_’

wovon man sich durch unmittelbares Substituiren leicht iiberzeugen kann, denn setzt

1800 I .
man y =xtgm.——, so geht sie iber in:

g( )tg ﬂi—(;)tg"m.1?10"+(;)tgsln.$—...f=0,

. - . 0 - . . 3
oder, wenn man die Gleichung mit cos" m % multiplicirt, in:

. [n 1800 1800 Yy . 1800 . , 180"
X cos" 'm. —y _snm. ———(3/cos m.——sin"m.-—-—
n n n

n 1800 . 180" z
=)cos" sm. —sinsm.———... ¢ =0.
+ (O> Cco n In°m "
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Allein, der in Klammern stehende Ausdruck ist nichts anders als sinn <m. 1800)

oder sinm . 180°, d. h. gleich Null, also wird wirklich die lelzte Gleichung fiir
y =xtgm.-118T0u befriedigt.

Hiefiir wird aber die erste Gleichung

. 180v A 1800
w=—14x—(3)xtgm. 5 +(3)xtgm S —
oder
" 1800 180" . 180°
z=—14 —_x'lsﬁ gcos“m. A (\g) cos" *m. Tsm’m $ +.. $
cos"m. n
oder
z=—1 —I——x—im—ocosm. 180°,
cos"m . N
oder endlich fiir:
1800 X"
y=xtgm.——; z:—l—l—(—l)“‘.———@ (1)
cos"m . —
Man hat daher folgende Systeme von Gleichungen :
'I x"
z=—1-4x", z=—14—5mw 1800’ Z——1+W, z=—14 180°
cos”. — cos"2, cos"3. —
1 80“ 1800 1800 @
y=0, y=xtg y=xtg2.—=— y=xtg3.——

u. s. [ die durchgehends ebenen Curven entsprechen, und zwar n an der Zahl. Alle
diese Gleichungen leisten der Gleichung
x+y)r =({+2) 3)

Geniige, man kann daher stait der Gleichungen (1) auch folgende zwei Gleichungen
aulstellen :

y=xtgm. 25 4y = (oY @
und diese sagen uns, dass alle die Curven (2) Meridiane einer Rotationsfliche sind, de-
ren Gleichung (3) ist. Wird das Curvensystem (4) durch die Ebene z = a—1 ge-
schnitten, so erhilt man fiir die Durchschnittspunkte die Orte der n Wurzeln von
= a.

2,

Geometrischer Ort der symmetrischen Functionen der Wurzeln.
Es sey
1) z=uv+4+Au'+Au4...+A _utlA,
die Gleichung eines Systemes von Curven, und

7 = a
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die Gleichung einer Ebene, welche nothwendigerweise das System der durch 1) vorge-
stellten Curven in n Punkten schneidet, weil die Gleichung
2) a=u 4+ Auw T+ A w4 A _uf A,
n Wurzeln hat. Sie seyen:
Uy =x+y V4
w = x4+ 5V
u, = X, +y. V=1
und fiihren geometrisch construirt zu den Durchschnitispunkten des Curvensystemes (1)
mit der Ebene z =« Wiirde ich in derselben Ebene einen Punkt suchen, dessen u
(der reelle Theil desselben ist x, der imaginire das y) gleich u,4u,+4-... 4 u, ist, so
kinnte ich denselben finden, ohne noch die Wurzeln u,, u,,...u, selbst zu kennen, da
ja ihre Summe gleich — A, ist.
Nun betrachte ich dasselbe Curvensystem (1) durch die Ebene z = o’ geschnitten,
dadurch werden die Wurzeln der Gleichung:
3) ad=uwfAuw'4+Au0 4.+ A _jutA,

anders seyn, etwa
u, = x4y, V-1

o, = x’2+ylz V_-—_l

u, = x4yl
und somit wird auch die Ebene z =a‘ in n Punkten geschnitten, die aber andere Ab-
scissen und andere Ordinaten haben, als die in der Ebene z = a sich befindenden

Durchschnittspunkte. — Allein, wenn ich in z = o/ einen Punkt suchen wiirde, dessen
u gleich v, 4w+ ... 4, ist, so wiirde ich wieder finden u = —A,.
Fiir z=a", z = o’,... lolgt dasselbe, somit ist u = — A, die Gleichung einer, mit

der Axe der z parallelen Geraden, die von den Ebenen z = Const. in solchen Punkten
geschnitten wird, dass deren u stets die Summe der u ist, die den Durchschnitts-
punkten derselben Ebene mit dem Curvensysteme 1) zukommen.

Genau dasselbe liesse sich sagen fiir einen Punkt, dessen u gleich dem nten Theile

der Summe der w’s der Durchschnittspunkte ist, woraus folgt, dass u= — %’ die Glei-
chung einer mit der Axe der z parallelen Geraden ist, die von den Ebenen z = Const.
in Punkten geschnitten wird, die die Schwerpunkie sind, von den Durchschnittspunkten
derselben Ebene mit dem Curvensystem ({). Fiir Curven 3ten Grades lisst sich hieraus
folgender Satz ableiten. Ist nimlich :
z=w+(a,+ b,VZi)w + (a, 4 b, VT u + (a5 + by V55D,
so ist die Gleichung der letzt erwihnten Geraden
u= —3(a+b V=1,

oder wenn statt u, x 4 yV =1 geschrieben wird:
1 &
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a, b
x=—3 y=—j3"

Eine Ebene z — « schneide das System der Car-
ven in den Punkten a, b, ¢ und die Gerade in 0. Die
drei Dreieckeaob, boc, coa sind stets von gleicher Fliche,
wie immer auch a ist. Lassen wir dem z alle Werthe
zwischen 0 und 0’ zukommen, so wird jedes der ge-
nannten Dreiecke einen bestimmien Raum durchlaufen,
und alle diese drei durchlaufenen Riume sind von dem-
selben Inhalte.

Gehen wir nun weiter in der Untersuchung der
Eigenschaften unseres Systemes, der durch die Glei-

chung
3] z=ll"+A1ll"-1+Azu"_z+-"+An—1u+An

reprisentirten Curven. — Wiirden wir in der Ebene z = « einen Punkt suchen, dessen
u=uu,+uu+...4uv,_,u, ist, so wire es gleich A,, und diess findet statt, unab-
hingig von «, somit ist wieder u= A, die Gleichung einer, mit der z Axe parallelen
Geraden, die von der Ebene z = Const. in Punkten geschnitten wird, deren u stets
gleich ist u,u, + w,u,4... 4 u, ,u,, und wo, wie schon gesagt, u,, u,, v,...u, die
Coordinaten der jedesmaligen Durchschniltspunkte reprisentiren.

Genau dasselbe findet statt, wenn wir in der Ebene z —a« einen Punkt suchen,
dessen u irgend eine symmetrische Function der Wurzeln der Gleichung 1) ist, wenn
nur die Ordnungszahl derselben kleiner als n ist, es sind nimlich alsdann immer diese
Punkte in einer mit der z Axe parallelen Geraden. — Sobald aber ein Punkt gesucht
wird, dessen u eine symmetrische Function der Wurzeln der Gleichung von der
Ordnung n ist, z. B. u gleich dem Producte aller Wurzeln. also u=u,u,u,..0,, so
hat man:

"= +A —1z,
was die Gleichung einer Geraden ist, die aul der Ebene xy schiel steht. Selzt man
statt +A,, a4+ bl’T5, statt u, x+yl”=1, und sondert die reellen und imaginiren
Glieder, so erhilt man:
X=a—z, y=F¢,

So lange die Ordnungszahl der symmetrischen Function inclusive zwischen n und
2n—1 liegt, erhilt man im Allgemeinen eine schiele Gerade, wird aber die Ordnungs-
zahl grosser als 2n—1, bleibt sie aber kleiner als 3n, so werden die Gleichungen
zwischen x, y, 7z vom 2ten Grade seyn, daher der Ort solcher Punkte eine Curve
zweiten Grades und allgemein: Der geometrische Ort der Punkte, deren u irgend eine
symmetrische Function der u's der Durchschnittspunkte ist, ist eine Curve mten Gra-
des, wenn die Ordnungszahl der symmetrischen Function inclusive zwischen mn und
(m+1) n—1 liegt.
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3.
Erweiterung der Theorie des Grossten und des Kleinsten.

1. Bei Gleichungen mit Einer Unbekanaten.

Sey z=1f(u) die Gleichung eines Systemes von Curven; durch Substitution von
u =x-+4yV=i erhalten wir:

2=f00) —F M) + 3500 —..

¥ @ =¥ e + 2w —.. =0
als Gleichungen derselben.
Die Gleichungen der Beriihrungslinie am Punkte x, y, z sind:

t—z= (0 [ro—F w4+ ;% O (x)— .. ]
— =) [ D —F @+ i —..]

E—x) [y — %0 + o — ... ]
+o—p[rm - —f’”(x) i o () —...]=0,

oder abkiirzend geschrieben :
{—2=0CE-xP - (—y»Q
E—xQ+ (r—y)P =0,
wo .

Y y
P=00 -5 M0+50x—...

3 5
Q =yl — 5 O + 5 00 —
ist, und &, n, ¢ die laufenden Coordinaten der Beriikrungslinie bezeichnen. Diese Tan-
gente mache wit den drei Axen die Winkel «, 8, y, die nach bekannten Sitzen der ana-
lytischen Geometrie aus den Gleichungen :
— L o __P4Q
O = EFQOATER) T TP T T g

bestimmt werden. Nun weiss man, dass liir jene hichsten und tielsten Punkte der Curve,
wo keine Unterbrechung der Stitigkeit stattfindet, die Tangente horizontal, -also y=90",
und diess findet statt, wenn P=0 und Q =0 ist. Ist fiir gewisse Punkte der Haupt-
oder conjugirten Curven P=0, Q=0, so folgt aber hieraus noch nicht, dass sie schon
héchste oder tielste seyn miissen, sie kinnten ja auch bloss Wendepunkte seyn.

Wir wollen nun die Bedingungen aufsuchen, die noch stattfinden miissen, wenn
Puankte der Curve, fiir die P =0 und Q =0 ist, héchste oder tiefste seyn sollen. Geben
x4 yV"=1 die horizontale Projection eines solchen Punktes, z seine Hihe, oder was
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dasselbe ist, x sey die Abscisse, y die Ordinate und z die dritte Coordinate dieses
Punktes. — Fiir den niichsten Punkt dieser Curve sey das x in x4 £, das y in y+4-n,
das z in z‘ iibergegangen, wo £ und » kleine, von einander abhingige Zuwichse beden-
ten, und daher ist:
2 = f[(x+yV =0+ E+nv=i)],
und wenn man entwickelt:
2 =f(x+yV=) + EnV D F -y VD) +H 1 EV D (xy V=)

+ LGV DM xyV I3+

oder
#—z2 = (E4al D) F (x+yV=D) +3E+H V) Y (xHyb =) ++
+EE VP x+yvVSE) + ..

Es ist aber f'(x4yl”=1) nichts anders als P 4 QL”=1, mithin Null, da P=0 und

Q =0 ist, daher hat man:
2 — 2= § GV 1) 1 (xy VD) 4 § GV DM (xy VD) +. .

und nun betrachten wir das Glied ! (§4nV=1) 7 (x+yV'=1), weil diess als das prido-
minirende das Zeichen von z/—z bestimmt. Der imaginire Theil desselben ist entweder
fir sich der Nulle gleich, oder wenn nicht, so tilgt er sich mit den andern imaginiiren
Gliedern rechter Hand, da z‘—z reelist. Ist der reelle Theil von ({-4n V=) (x4 yv=a)

fiir beliebig gewihlte £ positiv, so hat man ein Minimum, ist er negativ, so hat man ein
Maximum.

Beispiel. Man suche die Maximum- und Minimum- Werthe von
1) z=u*— 44 14— 20u 4 12
Die abgeleitete Gleichung ist:
2) 4 —120" 4+ 280—20=0
und sie hat die Wurzeln u=1, u=142"3, u=1—-2""1, die durchgehends das z
reel machen, und zwar der Ordnung nach 3, —13, —13. — Die Gleichung 1) zer-
fallt fir uw =x+4yl”"= in folgende Systeme von Gleichungen:
1) fz= x*—4xi4-14x*—20x 412
ly=0
@ {2=3YHY
x=1

3) g z = X —4x3+14x —20x+12—y? (6x*4-12x+14) + y*

—2x+5
Untersuchen wir nun, ob die Punkte, die die Coordinaten
=1 x =1 x =1
g y=0 4yy=2 y=-
z = 3 7z =—13 7z = —13

haben, hochste oder tiefste sind.

Die durch die Gleichungen (1) gegebene Curve kann bloss durch den von den drei
Punkten gehen, dessen Coordinaten x=1, y=0, z=23 sind. — FKiir diese Curve ist
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n=0, weil alle Punkte derselben in der Ebene y =0 liegen, und f(u) =120® — 24u28
wird hiefiir 16, also ist (§42"=3)**(u) = 16#, also fiir jedes £ positiv, daher ist dieser
in (1) liegende Punkt ein tiefster.

Den Gleichungen (2) leisten die Coordinaten aller drei Punkte Geniige — fiir alle
Punkte dieser Curve ist £ =0, weil{die Curve in der Ebene x = 1 liegt, ferner ist fiir
x=1, y= 0, z= 3, “(u)= 16, I+ "1)'"(u)=— 8n*dah.diessein hichst.Pkt.
x=1, y=+42, 2= -13, ["(0)=—32, (2= (W)= 162* ,, ,, ,, tiefst.
x=1, y=—2, 2=—13, (W) =—32, I(Efa D)= 162" , o o o

Den Gleichungen (3) entsprechen bloss die zwei Punkte:

X = 1 X = 1
2= —13 7z =—13

Fir x=1, y=2, z=—13 ist [“(u) =—32, { §+nb"=0)*f (u) = —16(5"—n"-+-26nb"=3).
Man hat daher zu sehen, wie das Zeichen von £ —»* beschaffen ist. — Die Gleichung
der horizontalen Projectionen der Curve (3) ist: y*=x*—2x+5, setzt man in sie
statt x=1+4%, statt y=2+4n, so ist: £ =n"4 4n, daher n=—24 VA& (weil
n als kleine Zahl nicht — 2 —V44& gleich seyn kann), und folglich der reelle Theil
von ! (§4ab =1 f (u) gleich —16.4n = — 64 (—2+4 /445", d. i. negativ, wie £
auch beschaffen ist, also dieser Punkt ein hichster. — KEben so zeigt sich, dass der an-
dere Punkt ein hochster ist.

4.

Die Winkel, die die Tangente der hochsten oder tiefsten Punkte mit den beiden
Axen der x und der y macht, werden gefunden, wie schon frither bemerkt, aus den

Gleichungen :
P e Q’2 .
cos’s = (TP Q) * P T (PH Q) U+ P10’
wo P=0 und Q=0 ist. Es erscheinen daher cos’a und cos®g unter der unbestimmten
Form 2. Wir wollen, anstatt sie zu bestimmen, vielmehr die Tangente des Winkels

berechnen, den diese horizontale Beriihrungslinie mit der Axe der x macht. Diese ist

gegeben durch g—{, und wird gefunden, wenn man die Gleichung der horizontalen Pro-
jection der Curven, niimlich:
2 4
VIO — 3500+ 5 335 0000 —...f =0
differenzirt. Man erhilt hierdurch die Gleichung:

dy
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d
die sich in 0+0.50 = — 0 verwandelt, woraus man natiirlich fiir d—y keinen Werth ziehen

kann. leferenmrt man aber die Gleichung (1) nochmals, und setzt der Kiirze halber:
y'l yk
P=f(x)—5 W)+ '2Z fox)—...

Q/ — yfm(x)_ - f(s) &)+ 55 120 f( )(x)_ .
so isk:
. dy dy
e+PY 4 p I+ ¥ (p—gf) =0
oder , wenn man ordnet, und beriicksichtigt dass P =0 ist,
2 @42 W o,

woraus fiir g—i, d. h. fir die Tangente des Winkels, der die Beriihrungslinie mit der

Axe der x macht, stets zwei reelle Werthe folgen, die, wenn man sie mit a und a, be-
zeichnet , der Gleichung

14aar =0
geniigen, und daher anzeigen, dass an denj.enigen Punkten der Curven, fiir die P =0,
Q=0 und nicht zugleich P’=0, Q'=0 sind, es zwei Beriihrungslinien gibt, die auf-
einander senkrecht stehen. Wire aber auch P'=0, Q‘=0, so miisste man (2) diffe-

dy
renziren, wodurch man fiir d eine Gleichung 3ten Grades erhielte, die, wenn man:

P—Wﬁ)—%@+nww—

Qll =y f (X) —_— % fe) (X) + 120 [

setzen wiirde , folgende Form hitte:

Idy dy dy dy* , dy\
QII_I_P/ d_x_’_ 2d_x.(PlI__Q”d_.x> — Ex_g__(Ql_l_Pﬂ x) —0

oder reducirt:

d
QN + 3Pu d_i — 3Q/l gy Pu _ = (.

Sie hat, wenn nicht P =0 und Q=0 ist, stets drei reelle Wurzeln, und deutet
daher auf ein Durchschneiden dreier Curvenzweige hin.
Zwei sehr einfache Sitze ergeben sich aus blosser Betrachtung der Curven:

1) Wenn u=x,4y,l"=i und u=x,+ y,b"’=1 Wurzeln einer Gleichung sind,
die von einem und demselben Curvenzweig herrithren, so gibt es wenigstens einen
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hichsten oder tiefsten Punkt, dessen Coordinaten zwischen x,+ y,l”"=i und x,4-y,L"=3
liegen *).

2) Wenn u =« * 3= die Coordinaten zweier tiefsten Punkte sind, so sind sie
zugleich die Coordinaten zweier hiichsten Punkte von andern, aus derselben Gleichung
hervorgehenden Curvenzweigen.

3) Hat die Hauplcurve m tiefste Punkte iiber der xy Ebene, und n hochste Punkte
unter der xy Ebene, so hat die vorgelegte Gleichung wenigstens m 4-n Paare conju-
girter imaginirer Wurzeln.

2. Bei Systemen von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten.
5.

Ich habe bei der Aufsuchung der reellen Wurzeln hiherer Gleichungen mit zwei

Unbekannten ¢(x,y) =0, ¢ (x,y) = O folgenden Weg eingeschlagen: Ich setzte:
z=9(x,y) , ¢(x,y)=0s

gab dem x der Reihe nach verschiedene Werthe, suchte aus ¢(x,y) =0 die entspre-
chenden Werthe von y, und bestimmie alsdann das z. Aenderte z sein Zeichen fiir zwei
Systeme von Substitutionen, die einem und demselben Curvenzweig angehdrten, so
schloss ich auf dazwischen liegende Wurzelwerthe.

Bestimmen wir jetzt die hochsten und tiefsten Punkte dieses Curvensystemes. Es
sind die Gleichungen der Tangente am Punkte xyz

d d

-1 = g G=0 + g (—y)
d d

0= Eq: E—x) + d‘j, (n—y)-

Die Tangente mache mit der Ebene xy den Winkel y, der sich bestimmen lisst aus:

(d_go dp do dnp>2

cos’y = dx Iy—ﬁd_x
(do. 8 o dpye (@7 (S
dx dy "~ dy dx dx dy
Fiir die hochsten und tiefsten Punkte muss
do dp dy dy

*) Ist AB die horizontale Projection eines Curvenzweiges, habe M die Coordinaten x, y, und N die
Coordinaten x, y,, so sage ich: Jeder Punkl in der
Curve A B zwischen den Pankten M und N habe Co-
ordinaten, die zwischen x, 4y, V5 und X +y V1

liegen.

by

t

B

8

7
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seyn. — Es kann nun der Fall eintreten, dass dieser Ausdruck iden-
tisch Null ist. Untersuchen wir, was unter diesen Umstiinden statt(indet. Aus der
letzten Gleichung hat man:

dg &y dy “}J

dx dx X . X _

dCP — di) Odel‘ ——d_f - f(x;y) ) T = f(x,y).
dy dy dy dy

Das sind partielle Differentialgleichungen der ersten Ordoung, die integrirt zeigen,

dass sowohl ¢(x,y) als ¢(x,y) bestimmte Functionen einer und derselben Function

F (x,y) sind, wo F(x.y) =0 das Integrale des vollstindigen Differentials
f(x,y)dx4+dy =0

ist. Es kénnen daher die beiden gegebenen Gleichungen

z=¢9(,y), $(x,y)=0

r=o(Fx,y), xF&,yN=0
gebracht werden. Beslimmt man aus der letzten Gleichung F (x,y), so findet man da-
fir constante Werthe, etwa F(x,y) =a, F(x,y) =b, F(x,y)=c¢,.... die in der
ersten Gleichung substituirt
z2=A, z=B, 2=C, ...
geben, daher ist das vorgelegte System von Gleichungen gleichbedeutend mit
7 = A 7= B 7 = C
Fix,y)=a Fxx,y)=b Fk&,y)=c¢
und das sind die Gleichungen einer Reihe von Curven, die entweder in der x y Ebene,
oder in, mit der xy parallelen Ebenen liegen. Im ersten Falle hat man unendlich viele
Auflésungen, im zweiten gar keine; oder mit andern Worten, im ersten Falle sind
die beiden Gleichungen ¢ (x,y) =0, ¢ (x,y) =0 von einander nicht wesentlich verschie-
den, im zweiten aber widersprechen sie sich.
Einige Beispiele mégen zur Erlivterung dienen.
1) Es seyen:
¢(x,y) = y+y (6x—7) + y(12x°—28x-+5) } 8x*—28x*+-10x4-4
$(x,y) = y'+4y(x+1) 4 4x* + 8x — 5.

Um die hiichsten oder tiefsten Punkte zu bestimmen, berechne ich:

unter die Form

u, s .

d
dx = 6y*+4y (6x—T) + 2(12x°—28x+5) a;q: — 4y 48 (x+1)
ds d
d; = 3y 42y (6x—7) + 12x—28x+5 . dj’ — 2y 44 (x+1).
. d do dy¢ d:
Man sieht auf den ersten Biick, dass d_il: =2. d; d:: =2. dj’ daher
&y dy dy _

I iy ~dy dx
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also liegen alle Punkte gleich hoch, oder auch ¢ (x,y) und ¢(x,y) sind Functionen von
y+2x, da das Integral von f(x,y)dx4dy=0, y42x= Const. ist. Ordnet man daher
sowohl ¢(x,y) als ¢(x,y) nach den Potenzen von y42x, was man, analog dem Verfah-
ren, das Prolessor ScuuLz voN Strassmrzii anwandte®), sehr leicht durch fortgesetztes
dividiren von ¢(x,y), $(x,y) und ihren Quotienten erzweckt, so hat man:
¢(x,y) = (42X [y +y@x—1) + 4 — 14x 5]+ 4
Y+ y@s—1) + 4 —14x 45 = (y+29 [y+2x—7] +5.
Aus diesen Gleichungen folgt:

(1) ¢ y) = (y+2x) —7(y+2x)* + 5(y+2x) +4.

$(x.y) = (y+2x) [y+2x+4]1— 5, oder
@) ¢xy) = (2 +4G+2) —5.

Die Gleichung ¢(<,y) =0 gibt fiir y+2x drei constante Werthe a,, a,, a;, und
die Gleichung ¢(x,y) =0 gibt fiic y 4 2x zwei constante Werthe b,, b,, daher sind
diese Gleichungen gleichbedeutend mit folgendem Systeme von Gleichungen:

y+2x=a, y+2x=a, y+2x=a; y+2x=a, y+}2u&=a, y}2x=a,
y+2x=b, y+2x=b, y+2x=b, y42x=b, y+2x=b, y42x+b,

2. Es seyen:

¢(x,y) = x*— 2ty —4x’y* Xy 4xy*+4y'—5x*4-5xy 4 10y*—9
$(x,y) =x"—2x'y—4xy 4-x’y +dxy* - 4y* +-9x*—9xy — 18y*-5.

do dp dy d
Bildet man 3. (%’ _a-;’ .%", so findet man es identisch gleich Null, daher sind alle

Ferner hat man:

Punkte des Curvensystemes z = ¢(x,y), ¢(x,y) =0 gleich hoch. — Bevor man die
Gleichung
do

) %’:de Fdy =0
dy
integrirt, wird man nach der Methode des grissten gemeinschaltlichen Masses unter-
suchen, ob Zihler und Nenner des Bruches einen gemeinschaltlichen Factor besitzen. —
Man hat:

d

dz = 6x°’—8x*y—3x’(4y"+5)+2xy*+4y*+5y

d

d’; = — 2x'— 8’y - 2x’y +x (12y*+5) + 16y°420y

dp do y(48y—1) (2x*—2xy—4y*—5)
dy

ds (2x%—2xy+4y*—5) = —x—14

dy * YTy = — &y

Man kann daher statt der Differentialgleichung (1) schreiben:

*) Grundlehren der Analysis, zweites Kapitel.

2*
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3 —y
p—— dx 4 dy = 0.

Dieses vollstindige Differential gibt integrirt
F(x.y) = ®—xy—2y°,
und nach diesem Ausdrucke muss sich nun ¢ (x,y) und ¢ (x,y) ordnen lassen. Man
hat némlich:
p(x,y) = (F—xy—2y")—5(x*—xy—2y") —9
© (%, y) = (—xy—2y" )+ 9(x*—xy—2y’) + 5.

Sowohl aus ¢(x,y) =0, als auch aus $(x,y) =0 findet man zwei Werthe fiir
x*—xy—2y*, seyen sie a,a,, b, b,, so lassen sich die zwei vorgeleglen Gleichungen in
folgende vier Systeme von Gleichungen zerlegen :

¥—xy—2y'=a, X—xy—2y'=a, W¥—xy—2y'=a, ¥—xy—2y’=a,
¥—xy—2y’=b, x*—xy—2y’=b,  x*—xy—2y’=h, ¥ —xy—2y>=b,
die daher alle sich widersprechen:

Die Untersuchung, ob ein System zweier hiherer Gleichungen ¢ (x,y) =0,
$(X,y) =0 zusammen bestehen kann, oder nicht, ist darch diess dusserst einfach. Man

bilde sich bloss den Ausdruck
dp dp _ dy do
dx"dy” dy'dx
und sebe ob er identisch Null ist, oder nicht. Ist er identisch Null, so sind die beiden
vorgelegten Gleichungen entweder nicht wesentlich von einander verschieden, oder sie
widersprechen sich. — Ist dieser Ausdruck einer Constante gleich, so gibt es gar kei-
nen hochsten oder tiefsten Punkt, ist er gleich einer reinen Function voun x, so kann

es hochstens in der Ebene xz Maxima - und Minimapunkte geben u.s. w.

6.

Ich versuchte diese Darstellung eines Systems zweier hiherer Gleichungen mit
zwei Unbekannten zu vervollstindigen, um nicht nur die reellen, sondern auch die
imagindren Wurzeln zur bildlichen Ansicht zu bringen.

Sind nimlich ¢(u,v) =0, ¢ (u,v) =0 die vorgelegten Gleichungen, so setze man
u=x-+yV=1, wo x beliehig ist, y aber noch zu unserer Dispusition steht. Aus der
ersten Gleichung wiirde hieraus v = z4{1”" =1, aus der zweiten 2‘4-£V/ "1 folgern. Nun
wihle man das y so, dass ¢’ =¢ werde, betrachte alsdann x als die Abscisse, y als
die Ordinate, z' — z als die 3te Coordinate von Punkten im Raume. Gibt man dann dem
x successive andere und andere Werthe, so wird man andere und andere Punkte erhal-
ten, die in einem Systeme von Curven liegen, die bei ihrem Durchschneiden der xy
Ebene auf Wurzeln der vorgelegten Gleichungen deuten.

Die hichsten und tiefsten Punkte haben uns bis jetst schon mehrmals zu dberra-

schenden Resultaten gefihrt, wir wollen daher auch hier diesen Gegenstand in dieser
Richtung verfolgen.
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Ich setze ¢(u,v) =0, $(u,v) =0, z=v—v, u=x+tyV =1, denn diess gibt ja
genau die Punkte der oben verlangten Curven. Die Gleichung der Tangente am Punkte
z,u ist:

d
7 —7 — fl(U—u),

wo Z, U die laufenden Coordinaten bezeichnen. Nun hat man:
dz dv dv’
fo = du = @0
dv dv/ . . c gy .
Um du’ qu 20 erhalten, differenziren wir die beiden Gleichungen der Curven ¢(u,v)=0,

$(u,v) =0, und erhalten so:
de do dv dp  dp dv
wte w=% ata w=0
de dy de d¢ do d_\{)_

d_v__dv' __—d—u +d_u_d_v'dn du” dv’
i T P T T
dv dv’ dv ‘dv/
diess substituirt gibt:
dy dp dp dy
dv'du ™ du'dv’
Z—z = T & - (U—uw
dv "dv’
oder de d de dy do d
p d¢ ¢ df de dp
(Z ’)Ed_v'=<d—v(ﬁ du dv') (U—v)
Setzt man nun
_ dy o do _
u=x}yv=i E:A-I—BV—l d—v,=C+Dl/—1
do dy

U=X+YVT = A4BLV du = C'+DV=,
so ist:
(Z—z)(A+Bl/:1)(C+DL/:1)=[(A+BV:1)(C’+D’I/:1) —(A 4BV =)H(C+DV =9)]
[(X—x) +(Y—y)V"=]
oder
(Z—12) (AC—BD)=(AC'—A‘C+B‘D—BD’) (X—x)—(AD‘4+BC‘—A'D—B‘C) (Y—y)
(Z—12) (AD—l—BC):(AD’+BC’—A‘D—B’C)(X—X)+(AC’—A’C+B’D—-—BD‘)(Y—y)-
Setzt man der Kiirze halber:
P=AC—BD M = AC'—A‘C+B‘D—BD/
Q=AD+{BC N = AD'4+BC'—A'D—-BC,

so hat man

P(Z—2) = M(X—x) —N({Y—y)
Q(Z—-2) = NX—x) + M —y).

Diese Tangente mache mit den drei Axen die Winkel «, £, y, die gesucht werden aus
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2 (MP4NQ)* ot (MQ—NPy ,
O = N (MNP ~ (N (CNHPQ)
. M: + N:
=T WML N PO

Die Tangente ist horizontal, wenn M =0, N=0 ist; hiefiir wird aber cosa und cosp

. cosp d
unter der Form § erscheinen. Setzt man statt -, H;}k’ =y‘, so hat man:
MQ—NP

y = MPFNQ oder
(MP+NQ)y' = MQ — NP.
Fiir M =0, N=0 folgt hieraus 0.y’ =0, woraus man y’ nicht bestimmen kann. Dif-
ferenzirt man daher diese Gleichung nach x, so hat man die Gleichungen M =0,
N =0 beriicksichtigend :
dM dN dM dN
y[p(e)+e(w)]l=2(®) - (&)

diess gibt, wenn man die angezeigten Differentiationen vollzieht, eine Gleichung, die
nach y’ vom 2ten Grade ist, falls nicht alle ihre Coefficienten der Nulle gleich sind. —
Wire diess der Fall, so miisste man nochmals differenziren, dadurch wiirde man nach
y’ eine Gleichung dritten Grades erhalten u. s. w. — Im Allgemeinen wird also auch
hier bei den hichsten und tiefsten Punkten eine Vereinigung mehrerer Curvenzweige
stattfinden.

3. Bei Systemen von mehreren Gleichungen mit mehreren Unbe-
kannten.

7.

Analoge Untersuchungen lassen sich leicht auf ein System hiherer Gleichungen
mit beliebiger Anzahl von Unbekanaten iibertragen.
Es seyen die vorgelegten Gleichungen:

F1 (%X, %, X, %) =0
9 (X, %, X3...%,) = 0
) 9 (K Xy X3e0ex,) = 0
¢ (Xg5 %oy X 0o X,) = 0
Ich setze eine von ihnen gleich z, nidmlich
(2) Z:(pl(xx, xsza--.xn)
P2 (x1’ X;, xa--.xn) = 0
(3) ‘1"3("1:3(2,3(3-..)(“) =0

on (Xyp X2y Xg00.%,) = 0

und suche nun, welche Werthe von x,, x,, %, ...%, das z zu einem Gréssten oder Klein-
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sten machen. Nach LaGraNGE verfshrt man hiebei auf folgende Weise. Man bilde sich
die Gleichung

4 =z= A R S R e LY
wo der Kiirze wegen statt ¢(x,, x,, X;,...x,) bloss ¢ geschrieben ist, und wo A, 1,,...2,_,
unbestimmte , aber constante Factoren sind. Aus (4) leite man dann durch successi-
ves Differenziren nach x,, x,, x;,...x, {olgende Gleichungen ab:

dcf, de, dg.
—{—Aldx —I—de—l-...-l—l"_,dxl:()

d‘rl d‘Fz d‘Pz d‘r"n

dx —l—l,dx —I—?\,dx +... +l,,_,E:O

d‘l’l dy, d‘P..

&) dxd+1’dx +7‘de +"'+A'n—ldx3:0

L T TR

Eliminirt man aus diesen n Gleichungen die n—1 Grossen A,,%;,%5...%,_;, 80 erhilt
man eine Gleichung in x,,x,,x,...x,, die in Verbindung mit den n—1 Gleichungen (3)
hinreichen, die n Gréssen x,,x,,X,,...X, zu bestimmen. — Es konnte einen Fall geben,
dass die Eliminationsgleichung, die aus (5) hervorgeht, identisch gleich Null wire. Was
findet dann Statt? Sind etwa wiederum die Systeme der vorgelegten Gleichungen
einander widersprechend, oder sind sie nicht wesentlich von einander verschieden?

Wir wollen die Eliminationsgleichung bilden, und verfolgen hiebei eine, von Hrn.
Professor PerzvaL herriihrende Methode. Wir schreiben nimlich die n Gleichungen
(5) in folgender Form :

d‘FJ d?z d% d?n
)‘udx +)‘1dx +’Azax_+---+)‘n-1dx =3

dg, de, d¢s dg,
udx +)1dx+)‘zdx+"'+xnld‘ =&

de, d do.
6) "odx +\,di +x,di'+...+x“_,§x—3=a3

d d d d<,"
ud;l+\1diz+}‘2di’+ '+)‘"‘dx_
wobei A, =1, a,—=a,—=a,—... =a,=0 ist; und thun so, als ob wir A, suchen wiir-
L . .
den. Sey N =i, SO ist L=0, weil der Zihler in jedem Gliede eine der Zahlen

a,, a,,ay,...a, hat, also muss auch der Nenner M =0 seyn. Diesen Nenner M = 0 bildet
man aus der Summe aller miglichen Permulationen der Elemente:
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dp, dp,  dpy dg,
dx, * Ox, ’ dx, C 7 dy,
doy dy,  dgy dy,
dx, * dx, > dx, " " 7 dx,
dg, dp  dys dg,
D & @’ dx, " dw

dy, dp, dg, dg.

dx, ’ dx, " dx, * " " C dx,
wo aber in keiner Permutation 2 Glieder derselben Horizontal - oder Verticalreihe stehen
diirfen, jedes Glied, genommen mit dem Zeichen plus oder minus, je nach der geraden
oder ungeraden Anzahl der Compensationen, die in jedem Gliede vorkommen *). Wiirde
die Gleichung M =0 nach 9)1 geordnet,

d d d
(8) X’dx +X,di‘+xa “"+....Xnd—:‘—o
d. h. substituirt man statt aller der Ausdriicke ¢,, ¢;...¢, ihre Werthe, nur nicht
statt ¢,, so wird M = O die eben aufgeschriebene Form annehmen, und identisch
wahr werden :

erstens, wenn fiir ¢, sein vorgelegter Werth substituirt wird, denn diess ist ja die
Vorausssetzung ;
zweitens, wenn durchgehends statt ¢, gesetzt wird ¢, oder ¢, oder irgend ein anderes ¢*).
Es sind also ¢, =0, ¢,=0, ¢,=0,...9, = O particulire Integrale der partiellen
Differentialgleichung (8) und
F(‘Pl- P2rPae 9} =0
ist das allgemeine Integrale. Hieraus folgt, dass eine dieser Functionen ¢,, ¢;, ;. - - ¢. €ine
Fuaction aller iibrigen ist, oder anders, das System der vorgelegten Gleichungen hat
entweder unendlich viele Auflisungen, oder sie widersprechen sich.
Wire irgend einer der n Coeflicienten X, X,,X,,...X, identisch gleich Null, etwa
X, =0, so stehen die n—1 Gleichungen ¢, =0, 9;=0,...9,=0 in derselben Beziehung
unter sich, wie die n vorgelegten Gleichungen, weil der Bau jeder dieser Coefficienten
eben so aus n—1 dieser Gleichungen zusammengesetzt ist, wie M =0 aus den n Glei-
chungen, daher ist irgend eine der n—1 Functionen ¢,, ¢;,... . eine Function aller iibri-
gen u. 8. w.

8.
Betrachtung specieller Fille bei zwei Gleichungen hiheren Grades.

Es sey eine der vorgelegten Gleichungen ¢(x,y) =0, ¢(x,y) = 0 ein Product
zweier Factoren, von denen einer eine reine Function von x oder y ist; z B.

*) Man sehe: Theorie des Grissten und Kleinsten, von Professor Perzvai im 2ten Bande der natur-

wissenschafllichen Abhandlungen von Harpingen.
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(). x(x,y)=0, ¢$(x,y) =0;
hat (%) =0 die Wurzel x=a, so wird die ersle Gleichung belriedigt fiir x = a, und
die zweile fiir alle jene Werthe von y, die aus der Gleichung ¢ (a,y) =0 hervorgehen,
seyen diese ¥,,¥,,¥;-... so hat man folgendes System von Wurzelwerthen :
X=&, Yy=)15 X=% Y=)5 XTo, Yy=V;..

Sey x =3 eine zweile Wurzel von f(x) =0, und habe ¢ (3,y) =0 die Wurzeln

3 ¥ ¥',. . s0 sind
X=B,y=) X=F y=y't; x=L, y=y4...
wieder Systeme von, den vorgelegten Gleichungen Geniige leistenden Wurzelwerthen, —
Wenn daher eine der beiden Gleichungen einen Kaetor [(x) besitzt, so ist es vortheil-
haft ihn aulzusuchen, da die Kenntniss desselben die Auflisung solcher Systeme von
Gleichungen ungemein vereinfacht. Wire
GG =ALym ALy ALy T HA Y A,
wo A, A._,, A, _,....A A, entweder Funclionen von x oder Conslante sind, so ist:
F(x) o x(GY) = A M) y"+ A 1)y AL () ym 2 4 A y+HA, (),

woraus man sieht, dass falls eine der vorgelegten Gleichungen den Factor f(x) besitzen
soll, ihn jede Potenz von y als Factor habem muss. — Man wird daher, um zu untersu-
chen, ob eine Gleichung f(x) als Factor hat, diese Gleichung nach y ordnen, denjeni-
gen Coefficienten, der vom niedrigsten Grade ist, in Factoren zerlegen, wiren sie
(x—a) (x—B) (x—y).... dann sehen, ob x =a oder x=3, oder x=y,... alle iibrigen
Coeflicienten idenlificirt. ist diess der Fall fir x = «, so hat sie x — 2 als Factor, ist es
auch fir x= 3 der Kall, so ist [(x) = (x—a)(x—3) u. s. w.

Man kann also stets auf hichst einfache Weise aus [(x) . x(x,y) den Factor f(x)
absondern. und wird alsdann das System der beiden Gleichungen

f(x) . x(x,y) =0, ¥(x,y) =0
in folgende zwei Systeme
f(x) =0 x(x,y) =0
FN =0 4,y =0

rerlegen kinnen, von denen das erste hichst einfache. leicht zu ermittelnde Auflsun-
gen gestatlet. Sehr leicht lassen sich auch analoge Untersuchungen auf mehrere Sy-
steme von Gleichungen iibertragen, etwa ob eine Gleichung mit zwei Unbekannten
sinen Factor 3 (x,y) besitzl.

Sey eine der vorgeleglen Gleichungen

D —DAy"+A LYy " ALY Ay Ay A =0,
wo Au,A._,.A...,...A,,A,, A, Constante oder Functionen von x sind, und A, sowohl
als A,_, enthalten nicht den Factor x —a. Fiir jeden Werth von x erhilt man aus 1)
m Werthe fiir y, also auch fir x =a, dadurch geht aber 1) iber in:
2) Ay ALY 4.+ ALY+ A4.y+ A4, =0

(die Striche ober den A zeigen an, dass in ihuen stalt x, 2 gesetst wurde) und diese
habe die m —1 Wurzeln

Nuturwissenschafltliche Abbandlungen, 1V, 3. Alih.

3
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ViYa¥s o oo Yoo
Setzt man nun in 1) statt x, a, statt y, y,, so wird sie identisch wahr, also isl

fir x=a, y =y, eine Wurzel von 1); eben so sind fir x=a, y=y,, y=y,, .

Y =Yu-1 Wurzeln von 1), also hat man bereits m—1 Warzeln von 1) fiic x =a, deren

/

Summe _—- _i'—:: ist. — Die Summe aller Wurzeln von 1) ist aber —(‘-::_)I—A- und

fir x=u. unendlich. daher muss die mte Wurzel unendlich seyn. — Eben diess gilt

auch. wenn (x—a) im ersten Gliede in einer hihern als der ersten Potenz erscheint.

Hat also eine der vorgelegten Gleichungen die Form:

(x—a)% (x—b). (x—e)o . y"F ALy Ay ALY Ay A, =0,
so wird fir x =a, x=Db, x=c,... stets eine Wurzel von y unendlich gross werden.

Hat eine der vorgelegten Gleichungen die Form :

1) x—a) A, y"+G—a)A, Ly ALy ALy P FA YA YA, =0
Fiir x = a hat man:
2) Alm_? ym—z + Alm_:’ym—a _I__ e _I_ Alzy’l + Ally + Aln — 0’

die die m—2 Warzeln y,, y;, y;...Y.n-. haben mége. — Da fiir x=a, y=y, oder fiir
x=a, y=y. oder fir x=a, y=y,_, auch 1) identisch wird, so hat auch 1) fiir
x = a die m—2 Wurzelwerthe y,, y,, y;5... Yn-:. Die Summe aller Wurzeln von 1)

n—J

A
ist gleich — A die Summe der Amben der Wurzeln = oo, also sind die beiden

letzten Wurzeln unendlich gross u. s. w.
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