VIII. Gesetze in den hohern Zahlengleichungen mit einer oder meh-
rercn Unbekannten.

Von

Simon Spitzer.

Mitgetheill am 5. Oclober 1849 in einer Versammlung von Freunden der Naturwissenschafien in Wien.

1.

Vorwort.

Von

Dr. Leopold Carl Schulz v. Strasznitzki,

Professor der Mathematik am k. k. polytechnischen Institute.

Gauss hat die reelle und anschauliche Bedeutung der imaginiren Ausdriicke, und
ihre Zuldssigkeit in der Rechnung in den Géttinger Anzeigen Stiick 64 vom Jahre 1831
nachgewiesen; allein dieser grossartige Gedanke Gauss’s spielte in der Wissenschaft
bloss die Rolle eines geistreichen Einfalls, ohne dass von ihm weiter greifende Anwen-
dungen, namentlich in der Geometrie gemacht wurden. Der von ihm vorgeschlagene
Namen laterale (seitliche) Grosse statt des unpassenden imaginire ist noch wenig
durchgedrungen.

So wie Descartes die negativen Wurzeln einer Gleichung, von ihm noch falsche
Waurzeln genannt, zuerst geometrisch erliutert, und dadurch einer umfassendern Ge-
staltung der Geometrie der Weg gebahnt, so sind wir auch der Meinung, dass die
Giauss’sche Anschauungsweise der sogenannten imaginiiren Grossen durch das Gesammt-
gebiet der Mathematik durchgefiithrt, nicht nur lichtvolle Klarheit in die bisherigen
Kenntnisse bringen wird, sondern sehen auch umfassenderen Erweiterungen der Wis-
senschaft entgegen. In dem Vorworte zu Hrn. Seirzer’s Methode, die imaginiren
Waurzeln einer numerischen Gleichung zu finden, habe ich gezeigt, wie man imaginire
Werthe angeben kann, die in eine Gleichung mit durchgingig reellen Coefficienten
substituirt, reelle Resultate geben. Auf diesen Gedanken fussend, hat es Herr Seitzex
unternommen, die geometrische Bedeutung dieser reellen Resultate zu ermitteln, und
so gelang ihm die geometrische Construction der imaginidren Wurzeln einer numerischen
Gleichung; wodurch sich neuerdings mit voller Evidenz ergibt, dass die lateralen (seit-
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lichen) Grossen — bisher imagindr genannt — nicht leere Zeichenformen sind, sondern
dass sie in die Wissenschaft vollkommen eingebiirgert zu werden verdienen.

DEescARTES nimmt zur geometrischen Deutung einer algebraischen Function f(x),
die Werthe der unbekannten x als Abscissen, und die daraus sich ergebenden Resul-
tate der Substitution als Ordinaten an, wodurch das geometrische Bild der Function
f (x) eine ebene Krumme wird, und die Punkte, wo die Abscissenachse diese Krumme
schneidet, die positiven und negativen Wurzeln der Gleichung f (x) =0 gibt, weil in
diesen Punkten y = f(x) gleich Null wird. — Sp1TZER nimmt zur geometrischen Ver-
anschaulichung der Function f(x4yl"—1) als Constructionsfeld die Ebene der xy und
zwar so, dass die x aufl der Achse der x und senkrecht darauf die Werthe der y ver-
zeichnet werden, ganz im Sinne Gauss’s; die reellen Resultate, falls sich solche erge-
ben, werden in der Richtung der z angebracht. Das geometrische Bild, welches da-
durch entstehet, gibt nicht nur die ebene Curve des DEscar1Es, nimlich fiir die Werthe, wo
y=0 ist, sondern auch mehrere damit verbundene kramme Linien von doppelter Kriim-
mung, und durch den Platz, wo diese Krumme die Ebene der xy schneiden, erhalten
die imaginiren Wurzeln ihre geometrische Interpretation. Ks sey u eine Function von
x mit reellen Coefficienten, setzen wir statt x, x -} yl’—1, so dass:

u = f(x4y’—1), so hat man:
2 = f(x) — y% 22(')1— “.f(x)— u. 8. w.

fs f,
+ yv'—1 %f (x) —y* (x) Ty 50!‘)—u.s.w.

Da wir nur die reellen Werthe von u in Betrachtung ziehen wollen, und selbe
z nennen, so haben wir folgende Bedingungsgleichungen :

z = f(x) —y .f(x)—l— “.féx)—-u.s.w.
f(x)—y2 f (x )—I-y -()—u.s.w.s =0

Eine Auflosung liegt auf der Hand, nimlich
z=fx); y=20
das ist nun die ebene Curve nach der Verzeichnung DEscartes, welche die positiven
und negativen Wurzeln durch ihre Durchschnitte mit der Achse der x darbietet. Das
System der andern Curven ergibt sich aus den Gleichungen :

2z = f(x) — ”.fn(—x) f"(x)

y". — 1. 8. W.

f,(x) — .f3(:()-|-y ff’(?)—u.s.w. =0

die wir kurz durch
z=9(x,y); $&,y)=0
darstellen wollen, wobei wie man leicht sieht, der héchste Exponent von y in
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$(x,y) =0 stets gerade, und um zwei oder wenigstens num einen Grad niederer ist,
als der hochste Exponent von x in der Gleichung f(x) =0.

Wenn wir nun nach einander dem x in der Gleichung ¢ (x,y) =0 verschiedene
willkiihrliche Werthe geben, und den dieser Gleichung entsprechenden Werth von y
bestimmen, und diese Werthe von x und y in die Gleichung z = ¢ (x,y) substituiren,
so hat man einen Punkt dieses Curvensystems. Es sey so m ein willkiihrlicher Werth
von x, und die Gleichung ¢ (m,y) =0 gebe fiir y die Werthe a, b, ¢, d,... so erhilt
man fiir z die Werthe

9(m,a) 5 ¢(m,b); ¢(m,c); ¢(m,3);....

geben wir nun dem x einen von m sehr wenig verschiedenen Werth m’, so werden
die Werthe von y aus der Gleichung ¢ (m’, y) =0 von den Werthen a,b,c,d,... nur
wenig verschieden seyn. KEs seyen dieselben a’,b’, ¢/,d’,. .. und daher die resultirenden
Werthe von z, ¢(m’,a"); ¢ (m’,b); ¢ (m’,¢’);... Ist eben so m” von m’ nur sehr wenig
verschieden, so werden die Wurzeln der Gleichung ¢ (m*,y) =0, d. i. a”/, b, ¢, d“,..
von a‘,b’,c¢’,d’,.. . ebenfalls nur wenig sich unterscheiden, welche uns fiir z die Resultate
¢(m“,a”); ¢ (m;b"); o (m”, ¢);... u. s. w. geben.

Je niher nun m,m’,m”, folglich auch a,a’,a”,... b, b’ b"... ¢,¢/,¢c”,... an einander
liegen, um so mehr bilden ¢ (m,a), ¢(m’a’), ¢(m’, a”),... eine stitige Reihe von
Punkten einer Curve, eben so ¢ (m,b), ¢ (m’,b), ¢ (m*,b*"),... und eben so ¢ (m,c),
¢ (m’,¢’), 9 (m”, ¢')),... Diese Curven im Allgemeinen von doppelter Kriimmung wollen
wir conjugirte Curven nennen.

Es sey z. B. die Gleichung
x}—6x*411x—~6 =0 oder (x—1) (x—2)(x—3) =0
setzet man hier statt x, x + yv’—1, so hat man:
u=f(x4yy =1 =1(x) =L@ . y*+ {£(x) — L) yHyv—1
Damit nun u reel werde, muss der Factor des zweiten Gliedes sich auf Null re-
duciren, und man hat:
z=1(x)—36(x).y"; L (x)—if(x)y*=0, d. h

7 = x3— 6x*4+11x—6 — (3x—6) y*; Ix*—12x4-11—y* =0
woraus :

yr=3x"—12x+11 5 z=— (8x*—48x*494x—60)
als Gleichungen der conjugirten Curven, wihrend die Gleichungen der Haupt-
carve y=0 und z =x*—6x*}11x—6 sind,

Die Projection auf die Ebene xy wird durch y*=3x*—12x4-11 gegeben, welche,

wie man sieht, die Gleichung einer Hyperbel ist, deren Centrum x=2, y=0, und
. 1 2 1

die Scheitel derselben x = 2—1/—3, z :3l/§ und x =2 4 1_/3 und z =— ﬁ zu ihren

Coordinaten haben. Diese zwei Scheitel treffen mit dem Maximum- oder Minimum-

Naturwissenschaltliche Abhandlongen. IIL 2. Abth. 20
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punkt der Haupteurve zusammen. Es ergibt sich somit das Bild Fig. 1. Die Ebene
xy schneidet unser Curvensystem in den Punkten A, Cund E, wo x-=1, 2 und 3
ist. Schiebt man bei diesem Curvensystem die Ebene xy aufwirts, d. h. vermindert
die Constante in der Gleichung z=x®—6x*4 11x—6, so hat die neu entstehende Glei-
chung, die nur im letsten bekannten Gliede abweichet, so lange drei reelle Wurzeln,
bis die Ebene xy den Punkt B trifft, wo dann die Gleichung zwar auch noch drei
reelle Wurzeln hat, wovon aber zwei einander gleich sind. Geht die Ebene xy
noch héher, so hat dann die Gleichung zwei imaginire und eine reelle Wurzel ; ein
ihnliches Verhalten findet statt, wenn man die Ebene x y abwiirts schiebt. Wie man
gieht, hat die Gleichung stets eine reelle Waurzel sicher; die zwei andern sind ima-
ginir, und werden nur zwischen den Horizontalen in B und D reel. Und so gibt unsere
Figur die geometrische Construction der reellen und imaginéiren Wurzeln der Gleichung
x*— 6x?4 11x 4+ A =0, wo A jeden reellen Werth haben kann.

Als zweites Beispiel diene uns die Gleichung
xt—6x 4+ 18x2—30x 425 = 0O
welche die vier imaginiren Wurzeln 1+2/—1 und 2 +1”—{ hat. Man hat:
z = x*— 6x*4 18x*— 30x 425 — (6x* — 18x + 18) y* 4 y*
4x*—18x*} 36x - 30— (4x—6)y* = 0

Man erhilt hier fir x=1; y=+2; z2=0
fir x=2; y=*1; 2=0
Verzeichnet man dieses Curvensystem, so ist nach Figur 2
OA=1; AM=-AM'=2;
und OB=2; BN=BN‘=1 als Construction der imagini-
ren Wurzeln. Schiebt man die Ebene xy hinauf bis zum Punkt O dem tiefsten Punkt
der Hauptcurve, und verindert dann entsprechend die Constante in der Gleichung, so
hat diese zwei gleiche reelle Wurzeln; wird die Ebene xy noch héher hinauf gescho-
ben, so hat man dann zwei verschiedene reelle Wurzeln, die andern zwei bleiben
aber imagindr.

Herr Seirzer hat vorstehende Betrachtungen zunichst zur Grenzenbestimmung der
imaginiren Wurzeln benutzt, wodurch die Berechnung derselben wesentlich erleichtert
wird; er erldutert ferners die Fille, in welchen eine Function durch imaginire Werthe
einen Maximum- oder Minimumwerth erreicht. Zum Schlusse dehnt er seine Betrach-
tungen und Methoden auch auf die Auflisung von Gleichungen mit mehreren Unbe-
kannten aus. Hoffentlich werden die Mathematiker das hier Dargebrachte ihrer Auf-
merksamkeit nicht fiir unwiirdig halten, und die hier entwickelten Gedanken zur wei-
teru Durchfiihrung in der Wissenschaft bringen.
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2.
Ueber hohere Zahlengleichungen.

Von

Simon Spitzer.

1.

Bestimmung der Grenzen der reellen und imaginiren Wurzeln einer Zah-
lengleichung héheren Grades.

In meiner letzten Mittheilung habe ich mich vorziiglich mit der Berechnung der ima-
giniren Wurzeln beschiftigt, wihrend Herr Professor Scunuiz (mein hochverehrter
Lehrer und Wohlthiter) eine Methode angab, den Ort derselben zu entdecken.

Durch mehr geometrische Betrachtungen gelang es mir zu Gesetzen zu kom-
men, die auch gehorig Aufschluss iiber die Grenzen der imaginiren Wurzeln geben.
Ich theile sie in Nachfolgendem mit, mit dem Wunsche, dass man sie der Aufmerk-
samkeit nicht unwerth halten mége.

Was ich zuerst hier gebe, ist nichts anderes als eine Verallgemeinerung einer
Methode von Dgescartes, der bekanntlich dem x in der zur Untersuchung vorliegen-

den Gleichung f0 0
X) =

ganz beliebige Werthe beilegte, die Resultate dieser Substitutionen bestimmte , erstere
als die Abscissen, letztere als die Ordinaten einer Curve betrachtete, deren Gleichung
y = f(x)
ist. So oft er alsdann fiir zwei, dem x beigelegte Werthe a und b verschieden bezeich-
nete Resultate erhielt, schloss er auf das Vorhandenseyn wenigstens Einer zwischen
a und b liegenden Wurzel.
Es sey jetzt .
(@ +V—-1.9()=0

die vorgelegte Gleichung, wo ¢ (u) und $(u) Polynome mit reellen Coeflicienten von
der Form

Auv+Aun14+ Aun?4...+A_utA
seyen. Ich lege nun dem u, nicht bloss wie DEscartes reelle Werthe allein bei,
20*
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condern auch imaginire, etwa wie 3 + yl"—1, und untersuche nun, welche
Werthe von y

2 = 9 B+yV—D) +vV=1.¢B+y/—1)
reell machen; seyen y,, y,, ys.-. diese Werthe, so betrachte ich 3 als die Abscissen
Yi> Yo Ys--- als die Ordinaten von Puncten im Raume, deren dritte Coordinate z ich
finde, wenn ich 34yl —I, 34y —1, 34yl —1... in g () + V'—1. $(u) statt u
substituire. Setze ich statt 3 nach und nach immer andere und andere Zahlen, suche
die dazu gehérigen y und z, so erhalte ich Puncte, die in einem Systeme von Cur-
ven liegen, deren Gleichungen aus

z=¢ (W) +V—1.(n)

hervorgehen, wenn man in dieselbe statt u, x + yV'—1 substituirt; und sie dann in
zwei bloss aus reellen Theilen bestehende zerlegt. Man erhilt sonach:

7= ( __)f i“ ) _f__ ml( )_ _|_ /(x)_ y_a m(x)_l_
= g(x) — 3¢ (x + 53780 —. . yd 239

Y00 — 25900 + - . + 4 00 — S+ e 0 — . =0

So oft ich nun fiir zwei, dem u beigelegte, ein und demselben Curvenzweige an-

gehirigen Werthe a4 B —1, o+ BV—I1 zwei entgegengesetzt bezeichnete z finde,
kann ich mit demselben Recht wie Descanres auf das Vorhandenseyn wenigstens Einer
Warzel schliessen, deren reeller Theil zwischen «, und «, liegt.
Ich will nun an einigen Beispielen den Werth dieser Methode priifen.
1) w4 9% —6ut5=0
Setze ich u =04 y/—1, so geht dadurch die Gleichung
z=u-+9%®—6u-+ 5
iiber in
2=y —9'—6yl’—1 +5
welche bloss fiir y =0 reel wird. Man hat somit fiir
X:O; y:O und z=>5
Alsdann setze ich statt u, 14 yV'—1. Diess geschieht am bequemsten dadurch,
dass ich eine neue Gleichung bilde, deren Wurzeln simmtlich um 1 kleiner sind, und
in dieser statt u, yl"—1 setze. Man hat somit:

1 0 9 —6 5

1 1 10 4 9*
1 2 12 16"

1 3 15*

1 4

als neue Gleichung
ut 4 4w 15w 4 16u 4 9 =0
und statt u, yV/—1 gesetat:
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y—4yV—1 — 155 + 165" —1 + 9 =0
welche reel wird fir — 4y’ 4 16y =0, also fir y,=0, y,=+42, y,=—2. Es
wird daher die vorgelegte Gleichung auch reel, fir
u=1, u=142"—1, u=1—-2"—1
Fir u=1 ist z=9; fiir u=1 4 2"—1 erhalte ich schnell das Resultat, wenn
ich in

w4 4ud 4 15u® 4 160 49
statt u, 2//—1 substituire. Diess fiihrt auf folgende Rechnung:

1/4 ’ 15 l 16 9
21/:1‘—4 + 81/?1[——16 + 22I/_——_1!—--44
440 (1 4821 o0 422—1|—35
Man erhilt also — 35, und eben diess erscheint auch, wenn man u =1— 21
setzt. Man hat also hierdurch drei Puncte, die folgende Coordinaten haben:

x=1 x=+41 x=-+1
z=9 7z = —35 z=—35

Nun setze ich stait u, 24 yl"—1, und diess wieder am bequemsten dadurch, dass
ich die Wurzeln der Gleichung
w4 4o 4 150 +16u+9 =0
um 1 vermindere, und in der so heraus erhaltenen statt u, yV—1 setze. Diess gibt:
1 4 15 16 9
1 5 20 36 45
1 6 26 62*
1 7 33
i 8¢
w4 8?4 33u* 4 62u - 45=0
und folglich
yt —8y%/'—1 — 33y 462y’ —1 4+ 45=10
welche fiir — 8y® 4 62y =0 reel wird. Hieraus ergibt sich:
=0 y= +il/31 Ys = — 3731
und wenn man also statt u substituirt :
2, 24 4v=31, 2— /=31

oder 2, 24V =1.218..., 2—1L'=1.278...

so erhilt man
45, —15068..., —15068...

Die Coordinaten dieser drei Punkte sind daher

x= 2 SX_ x= 4+ 2
y= 0 + "78 = — 278..
z=45 z=—15068 z = —150'68. ..
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Fihrt man so fort, so erhilt man:

= 3 ’x: +3 ix= + 3

X = 4 X = +4 X = -I- 4

y= 0 {y= + 4486 (y= — 4486...
z = 381 7z =—1327"... z —=—1327...
x= x= 45 x= -+ 5

y= 0 ({y= + 5403..(y= — 5403...
z =825 z=—2965"... z = —2965-

Unsere zuerst gemachte Substitution u =0+ yv"—1 gab fiir y bloss Einen Werth,
wihrend jede andere unserer Substitutionen drei Werthe nach sich zog , wovon immer
zwei und zwei gleich und entgegegesetzt waren. Wir wollen daher sehen, ob nicht
fiir ein bestimmtes x diese zwei Werthe ganz gleich werden. Setzen wir daher statt
u, x4 y»—1, so erhalten wir:

2 = (*49x*—6x+45) 4 yV —1 (4x*+18x—6) — y*(6x*+9) — y*xv'—1 4 y*
und diese Gleichung wird reel fiir
y (4x*4+18x—6) —y*x =0
4x*418x—6

X
ganze gleiche Werthe, wenn 4x*418x—6 =0 ist, d. h. fir x =0-325-... wofiir dann
z=4011... wird.

Wir haben somit fir u=0325... 4 yb—1 drei gleiche Werthe fiir y erhalten,
die simmtlich Null sind, und deren entsprechende z =4-011... ist.

d. h. entweder fir y=0 oder y*= , und dieses gibt nur dann fiir y zwei

Stellen wir nun die Coordinaten der drei Curvenzweige in einem Schema zusammen :

Schema fiir positive x.

| 1.Curvenzweig 2ter Curvenzweig | 3ter Curvenzweig
von x=0 bis x=0-325... haben beide Curvenzweige

x=0 y=0,z= 5 keinen Punkt.
x=0325...y=0, z= 4011/y=0 2=+ 4011[y= 0 z—+4 4011
x=1 y=0,z= 9 y=2 z=— 35 y=—2, z=— 35
x=2 ly=0, z= 45 y=218... z= — 150'68.. y=—278...2=— 150'68..
x=3 ly=0,2=149  |y=3-605...z2=— 501"... |y=—3605... z=— 501...
x=4 ly=0,2=381 |y=4'486...2=—1327 y=—4486...2=—1327
=5 ly=0,2=825  |y=5'403...2=—2965"... |y=—>5'403... z=—2965"...

so ersicht man hieraus, dass das z sein Zeichen éndert,
1.) zwischen den beiden Substitutionswerthen:

u=0325...40V—1, u=142"—1
und
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2.)) zwischen
1=0325...—0.V—1, u=1—=221
Es miissen daher zwischen diesen beiden Systemen von Substitutionswerthen Wur-
zeln enthalten seyn. Versucht man daher u =04+ yV—1 in z=u* 4 90*—6u45 zu
setzen, so hat man:
2= (0'4)* +9.(04)° — 6.04 + 5 + yb'—1 [4(0-4)* 4 18.0-4—6] — y*[6. (0-4)*} 9]

— vy —1.04 4 y*
welche fiir y +y
y(4.0064 +72—6)—y%.04=0
reel wird, d. h. fiir 1-456 = 0'4y*, weil die andere Wurzel y =0 nicht dem jetzt in

Untersuchung stehenden Curvenzweig angehirt. Aus letzterer Gleichung folgt:

1-456
y2=W:364’ y:i1'9078--.
Es ist somit statt u zu substituiren 04+1"—1.19078.. was z =—18903... gibt,

woraus man sieht, dass eine Wurzel liegt zwischen
u=0325...40.V—1 und u=04+4 1-9078...,/—1

weil das Resultat der ersten Substitution z = 4-011... und das Resultat der zweiten
z==—1893... ist. Man hat hierdurch zwei nihere Grenzwerthe, und kann auf diese
Art die Wurzeln in immer engere und engere Grenzen einschliessen, und wird diess
auch thun, so lange, bis man mit Vortheil die Horner'sche Methode beniitzen kann.

Ein Bild dieser betrachteten Curven gibt Figur 3. Die Curve (1) ist eine ebene,
und entspricht dem ersten Curvenzweige. Sie hat nahe die Gestalt einer Kettenlinie,
deren tiefster Punkt a, x=0325... z=4'0l1... zu seinen Coordinaten hat. Keiner
ihrer Punkte entspricht daher einer Wurzel der Gleichung.

Dann haben wir zwei Curvenzweige (die ich mit Professor Schuiz conjugirte
nenne), die sich im vorhin genannten Punkte a zu einer einzigen parabelihnlichen Curve
vereinigen. Von diesem Vereinigungspunkte aus, der der hdchste dieser Curve ist, und
sich iiber der Horizontalebene befindet, senken sich beide Curvenzweige rasch nach
abwiirts und schneiden in zwei Punkten die Horizontalebene. Die Abscissen und Ordi-
naten dieser Durchschnittspunkte sind nichts anders als die reellen und imaginiren Be-
standtheile zweier conjugirten Wurzeln der vorgelegten Gleichung.

Ich will jetzt, bevor ich noch die, negativen x entsprechenden, Curvenzweigen un-
serer Gleichung untersuche, dieselbe in zwei zerlegen, indem ich statt u, x4 yV—1
setze, diess gibt:

7z =x"49x*— 6x 45—y (6x*+ 9+ y*
y(Ux+4+18x—6—4xyH =0

Die letzte Gleichung wird Null, entweder fiir y=0, oder fiir 2x*49x—3—2xy*=0.
Ist y=0, so ist z=x"}+9x—6x+5, ihnen entspricht die Curve (1), deren horizontale
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Projection die Abscissenaxe ist. KEs ist dieselbe, die DEscarres betrachtete, und die
ich von nun an Hauptcurve nennen will.

Ist aber 2x°49x—3—2xy*=0, so ist z=x'}9x*—6x+5— y*(6x*49) + y». Fiir
positive x ist die horizontale Projection parabelihnlich, fiir negative x wollen wir sie
jetzt construiren.

Es ist aus: 2x°49x—3 — 2xy? =0;

9 3
y=x+3 %
Fiir kleine negative x wird y sehr gross, also auch z, so ist fiir
x=—0001, y= 38787 z = 2249984-...
so dass die Axe der y und die Axe der z Asymptoten sind, fiir die horizontale und fiir
die verticale Projection der Curve.
Fir x=—1ist y=*2645... z2=— 35
x=—2, y=i3'041... 2z = —150-...
u. 8. f. Es liegen daher die zwei andern conjugirten imaginéiren Wurzeln so, dass ihre
reellen Bestandtheile zwischen — 0001 und — 1 sich befinden, weil:

fiir u = — 0001 * 38787..1"—1 z positiv, und
firu=—1 + 2645..v—1, z negativ erscheint.

Die Figur 4 zeigt beiliufig den Lauf der beiden Curven. Sie vereinigen sich nir-
gends, sondern trennen sich immer weiter und weiter von einander, erstrecken sich
rasch von oben nach abwirts, durchschneiden die Horizontalebene, und deuten somit
auf imaginire Wurzeln hin. Tlhre horizontalen Projectionen sehen wie die Aeste einer
Hyperbel aus.

Bevor ich ein zweites Beispiel durchfihre, will ich bei Gleichungen mit lauter
reellen Coefficienten zeigen, welcher Zusammenhang statt findet zwischen den hichsten
und tiefsten Punkten der Hauptcurve und denen den conjugirten Curven. Es sey daher in

z = f(u)
statt u, x |+ yl'"—1 gesetzt, diess macht

2
z = f(x) + yV—1f(x) —%f”(x) — 2% V=i (x) +. .
oder in ihre zwei zerlegt:

z = f(x)—¥f”(x)—l—...

y(ff(x)—g%fm X +) -0

Wird /(x) =0, so hat die letzte Gleichung y* zum Factor, und dieser weiset
auf drei Wurzeln y =0 hin, wo eine der Hauptcurve angehirt, die zwei andern aber
auf die Vereinigung zweier conjugirten Curvenzweige deuten.

Alle hochsten und tiefsten Pankte der Hauptcurve sind also Purkte,
von denen zwei conjugirte Curvenzweige auslaufen.
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Ist fiir gewisse Werthe von x, f'(x) =0 und f*(x) =0, so hat die zweite Gleichung
der Curven den Factor y*, man kann daher auf fiinf sich allda vereinigende Punkte
schliessen, u. s. f.

2. Beispiel. z = u*— 9u® — 9u 4 1000

Sucht man aus x*—9x*—9x 4 1000 =0 die Maxima- und Minimawerthe, so sind
diess Vereinigungspunkte dreier Curvenzweige. Man hat hiefiir

4x? —27x* —-9=0
und diese Gleichung besitzt die einzige reelle Wurzel
x = 67986781 ...
Setzt man nun u=x+4 y’—1, so erhilt man:
7 = x* — 9x* — Ox 4 1000 — y*(6x*—27x) + y*
y4x}—27x* — 9 — y*(4x—9)] =0
und diese zerfallen in die zwei Systeme von Gleichungen:
2 = x* — 9%’ — 9x + 1000
m 325 +
) g z = x* — 9x* — 9x 4 1000 —y* (6x*—27x) +} y*
¥ (4x—9) = 4x*—27x*—9

Um die Curve des Systems (1) zu construiren, gebe ich dem x der Reihe nach

die Werthe 0,1, 2, 3,..; —1, —2, —3,... und erhalte so

fir x=0, z = 1000
x=1, 2= 983 fir 3=—1, z=1019
X:2, z— 926 x:—2, z = 1106
x=3, z= 811 x=—3, z=1351
X:4, z=— 644
xX=35 z—= 455

x=6, 7z —= 298
x=6798... z = 247 ..
x=7 z= 261
x=8, 2—= 416

und fiir die Curven des Systems (2)
x=0, y=*1, z= 1001

x=1, y=*2529.. z= 1138
x=2, y=2x9219.. 2 =10701
x=225, y=*oc, 1z= o
Fiir Werthe von x zwischen 2:25 und 6798... wird y imaginir, fiir grossere

Werthe von x erhalten wir zwei neue Curvenzweige, die folgende Coordinaten haben :

x=6798... y= 0, z= -+ 247-...
x=17 y==x 14509.. z= + 129-...
x=38 y=2x36771.. z—=—1672...

21

Naturwissenschaflliche Abhandlungen, III, 2. Abth.
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Da fiir e
u="7+1"—1.14509... z positiv, und fiir

u=38+1 —1.36771... 1z negativ wird, so liegen zwei conju-
girte imaginire Wurzeln zwischen diesen beiden Systemen von Substitutionswerthen.
Nun untersuche ich noch die Curvenzweige des Systems (2), die negative x haben,
fir x=—1, y=‘_“_l‘7541... 7 = 926-. ..
x=—2, y=*209605... z= 499...
=—3, y=*41403... z=—669...

Hieraus sehen wir, dass fiir
u=—2+1"—1.29605.. =z positiv, und fiir

u=—3 *V—1.41403.. z negativ ist, es miissen daher zwei conju-
girte imagindre Wurzeln zwischen ihnen liegen. Will man die Wurzeln zwischen en-
gere Grenzen einschliessen, so versuche man x = —2:5 zu setzen, suche das dazuge-
hérige y und z, und sehe, ob letztes positiv oder negativ ist. Im ersten Falle ist
dann der reelle Theil zwischen — 25 und — 3, im zweiten zwischen — 2 und — 25

u. s. f.
Ein interessantes Beispiel ist folgendes:

3) z=u*—4v+4 140*—20u 4 12
welche fiir u = x 4 yV’—1 iibergeht in:'
7= Xt~ 4x° |} 14x* — 20x + 12 — y? (6 + 12x + 14) 4 y*
y 4 —12x* 4 28x — 20— y* (4x—4)] =0

und wenn man noch x—1 in der zweiten Gleichung als Factor heraushebt, und durch
4 dividirt:
z = x*—4x* 4 14x* — 20x 4 12 — y* (6x*  12x 4 14) + y*

y —1) x*—2x45—y) =0

Die letzte Gleichung wird Null fir y=0 oder x —1=0 oder y*= x*—2x+} 5,
und es zerfallen daher die zwei letzten Gleichungen in folgende Systeme von Glei-

chungen :
(1 (7= X4 140—20x+12
— 2 2 i
@ Iy

(3) 3 2 = x'—4x34-14x*—20x+ 12—y? (62— 12x+-14) + y*
¥y =x*—2x}5
Wir wollen nun zuerst das System der Gleichungen (1) untersuchen:

fir x=0 ist z= 12 fir x=—1, z= 51

x=1 z = 3 ein tiefster Punkt x=—2, z=156
x=2 z= 12 x=—3, z=2387
x=3 y — 51

x=4 z=156
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In Figur 5 zeigt (1) diese Curve, ihr niedrigster Punkt ist noch oberhalb der
horizontalen Ebene, keiner ihrer Punkte entspricht daher einer Wurzel.

Das System der Gleichungen (2) entspricht einer Curve, deren simmtliche Punkte
in einer Ebene liegen, die senkrecht auf der Ebene der ersten Curve ist. x =1 ist
die Abscisse jeder ihrer Punkte, und wir haben

fir y= 0, 2= 3 einen hichsten Punkt
y=x1, z=— 4
y=%*2, z--— 13, dassind die Coordinaten, welche zweien
y=2123 7= 12 tiefsten Punkten zukommen.
y=*4, %= 131

Wir sehen hieraus, dass zwischen 1 und 1+ 1"—1 zwei, und auch zwischen
1+2/—1 und 1+ 3V/—1 zwei conjugirte Wurzeln liegen. Diese zwei Curvenzweige,
die mit (2) bezeichnet sind, vereinigen sich in ihrem héchsten Punkt a, von diesem
senken sie sich nach abwirts, und bilden in den Punkten x =1, y= +2 Minima.

Merkwiirdiger Weise sind diess genau dieselben Punkte, die wir erhalten wiir-
den, wenn wir die Maxima und Minima von u*—4w’414u*—20u } 12 =0 suchten,
denn die Gleichung 4u*—120*4-28u—20 = O hat die drei Wurzeln

u=1 u=142/—1, u=1—2V—1
die, wenn man wieder die reelle Grosse als Abscisse, die imaginire als Ordinate be-
trachtet, zu den oben bemerkten drei Punkten fiihren.

Construiren wir endlich noch das letzte System von Gleichungen

z = x*—4x* 4 14x*—20x |- 12 — y* (6x>—12x+ 14y

y = x*—2x+495
Die horizontale Projection ist eine Hyperbel. KEs ist
fir x=0, y=+2236..2=— 33 fir x=—1, y=+2-828..2=— 141
x=1, y=+2 z=— 13 ein hochster Punkt x=—2, y=+3:605..2=— 481
x=2, y=+2236..2=-~ 33 x==—3, y=14472..2—=—1293

x=3, y=+2:828..z=—141
x=4, y=13605.. z=—481

Auch diese Curve ist in Figar 5 construirt und mit (3) bezeichnet.
Betrachten wir endlich noch die Gleichungen von der Form

7z = u+1
so 1st, fir n =2
N e
z=x'+1 and 2 1—y
y=0 x=0

fir n =3 .
—— o3 — 3 — 1=
z=x41 z=1—8x und z=1—8x

y=0 y=x3 y=—xV3
21 *



156 S. SeiTzER.

fir n=4
p=x 4l a=y z=1-4x n = —dy
_ und
y=0 x=20 y=x y=—x
u. s f. Sie entsprechen lauter ebenen Curven, und zwar n an der Zahl, geben con-
struirt die verschiedenen Wurzeln der negativen Einheit, und zeigen deutlich ihren
Zusammenhang mit der Kreistheilung. Eben dasselbe gilt auch fiir die Gleichungen

z=u"—1.

2,

Betrachtungen iiber die imaginiren Maximum - und Minimumwerthe einer
Function.

So wie man bisher die Maxima und Minima einer Function suchte, sah man ganz
ab von den imaginiren Werthen, die die abgeleitete Function auf Null brachten.
Diess ist auch natiirlich, denn fiir die Hauptcurve haben sie keinen Sinn, die conju-
girten Curven betrachtet man nicht.

Ich will nun die Bedingungen aufsuchen, unter welchen ein imaginirer Werth
von u eine reelle Function z = f(u) zu einem Grossten oder Kleinsten macht , das
heisst mit andern Worten: ich will die h6chsten und tiefsten Punkte der
conjugirten Curvenzweige finden.

Denken wir uns die Aufgabe bereits geldst, und x+ yl”—1 gebe die horizontale
Projection eines solchen Punktes an, z seine Hohe; oder was dasselbe ist, x sey
die Abscisse, y die Ordinate und z die dritte Coordinate dieses Punktes. Fiir den
niichsten Punkt dieser Curve sey das x in x4 £, das y in y4-n, das z in z' iiberge-
gangen, es bedeuten also £ und n édusserst kleine Zuwiichse, und daher ist

' = f[(x+yV'—1) + (4" —1)]

und wenn man entwickelt:
— - N 1 . _
o ={(x+yV —1) + G —1 ' (x4yb —1) + 5l —1) f“(x4-yb"—1)
1 - .
+ 23 b —12 4 (x4-yV ' —1) + ...

oder

2~z = (E4n bV —DF (x+y V' =1) % EHnV —122 1 (x+yvV—1)
1 _ I
+ 53 G =T (xpy=I) + .

Hatte nun f'(x4yl"—1) irgend einen Werth, positiv oder negativ, reel oder ima-
gindr, so wiirde, wenn man nach der entgegengesetzten Richtung der Curve ginge,
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sehr nabe das Entgegengesetste *) fiir z' — 2 herauskommen, allein ist diess der Fall,
so kann offenbar weder ein Maximum noch ein Minimum stattfinden, also muss, falls
ein Maximum oder Minimum existirt

ff(x4+yv—1) =0

seyn. Ist aber diess Null, so wird
1 — — 1 — —
= 5 GV =12 by V=) + g3 (b =1 ooy V) -+

und nun betrachten wir das Glied ;—(E—I—n V—1)[“ (x+yV—1), weil diess durch seine
Grosse das Zeichen von z/—z bestimmt.
Drei Fille sind hier zu unterscheiden :
1) Falls fiir den unmittelbar niichsten Punkt £==0 wire, was jederzeit dann statt-
findet, wenn der Kriimmungshalbmesser fiir die horizontale Projection des Punk-
tes parallel zur Achse der x ist, hierdurch wird

z'—z= — %nzf“(x-ky V—1)— 21—3 V=1 # x4y -1 +...

Ist nun f (x4+yl”"—1) reel und positiv, so wird z‘—z negativ bleiben, wenn
man auch nach der entgegengesetzten Richtung der Curve geht, und man hat in
diesem Falle ein Maximum, ist aber f“(x+yl”—1) reel und negativ, so hat
man ein Minimum.

2) Falls fiir den unmittelbar niichsten Punkt n =0 ist, was stattfindet, wenn der
Kriimmungshalbmesser fiir die horizontale Projection des Punktes parallel zur
Axe der y ist. Hier wird alsdann:

1 . 1 R
2—2 = 5 &' (x+yV'—1) + ﬁ-faf’”Cx-l-yl/—i) +...
Ist nun {“(x+yl”—1) reel und positiv, so wird, weil z <<z’ ein Minimum,
und wenn {” (x+yV’—1) reel und negativ, ein Maximum stattfinden.
1 N
3) Falls fiir den unmittelbar niichsten Punkt 5 (£ 42V —1)* (x+yV—1) reel

wird, so wird, wenn es positiv ist, z ein Minimum, und wenn es negativ ist,
ein Maximum seyn.
Hat man also die Maximum- und Minimumwerthe einer Function
z = f(u)
zu bestimmen, so verfahre man auf folgende Art. Man bilde sich die Gleichung
ff(w) =0
und suche ihre Wurzeln, — seyen die reellen

8, A, 3, By,

*) Um die geomelrische Bedeutong der lmagindren vollkommen klar zu haben, verweise ich auf einen

kleinen Aufsalz, den ich vor einem Jahre in den »Berichlen iiber die Mittheilungen von Freunden

der Naturwissenschaften (Band IV, 8§ 96.)« gab.
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uml di¢ imaginiren
otV =T, w1, actBV—1, atpb—1,....

man bilde sich dann f“(u), substituire in demselben zuerst die reellen Werthe
a,, 8, 8y, 8,,-+-, und sehe ob f(u) positiv oder negativ wird. Im ersten Falle kann man
auf Minimum-, im zweiten auf Maximumwerthe schliessen. Hernach substituire man
auch die imaginiren Werthe und sehe, ob [/ (u) reel oder imaginir werde. Wird es
reel, so kann es positiv oder negativ seyn, und in beiden Fillen findet zugleich ein
Maximum oder Minimum der Curve z =f(u) und der Abscisse oder OQrdinate ihrer
Projection statt. Wird { (w) aber imaginir, so suche man £ und » fiir den nichsten
Punkt, und versuche ob (§4+nb"—1)*f“(u) hiefiir reel wird, weil auch alsdann, wenn
es positiv ist, ein Minimum, und wenn es negativ ist, ein Maximum vorhanden ist.
(Ich vermuthe sogar, dass alle diese Sitze auch dann noch stattfinden, wenn
f“(x+yl/—1) imaginir ist, wenn nur der reelle Theil der pridominirende ist.)

Es ist sehr leicht die Untersuchungen hieriiber fortzusetzen, und auf Maxima und
Minima mit mehreren Verdnderlichen auszudehnen, da der Weg, den man hierzu ein-
schlagen muss, ganz derselbe ist. Als Beispiel nehme ich die schon friiher betrachtete
Gleichung

z = u* — 4ud 4 14v*—20u 4 12 = f(u)

Es ist hier {'(u) =4u’—12u*+4 280—20 =0, und hieraus folgt:

u=1, u=142V—1, u=1—-21—1

Substituirt man diese Werthe in z, so erhilt man 3, — 13, — 13 und in
' (u) = 120*—24u 28
so erhilt man die Resultate 16, — 32, — 32
Es entspricht daher x =1, y=0, z=3 einem tiefsten Punkt der Curve (1), de-

ren Gleichungen
z = x'— x4 14x* — 20x - 12

y=0
sind, und einem hichsten Punkt der Curve (2), deren Gleichungen folgende sind:
7z = 3—8y'}y
x=1
Ferner entsprechen die zwei Punkte
x=+4 1 ’ x=+ 1
z—=—13 ' z=—13
zweien tiefsten Punkten derselben Curve (2), deren Gleichungen
z=3—8y*}y
x=1

sind, und zweien hichsten Punkten der Curven (3), die die Gleichungen
z = x*—4x*414x*—20x - 12—y* (6x*— 1 2x+ 1) 4 y*
y=x*—2x+4+5



UEeBER HOHERE ZAHLENGLEICHUNGEN. 159

haben. Alle diese hier aufgeschriehenen Gleichungen gingen bekanntlich aus z =f(u)
hervor. Man kann unmiglich das Ineinandergreifen der Curven in ihren héchsten
und tiefsten-Punkten iibersehen, aber dass diess so stattfinden miisse, bewies auf eine

dusserst interessante Weise Herr Professor Scuunz, der auch die Giite hatte, dasselbe
im Vorworte hierzu mitzutheilen.

3.

Avufsuchung der reellen und imaginiren Wurzeln héherer numerischer
Gleichungen mit mehreren Unbekannten.

Ein einziges Beispiel geniigt, die ganze Methode gehérig zu beleuchten. Es
seyen also gegeben die zwei Gleichungen

) x* 4 4xy —2y*— 10 =0
§x3—|- 3x%y + 3xy*—98 =0
Ich setze, um zuerst die Grenzwerthe zu entdecken, z = x4 3x*y 4 3xy*— 98,

gebe dem x in der andern Gleichung x*4+4xy—2y*—10 = O der Reihe nach die Werthe
0,1, 2,3,... —1, —2, —3,... suche aus ibr beiliufig die zugehirigen reellen
Werthe von y, substituire beide in z, construire die Curve, und schliesse wie friiher
auf die Existenz von Wurzeln, wenn z fiir zwei verschiedene aber demselben Curven-
zweig angehdrige Substitutionen entgegengesetst bezeichnet erscheint.

Aus x* 4 4xy —2y*—10 =0 folgt:

35— 10
y = xilﬁ3x2 10

Diess wird reel fiir 3x* = 10; 3x*= 10 gibt x = + 182574 ..., es ist daher fol-
gendes unser

Substitutionsschema.

1. Curvenzweig 2ter Curvenzweig
far x—1825... | y= 1825... 2—— 55 | y—=1825 z=— 55
x=2 y= 1 z=— 12 y=3 = 0
x=3 y= 0084 1=— 68 | y=5915 = 403
x=4 y=—0358 z=— 4Y | y=8358 z= 1205
x=5 y=—0700 z=— 18 ‘.y und z werden fiir noch
x=6 y=—1 2= _ 28 |grissere x immer grosser
x=7 y=—1276 z= 92 i und grosser.
x=8 y=—1539 z= 175

x=2, y=3 macht z =0, “also ist diess ein System von Warzelwerthen. Zwischen

x=>5 und x =6 dndert z sein Zeichen, also muss zwischen beiden ein Wurzelwerth
liegen, ich versuche daher



160 S. SPiTZER.

x =055, diess gibt y=—0854 und z = 2-90
daher liegt x zwischen 5 und 55, versuche ich endlich noch
x =54, so erhalte ich y=— 0824, »=—1-617

Es sind daher bis in die erste Decimalstelle richtig x =54, y=—048. Um nun
die niichstfolgenden Decimalen zu erhalten, verfolge ich wieder denselben Weg, den
ich bei der Aufsuchung der imaginiren Wurzeln hoherer Gleichungen verfolgte. Ich
bilde nidmlich eine neue Gleichung, deren eine Unbekannte um 54, und deren andere
um —O0'8 kleiner ist, als die Unbekannten der vorgelegten Gleichung, und zwar auf
folgende Art: Ich ordne die beiden gegebenen Gleichungen etwa nach x, betrachte einst-
weilen bloss dieses x als unbekannt, und vermindere dasselbe nach der bekannten Weise
der Horner’schen Substitution um 5'4; und erhalte so:

1 4y — 2y2—10 ‘1 3y 3y? —98
4y+ 54  21-6y+29-16 3y+ 54 162y+29-16 16:2y%-+ 87-48y +157-464
hy4+108* — 2y1+21-6y+19-16*\ 3y4-108 3y"+162y+2916 16-2y°+87-48y+ 59-464*
3y+162* 16:2y+58-32
3y*+432-4y4 87-48*

die zwei Gleichungen
@ 2 x*4-x(4y+410-8)—2y*421-6y419:16 = 0
©4x(3y+16-2)4 x(3y*+ 32-4y+87-48) 4 16-2y°} 87-48y 459464 = 0

Wiirden die Gleichungen (1) durch x =4, y=p identificirt werden, so miissten
nothwendig die Gleichungen (2) identisch werden durch die Substitution x =a— 54,
y=8. Und nun vermindere ich das y in beiden Gleichungen um — 08, und zwar da-
durch, dass ich es bei jedem Gliede 4y 108, —2y*4 216y +19:16, 3y + 162,
3y*+32:4y1-8748, 16-2y*487-48y+ 59464, thue; dadurch erhalte ich:

1|4 108 |—2 216 19-16 113 162 |3 324 8748 |162 8748 59-464
4 T6*—-2 232 060* 3 138*|3 300 6348*|16:2 7452 —0-152*
—2 248" 3 276 162 61-56*

Die zwei Gleichungen
3 3 x*4-x(4y+7°6)—2y*424:8y-+0:60 = 0
x*4x*(3y-+13-8)+x(3y*+27-6y+63-48)4-16-2y*4-61-56y—0-152 = 0
haben also Wurzeln, deren eine Unbekannte x um 54, und deren andere Unbekannte
y um —O8 kleiner sind als die Wurzeln der vorgelegten Gleichungen (1).
Da also in (3) x sowohl als y kleiner als 0-1 sind, so kann ich fiir einen Augen-
blick die 2ten und hdheren Potenzen der Unbekannten vernachlissigen, diess gibt:
7 6x+24 8y = — 0 60
63-48x 4 61:56y =  0°152
und da solche Gleichungen uns wiederholt aufzulésen vorkommen, so wollen wir allge-
meine Formeln fiir solche Gleichungen aufstellen. Man hat nimlich, wenn
ax + by = ¢

. ax 4 by = ¢
1st,
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~ be' —ble __ a‘c—ac’
X = a'b—ab’ Y = alb—ab’

Suchen wir also die Producte, die im Nenner vorkommen bis aul Einheiten, und

die im Zihler vorkommen bis auf die erste Decimale, so ist:

6348 6156 248 6156 6348 0152
248 76 0452 — 06 — 06 76
1270 431 25 bie=—369 a‘c<=—380 1-1
254 87 12 1
50 ab’—= 468 be! =37 ac’=1%
ab=1574 ‘
be!—b'e = 406 40:6:1106 = 0-03
a'’c—ac’ =— 392 392:1106 = 003
a‘b—ab' = 1106

Wir vermindern daher bei beiden Gleichungen auf dieselbe Weise, das x um 0-03
und das y um —0'03, machen beide,-Operationen unmittelbar nach einander, und Zeigen
die Verrichtung der ersten durch ein, die der zweiten durch zwei Sternchen an, und
haben alsdann : \

s 76. |—2 2u8. 060.. |13 188. 3 276. 6348. [162. 6156.. —0152...
0-03 0:12 02289 003 | 000 04159 | 009 08307 1916847

& 763 |—2 2492 08289* | (3 1383 3 2769 638949 (1629 623907 1764847*
003 |—2 2498 00795* | 003 l 9 4158 (1629 619020 —0-092213**
B T66* |—2 2504** 3 1386 (3 2778 643107* (1629 61-4133%*
4 754 %] - 003 ‘3 2769 63-4800**
3 1389% 3 27-60**
3 13:80**,

Die zwei Gleichungen
@ 3 x*4x(4y~+7:54) — 2y*425:04y+00795 = 0
x3+x2(3y+»13'8)—|—x(3yz+27'6y—|—63'48)—I—16'/29_)’2—[—'61'4_133y.—0'092213 =0
haben Wourzeln, deren eine Unbekannte x um 543, und deren andere Unbekannte y

um — 083 kleiner sind, als die Wurzeln der vorgelegten Gleichung (1).
Da jetzt x sowohl als y kleiner als 0:01 sind, so kann man wieder einstweilen die

zweiten und héheren' Potenzen vernachlissigen, und erhilt als Ne‘iherungsgleichungen
754x + 2504y = — 00795
6348x + 61-4133y 0092213
Rechnen wir jetzt die Producte, die im Nenner des Resultates erscheinen, bis auf
Einheiten, und die im Zihler erscheinen bis auf die zweite Decimale, so hat man:

63-48 614133 2504 61413 6348 0-0922
2564 754 00922 —00795 — 00795 754
1270 430 225 430 am 064
317 31 5 55 57 5
2 2 be'=2-30 3 L 3  ac'=069
ab=1589  ab’=463 be=—488  ac=—504
22

Naturwissenschaftliche Abhandlungen, MI. 2. Abth,
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be!—bic. = 718 7-18:1126 = 0006
a'‘c—ac' =— 573 573:1126 = 0005
a‘h—ab' = 1126

Wir miissen also jetst wieder vermindern, das x um 0-006, das y um — 0-005, und
wenn ‘man in der Rechuung mit den Decimalen nicht weiter gehen will, als bis zur

sechstén, so hat man folgendes :

1k 754, |—2 2504. 0-0795.. (1|3 13-80. |3 2760 634800.. [1629. 61-5133.. —0-092213
0-006 28 45276 0-006 18 82836 18 165708  0-381377

% 7566 |—2 25068 0-124776* | |3 13806 |3 27618 63562836 |16:308 61579008  0-289164*
1 0006 |—2 25074 —0-000594*% | 0006 18 82872 116-308 61497468 —0-018323**
B 7552 |—2 25 084** 13 13812 13 27636 63-645708* |16:308 61-415928**
14 7532%4 4 0:006 |3 27-621 63-507603**

3 13-818% 3- 27:606**

3 13803*%*

Die awei angenihertén Werthe sind jetst x = 5436, y =— 0835, und die zwei
angeniherten Gleichungen:
7532x + 25084y = 0000594
63-507603x - 61415928y = 0-018323

635076 615159 25084 614159 635076 0018323
25084 7532 0-0£8323 0000594 0:000594 7532
11270 430 0251 0031 0032 0128

318 31 200 5 5 9

5 2 , 8  be=0036 a’c=0037  ac'=0137

a‘h=159 ab'=463 be'=0459
be'—be = 4 0423 0°423: 1130 = 0:0003
a'c—ac! ="' — 0100 0100: 1130 = 000008
ab—abl = 1130

Vermindern wir daher-jetzt bloss das x um 0~'0003{ so haben wir:

1)a 7532, |—2 25:085. —0000594 |1[3 13-803. :3°27-606 63507603 [16:308. 61415928 —0-018323

0:0003 00012 2260 00003 | 00009 4141 | 00009 9282 0019053
& 75323 |—2 256:0852 0-001666%| |3 138033 |3 27-6069 63 511744 |16:3089 614246210 0000730 *
0:0003 Il 00003 | 00009 @ 4141 |
k 75326* 3 138036 |3 276078 63515885"
0-0003
l ~ 13 13 8039%|

Jetzt sind die zwei angeniherten Werthe: x = 54363, y =—0-8350 und die zwei
Niherungsgleichungen :
75326x + 250852y = — 0-001666
63'515885x { 61424210y = — 0000730

aus denen man findet:
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63515 6t-4241 250852 614241 63515 7°5326
250852 75326 —0-000730 — 0001666 —0°001666 —0000730
1270 430 -0-0175 00614 00635 00053
318" 31 8 368 381 2
5 2 be'=—00183 37 38 ac’” —00035
a'’b=1593 ab'=463 4 4
ble=—0-1023 a‘c=—01058
be!'—ble = 00840 0-0840:1130 = 0:00007
a‘c—ac’ = — 01003 0'1003:1130 = 000008
a’b—ab’ =1130

Vermindern wir also x um 0-00007 und y um — 0:00008, so haben wir:

114 75326 . |—2 25:0852. 0001666 [1/3 13:8039. |3 276078. 63-515885 [16:3089. 61424210 0-000730

000007 000028 527 0-00007 0:00021 966 | 0-00021 1932 4446
4 753267 |—2 2508548 0002193* | (3 13-80397 |[3 27-6080t 6351685%¢ (16-30911 61426142 0-005176*

000007 | —2 2508565 0000187** 0-00007 000021 966 [16-:3091+ 61424838 0-000262**
& 7T-53274% |—2 25:08580** 13 13-80404 |3 27°60822 63-517817* |16-30511 61-423534%*
& 7:53242%* _ 000007 1|3 27-60798 63515609**

is 3 13:80411% [3 27-60774**
3 13.80387**|

Die zwei angeniherten Werthe sind jelzt: x = 543637, y = — 0-83508, und die
zwei Correctionsgleichungen, aus denen.man die letsten Ziffer zu bestimmen hat:

7-53242x } 2508580y = — 0-000187
63:515609x }- 61423534y = — 0-000262
2508580 614235 635156 753242
—0000262 —0-000187 —0-000187 —0000262
000502 000614 000635 000151
150 491 508 45
v 5 43 4% 1
be'=—0-00657 b/c=—0'01148 a'c=—001187 ac'=—0:00197
0-000491 1136 = 0-000000434
a’b—ab’ =1130 39
be!'—b'e = 0:000491 5
a‘c—ac’ =— 000990 000990 1130 = 0-00000876
86
7

daher ist .
x = 543637043 , y= — 0-83508876

weil die Gleichungen, die herauskommen, wenn man die x der vorgelegten Gleichung
um 543637043, und die y um — 0-83508876 vermindert, die zwei Wurzeln x =0,
y =0 haben.
2. Beispiel.
=22 dxy—y* =0
X yx —y =0
Hier suche ich wieder aus der zweiten Gleichung y, und setze die erste gleich z, diess gibt
2°*
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2 = x3— 2x2—|_-4xy——y3

y= o=
' V1—x

fir x=0 ist y =0 und z =0, also ist x =0, y = O ein System von Wurzelwerthen.

x=1ist y=*coud z=7F
x=>>1 ist y imagindr.

Suchen wir nun, was fiir die Werthe von.x zwischen O und 1 fiir Resultate kommen:

1ster Curvenzweig 2ter Curvenzweig
x=0"1 y30105 Z=_ 0:022 y=—0'105 z=— 0060
x=02 y=0223 2= 0095 =—0223 z=— 0240
x=03 y=0358 z= 0231 y=—0358 z=— 0537
x=04" ) y=0516 z= 0432 =—0516 z=— 0944
x=05 | y=0707 2= 0686 y=—0707 z2=— 1436
x=0-6 y=0948 z= 0'918" y=—0'948 z=— 1926
x=07 | y=12718 2= 0834 | y=—1278 z=— 2128

T x=08 y=1788 z=— 0-768 y=—1788 z=— 0768

x=09 | y=2846 z=—13680 | y——=2846 2= 11007

Von einem Waurzelsystem liegt- x zwischen 07 und 08, und y zwischen 1-2 und 17

von einem andern- System x ’ 08 , 09 y — 17
Um nun das erste zu berechnen, versuchen wir
x=075, dafiir ist y=1'5 und z =042
Nehimen wir daher
x =078, dafiir ist y=1:6629, z =—015
es liegt daher x zwischen 0-75 und 078 und y zwischen 15 und 1-66.
Versuchen wir endlich

x =077, dafiir ist y = 16055 und z = 00768.
Es ist daher

x=077..., y=16...

—28

Vermindern wir also bei beiden Gléichungen zuerst das y um 1, so hat man, wenn

man beide Gleichungen wie folgt aufschreibt:

1) x‘—2x2+4x (y—l—O)—y“-I—Oyz—I—Oy-I—U =03 x*+x(y*+-0y40)—y* =0

1] -2 4y 0 | —y* 0y Oy 0 j1|y* Oy 0 |—y* Oy O
14y 4| —1 —1 —1 —1* 1 1 1% —1 —1 —1*

—1 —2 _3* 1 2* —1 —2*
| -1 —3*

alsdann folgende zwei neue Gleichungen :

2) x*—2x*}x (4y—|—4) —y*—3y*—3y—1=0; x2—|—x(y2+2y+1)—y2—2y—1 =0

Wiirden die Warzeln der ersten Gleichungen x =2, y=p seyn, so wiirden die

Wourzeln unserer neu gebildeten Gleichung 2) seyn: x=a, y=p—~1.



1|01

017

024
0-31%
0°318
0316
0-319%
0-9195
03200
0-3205%
032087
032064
0:32071%
0-320712
0320714
0°820716%
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Jetzt vermindern wir das x um 07, das y um 06, diess fiihrt auf:

11—2 44.. |—1 —3 —3 —1... i1 2 1 —-1 =2 —1 ..
—13 4 3'09 -1 -3 —02. 1-163* 12 17 |—03 —06. O019*
—06 |4 267 |[—1 —36 —2:36 —0-253**| |1 2 24* |—03 —0'78 —0-278**

0:1%4 507*—1 —42 —4-88%* 1 26 3:96*%—0'3 —0-96**
—1 —4:8%* 1 3:2%%
die zwei Gleichungen :
3) X+01x4x(4y+507)—y* —4:8y*—4-88y—0:253 = 0;
x*+x(y*+32y+43'96) — 0-3y> — 0-96y — 0:278 =0
welche das x um 07 und das y um 16 kleiner haben, als die Gleichungen (1).
Um nun zu finden, um was man zweckmﬁssig diese Gleichungen vermindern soll,
bilden wir uns die Niherungsgleichungen
507x — 488y = 0-253
396x — 006y = 0-278
und suchen aus ihnen das y. Da wir den Correctionswerth von x; der 0°07 ist, schon
kennen, so haben wir:

396 507 396 507
— 488 —0-96 0-253 0278 e _aci=— 0407
1584 456 0-792 1012 i ah— 1446
317 ) 30 198 355 0-407 : 14°46 = 002
31 ab'=—486 12 40
a’h=—19-32 a‘ce=1-002 ac'=1-409

Wir miissen also vermindern, das x der Gleichungen 3) um 0:07 und das y dersel-
ben um 0-02. Verrichten wir ferner alle Hilfsrechnungen auf der Seite, damit der
Gang der Hauptrechnung ungestort vor sich gehen kinne, so haben wir:

x = 0773572 y = 1625681
4 507.. —1 —4'8 —4-88 —0°258... 1)1 82 8-96 —08 —0:96. —0-278.
4 50819 —1 —48. —460.. 0-102733% 182 4:03 —023 —0-736. 0°0041*
4 50987% |—1 —a-82 —14 6964 0:008805%* 182 - 4+10% |—0-28 —0°7406 —0-010712%#*
4 54787%% |1 —4-84 —4°7932%%  0:024843917* | [1 8.22 4-1644%* |_0-23 —0-7452%%  (0-0017902%
4 5179639 [—1 —4-86%* —4-7812 ., 0°000316292%4 11 3-24%%  4-1674 —0927 .—073548. —0-001892875**
4 5-180587% |—1 —4-86, —4°805525  0°002916666* | (1 3-24 4:1704% | —0'227  —0°736616  0-000200688%
4 5-200587**| _4 —4-865. —4-829875%%  0-000018186*%| ({ 324 4-186625%%|__0-227  —0°737750%%—0-000241946%%
4 5200747 |—1 —4'870 —4-827875  0-000382418* || |1 3-245 4187125 |—0-2265 —0-737587  0-000051329%
4 59200907* | —1 —4-875%k 4830800 —O0-000004288%*%| (1 8-250%% 4-187625* |—0-2265 —0-787723 —0°000007662%K
4 5°208307%* —1 —4-875 —4-833726%%  0-000006119* (| |1 8-250 4°189575%%| _( 2265 —0-737859%% (0-000000698%
4 5-203329 |—1 —4'8756 —4'833446  0-000001285*% |1 8-250 4-189645*% | _0-22648 —0-797634. —0°000000040%*
4 5°208351% |—1 —4-8762 —4°833836 1 82506  4'189905%¥ _ (22648 —0-737649-
4 5-208671%%|—1 ——4-87G8%% —4-884226%% 1 3:2512%% 4189907 | —0-22643 -—-0'787667**
4 5208672 |—1 —4'8768 —4-834218 1 82512  4-189909% |__0-226428 —0-737661
4 5208673% | —1 —4-37688  —4'6834228 1 325128  4-189912%*__ 0226428 —0-787661%*
4 5:203677%% —1 —4 87696  —1°834228%* [ 5:25186%% '
‘ —1 —4-87704%* 1 .9:25136

—1 —4-87704 1, 825136

—1 —4°877041 18251861

—1 —4-877042 1 9°251362%*

—1 —4:877048%* '
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Rechnung zur Bestimmung der 3ten Decimalen :

51787x — 4'7932y = — 0008805
21644x — 07452y = 0010712
k1644 51787 —7932 —07452 K1644 51787
— 57932 — 07452 0010712  —0-008805 —0-008805 0040712
16:66 362 0-0479 00059 00333 00518
291 20 33 6 33 36
37 , 3  be=—00512 b'c=00065 a'c=—00366 1
1 ab'=—385 ac'=00555
athb=—19'95
be/—ble — —00577 00577 16:10 = 0003
ale—ac’ = —00921 00921 1610 = 0005

a’b—ab’ = 1610

‘Rechnung zur Bestimmung der 4ten Decimalen:

5200587x — 4829875y = — 0:000316292
4186625x — 0-737750y = 0001892875
5186625 5200587 —~ 5829875 — 0737750 5186625 5200587
—1'829875 —0737750 .0'001892875  —0:000316292 —0000316292 0-001892875
167~ 364 000483 000022 000125 000520
334 16 386 _ 1 4 416
8 'y 43 b’c=0-00023 2 47
. A ab=_38 1 ale=—-0'00131 1
a’h=—20-20 be’=—000913 ac'=00098%
be'—blc = — 0-00936 0-00936 16:36 = 0-0005
a‘c—ac' = — 001115 001115 1636 = 0-0006

a’b—ab’ = —16-36

Rechnung zur Bestimmung der 5ten Decimalen :

5203307x — 4'833726y = — 0-000018186
4189575x — 0737850y =  0°000241946
£189575 52033 — 4833726 —0-737859 X 189575 5203307
—A4-833726 —07378 0-0002419  — 00000181 —0-0000181 00002419
16776 364 0000967 0-000007 0000042 0001041
334 16 193 , 6 33 208
12 4 5 be=0000013 a‘c=—0000075 5
1 ab'—=—384 4 5
a’h=—2023 be'=—0001169 ac'=0001259
be/—b‘c = — 0:001182 0001182 16-39 — 0-00007
a‘c—ac’ = — 0001334 0001334 16:39 = 000008
a’b—ab’' = —16-39

Rechnung zur Bestimmung der 6ten Decimalen :

5203671x — 4-834226y = 0-000004288
4189905x — 0737667y = 0-000007682
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5189 5203 —4'834226 —0737667 5189905 5203671
—4-834 —0737 0:000007682 000000428 0000004288 0-000007682
1676 364 00000338 0:0000029 00000167 00000364
334 16 29 | 8 31
12 & 3  bc=—00000030 3 4
2 ab'=—384 he!=—0-0000370 a’c=00000178  ac’=0-0000399
a'h=—2024 .
be!—blc = — 0-0000340 0:0000340 16'40 = 0-000002
a‘c—ac’ = — 00000221 00000221  16:40 = 0000001
a'’b—ab’ = —16:40

Rechnung zur Bestimmung der letzten Decimalen:

5203677x — 4834228y = —0-000001285
4189912x — 0737661y =  0:000000040
5189912 5203677 —4-8342 —0737661 5189912 5203677
—A4834228 —0737661 ,  0-000000040 _ —0:000001285 —0°000001285 0-00000004
16760 3642  be'=—0-000000193 0000000738 9-000004190 ac’=0000000208
3:351 156 147 - 838
125 36 58 334
16 3 4 _ 21
1 ab/——3837 b’c=0000000947 a‘'c—=—0-000005383
a’hb=—20253 .
be'—ble = — 0000001140 0:000001140 16-416 — 0:000000069%
* a‘c—ac! = — (-000005591 155
7
0000005591  16-416 — 0-0000003406
666
10
daher ist:

x = 07735720694; y = 1:6256813406

Es ist ganz klar, dass diess auch der Weg ist, die imaginiren Wurzeln bei sol-
chen Gleichungen zu berechnen, denn die Verminderung der Unbekannten um etwas
Imaginires, ist wie aus meinem frihern Memoire zu sehen, eben so einfach, wie
geschehe sie um etwas Reelles. Nur mit der Bestimmung der ersten Ziffern wird
es einige Schwierigkeiten haben, die man aber ganz so beseitigt, wie ich sie
urspriinglich bei der Aufsuchung der imaginiren Wurzeln héherer Gleichungen mit
Einer Unbekannten beseitigte. Man wird nimlich aus dem Substitutionsschema se-
hen, fir welche Werthe von x und y das z am kleinsten wird. Diese Werthe, die
ich x* und y’ nennen will, beachte man, setze dann in der einen der beiden Glei-

chungen, z. B. in ¢(x,y) = O statt x diesen kleinsten Werth x' und S,V:I, wo
%, eine kleine Grosse ist, so dass man man hat: g (x5 V1, y) =0 und suche,
welche Werthe von y diese Gleichung befriedigen. Jener Werth, der nahe an y'
liegt, aber im Allgemeinen imaginir ist, und x/4 %1 "—1 setze man in die zweite
gegebene Gleichung z = ¢ (x, y) statt x und y. Alsdann setze man statt X,
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x'+£ VA, x+5V—1 u s. w,, wo &, &, &,... nicht weit auseinander liegende
Zahlen sind, berechne die zugehorigen y und z. Jene Werthe von x und y sind
alsdann am niichsten den Wurzelwerthen, welche das kleinste 2 hervorbringen (z ist
am kleinsten, wenn sein Modulus am kleinsten ist), um diese vermindere man die vor-
gelegte Gleichung, und fahre dann fort, genau nach dem Wege, der mir bei Aufsu-
chung der reellen Wurzeln zur Richtschnur gedient.

Ja selbst bei drei hoheren Gleichungen mit drei Unbekannten, vier mit vier Un-
bekannten u. s. w. wird man so verfahren konnen, wie ich hier bei zwei Gleichungen
mit zwei Unbekannten verfuhr. Man wird nimlich zuerst Grenzwerthe suchen, dann
jede der Gleichungen ordnen, etwa zuerst nach x, dann nach y, dann nach z u.s. f.
und die Wurzeln um die kleinen Grenzwerthe vermindern; alsdann sich Niherungs-
gleichungen des ersten Grades bilden, aus ihnen die Correctionen berechnen, wieder um
diese die Wurzeln vermindern u. s. f.

Die Grenzwerthe findet man z B. fir drei Gleichungen ¢, (x,y,z) = 0,
¢2(%,y,2) =0, 9,(x,y,2) =0 auf folgende Weise. Man setze

u=g¢,(x,y,2) , ?z(x’y,Z) =0, ¢ (x,y,2) =0,

gebe dem x successive die aufeinanderfolgenden Werthe £,, £,, &,. .., substituire die-
selben in ¢,(x, y,2) =0, ¢;(x,y,2) =0, suche aus ihnen beiliufig die zugehirigen reel-
lenWerthe von y und z, und heisse sie n,, ny, ng5..., &, &, &,... Man substituire alsdann
ein System zusammengehoriger Werthe £,, n,, &3 &, np, §5... in u = ¢, (x,y,2). Wird
dasselbe fiir zwei verschiedene Substitutionen, die aber einer und derselben Reihen-
folge angehdren, verschieden bezeichnet, so kann man ganz so, wie vorher anf Wur-
zelwerthe schliessen.

Diess fiihrt ‘uns auch dahin, die Grenzen der imaginiren Wurzeln zweier héhern
Gleichungen auf folgende Weise aufzufinden. Man setze in den beiden gegebenen Glei-
chungen ¢, (x,y)=0, ¢, (x,y) =0 statt x=p+q"—1, und statt y, p'+-q1"—1, zerlege
jede Gleichung in zwei bloss reelle Bestandtheile enthaltende, so hat man von vier Glei-
chungen die Grenzwerthe der reellen Wurzeln zu finden, was man auf die eben erklirte

Art thun kann.

Note

iber die imaginiren Maxima- und Minimawerthe einer Function.

Man kann auch die héchsten und tiefsten Punkte der conjugirten Curven dadurch
finden, dass man untersucht, welche Punkte derselben eine horizontale Beriihrungslinie
haben. Nun ist, wenn z =f(u) ist, die Gleichung der Tangente:

dz
{—z = E(v—u)



UEBER HOHERE ZAHLENGLEICHUNGEN. 169

und setzt man statt v, £} nl"—1, statt u, x4y —1, so erhilt man:
t—z = (x4 yv—1) [-“‘.—I-nl/:l—x-—yl/?l]
und, wenn man statt f' (x4yb'—1), P4 Qb —1 selat:
t—z = (P+QV—DE+1V—1—x—yv—1]
{—2 = PE—xX)+PO—yV—1+ Q(E—)V—1—Q (r—y)

oder endlich:

oder

POr—y+Q¢—x)=0; ~2=PE—x)—Q(r—y)

Seyen a, B, y die Winkel, die diese Gerade mit den drei Axen macht. so ist nach
bekannten Sitzen der analytischen Geometrie:
v P2 . 3 Q'Z ) Pl_'_Ql
M T TEE s 2 1S R (N D (ER T SRR AN B ¥ L
und diese Gerade ist mit der Ebene xy parallel ; wenn y = 90" ist, d. h. wenn P =0

und Q =0, und folglich f(x}+yb —1) =0 ist.

Fiir dieselben Werthe von P und Q ist merkwiirdigerweise cosa und cos3 unter

: 0 : . .
der unbestimmten Form 5} man kann sie bestimmen, wenn man die Zihler und, die
Nenner der sie darstellenden Briiche in Bezfehuncr auf x differenzirt, diess gibt:
p [ ‘
\dx + d} I)
| IV
2P0 [P (5 +5y) +Q (5 + iy y)]

cosla —

0
was wieder auf  fiihrt, wenn man P=0 und 'Q =0 setzt. Differenzirt man daher

nochmals, so erhilt man, wenn man gleich P =0, Q =0 setzt,

fap o e

2 \Vix dyy,)
COS° = 7ap P\ [dQ . dQ \?
(& + 5y HE+any)

und ebenso
dQ \2

cos’p — <((]l$+dy I)
(5 +ay) + @+ ey

woraus sich dieselben Folgerungen .machen lassen, die ich friiher machte.

Es bliebe hichstens noch zu zeigen iibrig, dass
t—2="f(xty V=1) [E4nV—1 - X—yV;ﬂ
wirklich die Gleichung der Tangente ist. Hiersu scheint folgender Weg geeignet.
23

Nalurwissenschaftliche Abhandlungen. 1L, 2. Abth.
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Die Gleichung z =f(u) gibt:
2= 100 — 5 000 g P40 —
D ,
y 3 f’(x)—%f’”(x) + s =0
und ‘!_ ={(u) gibt:
2 o 2
4 (X—l—yl/——__l) = f’(x) -_ ';—' f_”’(x) + N + yl/—i g 1 (x) —iy._g fi (X) + Ve ;
Die Gleichungen der Tangente an (1) sind:
t—2= {FOO—FE00 4. G——y Fx) — g5 00 + - )
2
y {F—33H 00+ ..} G—0 + | Feo—5 2T Jo—pn=o0
Die zweite mit |“—1 multiplicirt, und zur ersten addirt, gibt:
2
t—2 = PPe—Fr @+ [a—-x+(n—y)t/?1]
+ =1 3f//(x) Y gyt ... L E—x+(—y)V =T

oder

t—z = fxyvV=1). [E—x+(—y) V—1]
wie gezeigt werden sollte.

Und nun schliesse ich mit der Hoffoung, vielleicht bald wieder zu diesem Ge-
genstande zuriickkehren zu kénnen, um die Anwendungen zu zeigen, die man von all
dem hier Mitgetheilten auf transcendente Gleichungen machen kann.

Sollte irgend Gutes dieser Anfsatz enthalten, so gebiihrt der Dank hiefiir einzig
und allein meinem Lehrer Hrn. Professor Scavrz. Er war es, der mich stets in dieser
Wissenschaft leitete, und mit seinem Rathe unterstiitzte. Ohne ihn hitte ich diese
Arbeit wohl nie zu Stande gebracht.

Verbesserung,

Seite 158 Zeile 5 sollte statt des Salzes »Hernach substituire wan auch dic imaginiren Werthe,
und sehe, ob f(u) reel oder imaginir werde¢ folgender stshen: »Hernach substituire man jene der ima-
giniren Werthe 48/ —1, welche z—=f(u) reel machen, in f/ (u), und sehe ob es reel oder imagind

werde.«
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