
II. Note tiber die zwelwerthigen Fnnctionen. 
Von 

Simon Spitzer. 
Milgetheilt am 22. September 18-'.f8 in einer Versammlirng von Freumlen der Natnrwi.-;senschaften in Wien. 

LAGRANGE suchte eine }'unction von 3 Grössen a, (3, r, weJche bei aJlen mögli

chen Vertauschungen derselben hloss 2 Werthe annimmt. Er fand eine. solche, sie ist: 

(a + k /3 + k 2 y) 3
, wo k eine imaginäre dritte Wurzel aus Eins ist. Dadurch war er im 

Stande. die AufWsung einer Gleichung des dritten Grades auf die Auffösung einer Glei

chung des zweiten Grades zu reducir:en .. 

Dann suchte er eine ~'unction \'On 4 Grössen a' /3 ' r ' 0 ' welche ,bei lallen m()glichen 
Verta_uschungen derselben bloss 3 Werihe annimmt. Auch eine solche fand er, sie ist: 

(a. + /3-y - o) 2 , durch sie war er im Stande; Gleichungen des vierten Grades auf Glei
<:hungen des dritten zurückzuführen. 

Endlich suc~te er auch eine }""unction von 5 Gr<issen ix:, ß, y, o, e, welche bei allen 

möglichen Vertauschungen derselben hloss 4 Werthe annimmt, doch hier war sein Su

chen vergebens, er fand ke,ine. 

ÜAUCHY setzte diese Untersuchungen. weiter fort, fand aber auch keine, ja er bewies 

hernach soga.r, dass es eine solche Function nicht gehen könne. 

Der von ihm hierüber aufgestellte merkwürdige Satz lautet: Wenn eine }'unction 

von m Griissen bei allen möglichen Verta~schungen der Elemente wen,iger als p Werthe 
annimmt, wo p die grösste Primzahl unter den Zahlen 2, 3, 4, (m-1), m ist, so 

ist die Function entweder zwe_iwerthig, oder symmetrisch. 

Für m = 5 heisst der Satz: 
Wenn eine Function von 5 Grössen bei allen möglichen Vertauschungen der Elemente 

weniger als 5 Werthe annimmt, so ist diese Function entweder zw~iwetthig oder symmetrisch. 

Eine zweiwerthige }'unction von 5 Griissen kennt man nicht, ich suchte lange eine 

solche, um diese Lücke in der 'fheorie der höhern Gleichungen auszufüllen, und d~ ich 

keine fand, zweifelte ich an der Existenz einer solchen Function , und wagte es , zu 

versuchen. ob ich. denn nicht beweisen könne. dass eine zweiwerthige }'unct_ion von 5 

Grös~en unmöglich sey. 
Ich fand zuerst, dass wenn ·eine }~unction von m Grössen bei allen möglichen Ver

tauschungen der Elemente weniger als p Werthe aQnimmt, die Function sfoh alsdann 

nicht ändert. \venn ich 5, 5, _ 7, 9 ... Elemente nach einem einfachen Perniutationsgesetze 

vertausche , sie sich -aber ändern könne, wenn ich diese Vertauschung rnii 2, 4, 6, 8 · .. 
Elementen vol'nähme. Ich glaubte, durch combinirte Vertauschungen von· 3, 5, 7, 9 •.• 

Elementen der }'unction eine solche hervorbringen zu kijnnen , die sich von der gege· 
6,; 
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nen. bfoss in der Stellung zweier Elemente unterscheidet. Wäre mir diess gelungen, so 
würde ich daraus geschlossen haben, dass die Functi_on nur symmetrisch seyn könne, weil 

sie bei einer Vertauschung von zwei Elementen ungeändert geblieben.*) 

Da mir dieser Weg nichts nützt~, .nahm ich aq, es gebe eine zweiwerthige Function 

von 5 Grössen , namlich : 
cp(a.,ß, y,.ö,e) = A; cp(ß,ci,y,ö,e) = B 

alsdann ist : cp ( a., ß , y , ö , e) + n . cp (ß , ", r, ö , e) = A + n B 
auch .eine zweiwerthige Function, denn durch Vertauschung zweier Elemente geht sie 

über in B + n A, und durch abermalige Vertauschung zweier Elemente wieder in A + n B, 
und da ·n belie_big ist, so wird es, wenn es eine gibt, auch unendlich viele geben. Unter 

den unendlich vielen zweiwerthigen Functionen gibt es auch solche, deren zwei Werthe 

bloss entgegengesetzt hezeichn~t sind, z. B. die Function 
cp ( a., ß , y , Ö , e} - cp (ß , cz , i', Ö , e) = A - B. 

welche bei.allen möglichen Vertauschungen hloss die Werthe A-B und B-A annimmt. 
Diese 1!,tinetion nun fin~e ich nothwendig, einer aufmerksamen Betrachtung zu un

terziehen , weil sich durch dieselbe die Form 3er zweiwerthigen Function von 5 Grössen 

erschliessen lässt; ich schreibe daher :· 
(1) cp(cz, ß, y, ö, e)-cp(ß, cz, y, ö, e) = A-B 
(2) cp(ß, a., /, o, e)-cp (cz, (3, y, ö, e) = B-A 

wo (2) aus (1) hloss durch Umtauschung der zwei Elemente cz und {3 entsteht. 
Ich sage, diese Function erfüllt ihre Bedingung, wenn sie einen der Factoren cz-ß 

oder ß- cz hat, denn durch Vertauschung von cz und ß nimmt sie den entgegengesetz
ten Werth an. Aber aus demselben Grunde muss sie einen der },aktoren cz - y oder 

y- a. haben, weil auch durch Vertauschung der zwei Elemente oc und y die geänderte 

}'unction entstehen soll, und eben so muss auch c:t-ö, a.--,-e, {3-y •.. oder ö-a., e-a. 

i' - f3 .•• in der Function erscheinen , also kann man : 
cp(a., ß,y, o, e)---: (a.-ß)(a.-y)(a.-ö)(a.-s)(ß-y)(l3-ö)(ß-e)(y-o)(y-e)(o-e) 

setzen, woraus man sogleich sieht, wie eine zweiwerthige Function von m Grössen zu 
formen ist. 

*) cp (1, 2, 3, !J, 5, 6 ... m) 

qi (5, 1, 2, 3, 4, 6 „. m) 

qi (lf, 5, 1, 2, 3, 6 ... m) 

14> (3, 4, 5, 1, ·2, 6 ..• m) 

co(2, 3, 4, 5, 1, 6„. m) 

Ich habe hier eine ungerade Anzahl, n'ämlich 5 Elemenle nach einem einfac·hen Permutationsge· 

setze vertauscht. Diese 5 Functionen können nicht alle voti einande1· verschieden sein, weil die Jt'unc

tion nur zweiwerlhig ist•, es miissen daher wenigstens zwei einander gleich seyn, sind aber zwei 

einander gleich, so sind alle einander gleich. - Ist aber 1Iie Anzahl der Elemente, die ich nach l'inem 

einfachen Permutalionsgesetze permutire, eine gerade, z'. B. 6, so kiinnte man eben so -schlieHen, wie 

vqrher, nur am Ende folgete nicht immer, dass wenn zwei Complexionen einander gleich sind, alle 

einander gleich 11eyn müssen; denn wäre z. B. die e1·ste der dritten gleich, so wäre sie auch der 

fünften gleich, aber nicht nothwendig, der zweiten, vierten oder sechsten. 
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