II. Note iiber die zweiwerthigen Functionen,
Von
Simon Spitzer.
Mitgetheilt am 22. September 1848 in ciner Versammlang:-von Freunden der Naturwissenschaften in Wien.

Lacrance suchte eine Function von 3 Gréssen «, 8, y, welche bei allen migli-
chen Vertauschungen derselben bloss 2 Werthe annimmt. Er fand eine, solche, sie ist:
(e+kB+k?y)°% wo k eine imaginire dritte Wurzel aus Eins ist. Dadurch war er im
Stande. die Auflésung einer Gleichung des dritten Grades auf die Auflssung einer Glei-
chung des zweiten Grades zu reduciren..

Dann suchte er eine Function von 4 Grossen a, B, y, 8, welche beijallen miglichen
Vertauschungen derselben bloss 3 Werthe annimmt. Auch eine solche fand er, sie ist:
(e + B—y—9)?, durch sie war er im Stande, Gleichungen-des vierten Grades auf Glei-
chungen des dritten zuriickzufiihren.

Endlich suchte er auch eine Function von 5 Grissen a; B, 7,8, ¢, welche bei allen
moglichen Vertauschungen derselben bloss 4 Werthe annimmt, doch hier war sein Su-
chen vergebens, er fand keine.

Cavuchy setzte diese Untersuchungen. weiter fort, fand aber auch keine, ja er bewies
hernach sogar. dass es eine solche Function nicht geben kinne.

Der von ihm hieriiber aufgestellte merkwiirdige Satz lautet: Wenn eine Function
von m Grrissen bei allen méglichen Vertauschungen der Elemente weniger als p Werthe
annimmt, wo p die grisste Primzahl untei' den Zahlen 2, 3, 4, (m—1), m ist, so
ist -die Function entweder zweiwerthig , oder symmetrisch.

Fiir m = 5 heisst der Satz:

Wenn eine Function von 5 Grissen bei allen miglichen Vertauschungen der Elemente
weniger als 5 Werthe annimmt, so ist diese Kunction entweder zweiwerthig oder symmetrisch.

Eine zweiwerthige Function von 5 Grissen kennt man nicht, ich suchte lange eine
solche, um diese Liicke in der Theorie der hihern Gleichungen auszufiillen, und da ich
keine fand, zweifelte ich an der Existenz einer solchen Function, und wagte es, zu
versuchen, ob ich denn nicht beweisen kénne, dass eine zweiwerthige Function von 5
Grossen unmiglich sey.

Ich fand zuerst, dass wenn -eine Function von m Grissen bei allen mioglichen Ver-
tauschungen der Elemente weniger als p Werthe annimmt, die Function sich alsdann
nicht dndert, ivenn ich 3, 5,7, 9... Elemente nach einem einfachen Perniutationsgesetze
vertausche , sie sich aber indern konne, wenn ich diese: Vertauschung mit 2,4, 6,8...
Elementen vornidhme. Ich glaubte, durch combinirte Vertauschungen von'3,5,7,9..,
Elementen der Function eine solche hervorbringen zu konnen, die sich von der gege-
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nen bloss in der Stellung zweier Elemente unterscheidet. Wire mir diess gelungen, so
wiirde ich daraus geschlossen haben, dass die Function nur symmetrisch seyn kénne, weil
sie bei einer Vertauschung von zwei Elementen ungeindert geblieben. *)

Da mir dieser Weg nichts niitzte, nahm ich an, es gebe eine zweiwerthige Function
von 5 Grossen, niamlich:

o (2,8, 7,8,8) = A; ¢o(B,ex,y,86,s) =B
alsdann ist: ¢(2,B, 7,8, +n.9(B,a,7,6,6) = A4nB
auch eine zweiwerthige Function, denn durch Vertauschung zweier Elemente geht sie
iiber in B4 nA, und durch abermalige Vertauschung zweier Elemente wieder in A+ nB,
und da n beliebig ist, so wird es, wenn es eine gibt, auch unendlich viele geben. Unter
den unendlich vielen zweiwerthigen Functionen gibt es auch solche, deren zwei Werthe
bloss entgegengesetzt bezeichnet sind, z. B. die Function

(e, Byy, 8, )—¢(Bsa,7,98,¢) = A —B.
welche bei.allen moglichen Vertauschungen bloss die Werthe A—B und B—A annimmt.

Diese Function nun finde ich nothwendig, einer aufmerksamen Betrachtung zu un-
terziehen, weil sich durch dieselbe die Form der zweiwerthigen Function von 5 Grossen
erschliessen lisst; ich schreibe daher:

(1) ¢(a,Bry,%,¢)—¢(B,a,7,8,e) =A—B
R 92, 7,9, _5)‘—?(51 B,y, 8¢ =B—A
wo (2) aus (1) bloss durch Umtauschung der zwei Elemente a« und B entsteht.

Ich sage, diese Function erfiillt ihre Bedingung, wenn sie einen der Factoren «—3
oder —a hat, denn durch Vertauschung von « und § nimmt sie den entgegengesetz-
ten Werth an. Aber aus demselben Grunde muss sie einen der Faktoren a—jy oder
y—o haben, weil auch durch Vertauschung der zwei Elemente o und y die geinderte
Function entstehen $oll, und eben so muss auch o« — 38, a—:, B—y...oder 6—a,c—a
7— B... in der Function erscheinen, also kann man:
gy Bypy 8 ) = =P (@—p) (@— ) (a—2) B—) (B— (B —2) (y—3) (y—e) (6—¢)
setzen, woraus man sogleich sieht, wie eine zweiwerthige Function von m Gréssen zu
formen ist.

*) 0(1,2,3,4,5,6...m)
©5,1,2,3,4,6...m)
0(4,5,1,2,3,6...m)
v(3,4,5,1,2,6... m

0(2,3,4,5,1,6... m)

fch habe hicr eine ungerade Anzahl, nimlich 5 Elemente nach einem cinfachen Permutationsge-
setze vertauscht. Diese 5 Functionen kénnen nicht alle von einander verschieden sein, weil die Func-
tion nur zweiwerlhig ist_,/ es miissen daher wenigstens zwei einander gleich seyn, sind aber zwei
einander gleich, so sind alle einander gleich, — Ist aber die Anzahl der Elemente, die ich nach cinem
einfachen Permutationsgesetze permutire, eine gerade, z. B. 6, so kinnte man eben vo -schlicssen, wie
vorher, nur am Ende folgete nicht immer, dass wenn zwei Complexionen einander gleich sind, alle
einander gleich seyn miissen; denn wiire z, B. die erste der dritten gleich, so wiire sic auch der
fiinften gleich, aber nicht nothwendig, der zweiten, vierten oder sechsten.
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