II. Uecber die Theorle des Grossten und Kleinsten.

Von

Professor Joseph Petzval,

Mitgetheill am 4. Februar 1848 in ciner Versammlung von Freunden der Naturwisscnschalten in Wien.

Wenn eine Theorie wie die des Grissten und Kleinsten auf alle praktisch mathe-
matischen Wissenschaften vielfiltigen Einfluss genommen, fast allgemein in Schulen
gelehrt und eben desshalb nach verschiedenen Methoden von vielen Gelehrten behan-
delt worden ist, so lisst sich natiirlich iiber dieselbec wesentlich Neues nur wenig oder
gar nichis sagen; nicht so der Form nach, denn die wird sich den Bediirfnissen der
Wissenschaft in den verschiedenen Zeiten gemiss stets anders und anders gestalien
kénnen, und es wird nicht nur jede Vereinfachung Dank verdienen, sondern auch
jede wenigstens nicht complicirteré Darstellungsweise, die das Verdienst hat, den an
und fiir sich schon sehr wichtigen Gegenstand an andere gleichfalls sehr wichtige Ge-
genstinde der Wissenschaft anzukniipfen dergestalt, dass sie alle gewissermassen zu
einem unzertrennlichen Ganzen verbunden im Gedichtnisse um desto fester haften, denn
diess ist das vorziiglichste Mittel Lehren die fiic sublim gegolten hatten, populdr zu ma-
chen, und dieses diirlte im Wesentlichen das Verdienst des gegenwirtigen Aulsatzes
seyn, wenn derselbe iiberhaupt eines hat. Er enthilt die Theorie der Maxima und
Minima in der Form, in welcher der Verfasser, der die Lehrkanzel der hihern Mathe-
matik an der Wiener Universitit bekleidet, dieselbe seinen Schiilern vorzutragen pflegt.
Die Kennzeichen der Existenz des Maximums oder Minimums einer Function mebrerer
Variablen werden hier auf eine eigeuthiimliche Art entwickelt, durch die der Gegen-
stand mit andern sehr wichligen Theorien, namentlich der der Flichen der zweiten
Ordnung, der Theorie des Lichtes, der Schwingungen elastischer Korper in eine Form-
verwandtschaft tritt. Der Ausdruck dieser Kennzeichen findet sich eben dadurch zu
einer Einfachheit herabgebracht, die nichls zu wiinschen iibrig zu lassen scheint. KEs
wird nimlich bei einer Function von n Verinderlichen ein Maximum oder Minimum
dann statt inden, wenn eine gewisse Gleichung des nten Grades, die stets nur lauter
reele Wurzeln hat, lauter solche von einerlei Zeichen bietet, und zwar wenn sie
simmilich positiv, ein Maximum, ein Minimum aber. wenn sie simmtlich negativ sind.
Dagegen wird man weder ein Maximum noch ein Minimam haben, wenn die eben er-
withnte Gleichung des nten Grades. positive und negative Wurzeln zugleich zulisst. Ge-
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bildet wird diese Gleichung des nten Grades durch das allbekannte gewdhnliche Ver-
fahren der Elimination aus n Gleichungen des ersten Grades mit n Unbekannten, und

‘da dieser Aufsatz im Wesentlichen und hauptsichlich jiingeren Liebhabern der mathe-

matischen Studien namentlich aber seinen Schitlern’ zugedacht ist, indem die Erfahrung
vielfiltic gelehrt hat. das dltere Gelehrte nicht gerne die ihnen geliufig gewordene An-
schauungsweise mit einer andern vertauschen, die nicht ganz iiberwiegende Vortheile
vor der ersteren gewihrt, so werden denselben in einer angehingten Note die sehr in-
teressanten Eigenschalten der Ausdriicke ins Geedichtniss zuriickgerulen, zu denen man
durch jenes Eliminationsverfahren gelangt: mit einem Worte, der Verfasser hat seinen
Lesern einc gerundete Abhandlung iiber diesen Gegenstand geben wollen, in der gar
nichts als die ersten Principien der Wissenschalt postulirt werden und ist erbitig,
wenn diese Anklang finden sollte, in einer zweiten Denkschrilt, die auf dhnliche Weise
behandelte Theorie der Variationsrechnung folgen zu lassen.

Es sey v eine Function der n Variablen x,, x;, x;...x,, und es werden die Werthe
dieser Letzteren gesucht, die v zu einem Maximum machen oder Minimum. Denkt
man sich nun diese Werthe bereits gefunden und auch in die Function substituirt, dann
aber x, in 4,4+ £, x, in x,+ &...x, in x, + &, verwandelt, so dass '

v="Ff0...x) in v =f(x+%...5+E&)
iibergeht, so ist ¢ nur daon ein wirkliches Maximum, wenn fiir noch so kleine und nach
Willkiihr positiv oder negativ gewihlte Werthe der Zusiitze £,%,.. . E, immer
((x,+&...x5,+E) < [(xq...x)
und nur dann ein wirkliches Minimum, wenn fiir eben solche £ £,...%, immer die
Relation
M +E5...x,.+8) = f(x-..x)
Statt findet.
Man hat aber nach Tavrow’s Kormel fir mehrere Variable:

(4 Eee o X FE) = [(5..0x) + (dd_g,+d‘!x.gﬁ_.,.+H‘i_g“)r(x,...x,.)

xl
1/4d d d .V
(L il =B 8. .. X, f
+ 2(d,‘ls.+dxasz+ + g E) TOut x4 06D
oder wenn man die symbolischen Glieder, welche der zweite Theil dieser Gleichung

enthilt, in entwickelter Form niederschreibt und zugleich anstatt der mit f bezeichneten
Funclion v setzt

d d d
W ve=vhig bt bt bt

1 dw 1 dw 1 dw d* d'v
+ Ed—)ﬁﬁ-i-i dx3 Eé+..-.+"2' ‘a‘;,z‘_ﬁ‘i’ (lxldxza £ + dx‘dxaflsa + ..
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In der letzten Zeile dieser Formel muss man sich x, -} 6%, anstalt x,, x, e%, an-
statt x;, ... X, o£, anstatt x, in den vorhandenen zweiten Differentialquotienten von v,
nach geschehener Differentiation gesetzt denken. Soll nun irgend eine der beiden Rela-
tionen (1) oder (2) Stalt finden, so muss fiir sehr kleine, Gibrigens aber willkiihrliche
‘Werthe von £,...£,

du du
dx’l+dx E2+””+1E:E':0’ (5J

. du dv du
somit I = 0, 1, =0,... o= 0 seyn. (6)

Zudem ist im Falle des Maximums noch nothwendig, dass fiir unendlich klein wer-
dende, sonst aber willkiihrliche ... £, das Polynom von zwei Dimensionen nach diesen
ins Unendliche abnehmenden Zusilzen :
1 v, d*u 1 d% d*v
§—d_xf_s’+2ﬂx2§+ +2dx‘£+dxdx ”"+dxde"E+ """ ™
nur negaliver Werthe [ihig sey; im Falle des Minimums aber muss dasselbe Polynom
blos positive Werthe bekommen. Die Bedingungen nun, unter welchen ein dhnliches
Polynom entweder nur positiver oder nur negativer Werthe fihig ist auseinander zu
setzen, ist der Zweck dieser Schrilt.
Bezeichnen wir jetzt der Kiirze wegen die zweilen Differentialquolienten von v fiir
solche x,...x,, die den Gleichungen (6) entsprechen, wie folgt:
d*v d*v d*u
e = = (1,1, AP X @,2,.... e = (n,n),
9)
d*v d*u d*v ¢
dx,dx, = (0D Gy = (43— = (=),

so wird das Polynom
+(NEg+2rROHE+....+ L (o, 8 +
+ @,265+0,D45%+ ... + (=1, 0)E_ 5 ©)]

n-1

mit demjenigen Polynome, welches im Falle des Maximums stels negativ und im
Falle des Minimums stets positiv seyn muss, dem (7) ndmlich, stets einerlei Zeichen
besitzen, da sich die Coeflicienten in (9) von jenen in (7) nur darin unterscheiden,
dass erstere Funclionen von x,...x,, lelztere aber eben solche Functionen von x, 4 6%,

. X, + 6£, sind, die somit beim unendlichen Abnehmen der Zusitze &,...5,, gegen
die ersteren convergiren, also mit ihnen einerlei Zeichen annehmen miissen. Der ein-
zige Fall ist hier auszunehmen, wo simmiliche Coeflicienten (8) der Nulle gleich wer-
den, und in welchen die Polynome (7) und (9) nicht nothwendig einerlei Zeichen ha-
ben. In diesem Falle wird man die TavrLor’sche Reihe beim dritten Gliede mit der
Ergiinzung noch nicht abschliessen, sondern bis zu dem vierten, das nach den Zusitzen
%...%, von der dritten Ordnung ist, fortsetzen. Ist mun in diesem Letzteren auch nur

ein von der Nulle verschiedener dritter Differentialquotient von v ale Coefficient vor-
Nalurwissenschaflliche Abhandlungen. 1L 15
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handen, so kann offenbar weder den Bedingungen des Maximums noch denen des Mi-
nimums Geniige geleistet werden. Sind aber simmtliche dritte Differentialquotienten
der Nulle gleich, so hingt die Existenz eines Maximums oder Minimums von dem Ver-
halten der in der Tavror’schen Formel folgenden Summe der Glieder der vierten Ord-
nung ab, die sich in symbolischer Form so schreiben lisst:
1 d d d _\*
(10) m(&f,s""d—hgz‘l'"""d_xf") v

und nur negativer Werthe fihig seyn muss, wenn ein Maximum, aber nur positiver,
wenn ein Minimum statt (inden soll; u. s. w.

Abstrahiren wir einstweilen von diesem Ausnahmsfalle, der sich ohnehin sehr sel-
ten ereignen wird in der mathemalischen Praxis, und kehren wir zuriick zu den Be-
dingungen, die erfillt werden miissen, wenn das Polynom (9) fiir alle méglichen Werthe
von £,...£, stets einerlei Zeichen beibehalten soll.

Fiihren wir zn diesem Behule anslatt der £,...%, neue Variable ein durch fol-
gende Substitution:

1) & = ar, & = a,r,...5 =a,r

Da der neu eingefiihrten Variablen n } 1 an der Zahl, somit um eine mehr sind
als der Alten, so wird man zwischen den Neuen noch eine beliebige Relation, der
Willkiihrlichkeit von £,...%, unbeschadet, festsetzen konnen; etwa die folgende:

12) ajitai+ ...+ a8 =1;
also 824824+ ...+ 82 =1
Das Polynom (9) geht hierdurch iiber in

P, Dal+ 4(2,Da¢+...4+ i(n,n)a? 4

(13) + ¢, a4+ 0,DNa,+. .. +—1,n)a,_al],
und es handelt sich jetzt offenbar nur mehr um die Bedingungen, unter welchen der
mit r* multiplicirte Ausdruck in (18), mit Riicksicht auf die Relalion (12), stets einer-
lei Zeichen beibehdlt. In Folge dieser letzteren nun ist jener Factor von r, in den
Werthen derer er fihig ist, beschrinkt, so dass er weder nach der positiven Seite
noch nach der negativen ins Unendliche wachsen kann.

Da niimlich der Gleichung (13) zulolge keine der neu eingefiihrten Variablen
a,...a, ihren Zahlenwerthe nach die Einheit iberschreiten kann, so wird auch der
numerische Werth des Polynomes

U, DA+ 322D+ ...+ 1 (n,n)al +
(14) + (1,2 a8, + (113)“‘13@ +...+ @1, n)a 3 =A
die Summe der in denselben vorkommenden Coeflicienten nicht zu iiberschreiten ver-
mégen, d. h. wenn die Summe der numerischen Werthe simmtlicher Coefficienten :
D, $12,2),...40,m, (1,2, (1,3),...0—1,0),
ohne Riicksicht auf ihr Zeichen S ist, so ist der Ausdruck (14) seinem Zahlenwerthe
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nach zwischen 4+ S und — S enthalten. Hieraus ldsst sich nun schliessen, dass der-
selbe, wenn er iiberhaupt positive Werthe anzanehmen vermag, auch wenigstens ein
positives Maximum besitzen miisse, indem er ja nicht ins Unendliche wachsen kann;
ist er aber negativer Werthe fihig, so besitzt er auch wenigstens ein negatives Mini-
mum und umgekehrt, wenn man simmtliche Maxima und Minima dieses Ausdruckes ge-
rechnet und gefunden hitte, dass alle Maxima sowohl wie Minima negativ sind, so wire
unmittelbar zu schliessen, dass dieser Ausdruck gar keiner posiliven Werthe fhig ist,
weil, wenn er solche annehmen kinnte, er auch noch ein positives Maximum besitzen
miisste. Hilte man aber gelunden, dass alle die Maxima und Minima des Ausdruckes
positiv sind, so wire derselbe offenbar gar keiner negativer Werthe fihig. Der Aus-
druck (7) wird somit [iir beliebige ,...5, stets einerlei Zeichen haben, wenn das mit
A bezeichnete Polynom (14) mit Beibehaltung der Relation (12) lauter relative Ma-
xima und Minima von einerlei Zeichen biethet.

Die Werthe nun von a,...a,, die das A zu einem relativen Maximum oder Mini-
mum machen, miissen der Gleichung

dA dA dA
Eaa,+naa2+....+d—anéan=0 15

fiir sehr kleine Werthe der Zusitze da,.... da, geniige leisten. Ausserdem muss noch
durch dieselben die nach der Charakteristik ¢ differenzirte Gleichung (12) erfiillt wer-
den, d. h. es muss sein:

a da, + a,%a, + ... 4 a da, = 0; (16)
es hat diess eine Abhingigkeit der Variationen da,....3da, zur Folge, so zwar, dass eine
derselben durch die eben hingestellte Gleichung bestimmt, die iibrigen n—1 aber ganz
willkiihrlich sind; man wird daher eine derselben, etwa da, aus (15) und (16) eliminiren,
was am besten durch Multiplication der letzleren mil den noch unbestimmten Factor s
und Subtraction von der ersteren geschieht, woraul dann s so gewihlt wird, dass das zu
eliminirende da, den Coeflicienten Null bekommt, somit wegfillt. Die in der Elimina-
tions- Gleichung Gbrig bleibenden Sa, . .. da, sind sodana als ganz von einander unab-
hiingig anzusehen, folglich der Coeflicient einer jeden derselben fiir sich der Nulle gleich
2 setzen. Dieses Verfahren durchgefiihrt gibt folgendes System von n Gleichungen:

da dA dA dA

dalzsalast E=saﬂ....d—a“=sa_, an
welche in Verbindung mit (12) zur Bestimmung der Werthe der n 4 1 Unbekannten
a,,8...a, und 8 gerade hinreichen. Entwickelt man die Differentialquotienten der
Function A, so erhidlt man anstalt der (17):

a,Da+U,D,+U,Da+...+{,n)a, = 83

2,3, 42,924+ 2,3)a+...+ (2,0 a = sq,

G,Da,+3B,2)e,+B,Na+...4+(@B,n)a, = sa, (18)

D8+, 25+ @,3) 8.+ (1,n)a, = sa,.
15 *
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Es braucht hier kaum bemerkt zu werden, dass der Natur der Sache nach (1,2)
= (2,1), (1,3) = (3,1) und iberhaupt (h,k) = (k,h) ist und somit diese Gleichun-
gen des ersten Grades zu jener merkwiirdigen, in den meisten mathematischen Unter-
suchungen wiederkehrenden Classe gehiren, in denen die horizontalen und verticalen
Reihen der Coelficienien bezichungsweise gleich sind. Man multiplicire dieselben der
Reihe nach; die erste mit a,, die zweite mit a, u. s. w., die nte mit a,, addire sie und
nehme aul die Gleichung (12) Riicksicht, so bekommt man, natiirlich nur (ir solche
Werthe von a,...a, die den Gleichungen (17) Geniige leisten, somit ein Maximum oder
Minimum der Function A biethen,

A==

Die aus den Gleichungen (17) und (12) gezogenen Werthe von s sind also die
Maxima und Minima der Function A selbst; und es wird diese Function nur positiver
Werthe fihig seya, wenn simmitliche s positiv, nur negativer, wenn simmtliche s ne-
gativ sind. Endlich wird A sowohl positiv als auch negativ seyn kénnen, wenn es
unter den Werlthen von s positive und negative zugleich gibt. Da es sohin nur auf
das s ankommt, so wollen wir uns dieses durch Elimination der Gréssen a,...a, aus
den Gleichungen (17) zu verschaffen suchen, und wollen zu diesem Zwecke den ge-
nannten Gleichungen folgende Form ertheilen:

[a,D—sla, +(1,2)a, 4+ (1,3)a,+... +(,n)a, = 0.
@2, Da+[R,2D~-sla+(2,3)a;+...+(2n)a, = 0.
(19 G,Da+3,Da,+[G3,3)—slay+...+(3,n)a, = 0.

mDa+mDa+m3a+...4 [(o,n)—sla, =0
Enthilt die Function v pur eine einzige Verinderliche x,, so reducirt sich das
System der Gleichungen (19) auf die cinzige:

(1,1)—s =0
U
also 8 = (1,1) = “{,

somit A mit den zweiten Differenlialquotienten von v zugleich positiv oder negativ. Der
erste Fall gibt ein Minimum, der zweite ein Maximum wie bekannt.

Reducirt sich die Zahl der in v enthaltenen Variablen auf zwei, so hat man auch
anstatt der Gleichungen (17) die zwei folgenden :

@0 [(1;1?—S]al+ (1,22, =0
(2,12 + [(2,2) —s8la, = 0.
Eliminirt man aus beiden a, und a, oder vielmehr den Quotienten :—2, so erhilt
1
man [olgende Gleichung des zweiten Grades in s:

A, 1) —s] [(2,2)—s] — (1,2 =0 oder
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f—s[(1,D+@22] + LDED— U, =0 @an

Der hieraus gezogene Werth von s:

s = 3 [(L,D+@222] V3 IUL,D—-R,D¥+ 1,2
gibt uns die Ueberzeugung, dass dic Wurzeln der (21) immer reel sind. Es lassen
sich somit die Zeichen der Werthe von s schon aus den Zeichenwechseln und Zeichen-
folgen in der Gleichung (21) erschliessen, ohne dass man diese letztere wirklich auf-
zulosen braucht. Es geben namentllich lauter in (21) vorhandene Zeichenwechsel ein
Minimum, lauter Zeichenlolgen ein Maximum der Function v.

Lassen wir lerner v eine Function dreier Variablen x, x, x; bedeuten, so hat man
zwischen a, a, a, und s folgende drei Gleichungen:
[1,1)—s)a,+(1,2)a,+1,3)a, = 0.
2,08 +1(2,D—s18,+(2,3)8 = 0. (22
G, Da +G,2a+[B,3)—s]a = 0.
Zur Elimination aus denselben bedienen wir uns der folgenden fiir diesen speciel-
len Fall sehr passenden, und nur leider der Zahl drei der Gleichungen ausschliesslich
angehirenden, von Caucny zuerst gebrauchten Methode: Man dividire die erste Glei-
chung durch das Product (1,2) (1,3), so dass man erhili:

2 a, a
=T gnas tastas =°
nun addire und subtrahire man zugleich vom ersten Theile dieser Gleichung das zur

Symmetrie noch fehlende Glied (;—'3), und schreibe der Kiirze wegen:
’

2, 2, a
eatastan=¢ (23)
so erhilt man:
(1,2),3) a,
[s—an + @, ] anad,y =%

§d1,2A,3)

folglich : =T L0+ “,é)l ;;'3). @y
Auf gleiche Weise erhilt man aus der zweiten der Gleichungen (22):
8w = (ng;)'?-((%’?‘))(:) 8’ (25)
und genau so aus der dritten derselben:
g(1,3) (2,3)
& = 4,9 E, 9" (E)

s —(3,3) +_(,,2)

Jetzt dividire man die (24) durch (2,3), die (25) durch (1,3), die (26) durch
(1,2), addire sie, nehme Riicksicht auf die (23) und lasse den gemeinschaltlichen
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Factor g weg, so erhilt man die Eliminiationsgleichung des dritten Grades in s und
zwar in folgender Form:
PO ¢ YE) (1,2 23) (13) 23)

1.2)(1,3) A @3 +

+ 1]
@3- +9557] T 43— + 922 T a9s— 63+ P52

oder wenn man

4,2 (1,3)

an - 425D
28 2,2) — %ﬂ =M,
09 02 ED_y,
selzt und die Briiche wegschafft :
29 m(s—m (M) (s—N) — (o5 (s—M) (s—N) —

— 0,3 3): (s—L) (s=—N) — a2 2)2 (s—L)(s—M) = 0.

Dass alle drei Wurzeln dieser Gleichung reel sind, lisst sich auf folgende Weise
darthun : Man nenne das Gleichungspolynom allgemein fiir ein beliebiges s, P und sub-
stituire anstatt s in demselben erst — oo, dann die kleinste der Grossen L, M und N,
sodann die niichst gréssere, dann die grisste und endlich auch + oo.

Um einen hesiimmten Fall vor Augen zu haben, migen hier L, M und N wirk-
lich in der Grissenordnung

L=M<N
stehen. So erhilt man im Falle das Product
30 23 a2y a3
positiv ist, Werthe des Gleichungspolynoms P, den [iir s gemachten Subslitutionen
enlsprechend, die aus folgenden Schema ersichtlich sind:
8 — o, L, M, N, 4 oo,
an P=— - + — 4+,
und wo bloss die Zeichen von P erscheinen. Man ersieht hieraus, dass bei dem Ueber-
gange von der Substitution s =L zur s = M, P das Zeichen indere, somit liegt eine
Whurzel der Gleichang (29) zwischen L und M; und aus demselben Grunde ist auch
eine zweile zwischen M und N, und eine dritte zwischen N und 4 co vorhanden.
Wiire aber das Product (30) negativ, so miisste anstalt des Schema (31) folgendes an-
dere niedergeschrieben werden :
s=—o, L, M, N+ o,
P=+ -+ - —

und die drei Wurzeln der Gleichung (29) liegen eine zwischen — o und L, die an-

i
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dere zwischen L und M, und die dritte zwischen M und N. Es braucht hier kaum
erinnert zu werden, dass die Giiltigkeit dieses Beweises der Realitit der drei Wur-
zeln, nicht an die specielle Bedingung (30) gekniiplt sey, und dass man denmselben
ebenso gut fiir eine jede andere zwischen L, M und N bestehende Rangordnung durch-
zufiihren im Stande ist. Ja es kionnen unter diesen Grossen sogar zwei gleiche vor-
kommen, etwa L = M; wo dann, wie aus der Gleichung (29) unmittelbar ersichtlich
ist, ein Wurzel derselben s = L ist, eine zweite zwischen L und N liegt, und die
dritte, je nach der Beschallenheit des Productes (30) sich entweder zwischen — oo
und N oder zwischen N und + oo befindet. Hilte man endlich L=M =N, so ent
hielte das Gleichungspolynomn P den Faclor (s—L)*. Man hat somit zwei gleiche Wur-
zeln L, die drilte offenbar auch reelle ist dann sehr leicht aus der Gleichung (29)
selbst zu ziehen. Die bewiesene Realitit der Wurzeln, von welchen die Rede ist,
enthebt uns der Auflésung der Gleichung selbst, wir haben blos zu sehen auf die An-
zahl der Zeichenfolgen und Zeichenwechsel in derselben. Im Falle nun lauter Zeichen-
wechsel vorhanden sind, hat man simmtliche Werthe von s positiv, das heisst, alle
Maxima und Minima der Function A positiv; diese letztere ist daher nur positiver
Werthe fihig, was einem Minimum von v entspricht. Auf Zhnliche Weise schliesst
man, dass u ein Maximum sey, wenn die Gleichung (29) lauter Zeichenfolgen biethet,
und weder ein Maximum noch ein Minimum, wenn in derselben sowohl Zeichenwech-
sel, als auch Zeichenfolgen vorkommen.

Es sey uns hier noch erlaubt zu bemerken, dass im Falle gleicher Wurzeln die
drei Gleichungen des ersten Grades (22) in a,, a, und a, von einander verschieden zu
seyn aulhiren, indem sie in die einzige

a a2 a
extunstan="°
zusammenfallen.

Gehen wir jetzt zu dem allgemeinen System von n Gleichungen (19) suriick, so
schliessen wir unmittelbar aus der Analogie mit den eben der Betrachtung unterworfe-
nen drei speciellen Fillen, dass die Elimination der Grossen a,, a,...a, aus denselben
hichst wahrscheinlich zu einer Gleichung des nten Grades in s fithren werde, dass
diese lelztere lauter reecle Wurzeln besitzen, und somit so viele positive als Zeichen-
wechsel, so viele negative als Zeichenfolgen zulassen werde, und dass eigentlich die
Existenz eines Maximums oder Minimums von v, lediglich von dem Umstande abhiinge,
ob in dieser lelztgenannten Gleichung des nten Grades lauter Zeichenfolgen oder lau-
ter Zeichenwechsel sich vorfinden. Um diese Wahrscheinlichkeit durch einen strengen
mathematischen Beweis zur Gewissheit zu erheben, was schon desshalb einigen Schwie-
rigkeiten unterliegt, weil die Gleichung des nten Grades, von der bewiesen werden
soll, sie habe nur reelle Wurzeln, fiir ein allgemeines n gar nicht gebildet werden
kann, wird es nicht unerspriesslich seyn, aul die bei der Elimination aus einem Sy-
steme von n Gleichungen des 1sten Grades wie (19) vorkommenden Formen und ihre
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Eigenschaften, wiewohl diese zum grissten Theil schon bekannt sind, aufmerksam zn
machen, weil man sonst besorgen miisste, selbst den in der Analysis nicht ganz. Unbe-
wanderten unverstindlich zu werden. Diess geschieht nun in der diesem Aufsatze an-
gehingten Note, die die Auseinandersetzung des Eliminationsverfahrens aus n solchen
Gleichungen des ersten Grades zwischen n Unbekannten zum Zwecke hat. und die man
vorher durchzusehen beliebe. Es geht aus den dort durchgefiihrten Untersuchungen
zunichst hervor, dass die Werlhe der Unbekannten in einem System von Gleichun-

gen wie:
[a,1)—sla, + (1,2)a, 4 (1,3)a,+.... + (1,0)a, = [1],
(2,1)a,+ [(2,2)~s8la, + (2,3) 2+ --+(2;ﬂ)a.. = {21,
32 3,1)a+(3,2)a,+ [(3, 3)—s]aa ..+ (3,0)a, = (3],

(n 1)a|+(n 2)“2"‘(" 3)3.| ---- +[(n1n)_5] = [“],
simmtlich in Bruchform erscheinen, und dass allen diesen Briichen ein gemeinschalt-
licher Nenner zukomme, der ein algebraisches, ans den Coefficienten der eben aufge-
stelllen Gleichungen gebildetes Polynom ist, dessen jedes Glied ein Product aus n Fac-
toren vorstellt, die unter den Coefficienien eben dieser Gleichungen auf alle méglichen
verschiedenen Weisen gewihlt werden, so jedoch, dass in einem und demselben Gliede
nie zwel Coefficienien aus derselben Horizontalreihe, und nie zwei solche aus derselben
Verlicalreihe zusammen vorkommen. Dieser gemeinschaftliche Nenner nun der Nulle
gleich gesetzt, gibt diejenige Eliminationsgleichung s, deren wir benithigen; und da
den eben Gesagten nach das Product
33) [(1,1)— 1 [(2,2) - 61 [(3,3)—s] . - . - [(n,n)—s],
welches nach s dem nten Grade angehirt, darin erscheint und hihere darin nicht er-
scheinen kénnen, so ist auch die Gleichung in s vom Grade n, und folglich nur mehr
darzuthun, dass dieselbe unter der Voraussetzung, dass allgemein
(hk) = (kh)

ist, somit die Verlicalreihen der Coefficienlen mit den Horizontalreihen identisch, stets
nur lauter reele Wurzeln zulasse. Der Beweis, den wir hier beibringen wollen, ist
aul eine zuerst von Catcnuy in der Theorie der Flichen der zweilen Ordnung vorgetra-
gene und von diesem grossen Mathematiker bei einem Systeme von drei Gleichungen
mit drei Unbekannten in Anwendung gebrachte Analysis gegriindet, die im Folgenden
besteht : Die Eliminationsgleichung in s, aul die man bei der Aufllésung der Glei-
chungen

[(1,1) —sla,+ (1,2) 8, + (1,3) 8, = O,

30 @)+ [(2,2) - sl + (2,3) 8, = 0,

3,1)a,+ (3,98 +1(3,3) —s]a, = 0

stosst, ist vom dritlen Grade, hat somit drei Wurzeln, die wir mit
sl, sll, sl”

_bezeichnen wollen; einem jeden dieser Werthe von s entspricht nun aber ein System
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von Werthen von a,, a, und &, wir erhalten daher drei solche Systeme, die wir mit
"W

al a” a
! S 1

‘ “ "
a, 4, 9 (35)
‘ “ “
ayr Ay 3

bezeichnen wollen. Substituiren wir nun in der ersten der Gleichungen (34) anstatt
s, a,, a,, a, das erste System der erhaltenen Werthe, d. h. &/, a:, n;, a;, dann auch
das zweite, namlich: s“, a:', a;’, a;', so kommen wir zu folgenden zwei Gleichungen :
[, —s18] + (1,2) 8 + (1,3) 8] = 0,
(L) —e“]al +(1,2)8) +(1,3)a = 0,

und aus diesen das Symbol (11) eliminirend und zu diesen Zweck die erste mit a:':

(36)

die zweite mit a; multiplicicend und von der ersteren abzichend:
(s —8') a: a:' +(1,2) [a; a:' — a: a;’] + (1,3) [a; a:' — a: a;’] =0 (€1p)
Behandeln wir nun auf dieselbe Weise die zweite und dritte der Gleichungen (34),

so gelangen wir zu noch zwei dhnlichen Gleichungen, wie die (37) némlich:
(8" —s’) a; a;’ + 2,3 [a; a:’ — a;a:] + 2,1 [a: a;'— a;a:'] =0, @8
(s —s’) a; a;’ +(3,1) [a:a;l—a;azl] +@3,2) [a; a‘; — a;a:’] =0,
und diese zu (37) addirt, mit Riicksicht auf die Relationen:
(1,2 =en, 2N =062, @GN=013,
fiihren zn:

(s —#) faja) + ;) + 9,21 = 0; lED)
und es ist an und fiir sich klar, dass wir genau denselben Weg verfolgend, noch zu
folgenden zwei anderen Gleichungen gefliihrt werden:

i it i“ alll] _ O'
_ )

(e —s") [a]a "+ a, a, +a’a

(s' — s') [n:” a: + a:” a; + a;” a;] = 0;
soweit die Cavcmy’sche Analyse. Von dem Resultate derselben, niimlich den Glei-
chungen (39) und (40) macht Poisson Gebrauch, um die Realitit der drei Wurzeln
s, 8", ¢’ der Gleichung des dritten Grades abzuleiten, die wir oben auf einem an-
dern Wege dargethan haben. Wire niimlich, sagt Poisson, ein Paar imaginire Wur-
zeln, etwa &/ und s” in der Eliminationsgleichung. von welcher die Rede ist, vorhan-

10

den, so wiirde ihnen die Form
¢ =p+qh=i, =p—qV=1 “n
zukommen; dieselbe Korm miissten dann offenbar auch die beiden entsprechenden Sy-

steme von Werthen fiir a,, a, und a; erhalten, etwa
Naturwissenschaftliche Abbandlungen. I1. 16
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-

= a+ BV, a:l = a— B V=i

= &+ R,V=, a;I = g—fV-1

8, = a,+{VD, a) = aq— Vo0
Nun erhilt man aber durch Substitution der Werthe (41) und (42) in die Glei-
chung (39)

“» —2qV=i [ej+ 4+ a3+ B+ 8+ 8 = 0,
eine Gleichung, der nur Geniige geleistet werden kann durch die Voraussetzung

q = 0,

L

“2)

~w

indem die andere
a+oi+alt B+ M+E =0
unzulissig ist, denn sie gibe: )
y==a=03=3=0 =0,
und somit auch

J
!
)
I
L
~
Il
(=2

was der Gleichung
]
a, -|-a;2-|-a:: =1,
aus welcher eben die Werthe von a:, a;, a_; hervorgegangen gedacht werden miissen,

widerspricht. Es lebhrt nimlich der unmittelbare Anblick der Gleichungen (34), dass
sie die Werthe der Unbekannten a,, a;, a, zu liefern ungeeignet seyen, und nur die

Quotienten :—:, :—;‘ bestimmen, die dann in die Gleichung
ajtajta =1
substituirt, erst die Werthe dieser Unbekannten geben.
Derselbe Beweis nun der Realitit simmulicher Wurzeln lisst sich auch gerade auf
dieselbe Weise bei derjenigen Eliminationsgleichung des nten Grades fihren, der wir
begegnen hei einem Systeme von n Gleichungen mit n Unbekannten von folgender Form:

[,D—sla, + A,Da, + (1,3)a, + ... + (,n)a, =0

2,Da, +[(2,2)—s]la, + (2,3)a, + ...+ (2,n)a, =0
“hH (3, 1)n,+(3,2)a,+[(3 3)—sla, + ...+ (3,ma, =0
08+ (0, D4 (0,8 + + +  + [(ym)—sla, = 0.

und unter der Voraussetzung, dass die Horuontalrelhen und Verticalreihen der Coeffi-
cienten gegenseiliz gleich sind, man also ganz allgemein habe:

45) (h,k) = (k,h).
Dass die Eliminationsgleichung in s dem nten Grade angehire, haben wir friher dar-
gethan, sie wird also n Wurzeln besitzen, die wir der Reihe nach mit

46) s =g, s g ... "
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bezeichnen wollen; setzen wir darunter imagindre voraus, so konnen solche nur paar-
weise vorhanden seyn, weil alle Coefficienten in (44), und somit auch in der daraus
gefolgerten Eliminationsgleichung reel sind. Es seyen also s/ und s” ein solches Paar
zusammengehériger imaginirer Wurzeln, so kémmt ihnen die Form zu:
¢ =ptqmr, 8 =p—q/"i (Cis)
Nun wird man aber in die Gleichungen (44) anstatt s alle unter (46) vorkommen-
den n Werthe der Reihe nach substituiren kinnen, wird fiir jeden derselben ein System
von Werthen fiir die Quotienten
B A
&' a
ableiten, und endlich mittelst der Gleichung
ata+...+a=1
die Werthe der Unbekannten a,...a, selbst bestimmen, wird so n Systeme solcher
Werthe erhalten, die wir bexiiglich und so wie sie den Werthen von s entsprechen,
andeuten werden durch:

R
- 13

o ‘" i (),

8, =2, ai, a],...a1,
‘ " 4 ),

a,:az, 32, 2,..-32,
‘ " 44 (n)

m=a, a, 2 ,...8; 48)
] " (n)

a,=a, '‘a, a ,...a .

Da aber die beiden ersten Werthe von s der Voraussetzung nach imaginir sind,
und von der Form (47), so werden offenbar auch die beiden ersten Systeme von Wer-
then (48) imaginir ausfallen und derselben Form angehérend, d. h. nur im Zeichen des

mit V=1 verbundenen Gliedes unterschieden, man wird somit setzen kénnen :
a: =a+pV=. a:l = a,— B,V
2l = o+ VT, a =a-fHVoL
"

2
al =&+ /YT, a =a-—BVa 49

a

a = a,+4 B,V a:l = a,—B.VL.
Nun substituiren wir in jede der Gleichungen (44) eher das erste, dann auch das
zweite System von Werthen fiir s; a,, a,...a,, und bekommen diese zwei Substitu-

tionen in der Ersten derselben ausfiihrend :
[(1,D—sTa +(1,Da+(1,3)a +..... +,nal =0,
(1,1 —s" o+ (1, Da; + (1,3)a) +..... +(ma’ =o,

und hieraus durch Elimination des Symboles (1,1), also Multiplication der ersten Glei-
16 *

(50)



(1)

62

63)

(C0)]
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chung mit a:’, der zweiten mit a: und Subtraction derselben:

(s“—sDajay + (1,2) [y — o)1 + (13) [aa] — aja)] + . ..
R Rl

e 4 (L) [a"a1 — a‘an] = 0.

Aehnliche Gleéichungen liefern dieselben Substitutionen in die iibrigen der Glei-
chungen (44) ausgefiihrt, die man iibrigens auf kiirzerem Wege aus der (51) erhalten
kann, geriau aul dieselbe Weise wie die iibrigen der Gleichungen (44) aus der ersten
hervorgehen, nidmlich durch Vertauschung der Zahlen 1, 2, 3,.... n, insofern als sie
sowohl in den Symbolen (1,1), (1,2).... als auch als Stellenzeiger erscheinen nach
einem einfachen Permutationsgesetze, nach welchem der Einser an die Stelle des Zweier,
der Zweier an die Stelle des Dreier u. s. w., und endlich n an die Stelle von Eins tritt.
Machen wir von dieser Vertauschungsweise n—1mal Gebrauch, so geht uns die (51) der
Reihe nach iiber in die Gleichungen:

R X { i ‘" R U 4 4

(s“—8Daa + (2,3)[a2, —aa’ 1+ (8 [aa, —a2 1+... + 2D [ea —aa] =0,
(s"—s‘)a;a;l + (34) [a:a;l— a;a:'] + (3,9 [a's a:— a;al:]—{- .o+ (2) [a;a_;l—- a;azu] =0,
(s"—s9aa’ +(n,1)[ala) —a'a!']+(0,2) [aa"' 2/ +...4 (n,n—1) [a,_a/'—a'a’ ]=0.

Jetzt addire man alle diese Gleichungen (51) und (52) und bemerke, dass der
mit einem Factor wie (1,2) verbundenen Glieder zwei erscheinen, und auch nicht mehr
erscheinen konnen, weil der Coefficient (1,2) nur in zwei Gleichungen vorhanden ist.
Eben so wird es auch andere mit dem Factor (h,k) versehene Glieder zwei geben,
weil der Coefficient (h,k) nur in zwei Gleichungen vorkémmt, in der kten nimlich
und in der hten; die Summe aber dieser Glieder ist oflenbar Null, wie die unmittel-
bare Ansicht der zu addirenden Gleichungen lehrt; man erhélt somit die sehr einfache
Gleichung :

(s —s’) (_a:a:/ + a;a;' + a;a;' +....4 a:a:l) = 0.

Setzt man hier anslatt der in dieser Gleichung vorkommenden Grossen ihre unter
(47) und (49) vorausgeselzten Werlhe, die s’ 'und &’ fiir ein Paar znsammengehirender
imagindrer Wurzeln nehmend, so bekommt man:

— V=i (@ Rt B gD =0,
eine Gleichung, welcher nur durch ¢ =0 Geniige geleislet werden kann, indem
i+ @i+ 4+t +alpi=0

unzuliissig ist, indem es

y=3=a,=8=....=3,=§,=0
gibL, somit auch
alza_':av/:....: a':O,
1 2 3 n

was nicht seyn kann, da die Werthe dieser lelztern Grissen dem Gange der Rechnung
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nach, den wir zur jhrer Ermittlung eingeschlagen haben, die Gleichung
a:2+n;2+a;’+‘...+a:2= 1
erfiillen miissen.

Unter den Warzeln der Eliminationsgleichung des nten Grades befinden sich daher
gar keine imaginiiren; man wird also aus den in derselben vorhandenen Zeichenwechseln
und Zeichen(olgen die Anzahl der positiven und jene der negativen zu erkennen vermégen
und hieraus aufl die Existenz oder Nichtexistenz eines Maximums oder Minimums schlies-
gen. Unser vorziiglichstes Augenmerk muss daher auf die Bildung dieser Gleichung
des nten Grades gerichtet seyn, und wir bitten Behufs derselben die nachlolgende Note
einzusehen, und finden uns nur noch veranlasst zu bemerken, dass die eben vorgetra-
gene Verallgemeinerung des Beweises der Realitit der Wurzeln einem iusserst talent-
vollen jungen Manne, den Hrn. Sivon Seirzer gelungen sey.

Note.

Man sucht die Werthe der n Unbekannten a,...a, die den n Gleichungen des er-
sten Girades:
A e+ D+ (1,Da,+..... + (A)a, = (1]
@08+ @D+ @D+ ...+ @n)a, = [2)
(n,Da, +(n2a,+ (n3)a;+..... + (nn)a, = [n]
Geniige leisten. Unter (1,1), (1,2), (2,1) u. s. w. beliebige Coefficienten verstanden, die
in der Kegel von einander verschieden sind. Multipliciren wir, um diese Werlhe auf-
zufinden, diese Gleichungen der Reihe nach mit den noch unbestimmt gelassenen Fac-
toren ¢;, ;.--q., addiren sie, und wiihlen dann letatere so, dass die Coefficienten von
a,...a, in der durch Addition erbaltenen Gleichung der Nulle gleich werden; der Mul-
tiplicator aber von a, von der Nulle verschieden ausféllt, so erhalten wir einerseits zur
Bestimmuag von q,...q, die n— 1 Gleichungen:
1,2q+ @2 t..-. + 2)q. =0,
D+ E+ .-+ (03)q. =0,

amq+ @ng. +....+(nn)q. = 0.
Andererseits erhilt man fir a, unmittelbar den Werth in Form eines Bruches:
a — (Mg +[2qg+....+[r]lq.
T (LDGHRDEY- .+ (0, De
und nun behaupten wir, dass uns nur die Kenntniss des Nenners dieses Bruches noth-
wendig sey; und dass wir daraus allsogleich nicht bloss den Zghler desselben, sondern

€))

@

)
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auch zugleich simmtliche Zihler der Briiche fir a,...a, ohne Ansland abzuleiten ver-
mégen. Vor Allem ist es klar, dass die Gleichungen (2) nicht eigentlich die Gréssen

Qi+ (., sondern vielmehr die Relationen %j. g—:%’; liefern werden, dass somit eine
dieser Gréssen, etwa q, willkiihrlich, die andern aber durch dieselbe bestimmt und
ihr proportional sind, dass man also den Werth dieser Einen willkiihrlichen so wird
annehmen kinnen, dass simmtliche q,...q, nicht in Bruchform sondern als ganze Po-
lynome erscheinen, in denen simmtliche Coefficienten der Gleichungen (1) bis auf die
ersten die darin offenbar nicht vorhanden seyn kdnnen, da sie auch in den Gleichungen
(2) nicht erscheinen, vorkommen werden. Hieraus folgt zunichst, dass man den Zih-
ler des Werthes von a, aus dem bekannt vorausgesetzten Nenner unmittelbar wird ab-
leiten kinnen, indem man die ersten Coeflicienten :
agouenEn.... ()
beziiglich in die mit eckigen Klammern bezeichneten zweiten Gleichungstheile :
(111 131....[n]

verwandelt. Es ist ferner dieser Nenner ein ganzes Polynom, welches, wie man aus
den Gleichungen (2) unmittelbar ersieht, die nicht unmerkwiirdige Eigenschalt hat,
sich alsogleich in die Nulle zu verwandeln, sobald in demselben anstatt der vorkom-
menden ersten Coeflicienten beziiglich die zweiten oder die dritten, oder iiberhaupt eine
andere Coefficientenreihe substituirt wird. Umgekehrt hitte man auf beliebigen Wege
eine mit dieser Eigenschaflt begabte ganze Function simmtlicher Coefficienten aufge-
funden, die sich also unmittelbar auf Null reducirt, wenn anstatt irgend einer Coef-
ficientenreihe irgend eine andere gesetzt wird, so ist auch das Problem der Elimination
gelist, und man hat die Werthe simmtlicher Unbekannten. In der That, um den Werth
von a, zu erhalten, wird man das gelundene Polynom nach den ersten Coefficienten ord-
nen, uad wird die Multiplicatoren von (1,1) (2,1)...(n,1) beziiglich mit ¢, q;.. .q. be-
zeichnen, wird mit denselben die Gileichungen (1) der Reihe nach multipliciren und ad-
diren; so fallen der vorausgesetzten Eigenschaft des Polynomes zulolge a, a,...a,, in-
dem sie beim Addiren die Coef(icienten Null bekommen, hinweg; und fiir a, bekdmmt
man geradezu den Werth (3), dessen Zihler aus dem Nenner auf die frither erwihnte
‘Weise abgeleitet wird.

Auf dieselbe Art verfihrt man, um sich den Werth von irgend einer andern etwa
- der zweiten Unbekannten a, zu verschaffen; man ordnet nimlich dasselbe Polynom nach
dem zweiten Coellicienten und benennt die Multiplicatoren von (1,2) (2,2) (3,2)...(n,2)
beziehlich mit q:q;q;...q:, multiplicirt die Gleichungen (1) der Reihe nach mit diesen
letztern, und addirt sie; so bekimmt offenbar a, das oftgenannte Polynom, die iibrigen
Unbekannten a,3,...a,, aber, dic Nulle zum Multiplicator; sohin erscheint der Werth
von a, genau in derselben Form wie der von a,, sein Zihler wird genau auf dieselbe
Weise aus dem Nenner abgeleitet, der noch iibrigens dic Eigenschaft hat, der gemein-
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schaftliche Nenner der Werthe simmtlicher Unbekanaten zu seyn. Es handelt sich also
lediglich um die Auffindung des Polynoms, welches die Eigenschalt besitzen soll, sich
alsogleich auf die Nulle zu reduciren, wenn in demselben anstatt irgend einer Coefli-
cientenreihe eine andere substituirt wird; dieses letztere verschaflt man sich aber auf
folgende Weise: Man betrachtet die Zahlen:
123 .. .n
als combinatorische Elemente, und bildet aus denselben alle mdglichen Permutationen ;
z. B. wenn die Zahl der Gleichungen und somit auch die der Unbekannten drei ist, so
* formt man folgende Gruppen:
123, 132, 213, 231, 312, 321.

In jeder derselben gibt man dem ersten combinatorischen Elemente zum Begleiter
die Einheit, dem zweiten die Zahl 2, dem dritten die Zahl 3, und schliesst das com-
binatorische Element, sammt den Begleiter in eine Klammer ein, so:

1,1)(2,2) 3,3), (1,1)(3,2)(23), (21)(1,2)(3,3), (21)(3,2) (1,3), (3, 1)(1,2)(2,3),
¢:1) (22 (1,3),
so hat man alle Glieder, aus denen das gesuchte Polynom besteht, wenn man nur, so
wie sich’s von selbst versteht, den Symbolen (1,1) (1,2) ... die Bedeutungen beilegt,
die ihnen in den Gleichungen (1) zukommen. Von diesen Gliedern ist nun die Hilfte
mit dem Zeichen 4, die andere Hillte mit dem Zeichen — zu nehmen, welches aber
dieser beiden Zeichen einem jeden Gliede zukomme, wird auf folgende Weise entschie-
den: Man achte auf den Umstand, ob in zwei verschiedenen Facloren eines und dessel-
ben Gliedes ein hioheres combinatorisches Element einen niederern Begleiter hat, als ein
niederes in dem andern Factor, dem ein héherer Begleiter zugegeben ist. Man wird
diesen Umstand ganz schicklich eine Compensation nennen kénnen, wenn es uns iiber-
haupt erlaubt ist, eine neue Benennung anstatt der von Knammer eingefihrten, dem wir
diese Theorie verdanken. und der diesen Umstand eine Variation genannt hat, zu sub-
stituiren aus der Ursache, weil wir den Namen Variation zur Bezeichnuog eines ganz
andern Begriffes benithigen. Um die Sache durch ein Beispiel zu erlivtern, so bieten

die zwei Factoren

(1,2 2,3)
keine Compensalion, dagegen in den beiden andern
(1,3) @1

eine Compensation vorhanden ist, indem die iiberwiegende Grisse des combinatorischen
Elementes im zweiten Faclor durch den anderseits in iiberwiegender Grésse vorhande-
nen Begleiter im ersten Factor gewissermassen aufgehoben wird. Offenbar kénnen nun
in einem und demselben Gliede der Compensationen mehrere vorkommen, und das Glied
bekommt das Zeichen - oder —, je nachdem die Anzahl der in demselben vorhande-
nen Compensationen eine gerade ist, oder ungerade. Nach dieser Regel wire das ge-
suchte Polynom in dem frither angenommenen Beispiel dreier Gleichungen folgendes:
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(111) (212) (3/3) - (1/1)(3/2) (213) - (211) (1l2) (313) + (2r1) (312) (1/3) + (3/1)(1;2) (2/3)

—(3,1)(22)(1,3).
Die Zahlen der in den einzelnen Gliedern vorhandenen Compensationen sind beziehlich
0 1 1 2 2 3

Genau aufl dieselbe Weise verfihrt man bei n Gleichungen mit n Unbekannten,
und bekdmmt offenbar einen desto lingeren Ausdruck, je grdsser die Zahl n ist; seine
einzelnen Glieder sind Producte aus n Factoren, jeder dieser Factoren ist einer andern
Horizontalreihe und zugleich auch einer andern Verticalreihe der Coefficienten aus den
Gleichungen (1) entnommen, so zwar, dass kein Glied zwei Factoren aus derselben
Horizontalreihe oder zwei solche aus derselben Verticalreihe besitzen kann. Man wird
daher auch ohne Hiilfe der Permutationsrechrung sich simmtliche Glieder des gesuch-
ten Polynomes verschaffen kinnen, wenn man auf folgende Weise vorgeht: Man bilde
die Summen der horizonlalen Coellicientenreihen und multiplicire sie untereinander ;
man bilde ferner auch die Summen von simmtlichen Verticalreiben und multiplicire sie
ebenfalls unter einander und nehme endlich diejenigen Glieder, die beiden Producten
gemeinschaltlich sind; die Zeichen jedoch dieser so genommenen Glieder miissen wie
friiher gesagt wurde, gemiss der Anzahl der vorkommenden Compensationen bestimmt
werden. Der Beweis, dass das so gebildete Polynom die Eigenschaft besitze, sich auf
die Nulle zu reduciren, wenn anslatt einer beliehigen Coefficientenreihe jede beliebige
andere gesetzt wird, lisst sich auf folgende Weise fihren: Die Verwandlung irgend
einer Coefficientenreihe, z. B. der ersten in irgend eine andere z. B. die kte, reducirt
sich nach der angenommenen Bezeichnung einfacher Weise aul die Verwandlung des
Begleiters 1 in allen Gliedern, in welchen derselbe vorkimmt in den Begleiter k; es
ist also nur zu zeigen, dass diese letztere das Polynom auf Null reducire. Hat man
nan nicht vergessen, dass in einem jeden Gliede des Polynoms der Begleiter 1 nur in
einem cinzigen Factor, der Begleiter k auch nur in einem einzigen vorkiémmt, so er-
schliesst man leicht, dass nach der Verwandlung von 1 in k in einem jeden Gliede zwei
Factoren vorkommen werden, die mit dem Begleiter k behaftet sind. Man wird ferner
zn einem jeden Gliede des Polynoms ein anderes ihm entsprechendes finden, das sich
von den erstern bloss in der Beschaflenheit derjenigen Factoren unterscheidet, in denen
die Begleiter 1 und k vorkommen; hat man z B. das Glied:

o) @) ... BK). ...
so wihlt man zu denselben das im Polynome offenbar auch vorhandene

o) B e ().
welches sich von den erstern nur in der Beschaffenheit der dem Auge ersichtlich ge-
machten vier Factoren (a,1) (f,k) (8,1) (2,k) unterscheidet; so dass die mit ...., be-

zeichneten Stellen in der einen und mit der andern Gruppe auf gleiche Weise besetst
sind. Die Verwandlung von 1 in k wird nun offenbar diese beiden Gruppen identisch
machen; es ldsst sich iiberdiess zeigen, dass dieselben im Polynome mit entgegenge-
setzten Zeichen erscheinen, und sich somit nach geschehener Verwandlung von 1 in k
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aufheben miissen, woraus unmittelhar folgl. dass die simmtlichen Glieder des Poly-
nomes sich zn zwei durch die Yerwandlung von t in k auf Nulle reduciren werden ; es
ist dalier nur noch zu zeigen, dass je zwei solche Glieder wie die hingestellten immer
entgegengesetzle Zeichen haben miissten, und hiezu ist wieder bloss darzuthun, dass
die Differenz der Compensalionszahlen in je zwei solchen Gliedern eine ungerade sey.
Ist also die Anzahl der Compensalionen in (4) N, in der Gruppe (5) N so muss be-
wiesen werden, dass N'—N eine ungerade Zahl sey.

In der Gruppe (4) haben wir gleich zn Anfang den Faclor (a,1), dann folgt eine
Abtheilung von k —2 Facloren der Anzah! nach, die wir miL [ hezeichnen wollen, dann
der Factor (8,k), und endlich eine zweite Abtheilang von n —k Factoren. welche IT
heissen mag; so lass wir auch die Groppe (4) so schreiben kinnen:

(o) T (B IL
Die Gruppe (5) wird dann aul dhnliche Weise geschrieben werden: nimlich:

[ADA (e/k) 11

Sclzen wir nun voraus:

1. Die Factoren in den Abtheilungen I und II bloss und ohne Riicksicht auf (a,1).
(Bk). (B1). (2k), die wir somit in (6) und (7) vor der lland ganz ausgelassen
denken, bilden Compensationen X an der Zahl, so ist X sowobl ein Bestandtheil
von N als auch von N’

2. Der Faclor (2,1) gebe mit denjenigen combinirt, die sich in der Abtheilung I be--
linden, w Compensalionen, was nur daher riihren kann, dass p Factoren in dieser
Abtheilung I hohere Elemente besitzen als «; und woraus wieder folgt, dass in
den iibrigen Factoren » — 2 —p an der Zahl mindere Elemenle als a vorfindig sind.
Es erscheint somit g als Bestandtheil von N und « — 2 —pu als Theil von N

3. Der Kactor (a,1), verglichen mit denen, die der Abtheilung I zufallen. biete
v Compensalionen , so ist » ein inlegrirender Theil von N und N/,

4. Der Factor (8,x), verglichen mit den in I enthaltenen, biete o Compensationen:

so ist ¢ ein Theil von N, wiihrend x —2—o als Theil von N’ erscheint.

Derselbe Factor (8,») verglichen mit der Abtheilung Il zeige v Compensationen.
80 gehirt v als Theil 2n N und N'.

6. Es wird endlich (2,1) mit () entweder eine Compensalion bilden. wenn nimlich

a =3, oder nicht, wenn @ << B; im ersten Falle bietet (3,1) mit (2,x) keine Com-

pensation, im zweilen Kalle ist zwischen diesen zwei Factoren eine vorhanden.

o

Wir haben also im ersten Falle:
N =X+p+v+otrt1,
N/ = )\,+l—'3—#+v+l—2—°"|‘7v
N—N=2—4—2u—20 - 1;
im zweiten Falle aber

also

N=x+uetrvtotr,
N =2 }n—2—=ptv [v—2—c 47 1.

Nalurwi haftliche Abhapdl 1. 19
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somit
N—N=22—4—-2u—20+1,

also in jedem Falle NN eine ungerade Zahl; und folglich N ungerade, wenn
N gerade ist; und umgekehrt; somit stets zwei zusammengehirige Glieder des
Polynomes wie (4) und (5) mit entgegengesetzten Zeichen behaltet, und somit
das Polynom durch die Verwandlung von 1 in a in Nulle iibergehend. Es hat also
das nach der [rither auseinandergeselzten Regel construirte Polynom wirklich die
Eigenschalt zu verschwinden, wenn anstatt jeder beliehigen Coelficientenreihe
jede beliebige andere gesetzt wird.

Dasselbe Polynom, derselbe gemeinschaftliche Nenner der Werthe simmtlicher Un-
bekannten hat noch andere merkwiirdige Eigenschaften, und unter andern die sich nicht
zu verindern, wenn die Horizontal- und Verticalreihen der Coeflicienten unter einander
vertauscht werden. Dass sich durch ¢ine solche Vertauschung die einzelnen Glieder des
Nenners nicht éindern, folgt unmittelbar aus der Art der Bildung derselben und nament-
lich aus dem Umstande, dass man sie alle erhilt, wenn man das Product aus den Summen
der Horizontalreihen, so wie auch jenes aus den Summen der Verlicalreihen bildet und
die beiden Producten gemeinschaltlichen Glieder nimmt; allein auch die Zeichen der ein-
zelnen Glieder bleiben dieselben, wenn man Horizontal - und Verticalreihen der Coeffi-
cienlen mit einander vertauscht. Um diess zu beweisen, bemerken wir vorerst, dass
nach der angenommenen Bezeichnungsweise die oben erwihnte Verlauschung der Coef-
ficientenreihen lediglich dadurch bewerkstelligt wird, dass man in einem jeden Factor
an die Stelle des combinatorischen Elementes den Begleiter, und umgekehrt setzt, oder
mit andern Worten, die eingeklammerten zwei Zahlen unter einander verwechselt, dass
ferner dadurch die Anzahl der in einem jeden Gliede vorhandenen Compensationen durch-
aus gar keine Aenderung leide, indem je zwei Kacloren, wie etwa (1,3) und (5,2), die
eine Compensation darbieten, auch nach ihrer Uminderung in (3,1} und (2,5) eine solche
darbieten werden; ‘so wie zwischen zwei Factoren, wo keine Compensation stalt fand,
auch nach der Uminderung keine statt finden wird; woraus endlich folgt, dass durch die
viel erwihnte Uminderung in dem in Rede stehenden Nenner lediglich die positiven Glie-
der unter sich, und die negativen wieder unter sich ihre Stellen vertauschen, und folg-
lich der Nenner selbst ganz ungeiindert bleibe.

Es kommt also bei der Aullésung eines Systems von n Gleichungen linearer Form
mit n Unbekannten nur auf die Bildung eines einzigen Polynoms des gemeinschaftlichen
Nenners an. aus welchem dann unmittelbar ohne bedentenden Miihean{wand simmtliche
u Zihler der Werthe der Unbekannten durch blosse Vertauschung abgeleitet werden.
Die Bildung dieses Nenners aber ist zwar, so lange n eine geringe Zall ist, etwa 2
oder 3, eine durchaus wenig mithsame, wird es aber, sobald n zu einer grissern Zahl
heranwiichst, indem die Anzahl der Glieder, aus welchen besagler Nenner zusammenge-

selzt isl, mit n ungemein rasch wiichst, und gleich der Permutationszahl aus n combi-
natorischen Klementen, . h.



Tueomie peEs GRossTEN usp KLEINSTEN. 131

=n.(=1)0—2)....2.1
wird,. wihrend ausserdem noch jedes dieser- Glieder als ein Product erscheint, von
einer stets grisser werdenden Anzahl, ndmlich n Factoren. Das Formen solcher aus
sehr vielen Gliedern bestehenden Polynome erheischt nur eine gewisse bestimmte Ord-
nung im Operiren, die die Sicherheit gibt, dass man alle Glieder gebildet, keines
ausgelassen, und auch keines zweimal hingeschrieben habe, und dass man iiberdiess
auch in keinem Gliede das Zeichen verfehlt hat. Ueber diese hier zu beobachtende
Ordnung wird es erspriesslich seyn, einige Worte zu sagen.

Das Zusammenzihlen der Glieder des bereits gebildeten Polynoms, die n(n—1)..
--2. 1 an der Zahl vorhanden seyn mi , liefert zwar ein Kennzeichen der Richtig-
keit der Operation, aber kein geniigendes, indem dadurch weder Wiederholungen noch
falache Zeichen vermieden werden, dass aber wirklich der in Rede stehende Nenner
die angezeigte Anzahl von Gliedern in sich schliesse, geht unter andern auch aus dem
Umstande hervor, dass er zusammengesetzt ist ans allen miglichen Produclen von n
Factoren, die sich aus den Coefficienten der n Gleichungen bilden lassen, unter der
Bedingung, dass jeder Faclor einer andern horizontalen und zugleich einer andera Ver-
ticalreihe der Coefficienten entnommen werde. In der That, nehmen wir Behufs der
Bildung aller dieser méglichen Producte, den ersten Factor aus der ersten Horizonlal-
reihe, so kann diess, weil da n disponible Coefficienten vorhanden sind, aul n verschie-
dene Arten geschehen; hat man aber einen beslimmten von ihnen adoptirt, so wird
man den zweiten Factor aus der zweiten Horizontalreihe nur auf (n— 1) verschiedenc
Arten wihlen kinnen, weil man den derselben Verlicalreihe angehdrigen, der gestell-
ten Bedingung gemiiss wegzulassen gendthigt ist, eben so wird der dritte Factor aus
der dritten Horizontalreihe nar aul (n—2) verschiedene Arten u. s. w. bis zu dem letz
ten Factor, der aus der letzten Horizontalreihe nur auf eine Weise wihlbar ist. Diess
gibt aber nur offenbar verschiedene Producte n:(n—1) (n—2)...2.1 an der Zahl, die
sich freilich in speciellen Fillen bei gewissen unter den Coefficienten vorhandenen Lela-
tionen, und namentlich dann, wenn darunter der Nulle gleiche vorkommen, auf eine
geringere Zahl reduciren kénnen; die Discussion jedoch dieser Fille wollen wir an
diesem Orte unterlassen. — Bekanntlich etablirt man vieles der combinatorischen Ele-
‘mente durch den Umstand, dass man sie durch Zahlen ausdriickt, eine Rangordnung,
indem man dasjenige Element, welches durch die hihere Zahl angedeulet ist, von hé-
herem Range voraussetzt, es hat diess den wesentlichen Vortheil, dass man bei der
Bildung von Combinationsformen aus den einzelnen Elementen keine anslassen kann,
indem man bei der Einreibung derselben der natirlichen Rangordnung folgt. Man
findet daher auch fiir gut, unter den aus combinalorischen Elementen zusammenge-
setzten Gruppen, eine hnliche Rangordnung zu etabliren, und schreibt demnach der-
Jjenigen Gruppe oder Complexen, die von der Linken gegen die Rechte zu gezihlt, an
einer friiheren Stelle ein hiheres Element triigt, cinen hiheren Rang zu. Es ist dem-
nach diejenige Gruppe von hiherem Range, welche, so lange wenigstens die Zahl

17 %
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der combinatorischen Elemente, die in dieselbe eingehen. nicht die einzifferige Zahl
9 iibersleigt, als Zahl im decadischen System hetrachtel, einen hiheren numerischen
Werth . ausweist.

Hat man nun, um den erwihnten Nenner zu bilden, aus n Elementen alle migli-
chen Permulationen zu formen, so wird man gut thun, hicrbei auf die langordnung
der Gruppen Riicksicht zn nehmen . zuerst die dem Rang nach die nicderste, d. h.

1.2.3 .. .0

hinzuschreiben, und hieraus stels die nichist hihern. also diejenige, die in der mig-
lichst grissten Anzahl von Anfangssiellen, mit der bereits aufgeschriebenen iiberein-
stimmt, abzuleilen, dergesialt, dass zwischen die zwei Gruppen keine ecingeschallet
werden kann, die aus denselben Klementen gelormt, hiher im Range als die erste und
niederer im Range als die zweite ist. Diess bezweckt man aber so: Man untersucht,
welches von der Rechten gegen die Linke zugehend, das erste Element sey, anslalt
dessen avs dem folgenden, d. h. rechts sich befinde, ein hiheres geselzt werden kann.
Hat man diess entdeckt, so schreibt man die vorangehenden. d. h. links vorhandenen
Elemente in umgeinderter Ordnung nieder; anstatt des bezeichneten Elementes aber
setzt man avs dem [olgenden das hihere, und ao deren mehrere vorhanden sind, das
nichst hihere, und ldsst die iibrigen Elemente nach ihrer Rangordnung folgen.  Auf
diese Weise erhilt man. wenn n =4 ist, folgende Complexionen, 24 an der Zahl:
.4

W R e e B W W W W W W NN DN ===
o o 0 0 e e RS R G B e 0 O RO R
o it a0 RO i B D e e e 9 G0 RO i RO B 2
Lo I b G0 N e RO G o e D O RS GO
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In jeder dieser Complexion fiigt man nun zum ersten Element den Begleiter 1.
zum zweiten den Begleiter 2, zum dritten den Begleiter 3, zum vierten 4 hinzu, schliesst
jedes sammt seinem Begleiter in eine Klammer ein, und hat so alle Glie:der, sus wel-
chen der Nenner hesteht, bis auf das Zeichen. Um letzleres zu bestimmen, heachtet man
dlie Anzahl der Compensationen in einer jeden Gruppe, und schreibt iiberall, wo diese
Gerade ist, das Zeichen 4, und wo sie Ungerade ist, das Zeichen Minus. Man
wiire hierbei, da es so leicht ist. eine Compensalion zu iibersehen, der Gelahr ein
Zeichen zu irren ausgesetzl, wenn nicht eine sehr in die Augen lallende Regelindssig-
keit in der Aufeinanderfolge derselben sich hier kund gibe. Namentlich sieht man bei
dem (riher angefiihrten aus ¢ Gliedern bestehenden Nenner. der einem Systeme von
3 Gleichungen mil 3 Unbekannlen angehirt, auf ein positives, zwei negative, dann
zwei positive, und endlich ein negatives Glied folgen. Diese regelmiissize Auleinander-
lolge von positiven und negaliven Gliederpaaren gewahrt man auch bei dem gemein-
schaftlichen Nenner, der vieren Gleichungen mit 4 Unbekannten angehért, und der so
aussieht ; ’

+ (1.1) (2.2) (5.3) (4.4)
—(1.1) (2.2) (4.3) (3.4)
—(.1DE.DE.DHAE.D
+ d.1) (6.2) 4.3 2.9
+1.1) 4.2 Q.39
— (.1) (4.2) 3.3 (2.4
— (2.1 (L-2) (3.3) (4.4
+@.0D1.2) 4.3 3.4
+ 2.1)(3.2)(1.3) @9
- 2.1DE.2@.3) A
—@2.0@.0d.3) 3.9
4 (2.1) 4.3 B3 U.Y
+ 3-DCL.2 (2.3 A.D
— (3.1)(1.2) (4.3) (2.4)
— B.DE.HA.HAH
+3.DEDEHA.Y
4+ (3.1 4.2 (1.3) 2.9
— (31D @.2D Q.U
—e2.DA.DE.HE.D
+@.D0.26.3ED
+ @.DE.A.HGE.D
- ¢4.D2.DB.3HUA.D
— 4.3 UA.DED
+ @.1)(G.-2 2.3 1.9
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und findet sich natiirlich zur Vermuthung angeregt, diese regelmissige Aufeinanderfolge
sey eine allgemeine giltige, in der Natur der Sache begriindete, man brauche daher die
‘Anzehl der Complexionen gar nicht zu beachten, sondern immer auf zwei negative
Glieder zwei positive folgen zu lassen. Eine nihere Untersuchung jedoch bringt wuns
sehr bald zar Kenntniss einer Ausnahme von dieser Regel, denn schon bei 5 Gleichun-
gen mit 5 Unbekannten stosst man bei der Bildung aller Permutationen aus 5 Elemen-
ten auf folgende Gruppen, die 23ste, 24ste und 25ste im Range,

1.5.4.2.3
1.5.4.3.2
2.1.3.4.5

Diese.liefern zum gemeinschaftlichen Nenner folgende drei Glieder :

—(1.1) (5.2) (4.3) (2.4) (3.5)
+(1.1) (5.2) (4.3) (2.4) (3.5)
—(2.1)(1.2) 3.3) (4.9) (5.5)

deren Compensationszahlen beziiglich 5.6 .1 sind, die somit die Zeichen —, +, —
tragen. Es findet also beim Uebergange vom 24sten zum 25sten Glied eine Unterbre-
chung der obern ihnlichen Regelmissigkeit statt, von da an weiter jedoch kehrt jene
Regelmissigkeit wieder, und leidet nur eine Ausnahme beim Uebergange von der 48sten
zur 49sten Gruppe, was iibrigens an und fir sich klar ist aus dem Umstande, dass bei
allen zwischen die 24ste und 49ste Gruppe fallenden Complexionen das erste Element 2
ist, und nur die ibrigen $.3. 4.5 ihre Stellen verwechseln, sonach dieselben Zeichen-
beziehungen wie die permutirten Elemente 1.2.3.4 darbieten miissen; es wire dem-
nach nicht uninteressant zu untersuchen, sowohl woher die regelmiissige Auleinander-
folge der Zeichenpaare, als auch die bei gewissen Gliedern stautfindende Ausnahme
von derselben riihre. Diese Untersuchung, in der Form, in welcher sie von llerrn Jo-

sepH KoLBe, Assistenten der k. k. polytechnischen Schule, durchgefiihrt worden ist.
fiigen wir hier noch an.

»Eine gut geordnete Gruppe von n Elementen bietet keine Compensation dar. Die
erste an dieser Gruppe vorzunehmende Permutation nimmt nur aul die zwei letzten Stel-
len einen Einfluss, und bringt eine Gruppe hervor, in welcher man Eine Compensation
findet. In der dritten Gruppe sind die drei lelzten Plilze anders als in der zweiten be-
setzt, sie enthilt eine Compensalion; die niichste an ihr vorzunehmende Permutation
vertauscht nur die zwei letzten Elemente, und erzeugt so eine nene Compensation, also
enthilt die vierle Gruppe deren zwei. Es soll nun untersucht werden, nach welchem
Gesetze die Ordnungszahl einer bestimmten Gruppe und die Anzahl der Compensalionen.
die sie enthilt, zusammenhingen.«

»Betrachten wir irgend eine Complexion von n Elementen, in welcher jedes von
den r letzten Elementen grosser als das ihm folgende Element seyn soll. Die Anzah!
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der Compensationen, welche die n—r vorangehenden Elemente unter sich darbieten,
wollen wir mit u, und die Anzahl der Compensationen zwischen den n—-r ersten und
den r letzten Elementen mit v bezeichnen. Die Anzahl 2 derjenigen Compensationen;
die zwischen den r letzten Elementen stattfinden, ist zufolge der Stellung dieser Ele-

mente
z2=r—14r—24r—34...+241 = rgz_ﬁ;

also die Anzahl aller in der betrachieten Gruppe vorkommenden Compensalionen

N=u+4v+ r(rz__lz_“

,,Die nichste Gruppe wird aus der so eben betrachteten bekanntlich auf folgende
Art abgeleitet. Die n — r—1 ersten Stellen bleiben unberiihrt ; an die n —rte Stelle
tritt eines von jenen Klementen, die friiher die r letzten Stellen einnahmen, und zwar
dasjenige , welches um so wenig als moglich hoher ist, als das (rither an der (n—r)ten
Stelle gestandene. Die bisher noch nicht verwendeten r Elemente werden nun so an
einander gereiht, dass jedes von ihnen niedriger als sein Nachfolger ist. — Aus der Art
dieses Vorganges ergibt sich Folgendes. Die Compensationen, deren Anzahl wir mit
u bezeichneten, finden sich simmtlich in der neuen Gruppe wieder vor. Was die v
Compensalionen belrifft, die [riher zwischen den n—r ersten und den r letaten Ele-
menten stattfanden, so kommt zu ihnen Eine neue hinzu, indem das Klement, das [rii-
her an der n —rten Stelle stand, einem hihern aus den nachlolgenden Platz macht.
Die z Compenasationen aber, die friiher in den r letzten Stellen stattfanden, gehen jetzt
alle verloren, denn die r letsten Elemente in der neuen Gruppe geben gar keine Com-
pensationen. Daher ist die Anzahl der Compensationen der neven Gruppe N’ =u-4v+1,
und somit die Anzahl der Compensationen, die man bei dem Uebergange von der zuerst
betrachteten aul die nichste Gruppe verliert,

N-N=d = l'_(l'_z—ﬂ__‘.“

Der kleinste Werth, den wir in dieser Untersuchung dem r geben kinnen, ist of-
fenbar 1; diesen Werth hat r, so oft das letzle Element hoher als das vorletzte ist,
also in jeder Gruppe, deren Ordnungszahl ungerade ist. Fiir r=1 wird aber d=—1,
also wird beim Uebergange von der ersten auf die zweite, von der dritlen auf die vierte. .
von der Oten anfl die 10te... Gruppe stets Kine Compensation gewonnen. Fir r=2
wird d=0, und fir jeden Werth des r, der grisser als 2 ist, wird d positiv, und zwar
fie r=2 und r=3 eine gerade Zahl. Daraus folgt, dass die Gruppen Nr. 1, 4, 5, 8,
9,12, 13... von beliebig vielen Elementen eine gerade, die Grappen Nr. 2, 3, 6, 7, 10,
11... cine ungerade Anzahl von Compensalionen enthalten. Diese regelmissige Ab-
wechselung von zwei anl einander folgenden Gruppen der ersten Art mit zweien der
zweiten Art wird aber unterbrochen, sobald r oder r—1 durch 4 theilbar ist, denn in
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diesem Falle ist d eine ungerade Zahl. Dieser Fall tritt ein, wenn die 4, 5, 8, 9....
letzten Elemente einer Gruppe in umgekehrter Raugordnung neben einander stehen.
Man sieht nun, dass (setzen wir eine recht bedeutende Anzahl von Elementen voraus)
nach der ersten Gruppe immer zwei it einer ungeraden Anzahl von Compensationen
und zwei mit einer geraden Anzahl derselben abwechseln; die 22ste und 23ste Gruppe
haben 5, die 24ste 6, die 25ste aber Eine Compensation. Von hier an herrscht wieder
der regelmissige Gang wie friiher, eine Unterbrechung aber findet jedesmal dann wie-
der stalt. wenn die vier oder fiinf, achl oder neun... letsten Elemente der ersten Gruppe
auf alle moglichen Arten ohne Beriihrung der riheren Elemente versetzt worden sind.
Es ist 4' =24, 5!=120, 6! =720, 7!=>5040, 8!=40320, 9! = 362880, demnach
haben wir jede 24ste Gruppe mit Ausnahme der 720sten, 1440sten, 2160sten, 2880slen
. s. [. bis zur 40320sten als diejenigen zn bezeichnen, nach welchen eine Unterbrechung

jener einfachen Abwechselung stall hat.-

Jedenfalls wird, wenn man auch nicht Lust hat, sich die hier gerechneten Znhlen
zu merken, das Geschift der Bildung des Nenners schon dadurch ungemein erleichiect.
dass man bei je auf einander folgenden 24 Gliedern eine regelmissige Aufeinaunderfolge
der Zeichenpaare voraussetzen, und nur beim Uebergange vom 24sten aul das 25ste Glied,
nach der Zahl der Compensationen, und hiermit zusammenhingend nach den Zeichen zu

{orschen hat.
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