IIl. Was sind die imagindren Grossen, und welcher ist ihr
analytischer und geometrischer Sinn.

Van
Professor Joseph Arenstein.

Mitgetheilt am 1. October 1847 in einer Versammlung von Freunden der Naturwissenschaften in Wien,

§. 1.

Die Mathematik vermag Nichts ausser dem Gebiete der Grissen. — Eg ist aber
wunderbar, mit welcher Fertigkeit sie sich dieser allenthalben bemichtigt. Erinnern
wir uns nur der Nelze, mit welchen siec Himmel und Erde umsponnen hat; jenes
System von Linien, die sich auf Linge und Breite, Azimuth und Héhe beziehen;
jener Abscissen und Ordinaten, Transversalen und Evoluten, und aller der logarithmi-
schen und trigonometrischen Kunctionen, die als eben so viele Instrumente bereit
liegen, um gebraucht zu werden. Diesen lnstrumenten und Apparaten, die simmuich
den Eindruck einer sinnreichen Maschine machen, verdanken wir die grésste Wohl-
that, und den grissten Vorzug der Mathematik: dass wir ndmlich lange vorher, ehe
wir hinreichende Erfahrungen iiber das wirklich Existirende besitzen, schon die Még-
lichkeiten iiberschauen kinnen, in deren Grenzen die Wirklichkeit liegen muss. Und
doch sind diese Instrumente keine wirklich existirende Dinge, sondern nur zweck-
missig erdachie kiinstliche Hillemiitel, niilaliche Fictionen, bequeme Gussformen des
Denkens. Es fdllt uns eben so wenig ein, sphirische Dreiecke an der Himmelskugel
zu ziehen, wie das Moment der Triicheit aul der Decimalwage zu beslimmen. Warum
sprechen wir denn wohl vom mathematischen Hebel, vom einfachen Pendel, von
Wourflinien im luftleeren Raume. Warum, mit einem Wort, bedienen wir uns so
vieler fingirter Hillsgrossen? — Die Anlwort liegt schon im Gesagten. Diese Fic-
tionen nimlich leisten wirkliche Hilfe, ohne welcher wir den erwihnten Vorzug der
Mathematik gar nicht ausbeulen konnten. — Zu diesen Hilfsgriissen nun gehdren auch
die sogenannten imaginiren Grissen, und wir wollen uns hier mit der Entwicklung
ihres Begriffes. ihrer Eigenschaften und ihres analylischen und geometrischen Sinnes
befassen. —

Es ist ein ausschliessliches Privilegium der Mathemalik, dass sich die Grenzen
ihrer Grundbegriffe in demselben Verhiltniss ausdehnen, in dem ihr Wirkungskreis zu.
nimmt. — Wir wollen diesen Satz durch ein Beispiel erliutern. — Einst verstand
man unter dem Worle ,Zahl“ nur ganze posilive Zahlen, und so lange man nicht
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mit Buchstaben, d. h. mit allgemeinen Grissen rechnete, also beiliufig bis zur Miite
des sechzehnten Jahrhunderts, mochten wohl auch die negativen Grossen in der Me-
themalik nicht so eingebiirgert sein. Die erste Gleichung von der Form
x==a—b

wenn b= a war, d. h. wenn sich dic Subiraction in der angezeigte Ordnung nicht
verrichten liess, musste auf den Begriff der negativen Grissen filhren; gleichwie die
ersle Gleichung von der Form

ax =

X =

plo &

wenn b nicht simmtliche Facloren von a enthielt, zu gebrochenen Zahlen oder Grissen
filhren musste. Und es war wohl der Mathemaliker in keiner geringen Verlegenheit, der
zuerst eine negalive Zeit, Kralt oder Geschwindigkeit als Resultat seiner Iiechuung
erhielt. — Kaum halle man sick mit den negaliven und gebrochenen Grissen befreundet,
als man etwa auf folgende Relalion sliess:
a" == X =< (a4 1)

wo a und m ganze und positive Zahlen sind. Suchle man nun Vx, so passte diese
weder unter die ganzen noch gebrochenen positiven oder negativen Zahlen, man sta-
bilicte eine neue Classe von Zahlen, und nannte L’x, so oft x lobiger Relation ent-
sprach, eine irralionale Zahl oder Grosse. Diese verschiedenen Gattungen von Zah-
len waren in der urspriinglichen Definition der ,Zahl“ nicht enthalten, und konnten es
auch nicht seyn, denn da man nur mit positiven ganzen Zahlen rechnete, war auch
in dem ,,Eine Zahl ist eine Mehrheit von Einheiten” blos + 1 verstanden. Man
beseitigte diese Schwierigkeit, indem man den Begriffl der Einheit und somit auch
den Umfang jener Deflinition erweiterle.

Einen ihalichen Vorgang finden wir beim Polenzicen. Man halte einst eine De-
finition, die nur Potenzen mit ganzen positiven Exponenten umfasste. Unterdessen
erschicuen in einer vielleicht sehr einfachen Rechnung Ausdriicke wie:

a", a"L, a°,

denen man einen neuen Namen nicht geben koante, weil sic alle Eigenschalten mit
den Potenzen theilten, obwohl sie in jene Delinilion nicht eben passten. Die Malhe-
matik nahm denselben Ausweg, und dehnle die eng gewordene Definition der Art aus,
dass, wenn a und r was immer bedeuten, von — oo bis 4 oo die Erklirung des Aus-
drucks a’ folgende sey: a zur rvlen Potenz echeben, heisst aus a durch die nichst
hihere Operation eine Zahl so bilden, wie r gebildet ist aus der Einheit. — Durch
diese Erklirung, die das Wurzelziehen als eine Art des Potenzirens erscheinen ldsst,
wird die Anzahl der Grundbegriffe um einen vermindert, niimlich um den einst isolir-
ten und selbststindigen Begrif des Wurzelziehens, was die Wissenschaft einfacher
und daher zuginglicher macht.
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Beleuchten wir nun die Handlungsweise, welche die Mathemaliker bei Aufnahme
der erwihnlen neuen Elemente in die Wissenschalt befolgten. — Als man unter dem
Worte Zahl nur ganze und positive verstand, mussten schon Regeln existiren, we-
nigstens fiir die einfachen Operationen. Spiter, als bei Erweiterung der Begriffe die
negaliven, gebrochenen und irralionalen Zahlen hinzukamen, fiel es Niemanden ein,
die schon begriindelen Regeln zu #ndern, noch weniger sie umzustossen, vielmehr
wurde von den neuen Elementen, als jungen Biirgern des wissenscliaftlichen Siaates,
gelordert: dass sie sich den bestehenden Liegeln anschmiegen, und nur wenn neue
Operationen oder Methoden, die neue Regeln bedingten, erfunden wurden, waren die
spiter eingebiirgerlen Elemente besonders zu beriicksichtigen. Man inderte z. B, kei-
neswegs die Regeln der Multiplication, der negaliven gebrochenen und irrationalen
Zahlen wegen; man dehnte sie vielmehr auf diese, ja sogar auf die Zeichen +
und — aus.

Wenn wir von diesem und dem ganz analogen Verfahren, welches die Mathema-
tiker bei Annabme anderer neuer Grossen als log x, linea trig x, u. 8. w. befolgten,
eine allgemeine Regel abstrahiren wollen, so finden wir: dass man bei Annahme
neuer Elemente das System der vor jenen bestandenen Regeln und Methoden unver-
sehrt liess, vielmebr forderte, dass sich die neuen Elemente ihnen anschmiegen. jene
Methoden hingegen, die nach den neuen Elementen entdeckt wurden, konnten nur
dann als allgemein giltig anerkannt werden, wenn ihre Anwendbarkeit auch auf die
neuen Elemente erwiesen war. — Die imaginiren Grissen sind solche neue Elemente
der Wissenschaft, junge Birger im Saate der Quantititen, und wir werden die eben
abstrahirte Regel auf dieselben in aller Strenge anwenden.

§. 2.
Als die mathematischen Wissenschalten so weit vorgeschritten waren, dass man
Gleichungen vom zweiten Grade in allgemeiner Form auzulésen im Stande war,
konute sich leicht ergeben:

woraus
x =V—a

welcher Gleichung keinerlei durch Zahlen ausdriickbarer Werth entsprach. — In die-
ser Bezichung sind also die imaginiiren Grissen mit den ersien Elementen der Wis-
senschaft gleichzeitig; da man aber ihren Sinn nicht kannte, blieben sie lange aus
den gewihnlichen Rechnungsoperationen ausgeschlossen, gleichwie es mit den negati-
ven Waurzeln der Gleichungen geschehen ist, die man lange [alsche Wurzeln
nannte. — So oft die Analysis aufl eine Gleichung fiihrte von der Form

n
X =V—a
wo n einé ganze positive oder negalive Zahl ist, wurde x immer eine imaginire
oder unmégliche Grdsse genannt. Die Worte ,imaginire oder unmig-
liche Grdase bezichen sich aul die materielle Natur und deren physische Eigen-
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schaflen nicht aber auf die Analysis; denn diese als solche kennt weder unmdgliche
Groissen , noch unmégliche Aufgaben. Fir sie ist jede Grisse und jede Aufgabe nicht
nur miglich, sondern sie existiren auch; nur die Reprisentation in der Natur fehit dort,
wo sich imaginire Grssen als Resultat der Rechnung ergeben. Ja wir werden sogar
Fille aufzihlen, wo selbst imaginiire Ausdriicke offenbaren wirklichen Sinn haben.

Es gibt kaum eine Erfindung, von der man, nachdem sie gemacht war, nicht ge-
sagt hilte: ,das hiitte man schon lingst wissen kinnen.“ So ist es auch mit den ima-
giniren Grissen. Ausser den unzihligen Wegen, auf welchen die operative Analysis
maschinenmiissig zum Begriff der imaginiren Grdssen fiihrt, gibt es noch eine Art,
nach welcher man die Nothwendigkeit der analytischen Existenz der imaginiren Gros-
sen auch ,a priori“ einsehen kann; so zwar, dass man vom Reellen zum Imaginiren
aul zwei Arten gelangen kann: praclisch, indem man, um nur ein Beispiel zu erwih-
nen, die Gleichung x* = — a untersucht, und theorelisch, woraul Gavss zuerst aul-
merksam gemacht hat, — wie folgt.

Der Umstand, dass den positiven Zahlen oder Grissen die negativen, den ganzen
die gebrochenen, den rationalen die irrationalen gewissermassen entgegengesetzt sind,
kiunen mitunter als Fingerzeig dienen, dass vermuthlich auch den reellen Gréssen ein
solcher ,,Pendunt“ enlspreche. — Der Begriff des Positiven und Negativen findet nur
dort Anwendung, wo das, was wir ziihlen oder einer Rechnung unterwerfen, ein Ent-
gegengesetutes von der Art hat, dass man Gezihltes und Entgegengeseiztes zusammen-
hill, oder was dasselbe ist, gleichzeitig denkt, dieses ein ‘Aufheben , eine malhemati-
sche Vernichtung hervorbringt. Zugleich ist hier zu bemerken, dass wir selbst dann
die negativen Grissen dulden, anwenden, als nothwendig erachten, wenn das Entge-
gengeselzte desjenigen, was wir eben zum Gegenstand einer Rechnung machen, in der
physischen Natur nicht existirt. — Obige Hypolhese: dass niimlich Posilives und Ne-
galives gleichzeitig denken, so viel heisse als beides vernichten, bedingt :

1) dass wir nicht mit materiellen Grissen, sondern mit Begriffen und Verhiltnis-
sen rechnen; denn zwei Thaler z. B. die jemand schuldet, werden wohl nie andre zwei
Thaler, die er bei sich tréigt, vernichten, obwoll er gleich einsehen muss, dass er
nichts besitzt, wenn er den Thaler zweimal als Kigenthum und zwelmal als passive
Schuld gleichzeitlig denkt.

2. Dass die Gegenslinde auf eine gewisse constanle Weise in eine Reihe geordnet
und dabei so beschaflen sind, dass, wenn die successiven Glieder der Reihe sind

abecdefl......
b in demselben Verhiltniss steht za a wie ¢ 2ub, wie d zu ¢ u. s. w. Bezeichnen wir
eines dieser Verhiltnisse, 2. B. jenes, in welchem ¢ zu d stehl mit + 1, so wird, um
— 1 zu erhalten, nicht weiter niithig seyn, als dasselbe Verhiltniss umgekehrt zu be-
trachten. — Nehmen wir an a, b, ¢ ... seyen gleich weit entfernte Puncte einer gera-
den Linie AB, anf welcher sich ein Karper mit gleichformiger Geschwindigkeit von
A gegen B bewegt. Nennt man die Zeit, welche das Bewegliche braucht, um von
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cinem Puncte zum niichsten zu gelangen, t, und ist die Zeit, in welcher der Kérper in ¢
war T, so wird die Zeit, in welcher derselbe in d seyn wird
=T+t.
Wiire aber diese Zeit bekannt und es fragle sich, wann er in ¢ war, so wird man t
subtrahiren und haben:
TH+t—t="1T.

So oft nun die Gegenstinde so geordnet sind, oder als so geordnet gedacht werden
konnen und gleich sind, — denn diess fordert das numerisch gleiche Verhltniss 1
und —1, — so oft kdnnen wir nach Belieben von einem Puncte zum andern d. h. von
einem Gegenstand zum andern dbergehen, und zwar durch den Begriff des Positiven in
der einen Richtung, z. B. vorwirts und mittels des Begriffes des Negativen in entge-
gengesetzter Richtung, also riickwirts, und das Maass eines solchen Ueberganges ist
dann eben jener Werth des Verhiltnisses + 1 oder —1. Es ist bekannt, dass die Ge-
genstinde, die als in eine Reihe geordnet gedacht werden kénnen, Griissen von einer
Dimension genannt werden.

Nehmen wir aber an, der Gegenstand einer Rechnung sey in einer Ebene, so ist
leicht einzusehen, dass diess eine Griosse von zwei Dimensionen sey, denn bekanntlich
wissen wir nicht viel von der Ausdehnung eines ebenen Gregenstandes, wenn wir dessen Liinge
und nicht zugleich auch seine Breite kennen. — Es sey nun das Papier diese Ebene ; ziehen
wir rechtwinklige Coordinaten-Axen und nennen jene Y
x und y positiv, welche auf den Seiten ox wund oy,
jene aber negativ, die auf den Seiten O X’ und O Y lie-

gen. — Wenn man jeweilig nur eine der Axendimensio-
nen berechnet, so kann man mit dem Begrifl des Po- x’ ¢ o = X
sitiven und Negativen von einem Punct zum andern p :

gelangen. — Nimmt man daker die Linie oa als Einheit
und macht, dass

ea = ob = co =od, Y
so ergibt sich der Sinn folgender Gleichungen sehr leicht:
x=1;x=—1
y=1;y=—1.

Will man hingegegen von o auf e iibergehen, so kommt man mit einer Gleichung
nicht aus und muss zwei Gleichungen coexistiren lassen oder gleichzeitig denken; das
heisst aber so viel als fordern:

1. Man nehme die Linieneinheit aul der Axe der positiven x einmal,

2. durch den Endpunct, also durch a, zieche man eine Parallele zu Y Y’ und

3. auf dieser nehme man vor a aus, auf der Seite der positiven y, die Linienein-
heit einmal.

Analysirt man dieses Verfahren genauer, so findet sich, dass ausser der zweima-
ligen Anwendung des Begriffes des Positiven noch postulirt wird: dass die Axe der x
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senkrecht sey auf die Axe der y, und dass durch den Punct a 20 Y'Y’ eine Parallele
gezogen werde, oder dass Y'Y’ parallel zu sich selbst nach a vorgeriickt werde. —
Driicken wir nun dieses Postulat durch ein Symbol sus, z. B. durch *, so dass

+ die Richtung oX

— % " oX/
+* ., » oY
—-* » oY’ bedeute,
so wird
+1 den Punct a
- l » » c
+ * 1 ” ” b
%, » d bedeuten.

Nimmt man aber an, dass
4+ 1 die Einheit der Enllernung vorwirts bedeule, so folgt von

selbst, dass -1, . »» » riickwirts,

+*1 ’ ” " seitwirts und links,

—*1 ” » » seitwirts und rechts
hezeichnet, uod es wird nun die Analysis selbst erkliren, was eigentlich das Sym-
bol * gey.

Da nimlich keine der vier Richtungen 0X 0X’ oY und oY’ ein besonderes Vor-
recht hat, so hitten wir die Richtung oY eben so gut fiir vorwiris nehmen und mit
+ 1 bezeichnen kdnnen, als wir diess mit 0 X gethan; es ist also nicht abzusehen,
warum es nicht méglich und erlaubt seyn sollte, die Modificationen, welche wir
mit 4+* und —¥ ausgedriickt haben, zweimal nach einander anzuwenden. —
Nehmen wir an, dass die Modification 4 * auf die Linie oa angewendet werde. Hie-
durch geht oa iber in ob; denn wer von o aus nach a sieht, dem liegt b zur Lin-
ken. Wenden wir dieselbe Modification auf ob noch einmal an, so geht ob iiber in oc,
denu wer von o aus nach b sieht, dem liegt ¢ zur Linken. Wir bezeichueten aber

friiher o ¢ mit — 1 folglich ist

EH*DxH*) = —1 (@)
oder +*1)r=—1
und hieraus: +*1=v=1 (8-

‘Wenn wir dieses Verfahiren noch weiter fortsetzen und die Modification + *1 drei-,
vier- u. s. w.-mal auf dieselbe Linie anwenden, so bekommen wir successiv die Puncte
d, a, b, ¢, u. s. w., wihrend aus (8) folgt:
LR = (I = — V= —1 = —*1 )
1% M = (D)= — ) — 1 = (—1) = 4 @
welche Resultate ganz mit den obigen Annahmen iibereinstimmen, denn wir haben d,



IMAGINARE GROSSEN unD IHIt. ANALYTISCHER UND GEOMETRISCHER SinA. 49

zn \ivelchem (7) gehirt, wirklich mit —*1, und a, zu welchem (8) gehirt, mit +1
bezeichnet.

Zu denselben Resultaten fiihrt unmittelbar der Umstand, dass, wie wir bemerkten,
keine der vier Richtungen ein besonderes Vorrecht hat., und dass, weil obige Zeich-
nung nur zur Versinnlichung der Sache dient und hier keinen essenliellen Werth
hat, — da das Wort ,,Richtung* leicht mit dem allgemeineren , Verhiltniss* vertauscht
werden kann. — Hieraus folgt niimlich, dass wenn wir das friher mit +* bezeich-
nete Verhiltniss jetzt durch 4 1 ausdriicken: nothwendig das friihere —1 jetst in 4 *
iibergehe , oder mit andern Worten: 41 steht in demselben Verhiltniss zu + *1, in
welchem +*1 steht zu —1, d. h. +*1 ist die mittlere Proportionale zwischen -+ 1
und —1, es steht daher:

1 =471 —1
und aus demselben Grund:
+1: —%1 = —*1: —1
aus beiden Proportionen folgt, was wir schon in () fanden :
+*1 =V 1.
Aus dem Gesagten ist klar, dass
a) so oft die Gegenslinde oder Grissen von der Art sind, dass sie nicht in eine
Reihe, sondern nur in Reihen von Reihen geordnet werden kinnen; dabei aber
b) so beschaffen sind, dass der Uebergang von einer Reihe in eine andere so
geschicht, wie bei den Grdssen von einer Dimension der Uebergang von einem Gliede
zum niichsten; und wir cndlich
¢) keinerlei Postulate machen oder Hypothesen aufstellen wollen:
dass wir in diesemn Kalle ausser dem + 1 und —1 noch die Einheiten V—1 und
— V—1 brauchen, um den Uebergang von irgend einem Gliede des Systemes aul ein
beliebiges anderes zu vermitteln und zu messen.

Da wir die vier Modificationen bisher nur aul die Einheit der Linien bezogen,
so kann V—1 und —V—1 nur dazu dienen, um den Uebergang von einem Gliede
der einen Reihe auf irgend eines der nichsten Reihe zu messen. Will man daher
auf die zweite, dritte oder zwélfte Reihe iibergehen, so wird man, je nachdem diese
rechts oder links liegt, 1”/— 1 oder — 1/ —1 mit 12 multipliciren, Es wird somit leicht
zu ersehen seyn, welche Puncte durch folgende Gleichungen bezeichnet werden :

x=4.(=V—1) = —4vV—1 @
x=3.(+V—1) = 3V-—1 (@3]
X=6.V—-1x2.(—-V—-1) =12 3
X =2.V—-1x2.V—1 = —4 (4).

Interpretiren wir die Gleichungen (3) und (4):
6 . V—1 heisst: die Linieneinheit werde auf die oY 6 mal aufgetragen;

6 . V—1x (—V —1) heisst: die aulgetragene Linie rechts, also auf oX iiber-
Naftliche Abhandi IL 2. Abth. 7

N .
Naturw
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tragen, und
6 . V—1x(—y/—1)x2 heisst: die aul o X iibertragene Linie ebendort zwei-

mal nchmen, wodurch man, wie es die Gleichung (3) fordert, auf denselben Punct
gelangt, als wenn man die Linieneinheit zwolfmal auf o X anfgetragen hitte. Ebenso
findet man

2.V—1 =2 aloY.

2 . vV—1xV—1 = dieselbe Linie auf o X’ iibertragen.

2. 1V/—1%x2 . V—1 = dieselbe Linie eben dort zweimal genommen, wodurch
man, ganz entsprechend der Gleichung (3), auf den Punct — 4 kommt.

Diess wire also der Weg, aul welchem man zom Begriff der imaginiren Gréssen

»a priori> gelangen kann, und er hat dabei den Vorzug, gleichzeilig nicht nur zu
deren Kenntniss, sondern auch zu einer ihrer Kigenschalten und zu ihrem geometri-
schen Sinn zu [ihren. — Diese Eigenschalt wird ausgedriickt durch die Gleichun-
gen (B), () und (3); der geomelrische Sinn aber ist: die laterale Groésse. Zu-
gleich ist einleuchtend: dass, wenn man statt den gebrauchten Ausdriicken: ,positive,
negative und imaginire Einheit oder Grosse gleich gesagt hilte: ,gerade, entgegen-
gesetzte , laterale Einheit oder Grésse” ... viel von dem Myslicismus, der lange die
Erklirung der imaginiren Grossen umhiillte und driickte, verschwunden wire. —

§. 3.

Von den praktischen Wegen, den Wegen der analytischen Erfahrung, welche zu
den imaginiren Grossen fiihren, wollen wir einen besonders hervorheben, der sich
hauptsiichlich durch ungezwungene Eleganz auszeichnet. —

Wenn man die Reihen

Si x? B x* x7
inx =x—i53+12.3545 1.2.3.4.5.6.71 &Y
c 1 x? x4 x6
osx =1—35+{ 234 1.2.3.4.561 @
vergleicht mit der Heihe:
< 1 X ,"Z_ x3 x¢ xS
e =l+y+iatrsztiasatiagast ®

e = 2718281 . . ..
80 bemerkt man leicht, dass zwischen den drei Reihen eive gewisse Verwandischaft
existirt; abstrahirt man nimlich vom Zeichen, so findet man, dass die 2nten Glieder
der Reihe (3) die Reihe (1) bilden, wilhrend die Reihe (2) aus simmtlichen (2 n+ 1)ten
Gliedern derselben Reihe besteht. — Man setze in (3) anstatt x ix und —ix:
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ix _ ix ifx* o idxd i*x4 i°xs

e =ltrtistiostiesatiasast
—ix ix ix* i’x? itxt 5 x5
e =l-1+1z-123tia3 212343t

Substituirt und addirt man diese Reihen und dividirt im ersten Fall durch 2i, im

zweiten durch 2, so hat man:

ix —ix
e —e X i2x? 1+ x5
Y =tvttizatyssasto- @
ix —ix . .
e +e 12 x? i4 x4
BT TR PR U2 S ®).

Denkt man sich in diesen Reihen das i weg, so bemerkt man dieselben Glieder wie in
(1) und (2), den Zeichenwechsel ausgenommen. KEs liegt daher der Gedanke ziemlich
nahe: es konnte das willkiirliche i, welches nur in geraden Potenzen vorkommt, so ge-
wihlt werden, dass diese successiven Potenzen den gewiinschten Zeichenwechsel her-
vorriefen. 'Will man aul diese Weise (4) und (5) in (1) und (2) iibergehen lassen, so

ist nothwendig, dass sey:

2= —1it =10 = —1;i% =1;i°=—1;..... ).
Diese Gleichungen sind simmtlich schon in der ersten enthalten:
1= —1,
woraus L
i =1—1 7).

Substituirt man diesen Werth wirklich in (4) und (5), so findet man, weil:
V—1) = —1; (V—1)Y = —vV—-1; (V=1 =1; -1 =v-—-1

V1) = —1; (V=1 = —V—1;(V=1) =1; (V/—1)’ =vV—1; —....
oder allgemein, weil, wenn n ganz und posiliv:
(V_1)1+4n _ |/—]_
(V—1)2+4n — _1 (8)
(V—1)3+4ll _ —--l/—1
v—n'" =1
wirklich die Reihen (1) und (2):
exl/—l_ e—xl/—i x <3 x° x7 +. ©
V=1 =1-i23VYi33.45 1.2.5.4563" "
W —1 —xV—1
e +e x? x4 X6
' 2 T =1—_T2+1.2.3.4—1.2.3.4.5.6+”"' 0.

Diese Gleichungen werden uns zu verschiedenen Betrachtungen Veranlassung ge-

ben, mittlerweile interessien sie uns nur insofern als sie auf die die Grisse i inter-
7*
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pretirende Gleichung
i=v—1
gefiihrt haben.

Man wird also sowohl auf dem theoretischen als auch aul dem practischen Wege
geselzmissiger algebraischer Substitution zur Kenntniss der imaginiren Grossen gelan-
gen kinnen ; ihre analylische Exislenz kann daher nicht zweifelhaft seyn, und es bleibt
uns nur zu untersuchen: welchen Platz sie im System der Wisseuschalt
einnehmen, in welchem Verhiltniss sie zu den besonderen Bestand-
theilen jener stehen, welche Modificationen sie nothwendig machen,
und welche Vortheile sie versprechen. —

Beginnen wir unsere Untersuchung mit der Einfiihrung der imaginiren Grossen in
die Theorie der Zahlen.

§. 4.

Die grosse Allgemeinheit der Silze, welche die Theorie der Zahlen besonders aus-
zeichnet, datirt nur von Einfiihrung der imaginiren Grissen in dieselbe. — Um diese
Aligemeinheit zu erreichen, war durchaus néthig, dass man jede Zahl von der Form

a+bv—1
wo a und b jede reelle Zahl bedeulen kann, zum Gegenstand der Untersuchung mache. —
Nehmen wir den Ausdruck:

a+bl—1
als Symbol jeder Zahl an, so werden dadurch folgende Gatiungen von Zahlen re-
présentirt.

1. Alle reellen Zahlen, wenn nimlich b = 0, und zwar: :

2) Die Nulle, wenn a = 0.
#) Die positiven Zahlen von 0 bis oo.
7) Die negativen Zahlen von — oo bis 0.
2. Die imaginiren Zahlen, wenn nimlich b nicht = 0, und zwar:
a) Die rein imaginiren Zahlen, wenn a = 0.
#) Die gemischten imagindren oder complexen Zahlen, wenn a nicht = 0.

In diesem so erweiterten Wirkungskreise der Theorie der Zahlen finden sich nur
viererlei Einheiten vor:

+t, —1, v—1, ——V1.
Soll nimlich b V—1 eine imaginire Zahl seyn, wihrend b selbst reel ist, so muss
diese Qualitit von V' — 1 herkommen; dieser Factor indert den numerischen Werth
nicht, er lidsst sich also so belrachten wic —1 in dem Producte —1 x a = —a,
d. h. als imaginire Einheit. Man pflegt diese Einheit auch in compendidserer Form
durch i auszudriicken.

Auf dhnliche Weise wie man aus a durch Multiplication mit 4 1 und —1 zwei
verschiedene Zahlen bilden kann, so wird man aus jeder Zahl von der Form
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a + bV —1, den Fall ausgenommen, wenn a = b = 0, durch Multiplication mit

+1, —1, V—1, —V—1 vier verschiedene Zahlen crhalten, die Nebenzahlen
genannt werden.

Setzt man in

a+ bl/—1
—V —1 statt V' —1, so hat man
a—Dbl—1
die conjugirte Zahl der ersteren. — Hieraus folgt:

a) dass die conjugirte Zahl einer reellen Zahl sie selbst sey; und
b) dass Summe und Product zweier conjugirter Zahlen immer reel sey.

Das Product zweier conjugirter Zahlen wird ihre Norm (Norma) genannt. Sind
a4+ bl —1 und 2 — bv/—1 diese Zahlen, so wire ihre Norm: a* + b2 Die
Norm einer reelen Zahl ist somit ihre zweite Potenz. — Die Kenntniss der Norm
und deren Anwendung gewihren in vielen Fillen vortheilhafte Anwendungen.

Selzt man in den Nebenzahlen

a + bl/—1 I¢8)
—a—bv—1 @
—b + av—1 @
. b — al/—1 @
—V/—1 stalt V—1, so hat man die conjugirten Zahlen

a —bv-1 ()]
—a 4 br—t (6)
—b — av—1 (&)
b4 av—1 (®

und es ist die gemeinschaftliche Norm fiir alle acht Ausdriicke

a? 4 b

Wire .
a—=>b; oder a =0; oder b = 0;
so wiirden von obigen acht Ausdriicken vier wegfallen.

Aus den gegebenen Definitionen folgt:

1. Dem Producte zweier complexer Zahlen ist conjugirt das
Product aus den Zahlen, die jenen conjugirt sind. Sind die complexen
Zahlen a + bl”"—1 und a’ 4 b’V —1, so ist ihr Product:

(a + bV—1) (a + b'V—1) = aa’ 4 a’bvV—1 + ab'vV—1 — bb’.
Nennt man die diesem Producte conjugirte Zahl C. so hat man:
C = aa’ — a’byV—1 — ab’vV—1 — bb’,
den gewihlten zwei Zahlen aber sind conjugirt: a — bV —1 und a’ — b’V —1,
nennen wir ihr Product C/, so ist:
C=(@—hby—1) (@ —bVv—1) = aa’ — a’blV—1 — ab’'V—1 — bb

d. b. wie wir behauptet:

C=0
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Dasselbe gilt von jeder beliebigen Anzahl von Factoren; denn hitte man die drei

complexen Zahlen :
a4+bv—-1, a 4+ WVV—1, a“  b/v—-1
so wire ihr Product nach Obigem
C x (a“ + b“v—1)
oder
C x (a — b'vV—1)

d. h. der Fall ist auf den friheren, wo nur zwei Factoren vorkamen, zuriickgefiihrt,
und geslallet die Anwendung derselben Argumentalion u. s. w.

2. Die Norm des Productes zweier complexer Zahlen ist gleich dem Producte
ihrer Normen.

Sind z. B. die complexen Zahlen a 4 bl”—1 und a’ 4+ b/v—1, ihr Product
= C, so ist dessen Norm N:

N = (aa’ — bb)* + (a’b + ab)®
die Normen aber der zwei Zahlen a?> 4 b> und a* 4 b*, und ihr Nroduct N’
N/ = (az _I_bz) (a” + hlz) — a%a’? + b2a‘2 + ath/? _|_ b2b’2
das heisst:
N =N

Auch dieser Satz lisst sich auf eine beliebige Anzahl Factoren ausdehnen, so dass
man allgemein sagen kann:

Die Norm des Productes ist gleich dem Producte der Normen, und fiir den Fall
gleicher Factoren:

Die Norm der nten Potenz ist gleich der nten Potenz der Norm der Wurzel

Diesen zwei Sitzen ganz analog und daher nicht besonders zu beweisen sind
folgende:

3. Dem Quotienten zweier complexer Zahlen ist conjugirt der Quotient aus dem
jenen zwei Zahlen conjugirten.

4. Die Norm des Quotienten zweier complexer Zahlen ist gleich dem Quotienten
der Normen jener Zahlen.

Diese beiden Sitzen kinnen ebenfalls auf mehrere Formen ausgedehnt werden.

Endlich ist hier noch zu bemerken, dass man a 4 bl”—1 eine ganze rationale
complexe Zahl nennt, wenn a und b ganz und rational sind.

§. 5.

Eine ganze complexe Zahl heisst zusammengesetzt, wenn man sie in zwei von
der Einheit verschiedene Formen zerlegen kanu; ist diess nicht mdoglich, so ist sie
eine complexe Primzahl.

Hieraus folgt: dass man jede zusammengesetzie reeile Zahl zugleich als eine zu-
sammengesetzte complexe Zahl berechnen kann. Es ist sogar nicht unmiglich, man-
che reelle Primzahl in complexe Factoren zu zerlegen, also als zusammengesetzt dar-
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zustellen, und zwer wird man des kénnen bei allen Primzahlen von der Form:
(n+1)
wo n jede ganze reelle Zahl, die =0 bezeichnet, und ausserdem noch bei der Zahl: 2. —
Man findet aul diese Weise:
2=+ V=D — V1) =1 — (V—1)
5=(24+ V—1)(2 — V1) =2 — (V1)
3=+ 22/—1) (3 — V—1) = 3° — @A/—1)2
7T=(@+ v—1) 4 — V—1) =4 — (V—1)*
69 = (5 + /—1) (5 — /—1) = 5 — @/—1)
M=(6+ vV—1) (6 — vV—1) = 6 — (V—1)*
M=0G+W-1) O — /—1) = 52 — @vV—1):
53 = (T4 /1) (7T — /—1) = 72 — (/—1)"
2 = (6 +5/—1) (6 — 5—1) = 6* — (5 ~1)
WB=0B+3W-1) (8 — 3I—1) =8 — @BV—1)*
89 =8+ 5V~1) (8 — 5V—1) = 82 — (5vV~1)°
u 8. w.
Es bleiben also unzerlegbare Primzahlen ausser der Einheit:
3,7, 11, 19, 23, 31, u. s. w.
oder allgemein: alle von der Form
(4n +3)
wo n jede ganze reele Zahl bedenten kann, welche = 0. — Wire eine Zahl von
dieser Form, z. B. q zerlegbar, so miisste seyn:
(= (a+bl’—1) (a’ 4+ b'V'—1)
hieraus folgt aber nach §. 4:
q=(a—bl'—-1) (@—b'V-1),
und beide Gleichungen multiplicirend :
qz = (az_'_b')) (a/z+b12)’
da q eine reelle Primzahl ist, so kann man q*> nur aul eine einzige Art in zwei von der
Einheit verachiedene Factoren zerlegen, nimlich q* = q.q. Es muss also auch der
zweite Theil der letzten Gleichung dieselbe Eigenschaft haben, daher :
q=a%+b? und q = 2> +b*2,
das heisst:
q — az+b2 — an +b/z§
da nun q von der Form (4n+ 3) ist, so muss auch a®>+b? und a’> +b’* von derselben
Form seyn; diess ist aber unmdglich, weil die Summe zweier Quadrate nie von der
Form (4n+3) seyn kamn, folglich ist obige Behauplung richtig.
Bei den complexen Zahlen dient folgender Satz zum Unterscheiden der Zusammenge-
selzten von den Primzahlen.
Jede ganze complexe Zahl a4bv/—1 isl entweder eine Primzahl, oder nicht, je
nachdem ihre Norm eine reelle Primzahl ist, oder nicht.
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Haben zwei complexe Zahlen ausser der Einheit keinen gemeinschaltlichen Divisor,
so leissen sie relative Primzahlen. Unter mehreren gemeinschafllichen Divisoren ist der-
jenige grosser, dessen Norm die grissere ist. Gibt es einen solchen gemeinschafilichen
Divisor, so gibt es deren noch drei andere, nimlich seine Nebenzahlen. Zwischen den
Zahlen z. B.

244v—1 und 446vV—1
ist ganz sicher 2 ein gemeinschaftlicher Divisor, aber nicht minder sind es: —2, 21/ —1,
und —2vV—1. so dass man im erweiterten Felde der Arithmetik *) immer von vier
grissten gemeinschaltlichen Divisoren sprechen muss. Dividirt man im gewihllen Bei-

spiel wirklich, so erhilt man:

142—1 243/ —1
—1—2y—1 —2—3v—1
2—v—1 3—2v/—1
—24v—1 —3+42V—1.

Die complexen Zahlen sind entweder gerade, oder halbgerade. oder un-
gerade.

«) a+bv'—1 ist gerade, wenn man es durch 2 theilen kann, was méglich ist, wenn
a sowohl als b gerade ist; z. B. 44-6v"—1.

#) a4+ bv'—1 ist halbgerade, wenn es weder durch 2 noch durch 1+4-v'—1 theilbar
ist. d. h. wenn a und b ungerade ist; » B. 34 5V —1.

1) a+ by —1ist ungerade. wenn es durch (14 1/—1) nicht theilbar ist, d. h. wenn
a gerade und b ungerade, oder wennb gerade und a ungerade ist; z. B. 3461V —1
oder 4 4 v—1.

Die Norm der geraden complexen Zahlen ist immer von der Form :

2" (4nt1),
wo i ganz, positiv und = 1 ist; — der halbgeraden:
8n '+ 2;
der ungeraden endlich:
4n + 1.
Das Gesagte wird geniigen, um zu zeigen, welche Allgemeinheit die Sitze der
Theoric der Zahlen durch Einfiihrung der imaginiiren Grissen erhalten. — Zugleich sind

in dem angefiihrten Satze die in den Grenzen der Arithmetik vorkommenden Haupteigen-
schaften der Imaginiiren ansgesprochen. Belrachten wir nun Letstere in der allgemeinen
Grissenlehre.

*) Es ist kaum ndthig zn bemerken, dass wir dic grossten Eroberungen hierin dem berdhmien Gauss

verdanken,
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§. 6.
Vergleiche man die Formeln (9) und (10) des §. 3.
erTl-e VT x o  ow x
2V—i 1 123 ' 12345 1238567 '
Cxl/—l_'_c—-xl/-»-l . x? x4 _ X6
oy 7 Tt s T esass T

mit den Reihen fiir sinx und cosx in demselben Paragraphe, so findet man
Cxl/—l — C—xl/—l

sSInX —= _T__]__,._ (')
X =1 —x =1
cosx:C .,,‘ZC,_

und es kann auffallend erscheinen, dass sinx und cosx als reelle Gréssen durch imagi-
niie ausgedriickt werden, und diesen gleich sind, oder wenigstens zu seyn scheinen.
Unterdessen das Auffallende verschwindet, sobald man bedenkt, dass in diesen Gleichun-
gen das Imaginire wirklich nur scheinbar vorhanden ist. Entwickelt man namlich die
fair €Y' und C™™'~! im angezogenen Paragraphe gegebenen Werthe, und ver-
richtet die angezeigten Operationen. so verschwindet das Imaginire aus dem zweiten
Theil der Gleichungen (1), und es bleiben bloss die Reihen fiir sinx und cosx. —
Obige Gleichungen sind also nur sogenannte symbolische Gleichungen, die aber oft von
grossen Nutzen sind, sowohl in Besug aul die Kirze der Rechnungen, die sie gewiihren,
als auch in Hinsicht der Symmetrie, die sie herbeiliihren. — Uebrigens war vorauszu.
sehen, dass der Versuch sinx und cosx durch exponentielle Functionen za geben, noth-
wendig auf imaginire Resultate fiihren miisse. Deon sinx nnd cosx sind periodische
Functionen, deren Werth fiir jeden reellen Werth in x nur zwischen —1 und 41 va-
riren kann, wihrend C* und C™* Functionen sind, welche bei wachsenden oder abneh-
mendem x unendlich wachsen oder abnebmen kinnen; daher werden Ausdriicke, wie:

3\ e
e _ gty @
2 O¥ 4 —
2 =3¢ +0*/

in ilirer reelen Gestalt aul keine Weise dazu dienen, um sinx und cosx auvszudriicken;
da wir dieses doch verlanglen, so antwortet die Analysis mit imaginiren Resultalen.
Ta dieser Hinsicht gleicht die Analysis jenen Maschinen im Miinzarsenale, welche die
zu grossen oder zu kleinen Metalistiicke selbst aussondert und vom Priigstock entfernt. —
So oft man ihr eine unmégliche oder absurde Au_fgabe stellt, so oft erhiilt man eben
solche Resultate. — Verlangt man z. B. einen Kreis, der drei parallele Linien zu gleicher
Zeit tangirt; so erhdlt man wohl einen Kreis, aber einen imaginiren. — Wir bemer-
ken hier also eine merkwiirdige Eigenschall der imaginiiren Grissen: sie sind nimlich
Naturwissenschaftliche Abhand] 1L 2. Ahth. 8
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in Bezug auf Reprisentation in der materiellen Natur die Telegraphen des Unmdglichen
oder Absurden.

Wenn man die ersten der Gleichungen (1) mit " —1 multiplicirt, dann die Glei-
chungen addirt und subtrahirt, so erhiilt man

Y = cosx+V—lsinx . ... (3)

CV " l=cosx —V—1sinx . ... (D)

Diese Gleichungen zeigen, gleich jenen (9) und (10), §. 3, eigenllich nur an, in
welche Function die C* gebende Reihe iibergeht, wenn x imaginiir wird. Hier geschieht
also der Uebergang vom Reelen zum Imagindren (per definilionem), und es wird unsere
Aufgabe seyn, bei jeder Function zu zeigen, welche Modilicationen sie erleiden, wenn
die Variable imaginir wird.

Da obige Gleichungen (3) und (4) aus jenen (9) und (10) §. 3 leicht fliessen, so
kann man sie als gesetzmissige Folgerungen betrachten, und sie haben dabei den Vor-
zug, von sehr schmiegsamer Form zu seyn, nimlich:

(xV—1) = p () + V—1.$(x),
wo [, p, ¢ unbestimmle Functionen bedeuten, die von einander verschieden seyn kinnen.
Wir werden daher im Folgenden:
1.) Jede imaginire Grosse auf diese Form bringen.
2) Solche Ausdriicke ableiten, in denen /—1 nur scheinbar vorkommt, wie (9)
und (10) §.-3.
3.) Untersuchen, in wielern sich die Eigenschaften der Functionen dndern, wenn die
Variable imaginir wird. — Eine solche Eigenschalt wire z. B. die der Potenz
X"yt = (xy)".

Nimmt man ohne allen Beweis ganz einfach an: dass diese Eigenschaft auch dann
bestehe, wenn x und y imaginir wird, so ist diese Annahme eben nur willkiihrlich,
alles analytischen Grundes baar. — In dieser Hinsicht ist es auffallend, wie viel bis in
neuere Zeit mit imaginiren Grossen gerechnet wurde. ohne dass man nur versucht
hitte, ob und in wiefern man dazu berechligt sey. Der zweite der eben erwihnten
Puncte wird zum beziiglichen analylischen Sinne, der dritte zu den Eigenschaften der
imaginiiren [fiihren.

§ 7.

Dem in der Arcithmetik gebrauchten Ausdruck ,,complexe Zahl“ entspricht hier die
mcomplexe Grosse“ oder das ,imaginire Binom,“ worunter man also einen Ausdruck
versteht von der Form:

a4 br—1,
wo a und b reele Grissen sind. Von solchen Ausdriicken lisst sich sagen:

1) Wem
at+bv~-1 =a'4bv—1 . . . . . (D)
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so ist nothwendig
a a’

b =Db"

i

@

Denn aus (1) folgt:
a—a' = (W—b)v—1 . . . . . @3

(a—a) = — (¥—byr . . . . . (&)
(a—aP+ (b —bF=0 . . . . . . (5

Da zwei Quadrate sich nicht aufheben konnen, so kann ihre Summe nicht = 0

und hieraus

oder

seyn, ausser man hitte:
(a—a) =0 und (b'—by =0,

das ist:
a=a' und b/ =b.

Dieser Satz begreift auch den Fall in sich, wenn:
a=20 und b = O,
denn wire diess nicht der Fall, so kinnte man aus a4 b+ —1 =0 folgern :

by—1 = —a,
a
V—1 ==

wo nothwendig:

was absurd ist.
2.) Jede complexe Grosse (jedes imaginire Binom) lisst sich auf die Form bringen .

r(cosp + V' —1sing) . . . . . . (6)
wo r jede reele Grosse. und ¢ jeden reelen Bogen (wir verstehen innere Kreishigen,
wenn anderes nicht ausdriicklich bemerkt wird), bezeichnen kann. Um diess zu be-
weisen, setzen wir, es wire schon:
atbvV—1=r(cose+V~1sing) . . (7)
Die Annahme wird gerechtfertigt seyn, wenn sie zu keinem Absurden fihrt. —
Nach dem Satz 1.) haben wir:
R ()

b = rsing
Erhebt man zur zweiten Potenz und addirt, so hat man, weil cos ¢*tsing* =1
a4 b* =%

s . ., sing
Dividirt man aber, so ist, weil é£<§ = tang¢:
b b
lgp = . und ¢ = arctg e

so dass die Werthe von r und ¢ durch die Gleichungen gegeben sind:

r = VllT-f-—bz
. )]
¢ = arctg- -
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Diese Gleichungen kann man immer auswerthen, denn, was auch a und b bedeu-
ten mag. so wird es doch immer mdglich seyn, eine Zahl zu finden. die = v/3i1b?
ist. Da ferner die Tangente jeden miglichen Werlh annehmen kann von — oo bis
+ oo. so kann man auch den dem ¢ entsprechenden Werth immer finden. Ja es wird

. - . b
sogar fiir ¢ unzihlige Werthe geben. denn wenn die Tangente PN gehirt, so

gehirl sie auch zu @+ 2nx, wo n jede ganze Zahl ist. Somit ist die Annahme ge-
rechtfertigl.

Die Grosse o

r = Va4 b*
heisst der Modulus des imaginiren Binoms. Obwohl nun gleich ersichtlich ist: dass
zwischen Norm und Modulus eine grosse Verwandischalt herrscht, — es besleht nimlich
die Gleichung:
Norma I
Modulus = TNoras = v Norma ,

so wird doch in der Arithmelik mit unverhillnissmissig grisserm Erfolg der Begriff der
Norm, in der allzemeinen Grossenlehre hingegen jener des Modulus angewendet.

3.) Der Modulus des Productes ist gleich dem Producte der Moduli. )

Sind zwei Factoren a4 bV —1 und a’'+b/v/—1. ihr Modulus v und v/, und der
Modulus des Productes R, so ist:

rr’ = R;
Denn nach 2.) haben wir:
a4+ bv—1 = r{cosgp + vV —1siny)
a’f-bv'—1 = v'(cos o'+ 1" —1sin ¢)
multiplicirend :
(a+bV—1D @+ bV —1) = rt'cosg cosg' + V' —1L rr' sing cos ¢’
—rr‘sin g sing’ 4 V'—1 rr'sin ¢’ cos ¢

rr’ (cos ¢ cos @' — sin ¢ sin @)
+ V—tre! (sin g cos ¢ + sin ¢ cosg)
= rr‘{cos (p + ¢°) + V' —1sin(p + ¢).

Der Modulus des ersten Theiles ist nach der Annahme rr/, jeuer des zweiten Thei-
les wird erhalten, wenn man rr’cos(p+ ¢) und rr/sin (¢ + 9*) sum Quadrat erhebt,
addirt, und aus der Summe die Wurzel auszieht. Man findet:

e [cos (5 4 ¢* + sin (5 + )% = eo? = 1%
R = rr.
Da a‘ und b ganz willkiiirlich sind, so kann man sie so wiihlen. dass
a’ =a und b =bh
Da liedurch das Product in eine zweite Polens iibergeht, da ferner was von zwei Kac-
toren bewiesen worden, auch fiir deren mehrere gilt, so ist klar, dass obiger Sata
nur ein specieller Fall des folgenden allgemeinen ist:

folglich
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Bei der Wahl der Factoren muss man die Vorsicht gebrauchen, nicht solche za wih-
len, die schon in der mit ihnen zu multiplicirenden Gleichung vorkommen. Denn ist
z. B. V2 in einigen Gliedern von C schon enthalten (der Fall wenn v'2 in allen Glie-
dern von C vorkommt, kann hier nicht in Betracht kommen, denn man wiirde diesslalls
mit 12 die Gleichung dividiren), so werden diese Glieder durch Multiplication mit 1”2
rational, und werden sich nicht mehr wie [rither aufheben kénnen, folglich wiirde aus
(13) nicht folgen C = 0.

Damit man aber immer gewiss sey, solche Factoren gewihlt zu haben. die durch
einander nicht ausdriickbar sind, braucht man sich nur des Satzes zu erinnern:

3
Wenn L"a (wo a und k ganze Zahlen sind), durch ganze Zahlen nicht ausdriickbar
ist, so kann dieses auch durch keinerlei Bruch vollstindig Statt finden.

K
Denn, kénnte man “a durch irgend eineu Bruch vollstindig geben, so wire:

k
l/a = “p—,
q
wo% als auf die kleinste Benennung gebracht angenommen wird. — Erhebt man zur
. pk
k Len Potenz, so ist a = -,
qk

d. h. a als ganze Zahl wire einem wahren Bruch gleich.

Der zweite der angefliihrten Silze bietet nun den namhaften Vortheil, a by —1
immer in die viel schmiegsamere Form r (cos¢ + V'—1sinp) bringen zu kéonen , dessen
Nulzen wir im folgenden Paragraphe zu bemerken Gelegenheit haben werden.

§- 8.
Gehen wir nun zu den einfachen Operationen, und betrachten zuerst die Form:

at+bb—t . o000 ()

r(cosp4 V' —tsing) . . . . (2)

Vor allem miissen wir uns hier darauf berufen, dass man jede imaginire Grosse,
jeden imagindren Ausdruck auf die Form a+bl”—1 bringen kann.. Der einzige Weg,
sich hievon zu iiberzeugen, ist die Induction; — wir kénnten hichstens noch hinzu-
setzen: Am Anfang des vierten Paragraphes haben wir dargethan, wie in der Form
a4 bl "—1 alle reelen und imaginiiren, also alle nur denkbaren Zahlen begriffen sind.
Nun geht man aber beim Rechnen immer vou Zahlen aus, man wird also aul Nichts

dann jene:

kommen kénuen, was nicht in eine der im angezogenen Paragraph angefiihrien Zahlen-

kategorien passte, d. h. was nicht die Form a4 bl"—1 annehmen kinnte. — Es sei z. B.
(a4 bl —1D".

Um dieser Potenz obige Form zu geben, werden wir sie nach Newroxs Formel ent-

wickeln, und sodann die reelen Theile von den mit LV —1 multiplicirten absondern.
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(a4bV/—1)™ —a™ fma" ' bi/—t —MM—D) m—2 )y m(m—1)(M—2) m-3pg, 4 4
1.2 1.2.3
m(m—1)....(m—m-+41)
1.2.3....m

wo (V'—1)", dessen Exponent immer gleich ist mit dem Exponenten von b, das Zei-
chen des letzten Gliedes bestimmt. — Nennt man die Summen der reelen Glieder P,
Jjene der mit 1”—1 muliiplicirten Q, so ist:
P = g0 _m(m—1) a" b7 m(m—i)(m—2)(m—3) a™tht —
1.2

" —D",

1.2.3.4
- m—lb_m(m-—l)(m—2) w—33; 4 m(m—1)....(m—4) m—sps
Q= m t23 ° Pt qaza5 "

und folglich:

(a+bl—D" =P4+QV—t . . . (3
welcher Ausdruck schon die gewiinschte Form hat. — Die hier befolgte Verfahrungs-
weise kann in jedem Fall, wenn es sich darum handelt, einen imaginiren Ausdruck
‘auf die Form a4 by/—1 zu bringen, mit KErfolg angewendet werden. — Wire z. B.

V GatbvV—1)

in dieser Form darzustellen, so wird man wieder, weil
1

V(a+bb—1) = @+b—1)m
pach Newrox’s Formel entwickeln und finden:

Vbl —1) = P4Q V—1 . . . &)

4 6 2n
Dass man auch Monome, wie 1"—1, L”—1 und allgemein "—1, wo n eine ganze
Zahl ist, auf diese Form bringen kann, soll in Folgendem gezeigt werden. — Wir

sagen allgemein f/n—i, weil jede (2n+ 1)te Wurzel aus —1 eine reele Grésse ist.
Weann man zwei imaginire Grossen addirt, subtrahirt, oder multiplicirt, so erhilt
man, was man eine Summe, Differenz oder Product imagindrer Grossen nennt. Man
wird also haben:
a+bl/—1 +a+blV—1 =ata 4+ (b+b)r—1 ....(5)
at+bl—-1—(+bV—1) =a—-a$b=b)L—-1....(6)
(a4bl"—1) (a’+ b L'—1) = aa’4bb‘ 4 (a’h 4-ab)L'—1...(D)
Man iiberzeugt sich leicht, dass auch hier die Ordnung, in der man die Factoren multi-
plicirt, von keinerlei Einfluss auf das Product ist.
Die Division zweier imaginirer Ausdriicke kann man mit Hille des Modulus im-
mer io eine Multiplication verwandeln. Hitte man z. B.
a+4+bv—it
a‘’+b'v—1
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so wird man Zihler und Nenner mit der Conjugirten des Nenners mullipliciren, und
haben :
atbv—1 _ (abbVD @ —bY—1) _aab bl @b —abdy—t o
al _l_ bl l/___l an + b/z aIZ + bl'l al‘! + })/2 ’
d. h., man dividirt imaginire Grossen, indem man den Dividend mit der Conjugirten
des Divisors mulliplicirt und das Product mit dem Quadrate des Modulus des Divisors
theilt. (Man dividirt also doch, aber mit reellen Grissen.)

Zugleich ist hieraus klar: dass man bei jedem Bruch, entweder aus dem Zihler

oder aus dem Nenner, und lelzleres ist immer wiinschenswerth — das Imaginiire entler-
nen kann.

Eine imaginire Grosse aul die mte Potenz echeben, heisst: ein Product aus m ima-
giniren Formen Factoren bilden. — Diess wird auf die gewdhnliche Weise angezeigt,
und wenn es nothig ist, nach der oben gegebenen Methode entwickelt.

a4bp —1 auf die %le Potenz erhoben. oder — um dem Sprachgebrauch zua hul-
digen — die nte Wurzel aus a4 bl —1 ziche, heisst eine Grisse finden, welche auf
die nte Potenz erhoben , gleich sey: a4 bl'—1.

Da es, wie wir sehen werden, mehrere Grissen gibt, die auf die nte Potenz erho-
ben, gleich sind a+bl’—1, d. h., weil (a+b\/—1)_-l- mehrere Werthe zulisst, wir
aber nicht immer einen bestimmten von diesen Werthen meinen, sondern vielmehr oft
nur irgend einen, — welchen immer — bezeichnen wollen, so werden wir zu letzterem

Zwecke uns des besonderen Symboles bedienen, welches Cavcuy und nach ihm mehrere
gebraucht haben, nimlich:

((a4by — 1))':' oder VII"ﬂJ'BT/Z 1,

welche Ausdriicke dann von den verschiedenen Wurzeln irgend eine unbestimmte bedeu-
ten, wihrend durch

(a+bl/—1ﬁ oder Patby—1

eine gewisse bestimmte Wurzel gemeint ist. — Dasselbe gilt auch von der %ten Po-
tenz, denn o
(at+v—1"
ist die mte Polenz einer nte Wurzel und
(Ca+b L — 1))v

die mte Potenz irgend einer der nten Wurzeln.

a+bl"—1 zur —m-, 1

Pt und — %ten Potenz erheben, heisst: die Einheit mit

1 m
der m-, o und o ten Polenz von a +b y/—1 dividiren. Im ersten Falle hat die Grisse h
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vur einen Werth, d. h. sie ist eindentig, im zweiten und dritten hat sie mehrere Wer-
the, d. h. siq ist mehr- oder vieldeutig; daher die Bezeichnungen:

(a+bv—1—"
1
(@+bv—1) »

m

((a+bL—1) .
Beim Ausziehen der zweiten Wurzel kann man eine besondere Formel anwenden; es
ist nimlich, wenn b= o:

-t =l YR,/ YT

und fiir b<<o:

(+bv—D)F =+ :V‘/““r"’“w 1|/ “2+"2‘af,

erhebt man beide Theile zur zweiten Potenz, so erhilt man identische Gleichungen.

$. 9.
Die nach dem schon Gesagten immer leicht zu erhaltende Form
r (cosy 4 V/—1sing)
wird uns den besondern Vortheil gewihren, die Operationen bedeutend zu vereinfachen,
indem sie das Multipliciren, Dividiren und Potenziren in ein blosses Addiren, Subtrahi-
ven und Multipliciren umwandelt. — Da der immer reelle und positive Factor r, der zu-
gleich Modulus ist, keine besondere Beriicksichtigung erfordert, so beschriinken wir un-
sere Untersuchung auf den Ausdruck:
cosp+ V' —1sing.
Wenn man die zwei Ausdriicke
cosg+V—1sing und cosg¢’ 4V — Lsing’
multiplicirt so erhilt man:
(cosp + 1V — 1 sin ) (cos ¢’ 4 V-—1sing") =
= cos ¢ cosg’ — sing sing’ 4 V' —1 (cosgsing’ + cos ¢’sing) =
= cos (¢ +¢) + '—1sin (g + ¢ .
Multiplicirt man diese Gleichung mit einem dritten iihnlichen Factor: cos ¢/ 4-1"—1 sin ¢
soist:  (cosg 4V — Using) (cos¢’ V' — L sing’) (cosop” 4 1/ - 1sing*) =
= (cos (p + ¢ +V'— L sin(p+ ¢9) (cos o +-V—Tsin ).
Wenn man hier den in der Gleichung (1) ausgesprochenen Salz anwendet, indem
man das obige ¢ und ¢’ iibergehen lisst in ¢ 4 ¢* und ¢*, so ist:
(cosp +1'— 1sing) (cos¢! 4V — Lsin¢*) (cos ¢ -V — L sin¢) =
= cos (¢t ¢‘ 4+ ¢+ —1sin (p +:f’+<p”) ).

N i haltliche Abhandl 11 2. Ahth,

........
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Im Geiste dieses Vorganges liegt nichts, was uns hindern diirfte, denselben auf
einén vierlen, finften ..... mten Factor auszudehnen, so dass also allgemein ist:
(cos ¢+ V' —1 sing) (cos ¢/ +1 ' —Lsing’) ... (cos g™ 4+ — 1 sin ™) =
= cos(pto¢' Foeeet ™)+ V—asinGete'+...4+¢™) . . . G
wodurch die Multiplication auf eine einfache Addition zuriickgefiihrt wird. Es brauch
.kaum crinnert zu werden, dass ¢™ hier nichts bedeutet, als ¢ mit m Strichen.
Setzt man in (1)
$=—¢
so ist, weil cos —¢ = cosy und sin —¢ = — singp
(cosg V' —1sing) (cosy — V' —1sing) =1 ... (4)
d. h. der Modulus der Ausdriicke

cosy + V/—1sing und cos9p — V/—1sing
ist die Einheit.

Selzt man aber in (1) — ¢’ statt ¢, so ist:
(cosy +V'—1sing) (cos ¢ —V'—1sing’) = cos (p—o¢*) + V' —1sin ((p ¢)...(5)
‘Wenn wir'in (2) die Multiplication wirklich verrichten, so finden wir, weil die
reellen Grssen den reellen, dieimaginiren den imaginiiren nothwendig gleich seyn miissen :
cos (94 o'+ ¢*) = cosg cos ¢/ cos g/’ — cosy sin¢’ sin ¢ — sing cos¢’ sing”
— sing sing’ cos¢” . .. (6)
sin (9 + ¢/ 4 ¢*) = sing cosg! cos¢” + cos¢ sing’ cos ¢’ + cosg cosg’ sing
— sing sing¢/ sing” . .. (7)
was als wichtige Folge auf cine richlige Primisse schliessen lisst.
Den Werth des Quotienten
’ <osp +V—1sing
cos¢’ +V—1 sin ¢’
findet man nach der in §. 8, (8) ausgesprochenen Regel. Da cos¢? 4 sin¢? = ist, su
steht die merkwiirdige Gleichung :
cosy + V' —1sing
cosg’ 4 b"—1 sing’
Den Werth des zweiten Theiles aus (5) substituirend, ist:
c;’ZTfﬁj;‘,’,‘f =:vos (y—¢) + V' —1sin(s—¢') . . . (9)
Die Richligkeit dieser Gleichung ldsst sich leicht erweisen, denn wenn man in (8) den

eraten Theil als Bruch nach dem in §. 8. Gesagten behandelt, bleibt die identische
Gleichung:

= (cos¢ + V' —~1sing) (cos ¢’ — V' —1 ging’) . . (O]

cosg 4 L'—1sing = cosp + V' —~1sing.
Setzt manin (8) ¢ =0 nnd ¢ =, 90 ist, weil cos0 =1 und sin0 =10
1 . T
cosg+ V—1sing — cosp — b —1sing . . . (10)

ganz iibereinstimmend mit (4).
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Es ist ersichilich, dass die Gleichungen (9) und (10) die Division auf eine Sub-
traction reduciren.

Um die mte Potenz von cos¢ 1 —1sing zu erhalten, selzen wir in (3)

p=¢ =¢'=....=¢",
wo m seiner Nalur nach nur ganz und posiliv sein kann; wir haben sodann
(cosg + V' —L1sing)" = cosmg - V"—1sinmg . . . (11)

Dass diese Gleichung, insofexn sie aus (3) fliesst, nur dann als richtig gelten kann,
wenn m ganz und positiv ist, erhellet daraus, dass in (3) ¢ nicht vorkommen kann
mit einem negativen oder gebrochenen Strich. Uebrigens werden wir die Giiltigkeit
von (11) fiir jedes m beweisen.

Fiir jedes positive ganze m wird (11) bewiesen seyn, wenn wir zeigen kénnen, dass
(11), wenn es fiir m giiltig ist, auch fir m4 1 gelten muss. — (BeaxouvLrr’s Induc-
tions - Beweis.)

Multiplicirt man (11) mit cos¢ 4 L"—1-sin¢, so ist:

(cosy + V'—1sing)"*t = (cosmg 4V —1sinmg) (cosg 4 V'—1 sin¢)
= cosmg cospsinmgsing -+ L“—1 (sin ¢ cos mp |- sinmy cos ¢)
= cos (my+¢) + V'—1 sin (my+5)
= cos (m¥1)yp + V—1sin(mt1)y (12).

Ganz dasselbe hilten wir aber erhalien, wenn wir in (11) gleich m-41 stalt m
geselzt hillen, folglich ist die Formel (11) fir jedes positive ganze m richtig.

Dz ¢ in (11) ganz willkiihrlich ist, so kann man ddfiir setzen %, wo.- m. ganz: und

positiv ist; man wird haben
(cos% + V' —1sin mi) = cos¢ + V' —1sing 13

zichen wir aus beiden Theilen der Gleichung die mle Wurzel, und erheben diese zur

nten Potenz, so habenr wir:
<cos% + V' —1sin %) = (cosy + V'—1 sin ™ (14y.

Den ersten Theil kann man, weil n- ganz und positiv, nach-(11) . entwickeln;

woraus @
n

L3 . ny .
(cosp + V' —1sing)m = cos n% 4+ V—1sin l—:— (15),
d. h. (11) gilt auch fiir jedes positiv gebrochene m. — Um- ihre Richligkeit auch fiir
ganze negative Exponenten zu zeigen, erinnern wir uns der Gleichung (10), welche
man, weil cos—¢ = cosg und sin — ¢ = —sing, auch so schreiben kann:
1

Gorg FV—Tainy = @8y FV—Lsin—y.

9*
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Erheben wir beide Theile zur mten Potenz, wo m ganz und positiv, und treflen
mgleich die Uebereinkunft, dass wir immer selzen:
m = (cosg + V' —1sing)™,
80 ist:
(cosg 4V —1sing)™ = (cos —¢ -+ V' —1gin—¢)",
und nach (11)
(cos¢+V—1sing) " = cos—my + V—1sin—mep (16)
= cosmy — V'—1 sin mg.

Setzen wir in (16), dem- friiheren analog —-I% slatt o, so ist:

(cos—%+l/—1sin—lin> = cos¢ + v —1sing.

Erhebt man hievon die mte Wurzel zar nten Potenz:
n

(COS — % +V—1 sin—%) = (cosy + [/—[sin?)_ nT;

da wir n ganz und positiv nehmen, konnen wir den ersten Theil nach (11) ent-
wickeln

¢
m

(cosg + /—1sing) ™ = cos— n;:l + vV —1sin— an

_ = cosnTng—l/—i sin?{';
das heisst, die Gleichung (11) ist auch dann richtig, wenn m negativ ganz oder ge-
brochen ist, somit ist fiir jedes reele m:
(cos¢ +V—1sing)" = cosmg 4 "—1sinmyp,
und weil das Zeichen des Gliedes VV—1sinp von gar keinem Einfluss ist auf den Gang
des Beweises, so kinnen wir noch allgemeiner schreiben:

(cosg +1"—1sing)™ = cos my + sinmy (18,
welche Gleichung nach ihrem Entdecker Mowvre's Formel (+ 1754) genannt wird. —
Der erste Theil dieser Gleichung ist in dem Fall, wenn m gebrochen ist, wie in (15),
mehrdeatig — wie wir sehen werden — wihrend es der zweite Theil nicht ist, und die-
ser Umstand, der ziemlich lange unberiicksichligt blieb, wird uns bewegen, noch ein-
mal aul die Formel (18) zuriickzukommen.

Mit Hilfe des Gesagten kann man das Potenziren und Wurzelausziehen bei imagi-
niren Grissen in das einfache Multipliciren und Dividiren verwandeln.

Wean man den ersten Theil der Gleichung (18) nach der Binomialformel ent-
wickelt, und die recllen Theile den reellen, die imaginiren den imaginiiven gleichsetat,
so hal man

m(m—1
cosSmy = cos 3" — %cos " %sing® + ... (§2))
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—1 —2 .
sin m¢ = mecos ™ 'sin ¢ — ﬂ(ﬂiigf‘gmv) coso™ Ising? -} . .. (20)

Jetzt kinnen wir endlich zeigen, dass die charakteristische Eigenschalt der Potens.
nimlich
"y = (xy)©,
auch dann besteht, wenn x und y imaginir werden. — Denn nach Obigem hahen wir:
[e(cosg + V—L1sing)]" [/ (cos¢’ + V—1sing)]"

= r"(cosy 4L/ —1sing)".r'" (cos¢’ + V' —1 sinp*)"

= [r(cosgp + 1 "—1sing).r'(cosyp’ 4 V' —1sinp)]"
worin schon die erwihnte Eigenschaft enthalten, also unsere Behauptung gerechiler-
tigt ist.

§. 10.

Es ist bekannt, dass, wenn p eine ganze positive oder negative Zahl ist:
linea trig. x = linea trig. (x + 2p=) mn
Wir kénnen daher in unsern Formeln §. 9. (18), (19), (20) auch schreiben:
((cosp + 1/ —1sing))" = cos m ((y + 2pn)) + V'—1 sin m ((¢ + 2pr)) @

cosm (9 2pr) = cosp™ — %;0 cosg sing® 4 . .. ()
m(m—1)(m—2)

sinm (p+2pr) = mcos p"'sin g — 1.2.3 cosp"dsing* +... - (@)

Die Gleichung (2) wird richtig sein, was auch m bedeuten mag, denn es wird
sich immer irgend ein Werth des ersten Theiles finden, der gleich ist irgend einem
Werth des zweiten Theiles; — die Gleichungen (3) und (4) aber sind nur dann rich-
lig, wenn m eine ganze Zahl ist, denn wenn m gebrochen wiire, so wiirde man zu
eiue gewisse Anzahl nicht ganzer Peripherien geben, was nicht zulissig ist. Wire

2. B.m :%, und enthilt p das r nicht als Factor, so ist:
cos (% +—2F) nicht = cos i’;—.
was doch die erwiihnten Gleichungen voraussetzen.

Da uns aber darum zu thun ist, in (3) und (4) Formeln zu besitzen. die fir je-
des m richtig seien, so wollen wir licber von der Allgemeinheit des p etwas einbiissen,
und daher untersuchen, was p seyn muss. damit jene Gleichungen fiir jedes m rich-
tig seyen.

Wir slellen die Behauptung auf: (3) und (4) sey nur dann (iiv jedes m richtig,
wenn p=0.

Fir 3 =0 ist dies sehr klar, denn dann folgt aus (2)

cos 2mpn = 1. i
was fiir jedes m nur dann richtig ist, wenn p=0. — Aber auch wenn ; nicht Null ist,
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muss p=0 seyn, denn p ist keine stetige Function von ¢, und eine unstetige kann cs
nicht seyn. Dass p keine stetige Function von ¢ ist, wird ans Folgendem klar.
Setzen wir in (3) zuerst =« und p=yp,, und dann ¢=a+3 und p =4p,, wo &
cinen unendlich kleinen Bogen bedeulet, so wird:
m(m—1 .
cos (ma -+ 2mpm) = cosa™— —(1—2—) cosa™?sina® 4 ...= P,

cos (ma 4 mé 4 2mp,n) = cos (af-9)" —% cos (a4 *sin (2 +38)°+... =D,
subtrahirend :
cos (ma 4 2mp,x) — cos (mz+ mé + 2mp,x) = P, —P,;
wenn §=0 so ist P,=P,, also P, —P,=0, folglich ist auch der erste Theil der Glei-
chung Null, d. h.
cos (ma -} 2mp;x) — cos (ma 4 2mp,n) = 0O,
was aber fiir jedes m nur dann statt (indet, wenn p,=p,. — Nimmt man niimlich an, dass
ma + 2mpr = a —
ma +mé 4 2mpm = a4 B
addirt jelzt und subtrahirt, so findet man:

@ = ma+ 20 4 me (o, 40

e =1"2—5- + mr (—py),
und weil :
‘cos (a—f) —cos (e4p) = 2sina sin B,
s0 wird :

. 8 3
P,—P, =0 = 2sin (ma+l~r'2~ 4+ m=(p, +p)) 8in (mT +mx (Pz'—Pl)>7

was nur dann méglich ist, wenn p, = 3, und wie oben bemerkt & — 0 oder eigentlich
sich der Nulle unendlich nihernd ; — 5 steht also mit ¢ in keinem solchen Zusammenhang,
dass es bei jeder Aenderung des Werthes von ¢ seinen eigenen Werth auch verhiltniss-
missig dnderle — d. h. p ist keine stetige Function von ¢ — um so viel weniger also
eine unstelige. — Nun soll aber der erste Theil von (3) und (4) eindeutig seyn, weil
es der zweite ist, was nicht anders zu erreichen ist, als wenn p entweder eine stelige
Function von ¢ oder Null ist, — da ersteres, wie wir eben gezeigt, nicht stattfindet,
so ist letzteres gewiss, d. h. (3) und (4) sind fiir jedes m nur dann richtig, wenn p = 0
istund gelten also, wenn man nicht doppelte Klammern anwenden will, nur in der Form
wie wir sie im vorigen Paragraph unter (19) und (20) gegeben haben. —

Da die Gleichung (2) fiir jedes ¢ gilt, so gilt sie auch fir ¢ = 0, in diesem-
Fall ist:

1 = cos2mpr+V—tsin2mon 3.

Zieht man nach §. 9 die mte Wurzel und wendet die in §. 8 angenommene Schreibart
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an, indem man k, welches natiirlich ganz ist, stalt mp selzt, so hat man:
1
)™ = cosz_k_"il/—l sin 257 ®).
m m

1
Snuchen wir nun alle miglichen Werthe von ((1))™ darzustellen; zu dem Zweck bringen
wir die Werthe in k in Taleln und zwar:
L fiir den Fall, wenn m eine gerade Zahl ist.

0,1,2,3,4,..... 7—2, 3 -1 5%
2'£+1, %+2 ..... m—2, m—1, m
3 3 3
m4l, m42..... R
3 3
LA 2m—2, 2m—1, 2m
u. 8. W,

oder indem wir dieselben Glieder fiir unsern Zweck etwas bequemer darstellen:

0,1,2,3,4,  ..... ’%—2, %—1, g
m—(;_n-—l), m—(;——2) ..... m—2, m—1, m &9)
m41, m+42, ..... m+<12£——2), m—|—(§—1>, 3%1
2m—(g—l),2m—(g_'—2) ..... 2m—2, 2m—1, 2m

u 8. w.

Substituiren wir nun in (6) jene Werthe und k, welche in einer horizonlalen Reihe ste-
hen, so erhalten wir
1

&r . 2
cosmiV—1sln—nT

4n 4
cos - iV——lsmH

1
cym =, ... ..... (8)

"';41 V—1sin =

-2 + . m—
=+ vV —1sin m

—1.

Es ist giinzlich unnithig, Werthe aus der zweiten horizonlalen Reilie zu substituiren.
denn wir bekiimen ganz dasselbe wie in (8), nur in umgekehrter Ordoung, oder

T
cos m

cos n
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ans der dritten Reihe, denn sie liefern dasselbe wie in (8) und in derselben Ord-
nung, u. &. w. Substituiren wir wirklich, um diess augenfilliger zu machen, die Wer-
the aus der zweiten Horizontalreihe , indem wir 2mn als eine Anzahl ganzer Periphe-

rien weglassen:

1 2m—2(5—1)= C2m—(2m—1)x
()™ = cos 'm——_‘i‘/—ls"‘—?"—
m—2 — . m-2
= 08— — 7 4 sin——= M

und aus dem zweiten Werth derselben Reihe:

1
(1) n = Cco0S8 p

" I/—lsinm;41r 10)

welche Werthe schon unler (8) vorkommen, so dass wir bei fortgesetzter Substitulion
1

nur die in (8) schon gehabten Werthe wieder erhalten. Es hat also ((1))™ nicht
mehr Werthe als man durch Substitution aus der ersten Reihe von (7) erhilt. In jener

\

Reihe sind (; + 1/ Glieder, von diesen bekommen bei der Substitution (g —_ 1) Glieder
1
zweierlei Zeichen, daher ((1))™

F49+E-1) =n

Woerthe haben wird, nimlich:

+1
2 .2
cos o + V' —1{sin "
4 4
cos, x + v —1 gin e
m-—2 m—2
1 cos—— 4V —1sin—(—= 11)
ym = | —1
2 .2
cos x —V—ism;lvr
4 4
cos - m —l/—lsin;]—l«
i cosm_ n t/—-isinm =
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IL Fiic den Fall, wenn m ungerade ist, sind die méglichen Werthe von k

m—3 m—1
o, 1, 2, ..... 5 3
-1 -3
m—mT,m—-m2— ..... m—2, m—1 12)
m—3 m—1
m, m41 m4+2 ..... m+—2—,m—T
u. 8. w.

Substiluiren wir diese Werthe in (6) so erhalten wir wieder nur aus der ersten Reihe

1 —1
verschiedene Werthe, und da in jeder Reihe m-2|— Glieder sind, von welchen 2

1
zweierlei Zeichen haben, so wird ((1))™ auch in diesem Falle

m+4+1 m-—1
2 t3 =mno
verschiedene Werthe haben, und zwar:
/ . +1

t

b 2
cos%w +V—1sin =

4
cosl%qr +V—1sin =

1 —1 . m—1
apm = cosmm x+V—1sin ——= 13
2 L2
cos - n —V—lsmax
4
cos%n —V—lsinr—nn—

T

L €08

| m—1 . m
o x—V—1sin p

Die in (11) und (13) angefithrten Werthe werden nur dann simmtlich geschlossene alge-
braische Ausdriicke seyn, wenn die Peripherie in 2m Theile geometrisch theilbar ist,
denn sin und cos sind nur in diesem Falle geschl algebraische Ausdriicke. —

Wire z. B. m = 4, so ist aus (11):

M)+=1,=v—-1,=-1, =—V-1,
1

oder kiirzer 1 _
@n* = +£vVE1 (19
10

Al dl 1L 2. Abth.

Naturwi
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Ist m = 3, so folgt aus (13):

1
@nz =1

2 2
cosg -:r-l—l/—lsin?—’ «

4 4
= cosg«—}—l/—lsingw (15) .
2 .2
= cosgﬂ—l/—lslngn
4
= cosgﬁ—l/—isingw.

Ks scheint zwar, dass wir hier 5, statt 3 Werthe gelunden haben, da aber

2 1 . 2 1
COS§ﬂ=-—-§‘ Sln§ﬂ=§|/3
4 1 .4 1
cosgr = —% sing n = —51/3
L. . 1 1
so ist in (15) der zweite Werth = —§+§I/3V—1
1 1
, dritte n =—5—3V3v—1
1 1
, vierte » = _5_§V3l/—1
1 1
,, liinfte , o= —§+§l/3l/—-1,

woraus ersichtlich: dass der zweite und [iinfte, wie auch der dritte und vierte Werth
gleich sind, folglich nur drei verschiedene Werthe bleiben.

Mit Hilfe des Gesagten sind wir nun im Stande, die verschiedenen Werthe von

((1))™ zu entwickeln. Da nimlich:

n fn
= = fcne] s,
1
so werden wir zu diesem Behufe nur die Werthe von ((1))™ entwickeln und jeden aul

die nte Potenz erheben; denn die Gleichung (16) in gewohnliche Sprache iiberselat,

sagt wirklich: irgend ein Werth von (())™ ,ist gleich der nten Potenz
1

vonirgend einem Werthe von ((1))™.

In §. 9 haben wir die Gleichung stabilirt, oder vielmehr angenommen :

atbv—1 = —1—“. )
(a+bv—-1)
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Hieraus folgt:
1 1
(@)
_1
Wir werden also die Werthe von ((1)) ™ erhalten, wenn wir die Einheit mit
den in (11) und (13) angefiihrten Werthen dividiren. Erhebt man die so erhaltenen Aus-

n
driicke zur nten Potenz, so hat man die Werthe in ((1)) m  welche mit jenen von

((1))™ ganz gleich sind. Um letzteres augenfilliger zu machen, nehmen wir einen

Werth von ((1)) w

m
n

()™ = cos 2P+ /1 gin 207 .
m

Der diesem correspondire Werlh von ((l))——'—"_ wiire dann:

-2 1
)y ™= (18).
coszn"i-\/—lsinz—-n"
m m

Dieses ist aber nach §. 9 (10)

2nnw . 2nn
= cos— _tl/—llsln—;'—

folglich 2 I
(@)™ = (@NH» (19).
Hat man also eine imaginire Grésse aunf die hle Potenz zu erheben, wo h ganz
oder gebrochen, posiliv oder negativ. seyn kann, so wird man ihr vor allem die Form
r (cos ¢ +V—1sing) geben, und somit, weil
r(cos¢ + V—1sing) = (1).r(cosyp +V—1sing)
die gewiinschte Polenz aus folgender Gleichuag erhalten:
atbLr—1" = ((1)" " (coshg 4 L —tsinh¢).
Es versteht sich von selbst, dass die doppelte Klammer Dbei ((1))h'nur dann von Bedeu-
tung ist, wenn h einen gebrochenen Werth hat, da eine ganue Potens nie mehrdeulig seyn
kann.
§. 11.
Nachdem wir die- verschiedenen Potenzen der positiven Einheit enlwickelt haben,
ist es nothwendiz, dass wir dusselbe auch in Besug auf die negative Einheit thun. —
Es kann.sich leicht die Gleichung ergeben:

xX"41=0,
10*
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woraus X = —1

R e | .

Die Art, in diesem Falle zu den Werthen von x zu gelangen, ist der im vorigen
Paragraph befolgten ganz dhnlich. — Unter (2) §. 10 hatten wir:

(Ccosp+ V—1sing))™ = cos(my +2mpp) V' —1sin(mp+2mpg).
Selzen wir hier ¢ = =, so ist, weil cos « = — 1 und sin = = o:

{—1ID™ = cos(ma+2mpn)+ V'— Lsin (s +2mp=) 2.
Ist hier m und p ganz, so ist:
—N" = *1 3,

wo das obere oder untere Zeichen gilt, nachdem m gerade oder ungerade ist. Obige
Gleichung (2) haben wir stabilirt, was auch m bedeuten mag, sie wird also auch gil-

. . L1
tig seyn, wenn m ubergeht n —n"‘:

1
((cos g + V'—1sing))™ = cos (-l;”—‘+2 P")i V'— 1sin (i +29ﬂ) 4.

m m
Setzen wir 9 = =, so ist:

{(—1)) "'i = cos (:r; +2mﬂ')i V—1sin (% + 2mﬂ)

= cos (Qp+ D) £V —1sin = (2p+ 1) ).

Obwohl nun hier ¢ jede ganze Zahl bedeuten kann, so sind doch die Werthe von
i

((—1))™ nicht unendlich viele an der Zahl. Fiir den Fall, wenn m gerade ist, lassen
sich die Werthe von p folgendermassen gruppiren:

0, 1, 2, 3—2 3-—1
m m
m—3, m—(i—i) ..... m—2, m—1 (6)
m, m+1, ..., m+(§—2),m+<2—1)
tm—3, 2m—(3—1) ..... 2m—2, 2m—1
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und fiir ein ungerades m:

0 1, 2, .., m=5 m—=3 m—t
1] E] s 2 ’ 2 ’ 2
m_'“T—l, m_"'T-3'....m—2, m—1 )
m—3 m—1
m, m-|—1....m——f2‘, m—l——T-

In beiden Fillen bekommen wir nur durch Substitulion der Werthe aus der ersten
horizontalen Reihe verschiedene Werthe, die Anzahl dieser Werthe ist m, denn dic

erste Reihe in (6) enthilt '; Glieder simmtlich mit doppeltem Zeichen; die crsle Reibe

2
folglich haben wir in beiden Fillen m Werthe; und zwar ist [iir ein gerades m:

aber in (7) enthilt m+1 Glieder, deren m2—1 an der Zahl doppelte Zeichen haben.

1 1
cosom + V—1 sin o=

3 .3
cos 7 +v—1 sin =

.. o . )
1 1 cosm;1n+l/—1sinm; =
—_— m —
(—1» { 1
cos —V—lsma'n
3
cos%« —l/——lsinaﬂ
R . '. o
cos n—V'—1sin ]

Dass unter diesen kein reeller Werth vorkommt, ist daraus erklirlich: dass —1
nie eine gerade Polenz einer reellen Grosse seyn kann.
Fiir ein ungerades m ist:

-1
1 .1
cos +v—1sin_ =~
3 .3
cos o w +v—1 sin =
TR N -. -
((_D),i;_ cosmm 1r+l/—1slnlm n )}
1
cos —l/——lsinaﬂ
3 .
cos = —l/—lsmaﬂ
PR
cos T 21:— V' —1sin o=,
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Wiire m =4, so miissen nach dem im vorigen Paragraph Gesagten die vier Werthe

1
von ((—1))* geschlossene algebraische Ausdriicke seyn, und wirklich ist aus (9)

%— 1 1l/ 1
((—1)) - V2+ﬂ -
1 1
=—ygtiv—1 0
1 _1_1/ a0
2 —igV 1
1 1
=~z
oder kiirzer:
1 1t 1
((—0)T =+ g+ pb—1.
Eben so ist fiir m = 3:
1
(1) =—1
1 3 141V —3
:5+—2—v—1=+—2— 1
1 3 1—L—3
=3—73 V—1 = 3 .

Nun wird man die Werthe von ((— 1))™ und ((— 1)) ™ leicht entwickeln kin-
nen ; die ersteren, indem man die unter (8) und (9) angefiihrten Werthe aul die nte
Potenz erhebt, und die letzteren, indem man mit diesen Potenzen die Einheit dividirt;
man hat hierbei Gelegenheit sich zu iiberzeugen, dass auch hier:

n

(D)™ = (1) ™ a2
Ist daher eine imaginire Grosse —a —bV/'—1 auf die (1 %) te Potenz zu erheben.

so wird man sie zuerst aul die Form bringen:
—a—bV—1=(—1)r(cosg 4V —1sing)
woraus
+2 + 0 40 b
(—a—=bV—D7 ™ = ((—1))" ™ r ®m(cosp4 V—1sing) (13)
welche Gleichung die simmtlichen Werthe der gegebenen Potenz enthilt.
Wir haben beliauptet, ((+ 1)) ™ miisse immer m Werthe haben, und dass es nicht

mehr haben kinne, folgt klar aus §. 10 (11) vnd (£3), und aus §. 11 (8) und (9), dass
vs aber auch nicht weniger als m Werlhe geben kinne, muss fiir sich bewiesen werden.
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n .

‘Wenn ((11))im weniger als m Werthe hitte, so wire diess aul keine andere
Weise miglich, als dass einige von den angeliihrten Werthen gleich wiiren. — Nehmen
wir an, in solchen zwei gleichen Werthen gehe p iiber in p, und ¢,, wo ¢, und g, jeden-
falls zwischen 0 und m liegt.

Substituirt man in die allgemeine Formel:

i 2npm,
(&4 1))-': m = cos (1 o

m)'

2::") +1/—1sin (1

so geben diese Werthe

2npym

20 =& (@),

und

. n - .
wo wir vorausselzen, dass o aul die kleinste Benennung gebracht sey. — Tst nz, = m

und np,>m, so wird man durch Division den Quotienten ¢ und den Rest p erhalten,
d. h. es wird:

hp . P
-;l'l_‘ = +f_l’jl und # qz+a;

woraus :
np, = mq, + p ng, = m + pr
Dieses in («) substituirt gibt:
2e(q +5) wnd 2+(q.+52).
Nach unserer Annahme sind die beiden Werthe, in welchen p, und p, erscheinen,
ganz gleich, daher ist nothwendig, da die reellen Theile den reellen, die imaginiren
den imaginiren gleich sind:
sin 2x (q, + &> = sin2r (qe + ]:Tj) ,

m
oder weil ¢, und q, ganze Zahlen, folglich 2rq, und 2=q, ganze Peripherien sind:

sin 21 — gin 2°P2 ®,
m m

hieraus wiirde folgen, dass p,=p,, was unmiglich ist; folglich muss (3) [lalsch seyn,
n
d. h. unter den angefiihrten m Werthen von (1)) ™ kinnen zwei gleiche nicht vor-
kommen. — Dass aber unméglich seyn kann p,=p,, ist aus Folgendem ersichtlich.
Zicht man obige Gleichungen ab, so ist:
Np, —Np, = m@—mq, + pa—Ps
Liisst man hier gelten p, =p,, so bleibt:
n(,—p) = m(G—q),
welche Gleichung, wenn sie richtig ist, durch m theilbar seyn muss. Nun ist aber der
erste Theil durch m nicht theilbar, denn n enthilt nach Obigem keinen Factor von m
und eben so wenig p,—p,, da schon einzeln p, und p, kleiner sind als m.  Es ist also
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die letzte Gleichung falsch und es kann daher nicht seyn p, = p,, folglich ist erwie-
+ 0
sen, dass ((£1))” ™ weder mehr noch weniger als m Werthe hat.

Aus dem bisher Gesagten folgt:

1 n 1 n

-1 - n S -

@)Y = () = (@) ™ = (1) " = (—DI"=(((—11)" =((—1) ™
t -1
((—D" = ((—1)) ™,

wo das Gleichheitszeichen nur so viel bedeutet: dass irgend ein Werth des
¢inen Theils der Gleichung gleich ist irgend einem Werth des andern
Theils der Gleichung.

Ist h ein Bruch positiv oder negativ, so bedienen wir uns der allgemeinen Formeln:

(1" = cos 2hpr + 1" —1 sin 2hpr
((—1))" = cos(241)hatV —1sin (2p+1) hr,

wo p wie bisher jede ganze Zahl von Null bis 4 oo bedeuten kann, diese Nulle selbst
nicht ausgenommen.

Wiire h irrational, so wiren obige Gleichungen unendlich vieler Werthe fihig,
und unsere Bezeichnungsweise

()" wd (1"

wiire, wenigstens in dem bisherigen Sinne nicht brauchbar.

|

§. 12.

Die im Vorhergehenden begriindeten Principien geniigen zwar, um den jedesmali-
gen analytischer, und wenn einer vorhanden, auch den geometrischen Sinn sammt den
beziiglichen Eigenschalten jeder Potenz einer imaginiiren Grésse zu erforschen; wir
wollen aber doch Ausliihrlicheres hieriiber fiir einen kiinftigen Paragraph vorbehalten,
und hier zur Ermittelung des analylischen Sinnes folgender Functionen dbergehe:

X", logx, sinx, cosx, arcsinx, arccosx 1)
fir den Fall, wenn x imaginir ist. —

Zuvirderst miissen wir einige allgemeine Bemerkungen vorausschicken.

Wenn ¢ (x) und ¢(x) reelle Functionen sind, so wird man dem Friiheren analog:

e (x) + ¢(x)1'—1
P + ¢(x)v—1

eine imaginire Function nennen kénnen, und

pxyz...) + $(xyz...)V—1
wird eine eben solche Function mehrerer Verinderlichen darstellen. Man wird demnach
die imagindren Functionen wie die reellen nach denselben Charakteristiken in algebrai-
sche, exponentielle, logarithmische oder trigonometrische, und wenn sie algebraisch
sind, in rationale und irrationale, ganze und gebrochene u. s, w. Functionen eintheilen. —
Unendlich klein wird man eine imaginire Grisse nennen, wenn sie gegen dic Nulle

oder
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convergirt. Soll a4 bl —1 unendlich klein seyn, so wird diess nicht anders miglich,
als dass a ebenso wie b gegen die Nulle convergirt, oder, weil:
a4 bl’—1 = r(cosy + V' —1sing),
‘wenn t eine unendlich kleine Grijsse ist. — Wenn in der imaginiiren Function :
9 () + $OV—1
jede unendlich Kleine Aenderung der Veriinderlichen x eine entsprechende Aenderung
in der Function selbst hervorbringt, so ist die imaginire Funclion stetig. Oft ist die
Function nicht fiir alle Werthe der Verinderlichen sletig, sondern nur fiir manche we-
nige, welche oft zwischen sehr engen Griinzen liegen — ausser diesen Grenzen ist die
Fuaction in diesem Fall unstetig. — Es ist klar, dass die imagioire Function nicht ste-
tig seyn kann, wenn nicht ¢(x) und ¢ (x) als reelle Functionen slelig sind, woraus
folgt: dass dieselben Sitze und Regeln, welche fiir die Stetigkeit der reellen Functio-
nen gelten, auch in Hinsicht der imaginiren Functionen richtig seyn miissen. — Ebenso
klar ist, dass die imaginire Function nur dann verschwinden kann, wenn ¢ (x) =0
und ¢ (x) =0. Diess hindert aber nicht, dass eine imaginire Function fiir irgend einen
bestimmten Werlh der Verindeclichen plotalich reell werde. Es sey z. B. die imagi-
nire Function F (x) und
Fx =¢X+e@V-1
Ist hier ¢ (x) =cosx und ¢ (x) = sinx, so ist
F(x) = cosx + V' —1sinx,
und fir x =n=
Fx) = %1,

wo das obere oder untere Zeichen gilt, nachdem n gerade oder ungerade ist. —

Die unter (1) aulgezihlten Kunctionen sind simmtlich der Art, dass ihr Werth
nur durch unendliche Reihen gegeben werden kann; wir wollen daher die unendlichen
Rcihen unter der Voraussetzung, dass ihre Glieder imaginir sind, niher betrachten.

Wenn
a,tatatat....+at ... ?)

by4b bbb
swei reelle Reihen sind, so wird:
a,+bV—t4a+bv-—-14a+bhl—1+...+a,+bl/'—14... =
(a,+a,+a+...+a.+..2+0,+b+b+...+b +..0V—1 ()]
eine imaginire Reihe genannt werden konnen. Convergiren zwei reelle Reihen, so
wird die aus jhnen gebildete imaginire Reihe auch convergiren, divergirt eine der re-
ellen Reihen, so wird auch die imaginire Reihe divergiren.

Eine der einfachsten Reihen ist:

14x+x4x>4 .0 o x4 .. ).
Substituiren wir einen imaginiren Werth fiir x
x = 7 (cos¢ + V' —1sing) ),

haftliche Abhandl 1L 2. Abth 11

Naturwi
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wo z eine neue Verinderliche bedeutet, so wird aus (4)
14z (cosp4V—1 sing) + z* (cosp+V ~— 1 sing)*+ .. . +z"(cosp+V'—1 sing)"+.. (6).
Addirt man die ersten n Glieder von (4), so hat man:
1+x—|—x2—|-x“+...—|—x"“=1ltx_1—x_—; .
Setzt man den Werth von x aus (5), so findet man als Summe der ersten n Glieder
der Reihe (6):
1-+42(cosg+V —1sing) +22(cos2¢ 4V —1sin2¢) +.. .22~ (cos (n—1)gHV —1sin(n— 1g)=
1 2" (cosny 4 V/'—1sinng)
= 1—az(cos¢p 4 1"—1sing) T T—z(cosg +V—1sing)” @®)-
Dic Reihe wird convergiren, wenn diese Summe fiir ein wachsendes n sich einer
bestimmten Grinze nihert. Das erste Glied der Summe ist nur abhingig von n, das
zweile wird bei wachsendem n unendlich gross, oder unendlich klein, nachdem z=>1
oder z=<1, folglich wird die Reihe nur dann convergiren, wenn sich die Summe bei
wachsendem n dem Grinzwerthe

1
1—z(cos¢ +V—1sing)

niihert, d. h. wenn
2" (cosng 4 "—1sinng)

1—z (cosy - V'—1sing)
verschwindet. Nach §. 7 kann eine imaginire Grosse nur dann verschwinden, wenn
ihr Modulus verschwindet- — Es wird also der Modulus des letzten Ausdruckes
+ 7"

VI—Zrcosg £ o

bei wachsendem n verschwinden miissen, was nur dann miglich ist, wenn z<<1, lolg-
lich ist (8) convergent, wenn z<<1. — Unter der Bedingung also’, dass n unendlich
wachse und z«=1, findet man
1+42z(cos¢ +V — 1sing) 7% (cos2¢ 4V —1sin2¢)+. . .2  (cos(n—1) g+ —1sin (n—y) =

1 1—2z(cosp — V' —1sing)

= 1—z(cosg+V—lsing 1 —2zcosp 2 (10,
oder die recllen Glieder von den imaginiren trennend :
142zcos¢ + 7*c0s2¢ 4... 4 21 cos (n—1)p + 1/ —1 (zsing - 2%sin2p+. . .+ sin (n—1)3)=
1—zcos 2 sin

1—21.cos:,c2;—1.e + 1—2zcos?<;—|—z‘l/—1 n,
woraus, immer unter der Bedingung, dass 4 1 =>z>—1:

1—1zcos
14zcosp 4 z2cose 4 ... .. = m—?—i—;z a2

®

. . 7.8in g
zong 4 z*sine + . . . ... —_—= r_mi_i_—ll 13).
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Somit sind wir durch Einlihrung eines imaginiren Werthes in (4) zur Summirung
zweier Reihen gelangt. — Aus dem Gesagten lisst sich folgende Regel abstrahiren.

Wenn eine reelle Reihe nur fiir solche Werthe aus derselber Verinderlichen, die
zwischen gewissen Grinzen liegen, convergirt; so wird die aus derselben dadurch ent-
standene imaginire Reihe, dass man der Verinderlichen einen imaginiren Werth gibt,
auch nur so lange convergiren, als sich der Modulus des imaginiiren Werthes zwischen
denselben Girenzen beflindet.

War also (4) convergent unter der Bedingung, dass: 4+1=>x>=>—1, so wird
(6) auch nur convergiren, wenn + 1 = z= — 1. Hieraus folgt der allgemeine Satz:
dass, wenn in einer imaginiren Reihe:

r,(cosp+V — 1sing,) +r,(cosp, + V' —1sing)+. .. 4r. (cosg, + V' —1sing,) ... (14)
die Reihe der Moduli ,
n+rdrt .. o4t (15)
convergirl: so convergirt die Reihe selbst auch.

Dass man diesen Satz nicht umkehren kénne, ist daraus ersichtlich: dass (15)
nicht nothwendig convergirt, wenn auch (14) convergent ist. — Substituiren wir z B.
in (14) und’(15):

Iy =$ = M+,
wo n nur ganze Zahlen bedeuten kann; so ist aus (14):
e o B B L TR (O

und aus (15):

N S SEPPRE LR an
Nun ist (16) convergent, und ihre Summe:
= V—1log2 (18)

(17) aber ist doch divergent.
1. Versuchen wir die Rethe zu summiren:

_ — 1)(m— —1)...(n—n}1
e BT OG0 oy mOT O e a0

unter der Voraussetzung, dass
x = z(cos¢ +V—1sing)
und
+1=z=1

Die Ieihe wird dann in folgende iibergehen:

1+ mz (cosy + V—1sing) 4 m(mT—'l).z’ (cosp FV—1sing) +... (20)

Nennt man die Summe dieser Iieihe S, so wird man immer ein p und r finden, fiir

welches:
S = r" (cosmp + V—1sinmp). 2n
11*
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Um r und p zu finden, setzen wir in (20) m =1, so ist:

14z (cosyp 4V —1sing) = r(cosp+ V' —1sinp) Q2
und hieraus rcosp = 1+zcosg
rsinp = zsing (23)

zur zweiten Potenz erheben, und addirt:
2 = 142zco8¢+ 2

= V14+2zconp+ 2 29
dividirt man aber dieselben Gleichungen, so hat man:
zsm? _
tgp = T} zcosy (D)
zsing
woraus P = arctgmp

Nun konnen wir die Werthe von r und p in (21) subslituiren :

S = (1—|—2zcos<,a+7’)2 (cos(arctg%)+V—1Sln(ﬂfﬂgl_":Sln‘l’ ))( 6).

Erionern wir uns jetzt, dass nach §. 8 (7) immer ist oder seyn kann: .
a+bl—1 = p(cosat V' —1sine),
woraus a=pcose und b = psina

und bemerken zugleich: dass der zweite Theil von (26) gerade die Form hat:
p (cosa {-1"—1sina),
dass wir also berechtigt sind zu schreiben :

1
p =\ -|—2zcos<p—|-z‘)?

cosa = cosp = 1L:°°ﬂ @7
sina = sinp = _s_i‘n_‘cp
so ergibt sich:
a=1+4zcos¢ und b = zsin¢ (28,
lolglich: S = [14 z(cos¢fV —1sing)]" 9.
sezt man nun x zuriick, so ist:
S = (40" (30)

d. h. die bekannte Formel Newron'’s ist auch dann richtig, wenn x imagi-
nir wird. Da aber diese Formel bei reellen Werthen nur dann convergirt, wenn
4+ 1=x=>—1, so wird sie bei imaginiren Werthen auch nur unter derselben Bedin-
gung convergent seyn.

Wenn ¢ = 5 » 80 ist mach (25)
p = arctgz, z = tgp @D
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und da 4 {=z>—1, so folgt£>p = — 72— Substituirt man diese Werthe in den

Ausdruck : m

(A 42zcosp422)2,

so hat man, weil: 1 +1gp? = secp und cosy = 0
m

U+2zco89+22)% = secp™ = {

cos pin

Entwickelt man den Werth von S in (26) und vergleicht die reellen Theile mit
den reellen und die imaginiren mit den imaginiiren, indem man Kiirze halber p beibe-
hilt (25) so findet man:

32

m

(142zc08¢+2%) 2 Cosmp = 1 mzcosy +m(%l_)z, cos2yp

4 m (m—1_1)2_§3m;?22 zéeosd¢+... (33

N m
(1 42zcosy +22)% ginmp = m'I.sincp+r—%z2 sin2¢ 4 .. .. 61

Substituiren wir die Werthe aus (31) und (32), so ist:

cosmp = cospm—r%)_cospm_zsinpz +
m(m—1) (m—2) (m-—3) m—1 . _
1231 cosp sin p* P 1)
sinmp = mcosp"'_isinp-—-m_(m1_—;)(‘a""';zjcosp"“_‘v"sinp3 + ... (36).
Diese Reihen haben wir schon im §. 9 (19) und (20) dann §. 10 (3) und (4) 2u
verschiedenen Zwecken angefiihct. — Im §. 9 haben wir zuvirderst untersucht, welche

Werthe m annehmen darf, und bewiesen, dass (19) und (20) fir jedes m richtig sey.
~ In §. 10 haben wir gezeigt, wie die Vieldeutigkeit des ersten Theiles obiger
Reihen (35) und (36) zu vermeiden sey, da der zweite Theil nur eindeutig ist. — In
der vorhergehenden Untersuchung endlich haben wir festgestellt, dass wenn die Reihen
(35) und (36) fiir jedes reelle m convergiren sollen, p nothwendig kleiner seyn

. ] ks
miisse als -
II. Bestimmen wir die Summe der Reihe
VA 2
1+ 7 (cosg+ 1 —tsing) + {5 (cosg +b'— 1 sing)* +
3
+ 1.7‘2_.3(00” +V—1sine)’+ ... (37)
fiir jeden Werth von z.

Setzen wir in (25) und (26) az statt z und 1 statt m, wo & eine unendlich kleine
o
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Grisse bedeutet; wir finden fir jene Werthe von az, welche zwischen — 1 und + 1
liegen, also von
1., 1
n=—— hlsz::. (38)

1+'1‘“(‘:05?’+V—‘Siﬂ<ﬁ)+1z—.22(cos2sa+l/—lsin2¢3(1_¢)_|_
+1—125—3, (cos3¢ +-V—1sin3¢) 1—a) 1 —2a) + . . ..

1
= (1 +42azc08¢ fa?z?)e (cos L—|—V—1sin£) 39).
o o

Ist o verschwindend klein, so geht der erste Theil von (39) iber in (37), der
zweite Theil wird sich ebenfalls einer gewissen Grenze nihern, somit:

1+z(cosc,o+l/—lsinq:)+1z.—2(cos2¢ 4V —1sin2¢)f . ...

1
= lsin i(l + 2¢z cos ¢ uzzijz_‘(cos Piv—1sink \i 40).
a )/
t
Wir haben also vorerst die Grenzen zu suchen von (1 4 2 ez cos +422*) 2 und £ unter der
-3
Voraussetzung : dass « verechwindend klein wird.

Wenn wir setzen

20zcosyta’z? =§ @n,
so folgt: Pa — B
Z.CO8 ¢ 4—;:
oo+ 2
daher: 1 T 42)

(142azcosg+a2z2)2e = (1 4 p) B
1 i I sin (zcus¢+i§—)
lsin(14+2azcos g +atz?)?e = [lsin(1+[3)ﬁ] “3).

Nun ist bekannt, dass:
1

Isin(1+R)?F = e = 2718281 . . ., €5))
2
lsin(zcosq+%) =1zcosy,
lolglich 1
Isin(14+2azncosgp+atz?)2s = e %%, [€5)]
Was die Grenze von 5— anbelangt, so folgt aus (25)
azsin ¢
tgp = 14 azcoss
tgp . zsing

« 1+azcoss”
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Multiplicirt man mit t—p—, 80 ist:

gp
ez 8ing :
P P zsing L E T T Rt 46)
= _'1 - zzsina "
3 tgp 1+azcosy 1__'_“mw(1+o;zcosr,)
woraus : lsin% = zsing “@n

Jetst konnen wir (45) und (47) in (40) substituiren:

1+z(cosr.:+V—1sin:p)+1z.—2(cos2:p+l/—-lsin2q:)+ B

= [cos (zsing) 4+ V' — 1sin (zsin¢)) e*°°¢ (48)
wo z jeden reellen Werth annehmen kann. Hieraus folgt unmittelbar:
2 3
1+z 005?+:-—20052?+%3 ¢339+ ... = cos(zsing)e*™¥  (49)
z? z? .
z sin cp+ﬁsin2cp+msin5 ¢+ ... = sin (zsing) e**** 50).

Ist ¢ = %—. so geht (49) und (50) tiber in:

L z 2 e = 51
1~y 3+i23.4-T.23.455 "+ =~ =" oL
z? z°5 I . 2
t—7133Vt7T 2345 1234567+ " = sinz (52

III. Summiren wir die Reihe:

2 3
7 (cos¢ 4 1/ —1 sing) —1-‘2- (cos2¢p + V' —1sin2¢) + % (cos 39 + V' —1gin 3¢)

4
— %(cos% + VvV —1eindg) ... (53)
unter der Bedingung, dass +1{=>z>=>—1.

Da allgemein :

(1 +2zcos9 4+ z7)? =e
so ist nach (26):

14 mz(cos¢ + V' —1sing) -+ m(_;n;_l)z-, (cos2¢ + V'—1sin2¢) + . . .

n
n?log(l+2zcosw+z’)

6

m 2z z2) L
= (cosmp 4+ V'—1sinmp)e? tof Clncone ¥ (55)

wo p ganz denselben Werth hat, wie in (25). — Den zweiten Theil von (55) kann
man nach auflsteigenden Potenzen von m entwickeln:

[mlog (1422 cosp+2¥)]*
1.2.4

n
e?lag(l+2zcoslp+z=) — 1+;log(l+2zcos¢+ﬁ)+ +‘_‘(56)
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m2p? m4p4 mépé
cosmp = {—~33+1931 = ia5q56 " D
. _ mapl msps
sinmp = —_ e 58
P=" 13 t1a34s T 9
und hieraus durch Multiplication und Addition:
: —tsinmp = _g_mpt_miptl—1, mipt  miptl—1
cosmp 4V —1sinmp = 1+mpl'—1 15 123 1.2‘3'4+ 193545 (59
Bemerken wir noch, dass nach §. 6. (3):
eV 1 cog mp + |/ —1sinmp (60)
[olglich der zweite Theil aus (585) auch noch:
empl/—i + % log (14-2z cosy + 2%) (61)

Wollten wir weniger streng seyn, so konnten wir diess nach der Exponentialreihe
enlwickeln, da wir aber die Gleichung (60) am angefihrten Orte nicht ganz streng
begriindet haben, ‘so sind wir za einer solchen Entwickelung von (61) noch nicht be-
rechligt, und miissen daher, um zu unserem Zweck — der Summirung — zu gelangen,
einen anderen Weg einschlagen. — Es ist klar, dass (35) ein Product von (56) und
(79) ist — zur Entwickelung aber eines Productes reeller Reihen besilzen wir eine
eigene Formel, andererseits haben wir im Vorhergehenden festgestellt, dass unter ge-
wissen Bedingungen jede bei reellen Reihen erlaubte Operation auch auf imaginire an-
wendbar sey; — folglich kinnen wir die Formel fiir das Product reeller Reihen auch
aul die unter (56) und (59) angefiihrten imaginiren Reihen anwenden.

Sind die zwei Reihen:

1 X Lo X
3ot as T e 2
und
1 y ¥ c ;
tytiz 123+1234+ (6
so ist ithr Product nach der erwahnten Formel :
1 Oy)® y G 5
F(x+y) + == 13 + 123 + (G)]

Da nun (62) und (63) fiir jeden reellen Werth von x und y convergiren, so wird
(64) auch fiir jeden reellen, und in Folge des am Anfange dieses Paragraphen ausge-
sprochenen Salzes auch fir jeden imaginiren Werth von x convergiren. Es sind aber
dic Reihen (56) und (59) ganz von derselben Form wie (62) und (63), man braucht
nur zu selzen:

x = %log(l+2zcos<p+7.2)

und
y = mpl—1.

Wir kinnen also diese Werthe in (64) substituiren :
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14-mz (cos¢+V —1sing) + m_(ﬂ—_’) 2*(cos2¢ + 1" —1sin2¢) +...

1.2
= 1+m[;log(1+2zcos9p +2°) +pb"—1] +
+ ;n; [tlog (1 +2zcosp+u)+p"—11 + . . . (65)

Dividiren wir mit m. nachdem wir die Einheit beiderseits weggelassen, und setzen
im Quotienten m unendlich klein, so erhalten wir als die gesuchte Summe der Reihe (53)

z(cos ¢ + V' —1sing) — %2 (cos 29 +V'—1sin2¢) +%—| (cos3p + 1 —1sin3¢g) — . . .
= % log (1 +2zcoap+12Y) + pV—I (66)
woraus durch Trennung des Reellen vom Imaginiren :

7 73 24
72c0S¢ — fcos‘?:p + 2 coa3p — cosde + ...

3 4
= flog(142zcosgp +27) (67)
i Z5in2¢ + “ sin3p — “sindg +
79 — Zsin =8 — Zsin
ng — g sin2¢ + sindp — 4 ¢
oy, BSing ;
=p= tg ¥ 68
p=arelg 1+zcosg (08)
Setzt man ¢ =%, so erhilt man die Leienirz'sche Reihe:
7‘:l 75
"3 t3F
welche Reihe ziemlich langsam convergirt, und daher zu Berechnungen, z. B. zur Be-

rechnung von = nicht gut angewendet werden kann.

z7
— % +.... = arclgz 69

§. 13.

Kehren wir zuriick zu den in §. 12, (1) angefiihrten Functionen:
AX, log x
sinx, arcsinx (l)
COSX, arccosx.
Diese sind so beschaffen, dass in jedem Paar die eine durch dieselbe Operation erhalten
wird, deren Reprisentant die andere jst. Z. B. wenn A die Basis eines logarithmischen

Systemes ist, und es steht:

A* =B 2)
und
logy = a 3)
80 wird man um aus (2) x zu finden Logarithmen branchen:
x = logB 4)
und um aus (3) y zu finden, zur Potenz erheben:
y=A° 6))
Nalurwissenschaftliche Abhandlungen. 1. 2. Abth. 12
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Oder wenn ist:

sinx = a 6)
arcsinx’ = b m

und man sucht x, so findet man einen Bogen
X = aresina (8)

sucht man aber x’, so (indet man einen Sinus
x! == sinh .
So viel vom paarweisen Zusammenhang dieser Functionen, deren analytischen Sinn
wir jetzt unter der Voraussetzung, dass x imaginir sey, ermitteln wollen.

Die Functionen A*, sinx, cosx kénnen wir. wenn x reell ist, immer in eine nach
Potenzen von x fortschreitende Reihe entwickeln. Es ist nimlich:

. log A)?

AY =14 xloga 4 SRS (10)

. x* x*

sm).:x—z'a—i-m—.... (11)
Xz x4 x{l

cosx =1—yy+yy34— 183456 T - 2.

Nach §. 12 kann man diese Reihen auch im Falle, wenn x imaginir wire, anwen-
den, und es handelt sich hier nur darum, den Werth der drei Functionen fiir ein ima-
ginires x, nicht in unendlichen Reihen, sondern in endlichen, geschlos-
senen Ausdriicken zu erhalten.

Wenn wir in (10) setzen: A =c. wo e die gewihnliche Bedeutung hat, so ist:

e =1tx+ X4 T 4 (13
= X —1 — o« e
1.2 1.2.3 )
Setzen wir successiv xlogA, xv'—1, und —xV'—1 stall x:
e5A — | xlogA 4 ("';’EQA)’ R (14)
=t X x'V-—1 x*
] =14xvV-1- 27" "4 = _ 15
¢ +x 127 123 Ti2sa T c15)
sV x? INIZE | x4
3 =1—-xV—1 - " 27 " —_ . 16
¢ . 127V 135 V1234 o
Vergleicht man (10) wit (14), und (15) mit §. 12 (59), so ist:
“vxlog:\ — Ax
und
eV T cosx L '—1sinx amn.

Multiplicict man (50) §. 12 mit L”"—1, so erhilt man durch Sublraction von (57) eine
der obigen (16) gaws gleiche Reihe, folglich:

eV U = cosx — V—1sinx (18).
Mit Ililfe der zwei lelzten chen mit aller Strenge erwiesenen Formeln sind wir im
Stande zn beweisen, dass die besondere Eigenschaft der Potenz
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e = ot (19)
auch fir den Fall gilt, wenn x und y imaginir ist. — Denn nach Obigem ist :
eV 1Y = (cosx 4 V—1sin x) (cosy + V' —1siny)

woraus
= cos(x4y) + V—1sin(x+y)
(Xt ) V1 (20).
Ebenso ist:
()" = "™ 21

auch wenn x imaginir ist, denn:
(e" V")'" = eV —m _ (cosx 4 vV —1sinx)™
cosmx + V—1 sin mx

et Vv—1 22)
Da ferner :
axl/—-l — (eluga)x V—1 — e¥ V' —tloga (23)
S0 ist:
2V = eos(x loga) + 1 —1sin(xloga) @)
Auf ihbnliche Art: '
a= Y~ = cos (xloga) — v'—1sin (xloga) (25)

und durch Addition und Subtraction:
Xyt —xV -1
cos (xloga) == ——l;43 (26)

2" V-t a— ¥ V—1
sin(xloga) = B v p— 27
hieraus kann man endlich ganz analog mit der obigen Art beweisen, dass die zwei
Haupteigenschalten der Potenz auch bei imaginiren Werthen der Verinderlichen nicht
nur fiir die Wurzel e, sondern ganz allgemein gelten:

a¥.a¥ = a*t (28)

@y = o 29
Setzt man in (16) und (17) a4 b1/—1 statt x, so findet man als analytische Interpre-

tation der Exponentiellen mit imaginiren Exponenlen:
A(n+bl/—i) _ e(£|+l)l/—i)ln:,r-\

und

= " logA . el)l/~~ llogA

= A" [cos(blogA) + v —1sin (blog A)] (30)
Aus (17) und (18) findet man:
'(I/——l + e——\l/wl
2
V-1 e ¥ V-1

21/—1

CO8X =

. [
sinX =
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und fir x =a4 bl —1

al/ 1 _—b —al—1 _h
cos(a+bl —1) e te :

e
2

= j[eP(cos a4V —1sina)4e"(cosa -/ —1sina)]

= 1[(e" + ¢ ")cosa + 1V —1(e”"—e")sina]

e

b —b b —h
= cosa® fl'; = V=1 sina.e_.v__._ze__ @an
Da aber
b —h
cos(li V—1) = ‘i,:‘_zie_ (32)
—b +h 0 b
i —& —e _&—¢ .
sin (b —1) = ~57—1 5 V—-1 33
so ist der gesuchie cos und sin:
cos(a4bV—1) = sin (’2‘ 4 a4 bl/—i) 34
sin (a4bV'—1) = cos (%—a— bl/—l) (35)

Dasselbe Resultat ergibt sich auch auf folgendem Weg:
e(a\+b|/-—1)l/ -1 _ e—(a+hl/—l)V—l
sin(a-t+by—1) =

2vV—1
_ e:Al/—l—l:o__ e—al/—1+h
N 27—
B o’ T e _e_?_t,_/:,l,,—,fj,al/_l ?b_e—b enl/—l+ e— V-1 Vi1
T2 V-1 2 2
b - " — e
= sina® T ¢ 4V 1csa® —€ | (36)
2 2
= cos/l —a—bl'—1 37
cos\z n ) (37)
Aus (31) und (36) folgt schon, dass die Gleichungen:
cos(x+y) = cosxcosy — sinxsiny (38)

sin (x4-y) = sinxcosy + siny cosx
auch dann richtig sind. wenn x und y imaginir wird, denn wenn man in (31) und (36)
die Werthe aus (32) und (33) substituirt. so findet man:
cos (abl/'—1) — cosacos(bl'—1) —sinasin(bvV—1) .
sin (a+bl"—1) == sinacos(bV'—1) 4 sin(bV - 1) cosa 3%
Da nun diese zwei Formeln die Quelle aller iibrigen goniometrischen Formeln sind,
so folgt, dass diese simmtlich auch fiir imaginire Werthe der Variablen richtig sind,
wenn man die Werthe (32) und (33) substituirt.
Wir haben also unter der Voraussetzung, dass
x = atbh/—1
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als analytischer Sinn der Functionen A, sinx. cosx:
A" = A'[cos(blogA) - "—1sin(blog A)]

sinx — (21 —a— bl/—l> (40)

cosX —= sin (%—l— a+ ])l/—l)

Gehen wir jelzt zu den Functionen log x. arcsinx. und arccosx. —
Ist x=a+4bl"—1 = r(cos¢ +V—1sing), wo a, b, r, ¢ reelle Grissen sind , ler-
ner A die Basis eines Logarithmensystemes, und u 4 vl/—1 so gewihlt, dass:
AV g by—f=x n
so ist logx das, was man einen imagindiren Logarithinus nennt. Da wir sehen werden,
dass nicht nur jeder imaginiren, sondern auch jeder reellen Grisse mehrere imaginire
Logarithmen entsprechen, so werden wir, um irgend einen dieser imaginiren Logarith-
men zu bezeichnen, dieselbe Bezeichnungsweise anwenden, die wir schon im [riithern ge-
braucht: log((x)), wobei wir, wenn anderes nicht ausdriicklich bemerkt wird, immer
natiirliche Logarithmen verstehen.
Untersuchen wir vor allem die Ausdriicke
log (1)), log ((—1)), log(Catbl'—1)).
Nehmen wir an u+4 vl”—1 sey einer der Werthe von log ((1)); dann ist nach (41):
e||+\r|/—1 =1 (42)
und nach (17):
"tV ! = e (cosv 4 L'—1sinv) “43)
und hieraus:

e'=1 und cosv+V —1sinv=1
das heisst:

daher:

u=0 ‘:Oi2wk

ufvl—1 = + 2zkl’'—1 44)
folglich :
log (1)) = * 2kav—1 (45)
Weil hier k jede ganze Zahl von — oo bis + oo, die Nulle nicht ausgenommen, bedeu-
ten kanu, so ist klar, dass log ((1)) nebst einem einzigen reellen Werth unendlich viele
imaginire Werthe haben kann. Der reelle ist, wenn niamlich k =0:
log1 = 0 (46)
Auf dholiche Art findet man log((—1)). — Nehmen wir wieder an, u4 vl —1 sey
einer der Werthe von log ((— 1)), so ist:
SVl = 1= e"(cosv 4 L —1siny)
woraus:
e":=1; cosv+ )V -tsinv= -1

das heissl:
u=0; v=+*R2k+r)r,

folglich: log ((— 1)) = * (%k+ 1=V —1 7
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Man sieht, dass log((—1)) auch unendlich viele imaginire aber keinen einzigen
reellen Werth hat.
Mit Hilfe des Gesaglen lisst sich der Werth von log ((a-4bl/—1)) entwickeln. Es
sey wieder einer der Werthe u-vl/—1; so ist:
VY1 — apbl—1 = r(cos¢ + V' — 1sing) (48)
aber auch :
VY =1 — " (cosv + V—1sinv)
daher:
r{cosy + V'—1 sing) = e" (cosv + V' —1sinv)
folglich:
v==e" und cosy 4 V"—1siny = cosv V' ~—1sinv

das heisst :
u = logv = log (84 b*

€0sp = cOSV
sin g = sinv
und hieraus:
v=y9¢t 2kn
(wo k seine friihere Bedeutung beibehilt), folglich da:
udvw—1=logv+ (s F 2kn)V—1 (49)

der gesuchte Werth:
log(a+bv—1) = logv+ ¢V—1 & 2knV'—1
= logv+ ¢V/—1 + log (1)) 50
wo 5 denjenigen Bogen bedeutet, der nach (48) lolgender Gleichungen entspricht:

cosy =

<l =|e

sing =

Wollte man die aligemeine Formel (30) specialisiren fiir die Fille, wenn a positiv oder
negaliv ist, so braucht man nur in Betracht 2u ziehen, dass wenn:

b b
tge = a2 = arctg; (51)
darauns folgt:
h b .
tg(s4) = Ta ¢4 oz a['ctg__a' (52)
Ist also a<=U, so wird aus (50)
log ((a+bV—-1)) = logv + 3V ~1 + sV —1 4 log ((1)) (53)
Du b ganz, a aber numerisch willkiihelich ist, so setzen wir:
a=—1 und b—=0 (54)
woraus

ve=1 und =0

log (C=1)) = =V/—1 + log (1)) (53)

Substituiren wir diesen Werth in (33), zugleich aber v==1 und ¢=0 in (50), so finden

und nach (33)
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wir fir a=0:
log ((a-+bV/—1)) = 1log (@ 4b) + 1 —tarotg o +log (1) (56)
und fiir a<<0:
log ((a-+b1/—1) = #log (#-+bY) +V'—Larctg > +log (-1)  (57)
Diese zwei Formeln enthalten simmtliche Logarithmen nicht nur der imaginiren. son-
dern fiir b =0 auch der reellen Grissen.
Setzt man den einzigen reellen Werth von log ((1)) aus (46) in (56), so hat wan:

b
log (a4bl'—1) = Llog(a®+b?) + V' —1arctg a (58
wird b negativ so ist: ‘
b
log (a—bl/'—1) = % log (a®+b) — V' —1arctg 7 (59)
addirt man die letzten zwei Gleichungen: -
log (a+bl”"—1) 4+ log (a—bV'—1) = log (a®*+b®) (9]
hieraus ist die Eigenschalt der Logarithmen
logx 4 logy = logxy (61)

auch in Bezug aul imaginire Grissen leicht zu erweisen. —
Es ist nimlich:
a* 4+ b* = (atbV'—1) (a—bV'—1)

folglich:

log(a+bl’—1) 4 log(a—bl"—1) = log [(a+b V' —1) (a—b L —1)]  (62)
wie bei reellen Grossen, und da man dieses aul eine beliebige Anzahl von Factoren aus-
dehnen kann, so ist allgemein fiic jeden imaginiren Werth von x:

logx" = mlogx.
Ebenso bestiittigt sich die Eigenschalt :
logx — logy = log% (63)

Denn s wenn wir setzen:
- z
Xy —%z; Yy— <

so0 ist nach (61):

P
logx + log < = logz
worans
%
logz —logx = log x (64)

wie bei reellen Grissen.

Sucht man einen kiinstlichen Logarithmus von a +bl"—1 in einem Systeme, des-
sen Basis B und dessen Symbol Log. ist, wihrend log. das natiirliche Logarithmensy-
stem charakterisirt, und nimmt man an, dass:

Log((a-+bV—1)) = uvl-1
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8o ist:
a+ bl/l—~l — BIH-VV—I
olurty vV —1)logB
und

log ((a+bl"—1)) = (u4vi'—1)log B
folglich :

log ((a4bL" —1))

w4 vb—1 = Tog B
V—1
Log ((a+bvV—1)) — "”‘L“:’%—” (65)

ganz wie bei reellen Grissen. Uebrigens werden wir noch Gelegenheit haben, iiber
die Aligemeinheit der Formeln (62), (64) uad (65) zu sprechen.

Da wir uns @berzeugt haben, dass imaginiren Bigen immer imaginire trigonome-
trische Functionen enlsprechen, so lisst sich umgekehrt fragen: was fir Bigen entspre-
chen imaginiiren trigonometrischen Functionen ?

Sey a+bl”—1 der Sinus des Bogens u+4vy—1, 4. h.

aresin (a+bl'—1) = n vl —1 (66)

oder nach (36): a sin (u4-v )

at+bhV—1 = " + smu-{—l/—le _2 lcosu

Woraus:
A _ede’ b el
sinu 2 ’ cosu 2
und durch Addition und Subtraction :
e =_8 4 b (67)
sinu  cosu
R S (68)
sinu  cosu
Multiplicirt man diese Gleichungen, so hat man:
aﬁ b?
T sinur T cosu?
oder
sin u* cosu? = a®cosu®— b?sin u? (69)
Driickt man den cos durch den Sinus aus:
sinn* — (f1+a*b¥) sinu? = — a?
woraus:
14 a4 b2
sinu? = ——!_32+ - 4 3V (14a4-b?)? - 4a? (10

Da nur ein Werth giltig seyn kann, so miissen wir bestimmen, welches Zeichen zu
wihlen sey. — Zu diesem Zwecke beniitzen wir den Urstand, dass cosu? immer positiv
seyn musd. Kihrt man in (69) stalt des Sinus den Cosinus ein, so findet man:

cosu' — (1—a’+b*) cosu? = b?
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woraus allgemein :
» _ 1—2*=b* | Ay
cosu® = — + LV(1—a'—DbH)4h
und weil cosn?=0: .
cosu? = 1 [1—a’—bt - L A—a>—b9)* b
Sucht man hieraus sinu® nach der Formel sinu® = 1 — cosu?:
sinu? = 1 [14a* b — L a—a*—h?*4b7]

oder

d. h. in diesem Falle ist in (70) das zweite Zeichen zu nehmen.

Setzen wir der Kiirze wegen:

A= Vi2v1+a"+b'~’—l/m—a"+lm

1 ——
B = Vz—‘/l—a~—b-+l/(l—a~—b“_)7+4b~

da A und B bekannt sind, so ist es auch u:
u = arcsin A - 2k=
wo k jede ganze positive Zahl hedeuten kann.
Aus (67) und (68) findet man:
—loe (2o b a by
v =log (sinu Teosu) = log (K + B/
folglich b
aresin ((a4-bV'—1)) = 2ka 4 arcsin A -} L'—1Hog (/% + E)

Im einfachsten Falle, wenn k=0, wird die Formel eindeutig:
. . a b
arcsin(a4-bV'—1) = arcsinA + vV —1log (.»—\ + E)

Erinnert man sich, dass cos2ks= 1, so findet man noch:
arc¢sin ((a4-bVV—1)) = aresin (a+bVv —1) + arccos ((1))
‘ = are sin(a+4bV'—1) -+ avesin ((0))
Suchen wir nun den Werth von:
arccos ((a+bl'—1))
Nehmen wir an:
arccos ((a-}bvV~1)) = u4-vb'—1

a4bl—1 = cos(utvl/—1)

\4 —-¥ N V_e
= E-+2—ef-f cosu—b —1sin “e P

80 isl:

und hieraus :

ete a e'—e”" b
2 cosu ’ 2 sinu
Naturwi haftliche Abhandlungen. 1. 2, Abth. 13
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an

(72)

(73)

(74)

(75)
(76)

@0

(78)
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v a b — a b
€ = Cosu “sinu’ ° T cosu 1 sinu a9
a"l b'l
= oo FaE
daher: L
sinu* — (1—a’—hY sinv® = b*
und da sinu® nothwendig =0
1_ 2_)
sinn® = — :12 b + vV —a*—bH)*4-4b?
1}a’+b* N
cosu® = % — 1V (1 4a*b — 4a?

das heisst:
cosu = A; sinu =B

daher:
u = arccos A + 2kx
lllnl b b
— a 2N e 2
v = log (cosu ~ sinu/ — log (A B)
folglich : ‘

arccos ((a+bl’—1)) == + 2ks 4 arccos A’ 1'—1 log (% — %) (80)

Will man den kleinsten dieser Bigen, so setzt man k =0

arccos (a+bl'—1) = arccos A 4 1"—1log (% — :_;) (81
Un die Giltigkeit der Gleichung
arcsinx - arccosx = g (82)

auch fir imaginire Werllie von x zu erweisen, bringen wir die Ausdriicke A, B,

2 und 2 auf die einfachste Form, wobei zwei Fille zu unterscheiden sind, wenn

A B
a<<1 und wenn a=1.
Selzen wir zu diesem Zwecke b= 0, so wird aus (72)

A = LV ire—vasar
Ist a <=1, so ist nothwendig:

V(1—a)t =1 —a?
daher: o

A=a; B=Vl-a
Ist aber a=1. so wird:
Vii—a)* = L{@—1) = a*—1

denn sonst wiirde A imaginir, was nicht seyn karn, da es die Function des reellen
Bogens u ist, — daher in dicsem Falle:

A =13 B =0
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Im ersten Falle ist also:

a b

im zweilen:
a . b 0
A — a: B = 0

Es ist bekannt, dass man den Werth von Briichen, die unter der Form 0 o

scheinen, darch Division des ersten von der Nulle verschiedene Differentialquolienten
des Zihlers und Nenners erhilt. — Dieses Verfahren kinnte man ohne Zweifel auch
hier anwenden, kiirzer aber ist folgender Weg: — Wird in dem Ausdruck:
o 2b?
B = Ui by aht i—a— b
LV (1—a*~ bt F ab*—(1—a>—b»)
2

b=0und a=>1, so ist:

Yoot ——a) oy
B 2
boveg
B
folglich:
A .8 . b : b= (
=a; g=1; =0 wenn b=0 unl a <1 (83)
— a b_ La*—1 w
A=1; g =a;: p=Va—1 wenn h=0 und a=>1 84

und in diesem letzterem Kalle folgt aus (74):
arcsina = arcsin (1) - V'—1 log (L 2*—1)
oder
arcsina = _; +V—1log (a+Va*=1) (85)
Hiermit gibt uns die Analysis auf eine sinnlose Frage einc entsprechende Antwort;
denn da wir setzten a=>1, verlangten wir den Bogen, dessen Sinus grisser sey als
Eins, ein solcher Sinus existirt aber nicht, daher gibt die letzte Gleichung eiven ima-
giniiren Bogen.
Unter ihnlichen Bedingungen erhilt man aus (81)
arccosa = V—1 log (a — L'a™—1) (86)
und durch Addition:
arcsina | arccosa = ;_ 87

d. h. die Gleichung (82) ist auch dann richtig, wean x=>1.
Wenn wir in (72) substituiren a=0, daher A =0; B =1, so ist:
a 0

AT 0
13 %
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zu dessen Beslimmung wir haben:

NS

A T 14t R — VU Fa b - 4at
Ut b I b — 1)

[

daher:

a? " a R
= 14-b; _ = 2
A2 +b*; Vitb

folglich nach (74) und (81):
arcsin (D' —1) = V"'—tlog (b4 V14DY)

1

arceos (hV'—1) = % 1-V'—tlog 135 b*—b) (88
und durch Addition:
arcsin(bb'—1) + arccos (bl —1) == '; @9

d. . die Gleichung (82) ist auch dann richtig, wenn x imaginir ist. Mit Hilfe dieses
Satzes, den wir bis jetzt der Consequenz wegen entbehren mussten, wiire der Werth
von (76) viel leichter und kiivzer zu finden gewesen.

§. 17.

TUcberblicken wir die bis jetzt gefundenen Resuliate, so finden wir, dass wir der
Aufgabe: .ou untersuchen, welchen Modificalionen die Kunctionen unterworfen sind,
wenn ihre Verdnderliche imaginic wird vollkommen eatsprochen haben, denn

a) wir kennen nicht nur den analylischen Sinn der Kunctionen:

x*ty., xy, % x", a%. logx, sinx, cosx. arcsinx, arccosx.
sondern wir kénnen auch behaupten:

b) dass in Bezug der angefiihrten Functionen dieselben Verhiiltnisse, Regeln und
Formeln gelten, wenn ihre Veriinderliche imaginir wird, welche fiir dieselben im reel-
len Zustande stattfinden, nur ist zu beriicksichtigen, dass in denjenigen Fillen, wo
beide Theile oder nur ein Theil einer Gleichung vieldeutig ist, das Gleichheitszeichen
nur so viel bedeutet: dass irgend ein Werth des einen Theiles gleich ist irgend einem
Werth des andern Theiles.

¢) Wir haben mehrere Gleichungen abgeleitet, die auf einen innigen Zusammen-
hang scheinbar ganz fremder Functionen hinweisen. Solche Functionen sind die ex-
ponentiellen und irigonomelrischen, die logarithmischen und irigonometrischen, die
potenliellen und exponentiellen — so dass die Imaginiiven gewissermassen als Ueber-
giinge erscheinen von einer Function zur andern.

Somit sollten wir zu den Integralen, als hiheren Fanctionen ibergehen; wir wol-
len aber friher noch einige Bemerkungen vorausschicken.
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L Man kénnte fragen, warum . wir es unterlassen haben, die Binomiallormel fiir
einen imaginiren Exponenten zu beweisen, da wir es doch fiix den Fall, wenn
das Binom imaginir ist, gethan haben.

Abgesehen von dem. was im §. 13 von A* gesagt worden. lisst sich behaupten:
dass es gar nicht nothwendig sey, die Binomiallormel [iir einen imaginiiren Exponen-
ten zu erweisen, aus der einlachen Ursache, weil die Formel in diesem Falle nur die
analytische Definitlion der imaginiren Grosse V' —1 ist, so dass das analytische Symbol

A+
nur als dasjenige betrachtet werden muss, was aus der Binomiallormel wird, wenn
darin V—1 statt des Exponenten geschrieben wird. Bei dicsem Umstand aber fiir die
Giltigkeil einer besonderen Beweis liefern wollen, wiire ein Circulus viliosus. —
II. Zuweilen sind die imaginiren Grissen nur scheinbar in den Ausdriicken enthal-

ten. als durch die Form derselben nothwendig bedingt; z. B. in

XV —1 —xV 1
cosx = & _te "

2
Bevor wir also aus dem Erscheinen des Imaginiren etwas [olgern, ist wohl zu un-
tersuchen, ob es nur in der Form oder im Wesen des Ausdruckes enthalten sey. Ein
Beleg hiefiir ist die Campaxische Formel. Der Fall, den man einst .casus irreduci-
bilis* nannte, wird heute ohne Schwierigkeit aufgelost. — die Formel dazu ist ima-
ginir, aber nur scheinbar.
III. Obwohl man “—1 durch keine wirkliche Zahl ausdriicken kann, so lassen sich
doch fiir die imaginiren Potenzen desselben gleichgellende Zahlenwerihe finden.
Wenn man in der Formel §. 13. (58)

log (a4bb'—1) = flog(a®4b) 4 vV —1 arc lg]—:‘

setzt: a=0; b=1. so ist
logl’—t = i__i

2
logbi—t _ =
V—1 2
folglich :
1 n
% = log (l/wl)v_l = loge2
_1 x
-t = e’ )]
und weil :

30 ist auch:
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daher:

v-1"t=e ® @
Driicken wir (1) und (2) in Form von Reihe aus:
o = a* L =t
V- = itqs+t1satisset1esam + -
= ot ot ot

V-1 __ R T —
V-7 =t—y5+ti34— 1938V 193416 " *

das heisst :
1

v—10""1 = 481049 . . . .
v—1Y! = 0207819 ...
Eigentlich sollten wir hier schreiben : ((l/—l))'/"' = w. 8. w.. denn der angefihrte

Werth ist eigentlich nur einer der Werthe von ((V'-- 1))'/"‘, weil arctg co nicht nur

1
= %, sondern auch = 2rr 4 %ist; und eben dasselbe gilt von ((V—1))" ~%

Da wir die Formel §. 14 (58) eigentlich nur [fiir a<z=o, nicht aber fiir a =0 be-
wiesen haben, so kinnte man an der Richtigkeit der obigen Resullate zweileln, wenn
ein anderer Weg, durch allgemeine und streng begriindete Sitze nicht zn denselben
Resultaten filthren wiirde. — Wir haben nimlich [ir alle Fille:

ot .
S = cosx 4V —1sinx

. T .
Setzen wir x =g s0ist:

e = -V
u. 5. w. wie oben, so dass hiedurch nicht nur die obigen Resultate gerechtferliget
sind. sondern dic angezogene Formel auch fir den Fall, wenn a =0, bewiesen ist.
1V. Nachdem wir bis jetst zumeist vom analytischen Sinn der Functionen mit ima-
giniren Verinderlichen gesprochen haben. gehen wir zur geometrischen Inter-
pretation derselben iiber. Wir werden nun im Stande seyn. die im §. 2 er-
withnte Bedeutung .der lateralen Grisse® ausfiihrlicher zu entwickeln.
Es sey wie in §. 2 in der folgenden Figur 2
xx/ die Axe der Abscissen und yy’ die der auf jene senkrechten Ordinaten. Die Lage
des Punctes k wird beslimmt durch die Gleichungen
 Jx=a
y=2»
wo a und b in Zahlen ausgedriickt gedacht werden miissen, Ziehen wir ok = r und
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nennen den Winkel xok = ¢, so ist: Fig. 2.
X = rcosgp
y = rsing

Diese zwei Gleichungen wird men in einc zusam-
menziehen konnen, wenn man dem Symbol V' —1
die im §. 2 erwihnte Bedeutung beilegt, nimlich:
dic Einheit der Entfernung demjenigen
zur Linken der von 0 in der Richtung
der positiven x sieht. — Die Lage von x wird
dann bestimmt durch den Ausdruck

2 = r(cosyV—1sing); ¢ =xo0k

oder
z2=a+pBYV—1 = r(cos¢ + 1—1sing)

wo dann r = Va*F . Nimmt man ok fiiv die Einheit der Entfernung, so ist
1 =vafg, dh
fir k; z=cos¢+ b —1sing ; fiir den Modulus =1
Geht k iber in k/, k%, k‘, so ist analog:

fiir k‘; 7' = cos¢, —V—L1sing, ; wo ¢ =xo0k’
k; 2/=—cosqg,—V—1sing,; . ¢ =x0k’
ks 2= —cosg,+V ~1sing, ;5 , ¢ =2x0k*

hier wird sin¢ nur als nummerischer Werth immer positiv. also micht in trigonome-
trischer, den Quadranten bestimmender Bedeutung genommen. Da in den letzten vier
Gleichungen der Modulus =1, so ist:
ok = ok’ —= ok = ok’
Geht k iiber in K und bleibt ¢, dasselbe, so wird, wenn oK =1}
Z = o+ 3V—1 = — R(cosg, - " —1sing)
R = VarFp
BleibL aber oK dasselbe. und geht ¢, iiber in ¢/. so ist:
2 = o4 BV —1 = —R(cos¢’ + 1" —1sine’)
R - Vo=
U s w.
V. Das in den Paragraphen 9, 10 und 11 Gesagte ist hinreichend, um die Wur-
zeln jeder Gleichung von der Form '
x"+1 =0
aufzufinden. Nennt man die Wurzeln x, x,x,...x,.. so isi:
X"l =E—x) (x—%)(x—x) - .. (x—x,)
Schreiben wir statt x, x,... die Werthe aus §. £{. (8) und (9), nachdem wir zwei und
zwei derselben multiplicirt haben, so ist
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fiir ein gerades m:

m-—1

x 3=
41 == (xz——2x cos - 1> (x’*—?x cos — —I—l) e (x‘—2x cos S—— =+ 1)
und fiir ein ungerades m:
= 3 —2
41 = (x+1) (x"'—2x cos ;‘+1) (xz—Zx cos Eﬂ"'l) cen (x2—2x cos mm «—|—1>

.X R 1 g . . .
Setzen wir - statt x. und maltipliciren beide Theile der Gleichung mit a”. so haben wir

fiir ein gerades m:
\

nlam = [y %axcos 4+ a2 [x'— 2ax cos o 4 a2
x"4a" = (x—..axcosm+z\/v = axcosm—|—.x/.....
—1
(x’—2ax mm ﬁ+a'=) '6))

und fiir ein ungerades m:
(- f—. K 2 5_7‘. t]
x"4a™ = (x4 a) (x 2axcosm+a‘> (x 2axc0sm+a)....

m—2
. (x‘l-—2ax cos—— =+ a‘*) (€))]

Gany idhnlich ist das Verfahren, wenn die Gleichung wiire: x"-—1=0. — Den
Werth der Wurzeln, die x, X, x,. .. heissen mégen, findet man aus §. 10. (11) und
(13). Diese sind zu zweien nur im Zeichen verschieden, und werden wie oben multi-

.. . . ops . X T
plicirt und in dic Wurzelfactoren substituirt. Setzt man nmoch - statt x. und muliipli-
cirt mit a”, so hat man

fiir ein gerades m:

v — 2r D e o 4r A
X" —a® = (= a9 xi— 2ax ¢ : 2 — Daxcos — -4t ... .
a ( ) (\ axcos o +a/, (x axcos I—.l/
\ m—2 .
. (x-~2ax cos ,—.—l—a-) )
iy m /
und fir ein ungerades m:
2 1=
X" —a™ = (x—a (xﬁ—Zaxc-)sv' - At (X*— 2ax — a'¢> e
( ) L ot ( axcos —+
. (x"-—2ax cosm—1, + 32\} (6
m /

Die Gleichungen (3), (4). (3) und (6) sind geomeirisch zuerst von Cores
(+ 1716) construirt worden, daher nachstehender Salz auch der Cores'sche Satz ge-
nennt wird :
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Wenn man die Peripherie eines Kreises von einem
bestimmten Puncte M ausgehend in 2m gleiche Theile
theilt, durch diesen Punct M einen Durchmesser zieht,
und von einem Puncte O desselben oder seiner Verin.
gerung zu den Theilpuncten Gerade zieht. so ist, wenn
der Mittelpunct C heisst, das Product der mit geraden
Zeigern versehenen aus O gezogenen Linien, d. h.

OM, x Om, x 0M,... = CM~— CO" )
wenn O innerhalb der Peripherie des Kreises liegt: und
= CO" —CM" @

wenn sich 0 ausscrhalb der Peripherie befindet. —
Das Product der mit ungeraden Zeigern versehenen Li-
nien aber ist in beiden Fillen:

= CO" + CM~ €]
Man braucht nur CO =x und CM = a zu selzen, um
aus (8) und (9) zu haben:

= x" Fa"
oder aus (7): )
= —(x"—a
Es wird also keiner Schwierigkeit unterliegen, aus (3), (4). (7) un(l (6) die verschie-
denen Linien, d. h. die Warzeln von
T (xka)
aufzufinden.

Es ist hieraus zugleich ersichilich, welche Leichtigkeit und Allgemeivheit sich auf
analytischem Wege durch Einfliihrung der imagindiren Grissen darhietet, da man die
gewiinschten Waurzeln unmittelbar, mittelst aligemeiner immer brauchbarer For-
meln und einzeln erhilt, wihrend die geometrische Construction, abgesehen von den
technischen Schwierigkeiten, nur das Product je zweier Wurzeln gibt. und jeden
einzelnen Fail besonders behandeln muss.

Da das Product zweier conjugirlen Ausdriicke immer reell ist, so ist klar, dass
sich der Cores'sche Satzx nur aul reelle Grissen bezieht.

s- 15,

‘Die Eigenschafien der Functionen: dass immer
x'" . yl“ — (xy)

a'.a’ = a*"

log (xy) = logx +logy
sin (x+y) = sinx cosy - siny cosx
haben wir in den vorhergehenden Paragraphen auch fiir den Fall. weun die Veriinder-
Naturwissenschaftliche Abhandlungen. 1. 2. Abth. 14




106 J. ARENSTEIN.

lichen imaginéir werden, bestitiget, und wollen nun zn den Integralen iibergehen, ohne
ein Gleiches in Bezug der inzwischen liegenden Differentialformeln zn thun. Es wird
diess crklirlich, wenn man bedenkt, dass die Differentiallormeln aul die Grésse L'—1
als auf eine Constante keinen Einfluss nehmen kann, und man daher 1"'—1 wie jede
andere constante Grisse ganz einfach als Coefficient betrachten kann. Dasselbe hat
auch in Bezug der allgemeinen Integrale vollkommen zu gelten, daher hier iiber diese
nichts zu sagen ist. Anders verhilt sich aber die Sache mit den bestimmten Integralen.

Da viele Aufgaben zu bestimmten Integralen filiren. so haben sich immer dic
grossten Mathematiker damit beschiftigt, ihren Werth aulzufinden. Es ist bekannt,
welcher Aufwand von Scharlsinn in den hierher beziiglichen Kormeln und Sétzen liegt.
Unterdessen wurden die meisten Iutegrale durch eine Art von Induction gefunden, die
aul einem Uebergang vom Reellen zum Tmagindven-beruht, und oft iiberraschead leicht
und schoell zum gewiinschten Ziel fiihrt — aber auch zugleich die schwiichsle Seile
der ganzen Theorie bildet; so dass die jedesmaligen Resultate, wenn man ganz streng
seyn will, immer eines besondern Beweises bediirfen. Diese Schwierigkeit wurde von
mehreren Mathemalikern eingeschen, und es ist kaum nothwendig zu erwihnen, wmit
welcher glinzenden Eleganz sie von Cavcuy bchandelt worden.

Es ist nothwendig, diesen Uebergang auf eine sichere analytische Basis zu stiitzen,
wodurch nicht nur die Resultate in jedem einzelnen Falle gerechtfertigt, sondern. wie
wir sehen werden, auch ein neues Mittel der Integration enldeckt. und die Aussicht aufl
eine ganze Reihe neuer Verlilinisse und Verkeltungen eriffnet wird.

Wenn [(y) eine Funclion von y, und dieses cine Funclion von x und =z ist, so hat
man als Diflerenvialkoeflicienten das Inlegrale:

S dy
in' Bezug aul x:
. dy
o
und in Bezug auf z:
dy
{5,

Der zweite Diflerenzialkoeflizient ist [ur beide Veriinderliche :

A, dy 4, dy
R UG, oder o (f0 )

d. h.
d o dy Ao dy .
() = &(0g) 0
Wirkliches Diﬂ'erentiren wird dicse (‘leichung rechlfertigen Man (indet namlich:
dy
dx U(Y) dl) =1 d1 dx + ”3)3; dz @

d.. . dy dy dy dy
&a(fo ax> =IWxEa + 'Oux £
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Da die Gleichung (1) [lir jede Funclion von y richtig ist, so wird sie auch dann
richtig seyn, wenn y die Form: »
y =u4vl—1 W

erhilt. wo u und v zwei beliebige reelle Funclionen ven x und z vorstellen. Es ist

dann
f(y) = ((a4vV—~1) (5)
und a a
dy u . v
dx — dx +i—1 dx )
dy du dv
PR P
Nimmt man an, dass:
fa-fpyvb—1) = U4 Vi—1 1%
80 ist:
( (du v dvy
(y) d‘ e &) C+Vv—1)
| ,(lu dvy ®
l()') a = \dz +L— *l‘) U4 V-1
oder: a d
d
f(y)d—i = dx+deV 14 V5 RV—1—V d;
)
d 1 d d
I[Ny = UG+ UGVt VoL —1 — v‘(’,vl
Setzen wir der Kiirze wegen:
Y du @lv
P = dx — d\'
dv da
R = Uﬂ;+ dx
du dv (10)
Q= Udl Vil}.
dn
S = U dz, + v dz
so geht die Gleichung (1) iiber in folgende:
dP _dQ
Pt — v an
und daraus
P dQ
&z = & 10
iR i 12)
dz T dx

Von der Richtigkeit dieser Gleichungen kaon man sich ebenfalls dureh wirkliches Dif-

ferenziren uberzeugen, denn es ist wirklich :
14*
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dapP dudu v dvdv §
i =U dxd7 tUGan— Vo~ Van a3
aQ du du d*v dv dv

& UantVa s Vak - VaR
Wire aber gewesen
y =u—vy—I adH
8o hitten wir statt (11) gefunden:
dP  dR d as
m-avl =
Es ist klar dass sich hiedurch die gefolgerten Glelchungen (12) nicht im Geringsten
indern, und eben diese sind es, auf welchen die ganze Theorie des Uebergangs vom
Reellen zum Imaginiren beruht.
Multiplizirt man die erwihnten Gleichungen mit dxdz, und zeigi dabei die Inte-

gralen an, so ist:
ffd dm_ffd dx dz
ff dxdz_ffd dxdz

wo man eine Integration in jedem Falle machen kann. Nennen wir die Grenzen der
Integration x’, x, 2/, 2/, die Werthe von P und R in Bezng auf 2 und z/: P“, P/, R, R/
und jene von Q und 8 in Bezug auf x* und x‘: Q%, Q/, 8, 8§ (es ist diess nichts als die
Behauptung, dass P, Q, B und S zwischen den Grenzen der Integralion immer einen
bestimmten Werth haben. — Dieser Umstand ist hier wesentlich; denn hiilten P, Q, R
und S nicht bestimmte Werthe , so lige es nicht in unserer Willkiir, welche Integra-
tion wir in (16) zuerst ausfilhren. denn in diesem Falle wire es leicht moglich, dass

/j dz dx dz

verschiedene Werlhe erhielte. je nachdem wir zuerst nach x und dann nach z oder
umgekehrt integriren. was die Richtigkeit der lolgenden Gleichungen zweifelhaft ma-
chen kinnte —); und wenden zugleich die Fourmr’sche Bezeichnungsweise an. so ist:

_I“ll""d»\‘ —./'x,l;"dx :j'zé”dz —fz(;’dz
fx;l“dx -—f“[-l’dx = ‘/:é“dz — fz;ldz

L V—t 1)

16y

an

oder:
J @Ry -0 — @RV —Ddx = [(Q+8 1)z — [ +8v—1dz (18)

Setzen wir der Einfachheit wegen :
¥=0; x“=x; 2=0; w=ua (19)
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und fiir diesen Kall:
" Pe=p: Q=q: W=r; 8=s

j.\‘de —j‘xpdx '—“/‘:)dz —-f:idz
0 1} 0 o
X X Z 4
Rdx— [ rdx = [ Sdz— [ sda
./0‘ X j(;‘l‘ X { (z ’() Sdz

Wenden wir diese Formeln (21) auf ein Beispiel an. — Es sey

so wird aus (17):

u=x; v=uz
fox+zv/—1) = U+ Vi—t
du du dv dv
L=l =05 #=0; g=1
P=U: Q=—V; R=V; S=0U
Nimmt man ferner an:
[(XN=w:; f((+zvV—1)=M+tNV—1

so findet man: )
p=w; q=—N; r=0; s=M

f dex - fxwdx = _ szdz + j‘szz
0 0 Q 0

f Xde = j‘szz - _/‘ Z'Mdz

0

[} 0
oder, beide Gleichungen zusammenfassend :

folglich aus (21):
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(21)

fxf(x-l—z V—1idx — fxf(x)dx e ] [ j‘zr (x+2V~—1)dz — fzf(zl/—l)dz]
0 0 0 /]

Es wird hiernach keiner Schwierigkeit unterliegen, dieses Verfahren auf verschie-

dene andere Beispiele anznwenden.

§. 16.

Man kénate aus dem Vorhergehenden schliessen. dass die imaginiren Grissen
pur bei zweilachen bestimmten Integralen zu beriicksichtigen seyen, wir werden aber
sehen, dass diess auch von den einfachen bestimmten Integralen gilt, und zwar nicht

nur, wenn das Imaginire in der Kunction selbst, sondern auch wenn es in den Grenzen

der Integration erscheint.

Nehmen wir, um diess durchsichtiger zu machen, das in dieser Hinsicht bisher

nicht beriicksichtigte LapLace’sche Integral :

w_xzd' = 3Vr
‘/0‘(' X

(€))
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hier ist x willkiirlich, und man kann anstatt dessen x!“a schreiben. — Diese Substi-
tution idndert an den Grenzen nichls, es ist daher:

j-we+nxz dx = ,}V% (2)
0

Da sich keine besonderen Bedingungen an den Werth von a kniipfen. so kann man

immer selzen :
a = —1

hierdurch geht x idber in xV"—1, und x* in —x*, und weil

fir x=0 auchist xb'—1 =0

und fiir x = c0 ; xV—1 =0 l/—1
so hat man:
al,1/--21
f edx = V= 6]
0

was ganz richtig ist. Hatten wir aber hier die Grenzen nicht geiindert, so hitten
wir erhalten :
j'e"’ ds = tbi—x @
0
was augenfillig falsch ist, da jedenfalls

@
j- e dx = oo (3)
0
Nichts desto weniger kann mnan es nicht zur allzemeinen Regel machen, dass so oft
oo iibergeht in oo l”—1, die Resullate nur dann richtig sind, wenn letzteres als Grenze
genommen wird, denn wir kinnen uns gleich iiberzeugen, dass das Integral (2) bei
denselben unveriinderten Grenzen richtig bleibt, wenn auch gesetzt wird:

a=L—1 )
obwohl es zu einem solchen Resultate gefiihrt hilte, wenn wir fiir die Substitu.tion
a— —1 (€8]

die Grenzen nicht geindert hiitten.

Setzen wir wirklich a =1"—1 in (2), ohne die Grenzen zu indern, so ist:

@ —_—
ST w= Y i s v = s ®
0 - 2V—1

und nach Moivnk den Werth von l'/—l setzend, §. 11. (10):
= % (—14V—1) ®

Substituiren wir den Werth aus §. 6 (4):

eV _ cosx? — L —1 sin X2
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g0 haben wir:

S oosxtdx +1—1 [ sinxtdx = {12 —1 41— (10)
0 0
folglich :
j‘ cosx*dx = -—Iy2=x an
0
sinxtdx = — 1172« 12
0

Diese Resultale werden richlig seyn, wenn (9) richtig ist. 'Wir haben also die Gil-
tigkeit von (9) zu beweisen. Diess wird uns desto besser gelingen, je breiter dic Basis
ist, auf die wir unseren Beweis stiitzen, d. h. 'je allgemeiner das Verfahren ist, dessen
wir uns bedienen.

Wenn in einer Function

(x4 ay)
a eine willkiirliche Constante hedeutet, so ist bekanntlich
ar df
2@ = g a®
und mit dxdy multiplicirend:
df df
a L dxdy = a}dxdy (19

Sind die Grenzen der Integration: x/, x, y/, ¥ so ist:

- [
RPN df
aj f dd—idxdy :ff a;_dmd_y 15)
x4y Xy hd
Setzt man voraus, dass f(x-tay) zwischen diesen Grenzen immer einen bestimmten

Werth hat, so kann man eine Integralion verrichten, und erhilt die ganz allgemeine
sehr zweckmissige Formel:

¥ 3y X x
at['f(x”+ay)dy— ff(x’—f—ny)dy =ff(x+ay")dx—ff(x+ay’)dx (16)
¥ ¥ x’ x*

Nehmen wir nun an:

f) =&, a=v—t an
Vx
also : >
—(x¥yV —1)
f V—1)y =& 18)
OV = = T

so haben wir far
=y =0 und ¥ =y" =00 19)
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als Bestandtheile von (16):
e—\” e V-1

(xigyv—1) =8 & " 7 — 20

Oy ) Vxi‘t+yv-—1 ©0)

fidyV—1) = :;/_;V___; 1)
o=

[y V—1) = 0 @2

fectyt—1) = 2 @9

Es ist bemerkenswerth , dass (20) und (21) fiir jedes y richtig ist, welches zwischen
0 und oo liegt; (22) und (23) aber fiir jedes x, welches derselben Relation entspricht.
Substituirt man diese Werthe in (16) 90 findet man:
‘/ l -‘)l/ me—xd (24)
— e Ay = [ & _dx ;
7=t j(,q vx

Um den Werth des Integrals

‘(). 17_; dx

7u finden . lassen wir im Lapracw’schen Integral (1) x iibergehen in L"x . daher:

)
X

. -dx = V= (25)
0 [’ 3
folglich nach (24):
5=y V=t
[/_lj A (|‘y =lx (26)
Da y jeden Werth annehmen kann, so d:uf man immer setzen y — x*, daher:
» —‘ V'—
9 1] S dx = Vs 7
i} L —1

Multiplicirt man mit V—1 und dividirt mit 20/—1, indem man zugleich den ia §. 11
(10) gefundenen Werth schreibt :

IV Va 1
[,e o= 5 et eV 1l
= Wo(—14V—1) 28)

d. h. das unter (9) angeliihrte Integral, und folglich auch die daven abgeleiteten an
und (12) sind richtig. Wir stossen somit hier auf den besondern Umstand , dass das

Integral .
‘I. el = 2 Vf_

) a
bei unverinderten Grenzen fir den imaginiren Werth a = L"—1 richtig bleibt, wih-
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rend es fiir den reellen Werth a — — 1 falsch wird. Im ersteren Falle war es durch-
aus nothwendig, die Richligkeit des Integrals zu beweisen, da man nicht wissen konnte,
ob eine solche Substitution gestattet sey oder nicht. Da sich aber unser Beweis nur
aufl den speciellen Fall a =v -1 bezieht, so entsteht noch die Frage, ob irgend ein
anderer imaginirer Werth von a nicht doch zu falschen Resultaten fiihren kénnte.
Wir beantworlen die Frage mit folgendem Satz:

Das Inlegral:
@

A e = /s 29

bleibt richtig fir jeden imaginiren Werth von a der die Form hat: h+kv—1, wo h
und k reell und h =0 ist.

Um diess zu beweisen nehmen wir an:
o

[t e = A 30)
0
wo A eine unbekannte Function von h und k ist. — Da x willkiihrlich ist, so kann

man dalfiir setzen ax:

‘['eTaaxz (+k V" —1) adx = A 310
D -
und weil wie bemerkt A bloss eine Function von h und k ist, so wird anch
fe—m (h4+kV —1) da = A 32)
[
und beide Integrale multiplicirend :
f 71_“’ BRI =D 00 g, dx = A2 (33)
00

Nimmt man hier das unbestimmte Integral nach a:
—a® (h+ kb —1) (1+x9)

—at (hk V7 —1) (14x2) —_ __ ¢
Je ada 2+ EV—D) (1+x9 39
und zwischen den Griinzen 0 und oo:
® _ar (hk M —1) (14x7) 1
e aa = STV D0 (3%)

0
Ehe wir weiter gehen, wollen wir gleich bemerken, dass hier, wie oben bedun-

gen, nothwendig h=0 seyn muss. Denn wire h <=0, so konnte der Ausdruck
e—az (h+k b —1) (1+x2)

o

1 .
fir a = oo mdglicherweise nicht = 0 sondern —-—_ oder unbestimmt werden.
e

Multiplicirt man das letztgewonnene Integral mit dx, so ist
@ dx
./0‘ R —1) (i = A (36)

Naturwi liche Abhandl IL 2. Alth, 15
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oder .
1 ® dx 1 ,
T Fk =D [ = = 2(h—|—k_l/——ﬁ [arctg oo —arclg0] = A? (37)
0

das heissl:

Ttk = A

WWo s - A (38)

bk =1
somit erhalien wir nach (30) die streng begriindete Formel :
m—x‘(h+kl/-—l) 1 ~ "
jﬂ’ e & = sz 39

Ein Resultat, welches wir ganz ebenso gefunden hiitten, wenn wir in (29) substituirt
hitten :

a =h+4+kv-—I1
it der Bedingung h =0, flolglich ist der angefiihrte Satz vollkommen giltig.

§. 17.

Wenn wir die Resultate der vorhergehenden Untersuchungen iberblicken, finden
wir: dass die imaginiiren Gréssen sich in den meisten Fillen an die Regeln, Formeln
und Verhiltnisse der RKeellen anschmiegen, und nur die Functionen

logx, arcsinx und arccosx
so wie die beslimmten Integrale eine besondere Riicksicht erfordern; die erstern, weil
ihre Werthe in der Form von Reihen erscheinen, die nur unter gewissen Bedingungen
convergiren, die letzteren, weil sie in vielen Fillen ihre Stetigkeit verlieren.

Ferner finden wir, dass manche Eigenschalten der imaginiren Grissen auch andern
Grissen zukommen; so die Eigenschaft, zwei Gleichungen in cine zusammen zu fassen.
welche Eigenschalt die imaginiren mit allen incommensurabeln Grissen theilen, -- den
Vorzug die Operationen za vereinfachen, welcher den Logarithmen und Exponentiellen
ebenso zukommt, und endlich die Eigenschalt, dass sie die Symbole der Unmaglichkeit
oder vielmehr des Mangels einer entsprechenden Reprisentation in der Natur sind, was
in gegebenen Verhiiltnissen allen reellen Grissen, ja einzelnen ihrer Eigenschallen ge-
mein ist. Denn leicht wird jeder aul cinen Kall stossen, wo der Umstand, dass das Re-
sultat der Liechnung ganz oder gebrochen, positiv oder megativ ist, die Absurditit der
Aulgabe beweist. Ein solcher Fall ist z. B. ,.Welche ist die zweiziflrige Zahl, welche
mit 3 multiplizirt, dieselben zwei Ziffern in umgekeheter Ordoung gibt, und deren Summe
=9 ist.* Neont man die zwei Ziifern a und b, so findet man:

29
=
was uprod i o weil b oals Ziffer kein Bruch seyn kann.



IMAGINARE GHOSSEN UND IMB ANALYTISCHER UND GEOMETRISCHER SINN. 115

Es bleiben daher als ausschliessliche Bigenschaften der imaginiren Gréssen:

a) Dass wihrend andere Grissen einzelne der Eigenschalten der Imaginiren be-
sitzen, diese dieselben simmtlich und gleichzeitig haben.

b) Dass sie Uebergiinge bilden von den Grinzen der einen Function in die andere,
was besonders beim Integriren, wo man die trigonometrischen Functionen gerne
in Exponentielle verwandelt, ein immer erwiinschter, oft gebrauchter pusse-
par - foul ist.  Endlich

¢) Dass nur durch sie die analytischen Disquisitionen diejenige Allgemeinheit errei-
chen konnten, welche die Theorie der Zahlen ebenso interessant als weit- und
tiefgreifend gemacht, m unzihligen neuen Integralen gefiihrt, und den neuesten
Resultaten der analytischen Optik, der Theorie des Magnetismus, der Wirme-
lehre, der Astronomie u. s. w. den Weg gebahnt und gesichert hat.

15 *
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