
J. Ueber das verglelchentle Mass der Kör11crwi11kcl. 

Von 

Josepl1 lliedl \', Leuenstern. 

Mil~t'lht>ill am 12. November 18~7 in eint'r Versammlung "·on Jl„rcu11den der i\·aturwissenschaftcn in \Yien. 

Die Abhandlung überreicht am 18. Juni 18~7. 

Oie ruine Körperlehre im weilesten Sinne, unbestrilten einer der fruchtbarsten Zweige 
des strengen Wis.•ens, ermangelt bis jet1.t, so umfassende Arbeiten auch über einzelne 
Gegenstände vorhanden sind, eines vollständigen , folgerecht geordneten Lehrgebäudes; 
ja sie scheint dazu selbst noch lange nicht reif zu seyn, wenn man erwägt, wie so 
manche ihrer Fragen nur vorübergehend oder gar nicht besprochen sind, und sich bei 
einem Ueberblicke des Ganzen als eben so viele J,ücken zeigen müssten. 

Nach dem beschränkten Masse ''On Zeit und Kraft, woriiber ich zu diesem Zwecke 
verfiigen konnte, strebte ich zur Ergänzung einiger ~'ächer mitzuwirken, indem ich an 
Bruchstiicken arbeitele, enthaltend: Sätze aus der S p h a er i k (Anwendung der Eie· 
mentar- Geometrie nuf die Kugelßäche); dann: Beschreibende Darstellungen der Regel­
kiirper zweiten und dritten Ranges. Von ersteren veriiffentlichte ich vor 20 Jahren, aus 
einer damals vorgekommenen praktischen Veranlassung, einige Ergebnisse synthetischer 
Untersuchungen*!; von letzteren denke ich Monographien für einen der nächsten Bände 
dieser Abhandlungen vorzubereiten, und die zur Verständlichkeit und Würdigung der da­
selbst erscheinenden Angaben über Körperwinkel und ihre Summen unerlässlichen allge­
meinen Bestimmungen, sind theils in gegenwärtiger Mittheilung, theils in einer nachzu­
tragenden Jfortselzung erörtnt. 

1. Drei der Lage nach gegebene gerade Linien im Raume, die e i 11 e n Punkt gcmein­
schaf1lich haben und nichl in einer Ebene liegen, können abgesehen von ihrer Ver­
längerung jenseits dieses Punktes, nur dieselben drei Winkel an der Spitze bil-
1len, welche durch eben diese Lage gegeben sind; und die drei ebenen Winkel an 
der Spitze können auch nur einen möglichen Körperwinkel bedingen. Aue der 
Angabe dieser drei Seitenwinkel'"*) folgt unfehlbar die Lage der Linien (Kan­
ten) gegeneinander, wie auch J<'orm und Grösse des Körperwinkels; so dass in 

*) BeilrHge zur 'flworie der Rehrrnnwinkel. W
0

fon 1827. 

·:w-*) \'ick haben diese '\\'inkcl Kan ten·winkel genannt, Andere gehen dim \\'"iukdn Ucr Ndgung an 

der K an le diesen l\"amen, welt:her daher als zweideutig a11faug1:be11 ist. 
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Hinsicht der Form nichts zu wünschen bleibt, fiir die Grösse aber, wenn sie 
gleich nicht eine andere als die festgestellte seyn kann , doch zur Vergleichung mit 

der Grösse eines eben so gegebenen Winkels von anderer Form, der Ausdruck nicht 
unmittelbar aus dieser Angabe hervorgeht. Ein solcher Ausdruck kann aber gefor­
dert werden, und zwar wo möglich analog dem vergleichenden Masse ebener 

Winkel. 
2. Der dreiseitige, als rechter allgemein anerkannte Kiirperwinkel, welcher entsteht, 

wenn der Durchschnitt zweier senkrecht geneigter Ebenen auf einer dritten 
Ebene gleichfalls senkrecht ist, wornach man beweist, dass auch die Durchschnitts­

linie der e u t e n und dritten auf der zweiten Ebene, so wie die der z w e i t e n 
und dritten Ebene auf der ersten senkrecht stehen muss, - dieser einzige*) 

Winkel in seiner Art kann zum ersten Anhaltspunkte bei Begründung eines allge­
meinen Winkelmasses (vorläufig für dreiseitige Körperwinkel) dienen, und wir 

halten uns berechtigt, ihn mit dem Masse von 90 Kugelgraden (oder 1,00.00) zu 
hetheilen, welche den Bogen der einen, von .den Viertelkreisen der beiden andern 

Ebenen begrenzt ausmachen. 
3. Betrachten wir in der ebenen Geometrie jeden Winkel als ein zwischen Bogen 

und Schenkeln eingeschlossenes Stück Ebene, als Ausschnitt, als Verhällnisstheil 
der Kreisfläche; so wird nach der geforderten Gleichfiirmigkeit, de1· rechte K ö r­
p er winke I als der achte 'fheil der Kugel, in deren Mittelpunkte sein 
Seheilei steht, und die spitzigen oder stumpfen, als kleinere oder grössere Kugel­

ausschnitte erscheinen; indem der lirgende Kreisbogen c, 10, 20, 30 ... (Fig. 1), 
auf welchem gemessen wird, der Lage nach beständig bleibt, und dabei sein Mass 

verändert, die beiden stehenden Viertelkreise fc, fg, aber ihre beständige Grösse 
behalten (rechte Seitenwinkel bleiben), dagegen sich einander nähem oder entfer­
nen. Da sphärische, rnn solchen Dogen umgebene I<'lächenräume am n (J<'ig. 2) 

unter dem Namen Polardreiecke bekannt sind, so mag auch der Körperraum 

m cn a, 1ler durch ihre Ebenen vom Mittelpunkte her aus der Kugel geschnitten 
wird, Po 1 a raus s c h n i t t heissen. 

Für alle Winkel dieser l<'orm wäre also das vergleichende .l\foss: 

Dreiseitige Körperwinkel mit zwei rechten Seitenwinkeln 
v er h a 1 t e n sich wie die Körperinhalte i h r er Polarau s schnitte. 

4. So wie aber die Summe aller ebenen Winkel aus demselben Scheitel, welche zu­
sammen, innerhalb ihrer Bogen einerlei Kreises den Flächenraum eines grössern 
Winkels ganz ausfiillen. dem Bogenmaasse dieses letzten gleich ist, und auch alle 
einzeln sich gegen einander verhalten wie die durch sie abgegrenzten l<'lächenräume; 
so müssen anch alle Kiirperwinkel, die \'On dem Mittelpunkte einer Kugel ausge-

*) Ucbcr diesen Ausdruck bi·sLebl eine Frage, welche weiLer besprochen wird. (13.) 
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hend, zusammen den Raum eines durch Ebenen begrenzlen Kugelausschnittes erfül­
len, eine Summe ausmachen, welcher als Winkelmass der Körperinhalt dieses 
Ausschnittes zukommt, oder: · 

Die Summe aller Körperwinkel, mit rechten oder schiefen Sei­
tenwinkeln, von der Mitte einer Kugel ausgehend, inner der Ku­
gelfläche und den Ebenen eines Winkels, der sie alle umfasst, ist 
gl e i eh dem von diesen Ebenen erzeugten K uge 1 ausschnitte. Und 
so wie ferner die Summe aller Winkel um einen Punkt in der Ebene, er mag in 
der Mitte eines gegebenen Kreises stehen oder nicht, einem ganzen Umkreise, -
und alle Winkel um einen Punkt auf einer geraden Linie, einem Halbkreise; so 
sind auch 

5. alle Körperwinkel um einen Punkt im Raume, einer ganzen Kugel 
oder 8 rechten, und alle um einen Punkt in der Ebene, wenn sie 
den ganzen Körperraum diesseits derEbene erfüllen, ein er Halb­
kugel oder 4 rechten Körperwinkeln gleich*). 

6. Alle Körperwinkel verhalten sich wie die Körperinhalte ihrer 
Kugel ausschnitte. 

7. Ein Polarausschnitt mcna (Fig. 2) bis zum Gegenpole a1 fortgesetzt, mithin ver­
doppelt, wird, indem die dritte Ebene cm n verschwindet, zu einer zwei sei t i gen 
Körperecke ( diedru111 wlidum), die man Die der nennen kann. Diese bildet 
den Uebergang vom ebenen Winkel zum eigentlichen Körperwinlr.el, zu welchem 
letzten ihr nur die Bestimmung des Scheitelpunktes mangelt. 

Jeder geradlinige Körper und jeder Körperwinkel hat eben so viele Dieder 
als Kanten, und sie verhalten sich unter einander wie d i e Bogen der ver­
s c h wunden e n Ebenen. Setzt man auf eine Kante irgend einen Punkt c als 

*) Hier wäre der Orl, um den in allen neuern Lehrbüchern der SLereomeLrie, wiewohl ohne 

Erwähnung eines Gradmasses oder vergleichenden Werlhe!i vorgetragenen Satz: »D i e je n­

a e i l!t des Seheileis verlängerten Kanlen und Ebenen eines Körperwinkels, 

bilden einen demselben gleichen, auch symmetrisch iihnlichen, jedoch nicht 

congruenten Verlical~Körperwinkel'< mit dem obigen in Zusammenhang zu bringen, 

Da aber hier nur Bruchstück c gegeben werden, und der Beweis jener Wahrheit iiberall mit 

gehöriger Schärfe geführt ist, so erlaube ich mir dieselbe nur anzudeuten; znglelch aber auf ein 

leichtes Verfahren aufmerksam zu machen, womit man Anfängern die Vorstellung 6 h n 11 c her, 

gleicher und doch nicht congruenter Winkel klar machen kann. Man zeichne das Netz 

einer drei- oder mehrseitigen, schieren Pyramide zweimal, so con~ruenl als möglich auf ein 

Blall; schneide, nachdem man die Vorder- und Rückseite des Papiers durch Zeichen oder Färbung 

von einander unterschieden, jedes für sich heraus, falle und klebe sie endlich so, dus die ber;eich­

nete Papierseile bei dem einen Körper auswlrts , bei dem andern einwärts komml; so hat man 

aleiehe·, aymmelrische.. nicht congruente Körperwinkel. 

1. 
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Scheitel, durch den man ebene Schnitte nach beliebigen Richtungen (z. B. nach 
prs, trq, uv, vw, bd u. s. w.) bis an die krumme Grenze des Dieders führt; so 

entstehen zugleich mit den Kiirperwinkeln p c t r, a' c p r q, q c r s u. s. w. ihre ent­

sprechenden Kugelausschnitte; denn der gewählte Scheitelpunkt mag in del" 
Mitte seyn oder nicht, so kann Pr durch Verlängerung der Kante, welche 

zugleich Axe des. Dieders ist, immer Mittelpunkt einer Kugel werden, 1.0 welcher 
ein Dieder vom Bogenmasse des obigen gehört. Diese Ausschnitte müssen aber 

zusammen den Körperinhalt des Dieders ausmachen; folglich ist die Summe a 1-
1 er Körperwinkel, welche 1,usammen den Raum zwischen den 
Ebenen eines Dieders ausfüllen, dem 1loppelten Polarausschnitte 

s e i n e s ß o g e n s g 1 e i c h. 
8. Ein Grad der Kugelfläche ist, übereinstimmend mit obigen Voraussetzungen, ein zur 

Messung der Körperwinkel dienendes Polardreieck, dessen beide Viertelkreise einen 

Grad weit von einender abstehen (l<'ig. t). 
Wie aber für jeden ebenen Winkel einen Bogen und einen Kreisausschnitt, so 

muss es auch für jeden Körperwinkel, er sey schief, recht, gleich- oder ungleich­
seitig, ein Polardreieck und einen Polarausschnitt geben, und alle drei werden mit 
demselben Nennwerthe in Graden und Theilen eines Grades ausgedrückt seyn. 

9. Zwei senkrechte Linien aus beiden Ebenen (Seitenflächen) auf einen, gleich,·iel 

welchen Punkt der Kante eines Körperwinkels, bilden de~ Neigungswinkel an dieser 
Kante. Beschreibt man mit einem Halbmesser aus dem Scheitel des Kiirperwin­
kels bis zu jenem des Neigungswinkels, auf beilleu Seitenflächen die Bogen der 
Seitenwinkel, so werden die Schenkel des Neigungswinkels, eben weil sie senk­
recht sind, in ihrem Durchschnitte beide Bogen beriil1ren, und somit einen Tan­
gentenwinkel darstellen, der mit dem Neigungswinkel identisch ist. Man unter­
scheidet die Neigungswinkel an den Kanten der KiirpPrwinkel am be­
sten von Neigungswinkeln anderer Ehl'llen, die etwa vorkommen dürften, indem 

man sie Tangenten winke 1 nennt. Da aber auch der ,·eränderliche Bogen <les 
Polardreieckes einerlei ist mit dem Bogen, um welchen es sich hier handelt; so 
ist das K ö r p er m a R s des Po 1 a r a u s s c h n i t t es e i n e r K an t e dem e i 11· 

fachen, der Dieder ober dem 1loppelten Nenuwerthe des Tangen­
ten wink els gleich. 

10. "'enn man den, zur Kante a c (Fig. 2) jedes dreiseitigen Körpe1·winkels acbd 

gehörigen Dieder ( a h da') und seinen congruenten Vertical - Diede1· ( a' b' d' a) zu­
gleich aus der ganzen Kugel schneidet, so ist der Körperinhalt w des Körperwin­

kels (acbd = a'ch'd) in dem Theile, um welchen. dieselbe rnrmindert wird, 
zweimal enthalten. Setzt man das Ausschneiden mit den beiden Diedern (bad b' 
= b' a' d' b) der Kante b c fort, so ist der Körperwinkel schon viermal in Abzug 

gebracht; zieht man noch die zwei Dieder del" Kante d c, (da b d' = d' a'b' d) 
'om Kugelinhalte ab, so ist dieser nicht nur erschöpft; es ist auch der Körper-
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winke! w, obgleich nur zweimal bestehend, doch sechsmal abgerechnet worden; 
folglich ist der Rest der Kugel nach Abzug der 6 Dieder = 0 - 4 w; oder der 
Rest !ler Halbkugel*) nach Abzug '\!er einfachen Dieder aller 3 Kanten: 

4-D„-Db-Dd = 0-2w; also: D.+D"+D" = 4+2w; oder 

Die Summe der drei Dieder jedes dreiseitigen Körperwinkels ist 
gleich der Halbkugel, mehr dem doppelten Kürpenvinkel. 

Wird aber (in l<'olge 9.) statt D sein Werth, der doppelle 'l'angentenwinkel 
(2 l) gesetzt, so ist w = t" + tb + td - 2; oder: 

11. Jeder dreiseitige Körperwinkel ist gleich der Summe seiner 3 
'fangentenwink.el, weniger 2 rechten. 

Und weil jeder (n) seitige geradlinige Körperwinkel in (n-2) dreiseitige theil­
bar ist: 

w = t,+tb+···+ t11 -2.(n-2) t, + tb + ... + t 11 + 4 - 211 ; O!fot• : 

12. Jeder geradlinige Körperwinkel von (n) Seiten ist gleich der 
Summe aller 'fangentenwinkel, mehr einer Halbkugel, weniger 
(n) Viertelkugeln. 

13. Unter den ebenen, geradlinigen Winkeln ist nur ein rechter möglich; 
denn nur der rechte erfüllt ein Viertheil des Kreises, und nur der dieses Mass 
hat, kann der rechte seyo. Bei Körperwinkeln aber kann und wird gefragt 
werden, ob es nicht unzählige Arten von rechten gäbe? Ob nämlich Je­
der, dem nach obigen Voraussetzungen das Körpermass des achten 'fheiles der 
Kugel zukömmt, ein rechter Körperwinkel sey ~ Und dann: wenn von 
allen den unendlich vielen, welche genau 90 Kugelgrade messen, dieser Name 
nur Einern gebührt; wie man die übrigen sonst zu nennen habe, da sie doch we­
der stumpfe noch spitzige seyn können? **) Von diesen sind einige allerdings 
merkwürdig genug, um plastisch geformt und zur Vergleichung unter sich und 
mit der Kugel, welcher z. B. die Ausschnitte der acht folgenden zusammen ge­
nommen gleich seyn müssen, nicht nur anschaulich sondern auch wägbar ge­
macht zu werden: Es sind nämlich gleichseitige Spitzen von 90 Kugel-

*) Die Kugel zu 8 rccbkn \t\.inkcln. 

**) Diese Unlersucliung <liirfle hcdculc1u.I nreinfachl werden, indem die Mehl'Zahl der gedachten Spitzen 

unglcichscilig isl, und als solche kein~ Riicksicht vertlienl. Ungleichseitige Kör11('rwinkcl sind 

s chic f, und kiinncn nicht rc c h t genannt werden, auch wenn Mie 90 Grade messen. Diese wii­

ren demnach mit der Bcnennnng: schief-' Spilzen von (n) Seilen untl 90 Graden hinlänglich bezeich­

net. Hie gleichseitigen aber, welche man doch nicht recht und noch weniger schier nennen 

kann, durch einen passenden Tit~I vor jenem zahllosen 'frosse auszuzeichnen, bleibt noch in Aur­

gabe gestellt. 
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grade o , mit ':~ Seitenwinkeln , jeder zu 90" 0' O,"oo 

„ 4 " " 63 28 58,•• .. 

" 
5 " 

„. 49 32 39,02 .. 

" 
6 " " 

40 46 5,01 •• 
7 ,, 

" 
3'1 41 13,•• .. 

" 
8 " " 30 12 33,•• .. 

" 
9 " " 

26 46 3,•• .• 

" 10 „ 24 2 12,11 .. 

und so fort ins Unendliche. 

1'. Da sich auf Seiten· und 'fangentenwinkel als Bestandtheile der Körperwinkel alles 
anwenden lässt, was von Winkeln und Bogenstücken grosser Kreise bewiesen ist, 
so können auch alle bekannten trigonometrischen Verfahrungsarten zur Berech­
nung der Spitzen in Graden und zur Lösung aller Aufgaben gebracht werden, 
welche sich auf diese Werthe beziehen *). 

15. Weil sich die Sinusse der Tangentenwinkel unter einander verhalten wie die Si­
nusse der gegenüberstehenden Seitenwinkel, so sind an jedem dreiseitigen Kiir· 
perwinkel zwei Dreiecke ähnlich, die aus den Sehnen der doppelten Bogen seiner 
Tangenten und Seitenwinkel gebildet sind. 

16. Wenn die Kanten eines dreiseitigen Körperwinkels gleich lang angenommen, und 
ihre Endpunkte durch gerade verbunden werden, so hat man sein Stamm- oder Seh­
nendreieck, dessen umschriebener Kreis sein Segment und seinen Pol auf der Ku­
gelfläche bestimmt. Der Rest des Tangentenwinkels nach Abzug seines Stamm­
winkels oder der Excedent ist gleich dem Flächenmasse der Pol­
dreiecke (Theorie der Sehnenwinkel 29.) und der ganze Kiirperwinkel 
gleich der Summe der Excedenten. 

17. Jeder dreiseitige Körperwinkel hat drei Ergänzungswinkel, und diese sind 
dreierlei, zweierlei oder einerlei, je nachdem sein Stammdreieck. ungleich, gleich­
schenklig oder gleichseitig ist. 

Jeder ergänzende hat mit dem ergänzten 2 Bestandtheile, nämlich einen Seiten­
winkel und den gegenüberstehenden Tangentenwinkel gemeinschaftlich, und die 4 
andern erfüllen sich wechselweise auf Halbkreise. 

Solche sich ergänzende Körperwiukel entstehen. wenn sich zwei grosse Kreise 
ade, b d f (l<'ig. 1) in einem Punkte d der Halbkugelfläche schneiden und aus der 
Mitte c die Strahle nach a, b, d, e, f, gezogen werden. Je zwei sind zusammen 
einem Dieder, oder dem doppelten Masse ihres gemeinschaftlichen Tangenten­
winkels, und alle vier der Halbkugel gleich. Zu einem gegebenen Körperwinkel 
a c b d erhält man die drei ergänzenden, indem man die auf einer seiner drei Ehe-

•) Einige hierzu eingerichtete, bequeme Formeln sind als Anhang einer epii.lern MiUheilung vorbehalten. 
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nen, z. B. ab c errichtete Halbkugel, durch die beiden andern erweiterten Ebenl'n 
b d c, ad c in vier Stücke theilt. 

Es sind nämlich, die Seitenwinkel: 

in den Kcirperwinkeln (ach+ acf) = 180„ 
acbd und acdf 1 

(acd) = (acd) 

(dcb + dcf) = 180 
(dcb) = (dcb) 

acbd und dceb (acd+ecd) = 180° 
(acb+ech)= 180 

(ach) = (ecf) 
acbd und ecdf (dcb+dcf)=180" 

(acd+ecd)=180 

die Tangentenwinkel: 
(ubd) = (afd) 

(d ab+ d af) = 180° 
(ad b + ad f) = 180 

(dab) = (deb) 
(adb+edb) = 180" 
(dba+dbf) = 180 

(adb) = edf) 
(def+dab)=180" 
(efd+ abd) = 180 

und die Summen: (acbd+acdf) = 2(abd) 
(acbd + dceb) = 2(dab) 
(acbd+ecdf) = 2(adb). 

18. Das Wechselverhältniss der sechs Sinusse der Bestandtheile eines dreiseiti· 
gen unter einander und zur Einheit eines Kugelstrahles, muss sich in einem zwei­
t e n Körperwinkel wiederholen, und zwar in einem stumpfen wenn der erste spitzig 
ist, und umgekehrt. 

Es sey der dreiseitige a C b d (Fig. 3) mit dem Scheitel C auf einer beliebigen 
Kugeltläche so gestellt, dass seine drei Kanten ca, c b, c d die Kugel durchdrin­
gen, und bei A, B, D daraus hervorgehen. Um die dadurch entstehenden Sehnen­
dreiecke CAB, CBD, CDA seyen ihre Kreise b-eschrieben (kleine Kreise der 
Kugel), und in jedem derselben aus ihrem gemeinschaftlichen Durchschnitte C die 
Durchmesser CA', Cß', CD' gezogen, wie auch die Verbindungssehnen AD', 
D' B, BA', A'D, DB', B' A; so werden drei neue Punkte A', B', D' fest.gestellt 
und die sechs Dreiecke in den Halbkreisen: CAD', CßD', CBA', CDA1,CDB', 
CAD', alle in A, B und D rechtwinklig seyn *); und die Tangentenwinkel des 
Körperwinkels a C b d: 

t0 = B1 AD'; tb = D1 ßA1
; td = A'Dß'; 

Um die neugebildeten Sehnendreiecke ß' AD', D' BA', A' D ß' beschreibe man 
ebenfalls kleine Kreise der Kugel, nach deren gemeinschaftlichem Durchschnitte, 
dem Anlipodalpunkte C' **) die Durchmesser AC', B C', D C' zu ziehen sind, auf 

•) Es verstehl sich, dass hier nur von rcc:!Len Sehnenwink e 1 n, nicht aber von sphii.rischen die 

Rede isl. 

**) Die Bestimmung dieses Punkles in der Ebene der entrallclen Seilenwinkel, soll miL der beschreiben• 

den Darstellung der Scheitel fölgcn. 
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welchensechsDreiecke: C'A'D, C'ß'D, C'B'A, C'D'A, C1D 1B, C'A'B, io Halb­

kreisen und folglich in A1
, B' und D' rechtwinklig aufgerichtet sind. 

C' ist der Scheitel uod a' C' b', b' C' d', d' C' a' die Seitenwinkel des gesuchten, 

verkehrten oder Antipodal-Körperwinkels a'C'b'd'; seine Tangen· 

tenwinkel aber : 

t •. = B A' D ; tb, = DB' A; td, = AD' B; 

Da nun bei eingeschriebenen Vierecken die Gegenwinkel sich wech­

selseitig auf 180° erfiillen, so hat man 

aCb + t11 , = bCd + 1 •• = dCa + tc, = a'C'b' + l.i = b1C1d' + t, = cl'C'a' + lc = 180. 

Es hat also: 

19, jeder dreiseitige einen A n t i p o da 1- K ö r per winke 1, so dass gegen­

s e i t i g je ein Seitenwinkel des einen und ein Tangentenwinkel des 

andern sich auf zwei rechte ergänzen; und da aus der Herleitung er­

hellet, dass ans dem gefondenen Antipodalwinkel durch Anwendung desselben Ver­

fahrens immer wieder der zuerst gegebene entsteht, so müssen auch: 

wenn die Seitenwinkel irgend eines dreiseitigen (C) Erfüllungen 

d er Ta n g e 11 t e n w i n k e 1 e i n e s a n d e r n (C') s i n d, g e g e n s e i t i g d i e Sei· 

t e 11 w i n k e 1 d es 1, weiten (C') die 'fange n t e n winke l des er s t e n (C) 

erfii llen. 

20. Die eben erwähnten acht Punkte A, A', H, ß'. C, C1, D, D' (l<'ig. 3) bilden einen 

Afterwiirfel oder h a 1 b rege 1 m ä s s i gen 0 k t a k r o - Hexaeder, welcher sich 

von dem unregelmässigen dadurch 1111Lerscheidet unll eben dieses mit dem Hegel­

kiirper gemein hat, dass alle seine Spit1.en in eine Kugellläche, und die sechs 

Vierecke, welche ihn ei11scl1liessen, in Kreise eingeschrieben sind. 

l<'iir jeden dreiseitigen Körperwinkel müssen solche Antipodal- Würfel und 

zwar in jeder gegebenen Kugel einzuschreiben seyn. 

Zu 8 Spitzen g·ehören 24 Seilenwinkel, 24 Tangentenwinkel und also nebst 
den 8 Kiirperwinkcln, im Ga111,en 5ü Werthe. 

Die 8 let1.tgenannten sind durch die 48 ebenen Winkel jedenfalls geliiset, und 

auch diese Zahl vermindert sich um 21, welche wir bereits als rechte kennen. 

Von den übrigen 24 sind je zwei einander gleich. Wenu also drei Winkel ge­

geben, und nuR diesen drei an1lere durch Uechnung oder Zeichnung· gefunden 

sind , so hat man, die sechs Erfüllungswinkel mitgerechnet, 1lie noch erforderli· 

chen 12 Werthe, womit alle 50 bekannt sind. 

Es seyen z.B. gegeben: BA' D = a; DB' A = f3; AD' B = i'i ans diesen aber 

durch Rechnung abgeleitet x, 'f'• <J>; die Erfüllungen auf 180" seyen a', f3', y', x', 
<f'', <J>' und die rechten Winkel = p; so ergibt sich 
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für die Spitze C: BCD = a'; DCA= {3'; ACB = r'; tCCAJ =X; 'ccni = cp; tccD, = lji 
für C': B1C1D1 = x'; D'C' A' = 'f'; A1C1B1 = lji'; ttc'A'J ="; tccw1 = f3; tcc'D'J = r 
.. A: D'AC = B'AC = p; B'AD' = x; t 1AD'J = 'cAD'J = p; tcAcJ = x 
,. A': DA'C' = ßA'C' = p; ßA'D = "; tlA'llJ = l(A'Dl = p; t!A'C') = a 

.. ß : A'BC = D1BC = p; D1BA1 = cp; tlßD'J = lcnA'J = p; tcnc
1 

= cp 

.. ß': Aß'C' = DßtC' = p; DB' A = /3; tlß'D) = t(D'A) = p; t(ll'C') = /3 

.. D: A1DC = B1DC = p; A1Dß' = "'; t(DA') = t(Dß') = p; t(DCJ = "' 

•. D': AD'C' = BD'C' = p; AD'B = r; tco'A) = t,o,n 1 = p; tro'C'J = r 
und für die Körperwinkel: C = x + cp + <j>-2p; C' =" + (3 + r --2p 

A = x; A' =" 
ß = cp; ß' = /3 
D = iji: D'= r 

21. Hieraus lässt sich noch folgern: 

C + C1 = A + A' + B + B' + D + D' - 4 p oder 
Die beiden Antipodalwinkel sind immer zusammen gleich den 6 
ü b r i gen K ö r p e r winke 1 n des e i n g es c h rieben e n An t i p o da 1 würfe l s, 

weniger 4 rechten. 

22. Da der Polarausschnitt (bei 3.) mit seiner Eintheilung in Grade, als vergleichendes 

Mass für Körperwinkel von jeder Grösse, aber bedingter Form aufgeführt, 
zugleich aber (11. 12.) bewiesen wurde, dass der vergleichende Werth geradliniger 

Spitzen von jeder Form, aus der Summe der 'fangentenwinkel hervorgeht, so 
müssen beide Ergebnisse in Zahlen ausgedrückt, sich auch gegenseitig in Beziehung 
bringen lassen; und so kann man: 
einen gegebenen oder durch Rechnung gelösten Körperwinkel in 
einen gleichen Polarausschnitt oder in eine Spitze mit zwei rech­
ten Seitenwinkeln verwandeln; oder: 
zwei, auch mehr Körperwinkel von verschiedener Seitenzahl und 
Form, in Summe, und in Gestalt eines Polarausschnittes darstel­
len, oder auch umgekehrt: 

einen als Polarausschnitt, d. h. bloss in Zahl1rn gegebenen Wertb, 
in eine Spitze von verlangter Seitenzahl und Form, :i;. B. in eine 

gleichseitige, drei-, vier- oder mehrkantige verwandeln. 

Man entwirft aus A, B oder C (Fig. 4, 5, 6) die Halbkugel auf der Ebene ihres 

'J'heilungskreises, so dass der Pol den Mittelpunkt deckt; dann zieht man, wenn 
der gegebene Körperwinkel A' dreiseitig ist, den Strahl (A, 180"), bei dem vier­

seitigen 8 1 den Strahl (B, 360°), bei einem fünfseitigen (C. MOO), bei mehrseitigen 
(N, f80". n- 3600). Sind nun die To.ngenlenwinkel in Graden bekannt, so werden 

NalUJ·WiHenschaftlJche Abh;indhrn reu. 11. 2. Abth. 2 

9 
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ihre Bogen, oder wenn die Spitzen zur Messung vorliegen*), ihre Sehnen, von dem 
Nullpunkte der 'l'heilung aus, in rechtläufil!:er Ordnung (0,1) (1,2) (2,3) 
u. s. w. auf den Umkreis gesetzt und bei dem 1 et z t e n derselben wieder ein 
Strahl (A,3), (B,4) oder(C,5) ai;s dem Mittelpunkte gezogen, sodass(3,A,180), 
(4, B, 360) u. s. w. dem Nennwerthe des Polarausschnittes sowohl als des entspre­
chenden Körperwinkels gleich ist. 

Wenn ein Tangentenwinkel über 180° vorkommt, z. B. auf der Kante (e C') 
der fünf sei Ligen Spitze a C' b de f **), so ist die Sehne des einspringenden Winkels 
(hier 2, 3) rück 1 ä u f i g aufzutragen, während die abzuziehenden Umkreislheile 
ununterbrochen rechtläufig ,·orrücken. 

Soll aber ein auf solche Art dargestellter (oder auch in Zahlen gefundener) 
Körperwinkel W von irgend einer Form, in eine gleichseitige, drei kantige. 
Spitze von gleichem Werthe verwandelt werden, so ist jeder 'l'angentenwinkel 

60"+{ w. 
Ehen so werden vier Tangentenwinkel jeder = 90" + f W eine vierkantige, 

und n 'fangentenwinkel jeder 
(n-2) 180°+ W 

eine (n) kantig·e gleichseitige 
n 

Spitze erzeugen, deren Mass = W seyn wird. 

23. Die bisher erwähnten Darstellungen setzen \'oraus, dass der ganze Körperwinkel 
mit seinen sechs Bestandtheilen bekannt sey. Wenn man aber auch nur drei 
derselben kennt, so lassen sich die übrigen durch Zeichnung linden. 

Es seyen im ersten Falle gegeben die drei Seitenwinkel: ACB, BCD, 
DCA (Fig. 7, 8); zu finden die drei 'fangentenwinkel: t •• tb, td. An 

der Kante A ist t. am Durchschnitte der Bogen BA, DA, gleich dem Winkel 

B A'o, aus zwei Linien, deren eine aus B senkrecht auf die Kante A, diese in 
A' erreicht, die zweite von A' ausgehend, ebenfalls senkrecht auf A', die Kante 

D in o trifft. Ehen so ist tb = D B'iz und td = A D'jl. 

Werden nun die drei Seiten auf einer Ebene entfaltet, dass C in c' und A, B, D 
in a, b, d liegen; so wird, wenn man b a' senkrecht auf c'a zieht und bis o' verlän-

*) Zu 1\icsel' l\fr.sMng Hi.si=.L bich ein \\"crkzeug aus zwei Schienen angeben, welches i?;eknkig an heiJe 

Kaulen angc.!tchlosscn, und die Neigung durc:h Scl1raub1~11 rc~1gcf!llcllt werden kann. Die Breite 1ler 

Schienen gibl dann den llalbmes.'i1~r und ihr Oeffnungsmass die Seime. Otlcr mau zieht aus irgend 

einem Punkle k, k', aur·der zu mc.„acnden Kanlt!, in beide SeiltmHächcn i;enkrcchte Linien: (k ,0), 

(k, 1), (k, 2) . . . allt~ dem Strahle der Halbkugel gleich, so können die Sehnen der Tangenlen­

wiukcl, (0, 1), (1', 2), (2', 3) u. 8. w. aur dem Klirpcr unmittelbar mit dem Cirkd gemessen und 

wie obtm gebraucht werden. 

••) Der Deutlichkeit wegen eind die Scilrnwink.cl zu C' (Fig. 6) auf eine willkühl'lich ang1~nommrne. 

Grnn<lcbt•ne (ab d cf) entrallet. 
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gert: a'h = A'ß, a'li' = A11i und durch Uebertrogung der Kante b noch b", auch 

b"li' = Bli; folglich gibt das anf der Grundlinie a'li' mit den Seiten o'h und o'b" 
aufgerichtete Dreieck li'a'W' = li A'ß, :den Winkel a' = t„. 

Zugleich hat man ilurch Uebertrogung der Kante il nach d" die Seiten: 

b1d11 = ß'D, b'a' = ß'a und a1d = a D, woraus man das Dreieck a1b1011 = a ß'D bildet 
und den Winkel b' = t„ darstellt. 

Endlich ist auch d'a = D' A, d'ß' = D1ß und durch Ueberlragung der Kante o 

nach a", die dritte Seile a"ß' = Aß; folglich das Dr~i~ck J3 1d1a1=ß01 A, und 

d' = td. 

Die Lösung· ist also: In einem beliebig grossen Kreise werden die drei ge· 
gebenen Seitenwinkel in den i\Uitelpunkt gesetzt nnd ihre Bogen b a, ad, d b" auf 
dem Umkreise eingetragen; ausser diesen aber noch a"h" = ab und b cl" = d b11 ·wie­
derhohlt. Eine senkrechte von d11 auf c'h beslimmt die Punkte h' und a'; eine 
zweite von b anf c'a, die Punkte a' und li'; eine dritte von a auf c'd gibt d' und 

ß'. Endlich macht man: o'ß" =li1b11
, a'ß" =ab; a'o" =a'd, b'o'' = b'd"; ß'a"=ß'a", 

d1a" = d'a. 

24. ßei diesem Verfahren dürfen die gegebenen Winkel nicht 1.u gross seyn; es wird 
daher für stumpfe oder gemischte Seitenwinkel eine zweite Methode 
gefunden werden miissen (l''ig. !J, 10). 

Macht man CA= CH= CD, so ist ABD da. Sehnendreieck des Kiirperwin­
kels AC ß D, dessen Seitenwinkel AC ß, B CD, DCA, gegeben und dessen Tan­
gentenwinhl t„ = a Vw, ti. .= ß H'7r, t,1 = li D1T zu linden sinrl; clie Durchschnitte 

der Ebenen dieser let1.len, mit der Ebene cles Sehnendreiecks sind aw, ß7r, liT . 
. \uf der Ebene eines Seilenwinkels entfaltet, sind clie gegebenen Winkel b"c'a, 
a c'd, d c'b'", und wenn sich die Sehnen ab'' nncl d b"' in b schliessen, das Seh­
nendreieck ahd=A HD. Die Punkte A', D', "· w, ß, 7r, li nnd T fallen von selbst 
nach a', cl', a', w'.• ß', 7r1, li1 und T'; nnr der eine Punkt ß' wird auf den identi· 

schrn Kanten c'h" nnd c'b'" durch zwei Punkte ß'" und 1'"
111 dargestellt. 

Dieses ,·orausgesetzt, finilen sich die senkrechten A'a = a'a', A'w = a'w', 

ß'/3 = ß'"ß', ß 17r = 1t"1111t"', D11i = cl'li 1
, D'T = cl'T1, alle gehiirig in der Ebene entwor· 

fen. Erhebt sich aber die Spit1.e c' ans d„rselben so weit, dass sich b" nnd b"' 

in b vereinen, so stellt sich a' nach a'1, 7r' nach 7r11, o' nach li", /31 nach /3" und /3'" 
wird eins mit 7'" 111• 

Um w'a'a'" ="' A'a 1.11 erhalten, sincl aber zwei Seiten a'cz' und a'w' auf den 
f'ntfalteten Ebenen und die dritte w'a" auf der Ebene des Sehnendreiecks zn su­

chen; diese geben im Dreieck auf der Grundlinie a'w' e1Tichtet, den Punkt a'", 

und damit den gesuchten Winkel a' = t.. Eben so wird auf der Grundlinie d'T', 

aus d'li und •'O das Dreieck T'd'o"' =T D'o gebildet, dessen Winkel d1 =td ist. 
2* 
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Wollte man den dritten Tangentenwinkel auf gleiche Weise behandeln, 
so müsste, wie man sieht, eine Umzeichnung statt finden; er ist aber eben so 

leicht darzustellen, wenn man die Grundlinie /3117t auf der Ebene der Sehnen 

wählt, und aus den beiden senkrechten /3'/3"', 1t1
>t

111 das Dreieck f3 11 b'>t" = f38''1t" 

zeichnet, welches den Winkel b' = tb enthält. 

Kurz gefasst ist also die Lösung: Die drei Seitenwinkel neben einander in den 

Umkreis gesetzt, geben die Punkte a, b", b"', d, und aus den drei Sehnen das 
Dreieck abd. Oie Scheitelpunkte der gesuchten Winkel in a' und d' werden, wie 
auch die bei1len zur Kante b gehörenden /3"' und >t 111 nach Gutdünken gewählt, 

nur muss c'ß'" = C1
1r

1
'

1 seyn. 
Dann bestimmen die durch a' und b' rechtwinklig geführten Linien die Punkte 

a.1, 0>
1

, 0' und T1 und eben SO Werden f3' und 7t1 durch senkrechte aus /3 111 und '1t
1
/I 

festgestellt. Durch Bogen aus a und d versel1.t man a.' nach a.", >t' nach """• o' 
nach o" und /3' nach f3". 

Endlich nimmt man zur Besclireibung der Dreiecke die Grundlinien: a'"'· d'T', 

ß111':11 und die Seiten: oo'a"' = oo'a.", a'a."' = a'a.'; T'(/" = T'0", d10111 = d1011
; 

1t'
11b' =1':

1
1':

111
, ß"h' = ß'ß"'· 

25. Die Anwendung dieser zweiten Darstellungsart auf spitzige Seitenwinkel (l<'ig.11) 

geschieht für "''a'a.'" = t" und T'd'o"' = td ganz mit dem vorigen Beispiele überein­
stimmend. 

Die Aenderuug für den drillen Tangentenwinkel besteht darin, dass man die 
Sehnen hd nnd da noch einmal nach b"d" und d"a'" in den Umkreis setzt, um 

damit das Sehnendreiek a''h"d" =ab d zu errichten, woraur von dem angenommenen 
Punkte h' aur der Kante c'b", der rechtwinklige Durchschnitt ausgeht, welcher 
die !'unkte /3' und .,.., auf den Sehnen ali" und b"d" bezeichnet. 

J)ie Entfemung b">t wird aur die Sehne a"h", nach h">t", die Entfernung /3'>t" 

nach /3'>t"', und ehen so h'T<' nach b'T<"' iibertrag<'n; und das Dreieck f3'b'T<'" gibt 
den Winkel b' = th. 

26. Gegeben zwei Seitenwinkel: ACH, ACD und der dazwischen lie­

gende Tangentenwinkel: t"; zu rinclen die andern drei Winkel. 

Nachdem ac'h=ACB, ac'd=ACD (l<'ig. 8) im Kreise entworfen sind, wird 
aus b eine senkrechte auf c'a gezogen, bis sie c'd trifft, wodurch a' und o' festge­

stellt sind. Aus a' wird mit a1b ein Bogen b /3'' geführt, der Winkel d'a/3" = t. 

gemacht und so der Punkt /3" bestimmt. Ein Bogen aus o' mit o'/3" schneidet den 
Umkreis in b" uncl cler Seitenwinkel d c'li" = D CB ist gefonden. Hierauf werden 
th und t11 (wie bei 23) dargestellt. 

27. Sind die gegebenen Winkel (ac'h + ac'd) grösser als 18011, so ist der Punkt a' (Fig.10) 
willkührlich zu bestimmen; die durch ihn geführte Senkrechte schneidet die bekann­

ten Sehnen in "'' und a.1
, auf "'a' wird der gegebene Tangentenwinkel t. = 0>

1a'a. 111 

errichtet und a'a." = a'a.' gemacht. 
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Der Durchschnitt zweier Bogen a.'a." aus a und a. 111a.11 aus r.>1 gibt den Punkt 
«", die verlängerte aa." wird ab= ab" gemacht und d b"' = db ist die Sehne des 
Winkels dc'b"'=DCB. 

Die zwei fehlenden Tangentenwinkel finden sich (wie bei 24). 

28. Gegeben zwei Seilenwinkel: ACH, BCD (lt'ig. 12, 13), und einer der 
ihnen gegenüberstehenden 'fangentenwinkel, z.B. t11 =ßDa.; zu 

finden die übrigen ll es t an d t h e i 1 e, und zwar zu erst 11 er dritte Sei­
t en winke 1 ACD. 

Wenn aus B ein grosser Kreisbogen derselben Kugel, welcher die Bogen AB, 
BD, DA angehören, nach E senkrecht auf DA geführt wird, so ist wegen der 
beiden rechtwinkligen Bogendreiecke: 

Cos AB : Cos DB = Cos DE: Cos: AE. 

Wäre also DE oder der Winkel DCE = d'c'e' gefunden, so wiirrlen die r~chten 
Winkel c'cp b und c'yb und die Winkel c'f g = c'cpy 

c'cp: c'y = Cos d' c'h: Cos a c'b = Cos e'c'd: Cos ec'a = c'f = c'g 

geben, so dass mit der Bestimmung des Punktes E, e oder e' di-e Lösung des gan­
zen vollendet wäre. Denn die Summe der Bogen DE+ AE, wenn das Sehnen­
dreieck in D spitzig ist, oder die Differenz AE- DE, wenn D stumpf ist, muss dem 
Bogen des gesuchten Winkels ACD gleich seyn. 

Wird aber der Winkel ßDa. mit unveränderter Lag!' der Tangente aD auf die 
Ebene der entfalteten Seitenwinkel übertragen, so fällt a. der Durchschnittspunkt 
dreier Ebenen, nämlich ßDa. des 'J'angenlenwinkels, CEB des senkrechten Bogens 
und ACD des Seitenwinkels, in die Linie a"ß", welche den Umkreis in d' berührt. 
Wird ferner ß, der Punkt wo die Tangente D /3 die Kante C B schneidet, aus der 
Ebene b c'cl', auf welcher er in /3" steht, in die Ebene des Winkels ß'd'a" umgelegt, 
d'ß' = d'/3" = Oß gemacht und die Senkrechte ß'a.' auf ß"a" gezogen; so entspricht 
a.' dem Punkte a., weil ß'a' clie Durchschnitlslinie ßa. der Ebenen ßDa, CEB, 
darstellt, welche in a. senkrecht auf die Ebene AC D fällt; und ß'a'd' bezeichnet 
das Dreieck ßDa., auf die Ebrne ACD, nach ß'"Da. umgelegt. Und eben so wird 
auch die Sekante a.'c' identisch mit a C, und iler Punkt E in e' seyn. 

Uas Verfahren ist daher folgendes: Aur c'b, der gemeinschaftlichen Kante bei­
der gegebener Seitenwinkel, wird ein Kreis errichtet, dessen Durchmesser = c'b ist, 
und dessen Umkreis die beiden andern Kanten in cp und i' schneidet. 

Eine senkrechte a."/3" wird auf c'd' gezogen, bis sie die verlängerte c'b in /3" 
erreicht, und der gegebene 'fangentenwinkel td = a."d'ß' aufgetragen; worauf ß' 
durch den Bogen ß"/3', a' durch die senkrechte ß'a.', e' durch die gerade a'c', f durch 
die senkrechte e'f. g durch die parallelen fg, cpy, und e durch die senkrechte ge 

bestimmt ist. 
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Endlich überträgt man d'e' nach de, und zieht die ,·erlangte Kante c'd *), so 
sind alle drei Seitenwinkel bekannt, und t., tb, leicht zu linden. 

29. Gegeben zwei Seitenwinkel: ACB, BCD; und einer der gegenüber 

s t eh e n d e n '1' an g e n t e n w in k e 1 , z. B. t3 = B"' b ; 7. u f in d e n : th d er e i n g e­

s c h los s e n e Tangentenwinkel. 

Ein Kugelausschnitt ACBD (l<'ig. 16), entworfen in der Ebene eines Tangen­

tenwinkels th gibt ein Bild, in welchem sich sowohl der Scheitel C als die Kante 
B (; in e i o e n Punkt B verlieren, in welchem ferner die bt•kannten Seitenwinke 

mit ihren Ebenen durch die geraden Linien B D und BA ausgedrückt sind, der 
unbekannte Seitenwinkel aber und der ,·erlangte Tangentenwinkel congruent: 
ACD = ADB = tb, und zwar mit dem richtigen Masse des letztem er­

scheinen. Kann man also aus den gegebenen drei Bestanrltheilen diesen Entwurf 

1.u Stande bringen, so hat man die verlangte Lösung. 
Ein senkrechter Bogen aus H trifft auch hier (wie bei 28) einen Kreis ADefJ 

in e, und es besteht das Verhältniss: 
Cos Ab : Cos e ß = Tang BCD: Tang ACB = Tang h c'd': Tang ac'b = aa: d'a. 

\IVenn man die Kante b c' als senkrechte auf dem Durchmesser Aß und zugleich 
den auf selber bestimmten l'unkt a als Scheitel des \\linkels ta benützt **), so stellt 

b a B den let1.tern dar, wie er sich von A aus um B gewendet, mit einem Schenkel 
an ß ruhend. auf die Ebene des Entwurfes entfaltet und dadurch den Bogen Ab 

bezeichnet. Es bleibt also nur noch der Punkte zu finden, und AD=Aß.:±::eß zu 
machen, je nachdem e in oder ausser den Kugelausschnitt fällt*''*). Dieser Punkt 

ergibt sich aber durch die ähnlichen Dreiecke (ad"d') und (ß d"c'J; denn es ist 
e'ß: c'ß = a a: d1a; also !las Verfahren: 

Die bekannten Seilenwinkel: ac'b, bc'd in den Umkreis gestellt, c'd nach rl' und 

a" unhrstimmt verlängert, aus a die senkrechte nach " und d' aus .c' die senkrechte 
Aß; durch den gegebenen Tangenlenwinkel haß zugleich ß und d" beslimmt, eben 
so durch die gernde ad" den Punkt e', dessen senkrechte den Kreis aus H mit Strahl 
Bb ge7.ogen in e trifft, und bD=eß gemacht, so ist ABD = tb. 

30. Gege b cn die drei Tangentenwinkel ein es spitzigen K iirperw in-
ke 1 s: t„ = scr, th = rcp'', t 11 = s cp (l<'ig. 14)' 

zu find cn die rl re i Seitenwinkel: ac'b, b c'd, d c'a. 

-:f') llir,r kann t'~ zweifdhaft hlcihl'n, oh d c hinzuznfiigcn oder abzuziehen scy. 

•·*) llcr li~inföchlwil d4~r Darstellung w~g1~11; 1le11n folgr,rccl1l mii.'ish•, wie b1•i den friihcrn I~ösungPn, 

dieser Scheitel auf seiner Kante a c' zu finden s1·y11. 

"""'*) Auch hier kann r,s unl!nlsrhieden bleiben, wenn man nicht bcWiufig die Gestalt des Sel11u~ndreieckB 

kennt. 
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Die Verlängerung zweier Linien, p c nach p'" und r c nach r", genügt, um die 
gegebenen, entfaheten Tangentenwinkel, in Seitenwinkel eines stumpfen Antipodal­
winkels (p"cr''s) zu dem vorliegenden (z. ß, zu (ac1bd) l<'ig. 11) zu verwandeln (19). 

Man hat dann, wie oben (24.) das Sehnendreieck p""r''s zu bilden, die Punkte 

s', r', 'f'" auf den Kanten zu wählen, c7<11 = c<p" zu machen und die senkrechten 

"'""', 'f''''f', s'<J>, s'a, r'x, r'p zu el'richteu. Der Punkt p' wird bestimmt durch 

r""''=r""'• S'f''=S'f', "''P'="'"'"• <p1p'='f''f'"; ebenso<!>'', durch s<J>'=s<J>, a<J>"=a<J>', 
s'<J>'' = s'<J>; und x", durch r"x' = l'"X, PX" = PX'• r'x" = r'x· 

Die Richtungslinien:· "''p', verlängert nach d', p''f'' nach b, r'x nach b', r'x" 
nach a', s'<J> nach d und s'<J>" nach a, geben (19.) 

a'r'b = ac'b, b p'd' = bc1d, d s'a = d c'a. 

31. Gegeben die drei 'l'angentenwinkel einer stumpfen Spitze: 

t11 = mcn, t„=k'"cm, td=kcn (Fig.15); 

zu finden die Seitenwinkel: ACB, BCD, DCA. 

Hier kann die erste Methode ihre Anwendung finden, weil der entsprechende 
Antipodalwinkel (k"'cnm") spitzig ist. Die entfalteten, gegebenen Winkel verwan­
deln sich zu diesem Ende in m"cn, k"'cm", k"cn; auch ist k''cm'" = k"'cm" und 
k 111cn" = k"cn zu machen. 

Aus den gewählten Punkten k', m', n', werden die senkrechten: k'm"' und k'v 

auf ck", m'n und m'r auf cm", n1k 11 und n'µ auf cn errichtet, hierauf durch µ'k'=m"'k'. 

µ'11 = m11, 111m' = nm', v'r = n"y, r'n' = k"n', y'µ = k"'µ. die Punkte µ', 11', r', festge­
stellt, endlich k'µ', m'11' und n'r' gezogen, so hat man die verlangten: 

ACB = nm'v', BCD = m"'k"µ', DCA= k"n'r'· 

32. Gegeben zwei Tangentenwinkel: t •. td und ein dazwischen liegen­

der Seitenwinkel ACD; zu finden die übrigen Winkel. 
Ist die Summe der beiden erstern grösser als 180"; z.B. t

11
=mcn, td=nck; 

so verfahre man auf die erste bequemere Art (Fig. 15). Man trage nämlich (30.) 
die entfalteten Seiten des Antipodalwinkels (k"'cn m") und zwar: m"cn !latt mcn 

und nck" stalt nck in den Umkreis, ziehe k"µ senkrecht auf die Kante cn, mache 
den Durchschnitt n' zum Scheitel des gegebenen Seilenwinkels ACD = k"n'y', wo­

durch r' bestimmt ist, und beschreibe von µ aus, den Bogen y'k'", dann den Strahl 
ck'", so ist der dritte Tangentenwinkel tb = k'"c m. 

Die beiden noch fehlenden Seitenwinkel zu finden, bedarf es keiner weitern 
El'örterung. 

33. \l\'ären aber t. = scr, und td = scp, zusammen kleiner als 1800 (lt'ig. 14), so müsste 

nachdem zuerst p" gegenüber von p, r" gegenüber von r gesetzt und die Sehnen 

sp". sr". gezogen worden, der Punkt s' (wie in 29) auf der Kante es angenommen, 
dann durch die senkrechte s a und ihre Verlängerung nach d zugleich a auf der einen, 

'1i auf der andern Kante festgestellt werden. Den Punkt <J>" erhiilt man, wenn man 
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den gegebenen Seitenwinkel ACD = as'd und s'c!i"=s'c!i macht, und c!i' bestimmt 
sieb , indem s c!i' = s c!i und Olji' = ocli" wird. 

In der Rlcbtung scli' liegt p"'', so dass sp"''=sp"' ist und durch r"p"=r''p"" 
erscheint p" auf dem Umkreise, wodurch sich sowohl der Seitenwinkel r''cp" des 
Antipodalwinkels, als der gesuchte Tangenlenwinkel tb = rcp" darstellt. 

34. Gegeben zwei T 11 n gen tenwin ke 1: tm = ac'h", t.= b"c'd', und der einem 
von ihnen gegen ü her s l eh ende 8.ei tenwi n k e 1: PCM = ß"d'/3'; zu finden 
der dritte Tangenten wi n kel: tP. 

Indem man ac'b sielt a c'h", b c'd' sielt b"c'd', und a"d'ß' statt ß"d /3' setzt, ver­
wandeln sieb die gegebeuen Winkel in Beslandtheile des eutfalteten Antipodalwin­
kels (Fig. 13); es ist also hier aus den bekannten Seitenwinkeln ac'b, b c'd' und 
dem ebenfalls bekannten td = a"d'ß', der Punkt d zu bestimmen (wie bei 28 bereits 
geschehen), und P.s wird tP = a"c'd seyn. 

35. Gegeben zwei Tangentenwinkel: tr=b'c'd, th=ac'b' und der Seiten­
winkel dem erstem gegenüber: GCH = b1aB; zu finden der einge­
schlossene Seitenwinkel FCH. 

Es wird bc'd statt h'c1d, ac'b statt ac'b' und baß statt b1a8 (Fig. 16) ge­
nommen, und damit (ganz so wie bei 29) die Linie ad", der Punkt e' und auf dem 
Halbkreise Aß die Punkte e und D gefunden. Der verlangte Winkel ist dann: 

FCH = DBß. 
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