I. Ueber das vergleichende Mass der Korperwinkel.

VYon

Joseph Riedl v, Leuenstern,

Mitgetheill am 12. November 1847 in eincr Versammlung von Freunden der Naturwissenschaften ia Wien.

Die Abhandlung iiberreicht am 18. Juni 1847,

Die reine Korperlehre im weilesten Sinne, unbestritten einer der fruchtbarsten Zweige
des strengen Wissens, ermangelt bis jetzt, so umfassende Acbeiten auch iiher einzelne
Gegenstinde vorhanden sind, eines vollstindigen, folgerecht geordneten Lehrgebdudes;
ja sie scheint dazu selbst noch lange nicht reil zu seyn, wean man erwigt, wie so
manche ihrer Fragen nur voriibergehend oder gar nicht besprochen sind, und sich bei
einem Ueberblicke des Ganzen als eben so vicle Liicken zeigen miissten.

Nach dem beschrinkten Masse von Zeit und Kraft, woriiber ich zu diesem Zwecke
verfiigen konnte, strebte ich zur Erginzung einiger Ficher mitzuwirken, indem ich an
Bruchstiicken arbeitete, enthaltend: Siize aus der Sphaerik (Anwendung der Ele-
mentar - Geometrie auf die Kugelfliche); dann: Beschreibende Darstellungen der Regel-
korper zweiten und dritten Ranges. Von ersteren veriffentlichte ich vor 20 Jahren, aus
einer damals vorgekommenen praktischen Veranlassung, einige Ergebnisse synthetischer
Untersuchungen®); von letzteren denke ich Monographien fiir einen der niéichsten Binde
dieser Abhandlungen vorzubereiten, und die zur Verslindlichkeit und Wiirdigung der da-
gelbst erscheinenden Angaben iiber Kirperwinkel und ihre Summen unerlisslichen allge-
meinen Bestimmungen, sind theils in gegenwirtiger Mittheilung, theils in einer nachzu-

tragenden Fortselzung erirtert.

1. Drei der Lage nach gegebene gerade Linien im Raume, die einen Punkt gemein-
schafilich haben und nicht in einer Ebene liegen, konnen abgesehen von ihrer Ver-
lingerung jenseits dieses Punktes, nur dieselben drei Winkel an der Spilze bil-
den, welche durch eben diese Lage gegeben sind; und die drei ebenen Winkel an
der Spitze kinnen auch nur einen miglichen Korperwinkel bedingen. Aus der
Angabe dieser drei Seitenwinkel **) folgt unfehlbar die Lage der Linien (Kan-
ten) gegeneinander, wie auch Form und Grosse des Korperwinkels; so dass in

*) Beilriige zur Theorie der Sehnenwinkel. Wien 1827,

**) Vicle haben diese Winkel Kantenwinkel genannt, Anderc geben den Wigkeln der Neigung an

der Kanle diescn Namen, welcher dalier als zweideutig aufeugeben ist.
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Hinsicht der Form nichts zu wiinschen bleibt, [iir die Grésse aber, wenn sie
gleich nicht eine andere als die festgestellte seyn kann, doch zur Vergleichung mit
der Grisse eines eben so gegebenen Winkels von anderer Form, der Ausdruck nicht
unmittelbar aus dieser Angabe hervorgeht. Ein solcher Ausdruck kann aber gefor-
dert werden, und zwar wo miglich analog dem vergleichenden Masse ebener
Winkel.

. Der dreiseitige, alsrechter allgemein anerkannte Kirperwinkel, welcher entsteht,
wenn der Durchschnitt zweier senkrecht geneigter Ebenen aufl einer dritten
Ebene gleichfalls senkrecht ist, wornach man beweist, dass auch die Durchschnitts-
linie der ersten und dritten auf der zweiten Ebene, so wie die derzweiten
und dritten Ebene auf der ersten senkrecht stehen muss, — dieser einzige *)
Winkel in seiner Art kann zum ersten Anhaltspunkte bei Begriindung eines allge-
meinen Winkelmasses (vorlinfig fiic dreiseitige Kérperwinkel) dienen, und wir
halten uns berechtigt, ihn mit dem Masse von 90 Kugelgraden (oder 1,00.00) zu
betheilen, welche den Bogen der einen, von den Viertelkreisen der beiden andern
Ebenen begrenzt ausmachen.

3. Betrachten wir in der ebenen Geometrie jeden Winkel als ein zwischen Bogen
und Schenkeln eingeschlossenes Stiick Ebene, als Ausschnitt, als Verhilinisstheil
der Kreisfliche; so wird nach der geforderten Gleichformigkeit, der rechte Kér-
perwinkel als der achte Theil der Kugel, in deren Mittelpunkte sein
Scheilel steht, und die spitzigen oder stumpfen, als kleinere oder gréssere Kugel-
ausschnitte erscheinen; indem der licgende Kreisbogen ¢, 10, 20, 30... (Fig. 1),
auf welchem gemessen wird, der Lage nach bestindig bleibt, und dabei sein Mass
verindert, die beiden stehenden Viertelkreise fc, fg, aber ihre bestindige Grésse
belialten (rechte Seitenwinkel bleiben), dagegen sich einander nihern oder entfer-
nen. Da sphirische, von solchen Bogen umgebene Flichenriume amn (Fig. 2)
unter dem Namen Polardreiecke bekannt sind, so mag auch der Kirperraum
mcna, der durch ihre Ebenen vom Mittelpunkte her aus der Kugel geschnitten
wird, Polarausschnitt heissen.

Fiir alle Winkel dieser Form wiire also das vergleichende Mass:
Dreiseitige Kéorperwinkel mit zwei rechten Seitenwinkeln
verhalten sich wie die Kérperinhalte ihrer Polarausschnitte.

. So wie aber die Summe aller ebenen Winkel aus demselben Scheitel, welche zu-
sammen, innerhalb ihrer Bogen einerlei Kreises den Flichenraum eines gréssern
Winkels ganz ausfiillen, dem Bogenmaasse dieses letzten gleich ist, und auch alle
einzeln sich gegen einander verhalten wie die durch sie abgegrenzten Flichenriume;
8o miissen auch alle Kérperwinkel, die von dem Mittelpunkte einer Kugel ausge-

*) Ucber diesen Ausdruck bestehl eine Frage, welche weiler besprochen wird. (13.)
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hend, zusammen den Raum eines durch Ebenen begrenzien Kugelausschnittes erfiil-
len, eine Summe ausmachen, welcher als Winkelmass der Korperinhalt dieses
Ausschnittes zukommt, oder: ’

Die Summe aller Korperwinkel, mit rechten oder achielen Sei-
tenwinkeln, von der Mitte einer Kugel ausgehend, innerder Ku-
gelfliche und den Ebenen eines Winkels, der sie alle umfasst, ist
gleich dem von diesen Ebenen erzeugten Kugelausschnitte. Und
so wie ferner die Summe aller Winkel um einen Punkt in der Ebene, er mag in
der Mitte eines gegebenen Kreises stehen oder nicht, einem ganzen Umkreise, —
und alle Winkel um einen Punkt auf einer geraden Linie, einem Halbkreise; so
sind auch
alle Kérperwinkel um einen Punkt im Raume, einer ganzenKugel
oder 8 rechten, und alle um einen Punkt in der Ebene, wenn sie
den ganzen Kirperraum diesseits der Ebene erfillen, einer Halb-
kugel oder 4 rechten Kérperwinkeln gleich*).

Alle Korperwinkel verhalten sich wie die Korperinhalte ihrer
Kugelausschnitte.

Ein Polarausschnitt mena (Fig. 2) bis zum Gegenpole a’ fortgesetzt, mithin ver.
doppelt, wird, indem die dritte Ebene cmn verschwindet, zu einer zweiseitigen
Kiorperecke (diedrum solidum), die man Dieder nennen kann. Diese bildet
den Uebergang vom ebenen Winkel zum eigentlichen Kirperwinkel, zu welchem
letzten ihr nur die Bestimmung des Scheitelpunktes mangelt.

Jeder geradlinige Kérper und jeder Kirperwinkel hat eben so viele Dieder
als Kanten, und sie verhalten sich unter einander wie die Bogen der ver-
schwundenen Ebenen. Setzt man auf eine Kante irgend einen Punkt ¢ als

*) Hier wére der Ort, um den in alien neuern Lelirbiichern der Stercometrio, wiewohl ohne

Erwibnung eines Gradmasses oder vergleichenden Werthes vorgetragenea Satz: »Die jen-
scils des Scheitels verlangerten Kanten und Ebenen eines Korperwinkels,
bilden einen demselben gleichen, auch symmetrisch @hnlichen, jedoch nicht
congruenten Verlical-Kérperwinkel« mit dem obigen in Zusammenhang zu bringen,
Da aber hier nur Bruchsticke gegeben werden, und der Beweis jener Wahrheit iiberall mit
dieselbe nur d s zngleich aber auf ein

gehdriger Schirfe gefibrl ist, so erlaube ich mir
Jeichtes Verfahren aufmerksam zu machen, womit man Anfingern die Vorstellung Shnlicher,
gleicher und doch nicht congruenter Winkel klar machen kann. Man zeichne das Netz
einer drei- oder mehrseftigen, schiefen Pyramide zweimal, so congruent als maglich auf ein
Blalt; schneide, nachdem man die Vorder- und Riickseite des Papiers durch Zeichen oder Firbung
von einander unterschieden, jedes fir sich heraus, fallte und klebe sic endlich so, dass die begeich-
nete Papiersefle bei dem einen Korper auswirta, bel dem andern einwdrts kommt; so hat man
gleiche;, aymmetrische, nicht congruente Kdrperwinkel.

1*
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Scheitel, durch den man ebene Schnilte nach beliebigen Richtungen (2. B. nach
prs, trq, uv, vw, bd u.s w.) bis an die krumme Grenze des Dieders fiihri; so
entstehen zugleich mit den Korperwinkeln petr, a‘cprq, qecrs u. s. w. ihre ent-
sprechenden Kugelausschnitte; denn der gewihlte Scheitelpunkt mag in der
Mitte seyn oder nicht, so kann er durch Verlingerung der Kante, welche
zugleich Axe des Dieders ist, immer Mittelpunkt einer Kugel werden, zu welcher
ein Dieder vom Bogenmasse des obigen gehirt. Diese Ausschnitte miissen aber
zusammen den Korperinhalt des Dieders ausmachen; folglich ist die Summe al-
ler Korperwinkel, welche zusammen den Raum zwischen den
Ebenen eines Dieders ausfiillen, dem doppelten Polarausschnitte
seines Bogens gleich.

. Ein Grad der Kugelfliche ist, iibereinstimmend mit obigen Vorausselzungen, ein zur

Messung der Kiorperwinkel dienendes Polardreieck, dessen beide Viertelkreise einen
Grad weit von einander abstehen (Fig. 1).

Wie aber fiir jeden ebenen Winkel einen Bogen und einen Kreisausschuitt, so
muss es auch fiir jeden Korperwinkel, er sey schiel, recht, gleich- oder ungleich-
seitig, ein Polardreieck und einen Polarausschnitt geben, und alle drei werden mit
demselben Nennwerthe in Graden und Theilen eines Grades ausgedriickt seyun.

. Zwei senkrechte Linien aus beiden Ebenen (Seitenflichen) auf einen, gleichviel

welchen Punkt der Kante eines Kirperwinkels, bilden den Neigungswinkel an dieser
Kante. Beschreibt man mit einem Halbmesser aus dem Scheitel des Kirperwin-
kels bis zu jenem des Neigungswinkels, auf beiden Seitenflichen die Bogen der
Seitenwinkel, so werden die Schenkel des Neigungswinkels, eben weil sie senk-
recht sind, in ihrem Durchachnitle beide Bogen Dberiihren. und somit einen Tan-
gentenwinkel darstellen, der mit dem Neigungswinkel identisch ist. Man unter-
scheidet die Neigungswinkel an den Kanten der Kirperwinkel am be-
sten von Neigungswinkeln anderer Ebenen, die etwa vorkommen diirften, indem
man sie Tangentenwinkel nennt. Da aber auch der verinderliche Bogen des
Polardreieckes einerlei ist mit dem Bogen, um welchen es sich hier handelt; so
ist das Kérpermass des Polarausschnittes einer Kante dem ein-
fachen, der Dieder aber dem doppelten Nennwerthe des Tangen-
tenwinkels gleich.

Wenn man den, zur Kante ac (Fig. 2) jedes dreiseitigen Korperwinkels achd
gehirigen Dieder (a bda‘) und seinen congruenten Verlical - Dieder (a‘ b’d’a) zu-
gleich aus der ganzen Kugel schneidet, so ist der Korperinhalt w des Kirperwin-
kels (acbd = a’cb’d) in dem Theile, um welchen dieselbe vermindert wird,
zweimal enthalten, Setzt man das Ausschneiden mit den beiden Diedern (badb’
= b‘a’d’b) der Kante bc fort, so ist der Kérperwinkel schon viermal in Abzug
gebracht; zieht man noch die zwei Dieder der Kente dc, (dabd' = d’a'b'd)
vom Kugelinhalte ab, so ist dieser nicht nur erschipft; es ist auch der Korper-
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winkel w, obgleich nur zweimal bestehend, doch sechsmal abgerechnet worden;
folglich ist der Rest der Kugel nach Abzug der 6 Dieder =0 —4w; oder der
Rest der Halbkugel *) nach Abzug Wer einfachen Dieder aller 3 Kanten:

4—D —D,—D;, =0—-2w; also: D, + D, + D, = 4+2w; oder
Die Summe der drei Dieder jedes dreiseitigen Kérperwinkels ist
gleichder Halbkugel, mehr dem doppelten Kirperwinkel.

Wird aber (in Folge 9.) statt D sein Werth, der doppelle Tangentenwinkel
(21) gesetzt, so ist w =1t 41, 4 t,—2; oder:

Jeder dreiseitige Kérperwinkel ist gleich der Summe seiner 3
Tangentenwinkel, weniger 2 rechten.

Und weil jeder'(n) seitige geradlinige Karperwinkel in (n—2) dreiseitige theil-
bar ist:

w=t+t,+...+—2.(0—=D =t 4 t,+...t,+4—2n; oder:

Jeder geradlinige Kiorperwinkel von (n) Seiten ist gleich der
Summe aller Tangentenwinkel, mehr einer Halbkugel, weniger
(n) Viertelkugeln.

Unter den ebenen, geradlinigen Winkeln ist nur ein rechier méglich;
denn nur der rechte exfiillt ein Viertheil des Kreises, und nur der dieses Mass
hat, kann der rechte seyn. Bei Korperwinkeln aber kann und wird gefragt
werden, ob es nicht unzihlige Arten von rechten gibe? Ob nimlich je-
der, dem nach obigen Voraussetzungen das Kirpermass des achten Theiles der
Kugel zukémmt, ein rechter Kérperwinkel sey? Und dann: wenn von
allen den unendlich vielen, welche genau 90 Kugelgrade messen, dieser Name
nur Einem gebiihrt; wie man die iibrigen sonst zu nennen habe, da sie doch we-
der stumpfe noch spitzige seyn kénnen? **) Von diesen sind einige allerdings
merkwiirdig genug, um plastisch geformt und zar Vergleichung unter sich und
mit der Kugel, welcher z. B. die Ausschnilte der acht folgenden zusammen ge-
nommen gleich seyn miissen, nicht nur anschaulich sondern auch wigbar ge-
macht zu werden: Es sind niimlich gleichseitige Spitzen von 90 Kugel

*) Dic Kugel zu 8 rechten Winkeln.

**) Dicse Unlersuchung diirfte bedeutend vereinfacht werden, indem dic Mehrzahl der gedachten Spitzen

ungleichseilig ist, und als solche keine Riicksicht verdienl. Ungleichseilige Korperwinkel sind
schicf, und kinnen nicht recht genannt werden, auch wenn sie 90 Grade messen. Diese wii-
ren d h mit der B g: schiefe Spitzen von (n) Seiten und 90 Graden hinlanglich hezcich-

nel. Die gleichseitigen aber, welehe man doch nicht recht und noch weniger schiel nennen

kann, durch cinen passenden Titel vor jenem zahllosen Trosse auszuzeichnen, bleibt noch in Aul-

gabe gestellt.
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graden, mit '3 Seitenwinkeln, jeder zu 90" 0¢ 0,%w

» 4 ”» E3 3 63 28 58,9& .o
» O 9 5 5049 32 39,02..
» 6 3 v s 4046 5m..
" 7 » LX) Y] 34 41 13,9& .
» 8 9 »w o~ 30 12 33,5 ..
2] 9 ” ) o 26 46 3,30 .e
s 10 2 i . 24 2 12,1! ..

und so fort ins Unendliche.

14. Da sich auf Seiten- und Tangentenwinkel als Bestandtheile der Kirperwinkel alles
auwenden lisst, was von Winkeln und Bogenstiicken grosser Kreise bewiesen ist,
80 konnen auch alle bekannlen trigonometrischen Verfahrungsarten zur Berech-
nung der Spitzen in Graden und zur Liosung aller Aufgaben gebracht werden,
welche sich aufl diese Werthe beziehen *).

15. Weil sich die Sinusse der Tangentenwinke! unter einander verbalten wie die Si-
nusse der gegeniiberstehenden Seitenwinkel, so sind an jedem dreiseitigen Kor-
perwinkel zwei Dreiecke hnlich, die aus den Sehnen der doppelten Bogen seiner
Tangenten und Seitenwinkel gebildet sind.

16. Wenn die Kanten eines dreiseitigen Kdrperwinhels gleich lang angenommen, und
ihre Endpunkte durch gerade verbunden werden, so hat man sein Stamm- oder Seh-
nendreieck, dessen umschriebener Kreis sein Segment und seinen Pol auf der Ku-
gelllache bestimmt. Der Rest des Tangentenwinkels nach Abzug seines Stamm-
winkels oder der Excedent ist gleich dem Flichenmasse der Pol-
dreiecke (Theorie der Sehnenwinkel 29.) und der ganze Korperwinkel
gleich der Summe der Excedenten.

17. Jeder dreiseitige Kirperwinkel hat drei Erginzungswinkel, und diese sind
dreierlei, zweierlei oder einérlei, je nachdem sein Stammdreieck ungleich, gleich-
schenklig oder gleichseilig ist.

Jeder ergiinzende hat mit dem erginzten 2 Bestandtheile, nimlich einen Seiten-
winkel und den gegeniiberstehenden Tangentenwinkel gemeinschaftlich, und die 4
andern erfiillen sich wechselweise aufl Halbkreise.

Solche sich erginzende Korperwinkel entstehen. wenn sich zwei grosse Kreise
ade, bdf (Fig. 1) in einem Punkte d der Halbkugelfliche schneiden und aus der
Mitte c die Strahle nach a, b, d, e, f, gezogen werden. Je zwei sind zusammen
einem Dieder, oder dem doppelten Masse ihres gemeinschaftlichen Tangenten-
winkels, und alle viec der Halbkugel gleich. Zu einem gegebenen Korperwinkel
acbd erhilt man die drei erginzenden, indem man die auf einer seiner drei Ebe-

—_—

*) Einige hierzu eingerichtele, bequeme Formeln sind als Anhang einer spilern Mittheilung vorbehalten,



VERGLEICHENDES Mass pen KORPERWINKEL. 7

nen, z B. abc errichtete Halbkugel, durch die beiden andern erweiterten Ebenen
bdec, adc in vier Stiicke theilt.

Es sind niimlich, die Seitenwinkel:  die Tangentenwinkel:

: (acd) = (acd) (abd) = (afd)

in den Korperwinkeln

bl g | (aebach) =180 (dab4-daf) = 180"

(deh4def) =180 (adb 4 adf) = 180
(dech) = (dch) (dab) = (deb)
acbd und dceb % (acd+ecd) =180° (adb4 edb) = 180
(acbt+ecb)=180 (dba4dbf) =180
(ach) = (ecf) (adb) = edD)
achd und ecdf ; (deb4def) =180 (def+dab)=180°
(acd+ ecd)=180 (efd-} abd) =180
und -die Summen: (acbd+4acdf) = 2(adbd)
(acbd 4 dceb) = 2(dab)
(acbd 4 ecdf) = 2(adb).

18. Das Wechselverhiltniss der sechs Sinusse der Bestandtheile eines dreiseiti-
g en unter einander und zur Einheit eines Kugelstrahles, muss sich in einem zwei-
ten Korperwinkel wiederholen, und zwar in einem stumpfen wenn der ersle spilzig
ist, und umgekehrt.

Es sey der dreiseitige aCbd (Fig. 3) mit dem Scheitel C auf einer beliebigen
Kugelfliche so gestellt, dass seine drei Kanten ca, cb, cd die Kugel durchdrin-
gen, und bei A, B, D daraus hervorgehen. Um die dadurch entstehenden Sehnen-
dreiecke CAB, CBD, CDA seyen ihre Kreise beschrieben (kleine Kreise der
Kugel), und in jedem derselben aus ihrem gemeinschaftlichen Durchschnitie C die
Durchmesser CA’‘, CB’, CD’ gezogen, wie auch die Verbindungsschnen AD’,
D‘B, BA‘, A‘D, DB/, B’A; so werden drei neue Punkte A‘, B/, D’ fesigestellt
und die sechs Dreiecke in den Halbkreisen: CAD’, CBD’, CBA/, CDA/,CDD/,
CAB, alle in A, B und D rechtwinklig seyn *); und die Tangentenwinkel des
Korperwinkels aCbd:

t, = B'AD/; ¢ = D'BAY; t, = A‘DB;

Um die neugebildeten Sehnendreiecke B/A D, DB A’, A‘DB’ beschreibe man
ebenfalls kleine Kreise der Kugel, nach deren gemeinschaftlichem Durchschnitte,
dem Anlipodalpunkte €’ *¥) die Durchmesser AC/, B C/, D €/ zu ziehen sind , auf

*) Es verstehl sich, dass hier nur von recilen Sehnenwinkeln, nicht aber von sphirischen die
Rede isl.
**) Die Bestimmung dicses Punkles in der Ebene der entfalielen Seitenwinkel, soll mil der beschreibens

den Darstellung der Scheitel (olgen.
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welchen sechs Dreiecke: C’A/D, C‘B‘D, C/B‘A, C'D‘A, C'D'B, C‘A‘B, iv Halb-
kreisen und folglich in A’, B/ und D’ rechiwinklig aufgerichtet sind.

¢ ist der Scheitel und a‘C‘b’, b/C’d’, &’ C’a’ die Seitenwinkel des gesuchten,
verkehrten oder Antipodal-Korperwinkels a/ €/ b/ d’; seine Tangen-
tenwinkel aber:

t. = BA'D; t, =DRA; t, = AD'B;

Da nun bei eingeschriebenen Vierecken die Gegenwinkel sich wech-
selseitig aul 180° erfiillen, so hat man
aCbh 4 t, = bCd 41, = dCa+t, = a’C'V + £, = bCd' + 1, = d'Cla’ + 1, = 180.

Es hat also:

jeder dreiseitige einen Antipodal-Kérperwinkel, so dass gegen-
seitig je ein Seitenwinkel des einen und ein Tangentenwinkel des
andern sich auf zwei rechte erginzen; und da aus der Herleitung er-
hellet, dass aus dem gelundenen Antipodalwinkel durch Anwendung desselben Ver-
fahrens immer wieder der zuerst gegebene entsteht, so miissen auch:

wenn die Seitenwinkel irgend eines dreiseitigen (C) Ecfiillungen
der Tangentenwinkel eines andern (C) sind, gegenseitig die Sei-
tenwinkel des zweiten (C) die Tangentenwinkel des ersten (C)
erfiillen.

Die eben erwilinten acht Punkte A, A4, B, B, C, C/, D, D’ (Fig. 3) bilden einen
Alterwiirfel oder halb regelmiissigen Oktakro-Hexaeder, welcher sich
von dem unregelmissigen dadurch unlerscheidet und eben dieses mit dem Hegel-
kirper gemein hat, dass alle scine Spitzen in eine Kugelfliche, und “die sechs
Vierecke, welche ihn einschliessen, in Kreise eingeschrieben sind.

Fiir jeden dreiseitigen Korperwinkel miissen solche Antipodal-Wiirfel und
zwar in jeder gegebenen Kugel einzuschreiben seyn.

Zu 8 Spilzen gehiren 24 Scilenwinkel, 24 Tangentenwinkel und also nebst
den 8 Kirperwinkeln, im Ganzen 56 Werthe.

Die 8 letztgenannlen sind durch die 48 ebenen Winkel jedenfalls geléset, und
auch diese Zahl vermindert sich um 24, welche wir bereits als rechte kennen.
Von den iibrigen 24 sind je zwei einander gleich. Wenu also drei Winkel ge-
geben, und aus diesen drei andere durch Rechnung oder Zeichnung gefunden
sind, so hat man, die sechs Erfillungswinkel mitgerechnet, die noch erforderli-
chen 12 Werthe , womit alle 56 bekanat sind.

Es seyen z. B. gegeben: BA‘D —a; DB’A =8; AD‘B =1y; aus diesen aber
durch Rechnung abgeleitet x, ¢, ¢; die Erfiillungen auf 180" seyen o, 8% 7' X%
¢, ¢’ und die rechten Winkel =p; so ergibt sich
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fiir die Spitze C: BCD =o', DCA=p% ACB =p'; tc,, =X; fomy =95 tep, =¥
fir ¢': B/CD' =xs D'CA'= ¢ ACB =4 1o, =25 tom, =B; teny =7

A: D'AC = BAC = [’ B/AD/ = X3 t(All’) = I(AD’) = p; t(‘AC) =X
A: DACY = BACY = p; BAD = a; iy, = typ =p; tagy = @
B: ABC = D'BC = p; D'BA' = ¢; tpp, = lpay = 05 to, = ¢
B': AB'C' = DBC' = p; DBA = 85 gy = tgay = p5 bwey =
D: ADC = BDC = p; ADB' =¢; tpay = topy) =05 Yoo
w D': ADCY = BD'C' =p; AD'B = 75 tpay = bpm, = p5 Loey
und fiir die Korperwinkel: C=x+4+ ¢ +¢—2p; C'=a+B+y—2
A=x; Al=c
B=og¢; B=2p
D=1¢: D=y
21. Hieraus ldsst sich noch folgern:
C+C =A+A+B4+B+D4D'—4p oder
Die beiden Antipodalwinkel sind immer zusammen gleich den 6
iibrigen Korperwinkeln deseingeschriebenen Antipodalwiirfels,

[
~N e

weniger 4 rechten.

22. Da der Polarausschnitt (bei 3.) mit seiner Eintheilung in Grade, als vergleichendes
Mass fiir Korperwinkel von jeder Grisse, aber bedingter Form aufgefihrt,
zugleich aber (11. 12.) bewiesen wurde, dass der vergleichende Werth geradliniger
Spitzen von jeder Form, aus der Summe der Tangentenwinkel hervorgeht, so
miissen beide Ergebnisse in Zahlen ausgedriickt, sich auch gegenseitig in Beziehung
bringen lassen; und so kann man:
einen gegebenen oder durch Rechnung gelésten Kérperwinkel in
einen gleichen Polarausschnitt oderin eine Spitze mit zwei rech-
ten Seilenwinkeln verwandeln; oder:
zwei, auch mehr Kirperwinkel von verschiedener Seitenzahl und
Form, in Summe, und in Gestalt eines Polarausschnittes darstel-
len, oder auch umgekehrt:
einen als Polarausschnitt, d. h. bloss inZahlen gegebenen Werth,
in eine Spitze von verlangter Seitenzahl und Form, z B. in eine
gleichseitige, drei-, vier- oder mehrkantige verwandelin.

Man entwirft aus A, B oder C (Fig. 4, 5, 6) die Halbkugel auf der Ebene ihres
Theilungskreises, so dass der Pol den Mittelpunkt deckt; dann zieht man, wenu
der gegebene Korperwinkel A’ dreiseitig ist, den Strahl (A, 180, bei dem vier-
seitigen B’ den Strahl (B, 360°), bei einem fanfseitigen (C, 540), bei mehrseiligen
(N, 180".n— 360%). Sind nun die Tangentenwinkel in Graden bekannt, so werden

Naturwi liche Abhandiungen. 11. 2. Abth. 2

Nalurw
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ihre Bogen, oder wenn die Spitzen zur Messung vorliegen*), ihre Sehnen, von dem
Nullpunkte der Theilung aus, in rechtliufiger Ordnung (0,1) (1,2) (2,3)
u. 8. w. auf den Umkreis gesetzt und bei dem letzten derselben wieder ein
Strahl (A, 3), (B,4) oder (C,5) aus dem Mittelpunkte gezogen, so dass (3, A,180),
(4,B, 360) u. s. w. dem Nennwerthe des Polarausschnittes sowohl als des entspre-
chenden Kérperwinkels gleich ist.

Wenn ein Tangentenwinkel iiber 180° vorkommt, z. B. auf der Kante (e C‘)
der fiinfseiligen Spitze a C'bdef **), so ist die Sehne des einspringenden Winkels
(hier 2, 3) riickldufig aufzutragen, wihrend die abzuzichenden Umkreistheile
ununterbrochen rechtliufig vorriicken.

Soll aber ein auf solche Art dargestellter (oder auch in Zahlen gefundener)
Korperwinkel W von irgend einer Form, in eine gleichseitige, dreikantige
Spitze von gleichem Werthe verwandelt werden, so ist jeder Tangentenwinkel
= 60°+ 4 W.

Eben so werden vier Tangentenwinkel jeder = 90"+ LW eine vierkantige,
und n Tangentenwinkel jeder = (—“:2)1:;#"—‘, eine (n) kantige gleichseitige
Spitze erzeugen, deren Mass = W seyn wird.

23. Die bisher erwihnten Darstellungen setzen voraus, dass der ganze Kirperwinkel

mit seinen sechs Bestandtheilen bekannt sey. Wenn man aber auch nur drei
derselben kennt, so lassen sich die iibrigen durch Zeichnung finden.

Es seyen im ersten Falle gegeben die drei Seitenwinkel: ACB, BCD,
DCA (Fig. 7,8); zu finden die drei Tangentenwinkel: t, t,, t,. An
der Kante A ist t, am Durchschnitte der Bogen BA, DA, gleich dem Winkel

BA‘, aus zwei Linien, deren eine aus B senkrecht aul die Kante A, diese in
A’ erreicht, die zweile von A’ ausgehend, ebenfalls senkrecht auf A’, die Kante
D in 8 trifit. Eben so ist t, = DB‘c und t; = A D‘B.

Werden nun die drei Seiten auf einer Ebene entfaltet, dass C in ¢/ und A, B, D
in a, b, d liegen; so wird, wenn man ba’ senkrecht auf c‘a zieht und bis & verlin-

*) Zu dicser Messung lassl sich ein Werkzeug aus zwei Schienen angeben, welches gelenkig an beide
Kanten angeschlossen, und die Neigung durch Schrauben fesigestellt werden kann, Die Breite der
Schicnen gibt dann den Ialbmesser und ibr Oefinungsmass die Sehne. Oder mau zichl aus irgend
cinem Punkte k, k’, aul der zu messcuden Kante, in beide Seitenflichen senkrecbte Linien: (k,0),
(k, 1), (k, 2) ... alle dem Strahle der Halbkugel gleich, so kdnnen die Selinen der Tangenten-
winkel, (0, 1), (14, 2), (2, 3) u. s. w. aul dem Kdrper unmittelbar mit dem Cirkel gemessen und

wic oben gebraucht werden.

*¥) Der Deullichkeit wegen sind die Scitenwinkel zu € (Fig, 6) auf cine willkiihilich angenommcne
Grandebene (abdef) entfaltet.
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gert: a’h = A’B, a‘é’ = A‘d und durch Uebertragung der Kante b nach b¥, auch
b4’ = Bé; folglich gibt das anf der Grundlinie a’s’ mit den Seiten a’b und 3b*
aufgenchlele Dreieck éa’8” =3A'B, den Winkel a’=t,.

Zugleich hat man durch Uebertragung der Kante d nach d“ die Seiten:
bd” =B‘D, b’a’=B’a und a’‘d=caD, woraus man das Dreieck a'b’é’=aB’D bildet
und den Winkel b/ = t, darstellt.

Endlich ist auch da=D’A, d‘8‘=D‘8 und durch Uebertragung der Kante a
nach a”, die dritte Seile a”“g’ = AB; folglich das Dreicck p‘d‘a’=gD’A, und
d =t

Die Lisung ist also: In einem beliebig grossen Krcise werden die drei ge-
gebenen Seitenwinkel in den Miltelpunkt gesetzt und ihre Bogea ba, ad, db* aul
dem Umkreise eingetragen; ausser diesen aber noch a“b” =ab und bd*/=db* wie-
derhohlt. KEine senkrechte von d‘/ aul ¢’b bestimmt die Punkle b/ und a/; cine
zweite von b aufl c‘a, die Punkte a‘ und &'; eine dritte von a auf ¢’d gibt d’ und
£‘. Endlich macht man: §8 =48'b", a’f“=ab; a'd“=a'd, b8 =bd" Ba’’=p'a",
d‘a” = d‘a.

Bei diesem Verfahren diicfen die gegebenen Winkel nicht zu gross seyn; es wird
daher fiir stumpfe oder gemischte Seitenwinkel eine zweite Methode
gefunden werden miissen (Fig. 9, 10).

Macht man CA=CRB=CD, so ist ABD das Schnendreieck des Kirperwin-
kels ACBD, dessen Seitenwinkel ACB, BCD, DCA, gegeben und dessen Tan-
gentenwinkel 1 =aNw, t, =BBx, t,=38Dc zu finden sind; die Durchschnitte
der Ebenen dieser lelzten, mit der Ebene des Schnendreiecks sind aw, g, ot
Auf der Ebene eines Seitenwinkels entfaltet, sind die gegebenen Winkel b*/c‘a,
ac’d, d¢/b’, und wenn sich die Sehnen ab’ und db*‘ in b schliessen, das Seh-
nendreieck abd=ABD. Die Paukte A/, D', a, », B, =, & und 7 fallen von selbst
nach o/, &/, &, o', B/, =/, & und '; nur der eine Punkt B’ wird aul den identi-
schen Kanten ¢b* und ¢'b durch zwei Punkte g/ und = dargestelit.

Dieses vorausgesetzt, finden sich die senkrechten A‘a =a‘e!, A'w = a'w/,
Bg=p"g, B'r=n"rx', D'éd=d'¢4/, D't =d'v/, alle gehorig in der Ebene entwor-
fen. Erhebt sich aber die Spitze ¢’ ans derselben so weit, dass sich b* und b’
in b vereinen, so stellt sich a’ nach a*, =’ nach «, 3 nach 8%, p‘ nach 8" und g

wird eins mit =/

Um wa’a’”’=w A’a wn erhalten, sind aber zwei Seiten a‘z’ und a‘ew’ auf den
entfalteten Ebenen und die dritte w‘a’’ auf der Ebene des Sehnendreiecks zu su-
chen; diese geben im Dreieck aul der Grundlinie a‘w’ errichtet, den Punkt
und damit den gesuchten Winkel a’=t,. Eben so wicd auf der Grandlinie d'r’,
aus d'3 und <8 das Dreieck d‘d// =D’ gebildet, dessen Winkel d’=t, ist.

2 *
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Wollte man den dritten Tangentenwinkel auf gleiche Weise behandeln,
so miisste, wie man sieht, eine Umzeichnung statt finden; er ist aber eben so
leicht darzustellen, wenn man die Grundlinie Bz auf der Ebene der Sehnen
wihlt, und aus den beiden senkrechten @8/, w'x'’ das Dreieck b=’ = gB'w
zeichnet, welches den Winkel b/=1t, enthilt.

Kurz gefasst ist also die Lisung: Die drei Seitenwinkel neben einander in den
Umkreis gesetzt, geben die Punkte a, b/, b/, d, und aus den drei Sehnen das
Dreieck abd. Die Scheitelpunkte der gesuchten Winkel in a‘ und d° werden, wie
auch die beiden zur Kante b gehdrenden g/ und =’/ nach Gutdiinken gewihlt,
nur muss ¢/B“/ =c’n’’ seyn.

Dann bestimmen die durch a‘ und b’ rechiwinklig gefihrten Linien die Punkle
@/, @, & und t/ und eben so werden B¢ und =’ durch senkrechte aus 8/ und ="
festgestellt. Durch Bogen aus a und d verselzt man e’ nach «”, = nach =, &
nach & und B’ nach 8.

Endlich nimmt man zur Beschreibung der Dreiecke die Grundlinien: a‘w, d‘r,
B/w’’ und die Seiten: o/e’/ = w'a’, a‘d” =a'a’; v =18, ¥ =4%"

1€“b’ — 'K"K”', ﬁub/ - ﬁlﬁlll_

25. Die Anwendung dieser zweilen Darstellungsart auf spitzige Seitenwinkel (Fig.11)

26.

27.

geschieht fir w/a‘a’/=t, und t'd’8/ =t; ganz mil dem vorigen Beispiele iiberein-
stimmend.

Die Aenderung fiir den dritlen Tangentenwinkel besleht darin, dass man die
Sehnen bd und da noch einmal nach b“d*/ und d“a’ in den Umkreis setzt, um
damit das Sehnendreiek a“b*“d’’=abd zu errichten, woraufl von dem angenommenen
Punkte b’ auf der Kante c¢‘b”, der rechtwinklige Durchschnitt ausgeht, welcher
die Punkle 8/ und =’ auf den Schnen ab’’ und b*“d* bezeichnet.

Die Entfernung b*“r wird aul die Sehne a’“b, nach b*“z*, die Entfernung p'x'/
nach 8=, und eben so bz’ nach b’z iibertragen; und das Dreieck B'b/n' gibt
den Winkel b’ =1,

Gegeben zwei Seitenwinkel: ACB, ACD und der dazwischen lie-
gende Tangentenwinkel: t,; zu(inden die andern drei Winkel.

Nachdem acb=ACB, ac'd=ACD (Kig. 8 im Kreise entworfen sind, wird

aus b eine senkrechte auf c‘a gezogen, bis sie ¢‘d trifft, wodurch a’ und & festge-
stellt sind. Aus a’ wird mit a’b cin Bogen bp” geliihrt, der Winkel d‘ap”=1t,
gemacht und so der Punkt 8 bestimmt. Kin Bogen aus & mit &3/ schneidet den
Umkreis in b* und der Seitenwinkel dc/h/ =D CB ist gefunden. Hierauf werden
t, und t; (wie bei 23) dargestellt.
Sind die gegebenen Winkel (ac’h 4 ac‘d) grisser als 180", so ist der Punkt a’ (Fig.10)
willkiihrlich zu beslimmen; die durch ihn gefiihrie Senkrechte schneidet die bekann-
ten Sehnen in o' und &, auf wa’ wird der gegebene Tangentenwinkel t, =o'a’a’”’
errichtet und a‘a” = a‘e’ gemacht.
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Der Durchschnitt zweier Bogen a‘a’’ aus a und a“/a* aus o gibt den Punkt
@, die verlingerte aa* wird ab=ab* gemacht und db*/ = db ist die Sehne des
Winkels dcb/ =DCB.

Die zwei fehlenden Tangentenwinkel finden sich (wie bei 24).

Gegebenzwei Seilenwinkel: ACB, BCD (Fig. 12, 13), und ciner der
ihnen gegeniiberstehenden Tangentenwinkel, z B. t;=8Da; zu
finden die iibrigen Bestandtheile, und zwar zuerst der dritte Sei-
tenwinkel ACD.

Wenn aus B ein grosser Kreisbogen derselben Kugel, welcher die Bogen A B,
BD, DA angehiren, nach E senkrecht anf DA gefiihrt wird, so ist wegen der
beiden rechtwinkligen Bogendreiecke:

Cos AB: Cos DB = CosDE: Cos: AE.
Wire also DE oder der Winkel DCE=d‘c’e’ gefunden, so wiirden die rechten
Winkel c/¢b und ¢yb und die Winkel ¢‘fg= c‘py
c/p:c'y = Cos dc’'b:Cosach = Cose'c’d: Cosec’'a=cl=cg

geben, so dass mit der Bestimmung des Punktes E, e oder e/ die Lisung des gan-
zen vollendet wire. Denn die Summe der Bogen DE -+ AE, wenn das Sehnen-
dreieck in D spitzig ist, oder die Differenz AE — DE, wenn D stumpf ist, muss dem
Bogen des gesuchten Winkels ACD gleich seyn.

Wird aber der Winkel 8D a mit unverinderter Lagc der Tangente D auf die
Ebene der entfalteten Seitenwinkel iibertragen, so fillt « der Durchschnittspunkt
dreier Ebenen, nimlich D a des Tangentenwinkels, CEB des senkrechten Bogens
und ACD des Seitenwinkels, in die Linie a’/8*, welche den Umkreis in d‘ beriihrt.
Wird ferner 3, der Punkt wo die Tangente D3 die Kante CB schneidet, aus der
Ebene bc/d’, auf welcher er in 8/ steht, in die Ebene des Winkels p‘d‘a’ umgelegt,
d‘g'=4‘p* =D gemacht und die Senkrechte p'a’ auf 3’2’/ gezogen; so entspricht
a’ dem Punkte @, weil o’ die Durchschnitislinie e der Ebenen D2, CEB,
darstellt, welche in 2 senkrecht aul die Ebene ACD fillt; und p‘a’d’ bezeichnet
das Dreieck gD «, auf die Ebene ACD, nach $“Da umgelegt. Und eben so wird
auch die Sekante a‘c’ identisch mit @ C, und der Punkt E in e/ seyn.

Das Verfahren ist daher folgendes: Auf ¢'b, der gemeinschaltlichen Kante bei-
der gegebener Seitenwinkel, wird ein Kreis errichlet, dessen Durchmesser = ¢/b ist,
und dessen Umkreis die beiden andern Kanten in ¢ und y schneidet.

Eine senkrechte /8 wird auf ¢’d’ gezogen, bis sie die verlangerte c’b in g
erreicht, und der gegebene Tangentenwinkel t,-=a“d‘3’ aufgetragen; woraul g
durch denBogen 3“8/, o durch die senkrechte f'a’, ¢/ durch die gerade a‘c’, f durch
die senkrechte e/f, g durch die parallelen (g, ¢y, und e durch die senkrechte ge

beslimmt ist.
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29.

Endlich iibertrigt man d‘e’ nach de, und zieht die verlangte Kante ¢‘d *), so
sind alle drei Seitenwinkel bekannt, und t,, t,, leicht zu finden.

Gegeben zwei Seitenwinkel: ACB, BCD; undeiner der gegeniiber
stehenden Tangentenwinkel, z B. t,=Bab; zu finden: t, der einge-
schlossene Tangentenwinkel.

Ein Kugelausschnitt ACBD (Fig. 16), entworfen in der Ebene eines Tangen-
tenwinkels t, gibt ein Bild, in welchem sich sowohl der Scheitel C als die Kante
BC in einen Punkt B verlieren, in welchem ferner die bekannten Seitenwinke
mit ihren Ebenen durch die geraden Linien BD und BA ausgedriickt sind, der
unbekannte Seitenwinkel aber und der verlangte Tangentenwinkel congruent:
ACD =ADB =1, und zwar mit dem richtigen Masse des letztern er-
scheinen. Kann man alse aus den gegebenen drei Bestandtheilen diesen Entwur(
zu Stande bringen, so hat man die verlangte Lisung.

Ein senkrechter Bogen aus I Irifit auch hier (wie bei 28) einen Kreis ADeg
in e, und es besteht das Verhiliniss:

CosAb : Cosef = Tang BCD: Tang ACB = Tang he'd’: Tangac’h = aa:d‘a.
Wenn man die Kante be/ als senkrechte auf dem Durchmesser AB und zugleich
den auf selber bestimmlen Punkt « als Scheilel des Winkels t, beniitzt **), so stellt
bal} den letztern dar, wie er sich von A aus um B gewendet, mit einem Schenkel
an B ruhend. aul die Ebene des Entwurfes entfaltet und dadurch den Bogen Ab
bezeichnet. KEs bleibt also nur noch der Punkt e zu finden, und AD =AB+eB zu
machen, je nachdem e in oder ausser den Kugelausschnitt fallt ***). Dieser Punkt
ergibt sich aber durch die dhnlichen Dreiecke (ad“d’) und (B d*“c’); denn es ist

eB:c¢'B =aa:da; also das Verfaliren:
Die bekannten Seilenwinkel: acb, be‘d in den Umkreis gestellt, ¢‘d nach d’ und
d* unbestimmt verlingert, aus a die senkrechte nach a und d‘ aus ¢ die senkrechte
A B; durch den gegebenen Tangentenwinkel ha B zugleich I3 und d*/ beslimmt, eben
so durch die gerade ad‘’ den Punkt e/, dessen senkrechte den Kreis aus B mit Strahl
Bb gezogen in e triflt, und bD =ep gemacht, so ist ABD =t,,

30. Gegeben die drei Tangentenwinkel eines spitzigen Kérperwin-

kels: t,=scr, t,=recp’ ty=scp (FKig. 14),

zu finden die drei Scitenwinkel: ac’h, bed, defa.

iigen oder abzuzichen sey,

i

*) Hier kann es zweifelbaft biciben, ob de hi

**y Der Kinfachheit der Darstellung wegen; denn folgereeht miisste, wie bei den frithern Losungen,

dieser Scheitel auf seiner Kante ac’ zu finden seyn,

**+) Auch hicr kann cs unentschicden bleiben, wenn man nichl beiliinfig dic Gestalt des Sehnendreiecks

kennt,
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Die Verlingerung zweier Linien, pc nach p*“ und re nach r”, geniigt, um die
gegebenen, entlalteten Tangentenwinkel, in Seitenwinkel eines stumpfen Antipodal-
winkels (p“cr/“s) zu dem vorliegenden (z. B. zu (ac’bd) Fig. 11) zu verwandeln (19).

Man hat dann, wie oben (24.) das Sehnendreieck p*“/r’s zu bilden, die Punkte
¢, 1!, ¢ auf den Kanten zu wihlen, ¢n* =c¢” zu machen und die senkrechten
nx, ¢"¢, 8P, &0, r'y, r’p zu errichten. Der Punkt p’ wird bestimmt durch
r'n = r'm, s¢'=8¢, w'p = nn’, ¢'p'=p¢''; eben so ¢/, durch s¢'=s¢, op” =0}’
s'p’=gp; und x*, durch vy =r"x, px/ =px/, rx"“=r'x-

Die Richtungslinien: =‘p/, verlingert nach d’, p‘p‘ nach b, r'x nach ¥, r/x”
nach a‘, 8¢ nach d und s’¢* nach a, geben (19.)

ar’b=ach, bpd =bed, dsa=dca.
Gegeben die drei Tangentenwinkel einer stumpfen Spitze:
t,=mcn, t =k%cm, t;=kecn (Fig. 15);
zu finden die Seitenwinkel: ACB, BCD, DCA.

Hier kann die erste Methode ihre Anwendung finden, weil der entsprechende
Antipodalwinkel (k“/cnm*) spitzig ist. Die entlalteten, gegebenen Winkel verwan-
deln sich zu diesem Ende in m“cn, k“/¢m”, k“cn; auch ist k“em*=k*/cm” und
k‘’cn = k#cn zu machen.

Aus den gewiihlten Punkten k‘, m’, n, werden die senkrechten: k‘'m*’ und k‘v
auf ck”, m‘’n und m‘y auf ¢cm*, n’k” und n‘y auf ca errichtet, hieranfdurch p'k‘=m"k’,
Ky=my, vm’=nm’, viy=n"y, yn’‘=k‘n, yu=k“u, die Punkte ', v, 3/, lestge-
stellt, endlich k’y’, m»* und n’y’ gezogen, so hat man die verlangten:

ACB = nm%', BCD =m“k“y, DCA = k“n%y"
Gegeben zwei Tangentenwinkel: t, t; und ein dazwischen liegen-
der Seitenwinkel ACD; zu [inden die ibrigen Winkel.

Ist die Summe der beiden erstern grosser als 180°; z. B. t,=mcn, ty=nck;
so verfahre man aunf die erste bequemere Art (Fig. 15). Man trage nimlich (30.)
die entfalteten Seiten des Antipodalwinkels (k’’cnm®) und zwar: m”ch etatt men
und nek” stalt nck in den Umkreis, ziehe k”y senkrecht auf die Kante cn, mache
den Durchschnitt n’ zum Scheitel des gegebenen Seilenwinkels ACD = k“n‘y’, wo-
durch y* bestimmt ist, und beschreibe von w aus, den Bogen y’k', dann den Strahl
ck’, go ist der dritte Tangentenwinkel t, =k*“‘cm.

Die beiden noch fehlenden Seitenwinkel zu finden, bedarf es keiner weitern
Erérterung.

Wiren aber t,=scr, und t;=scp, zusammen kleiner als 180° (Fig. 14), so miisste
nachdem zuerst p/ gegeniiber von p, r gegeniiber von r gesetzt und die Sehnen
sp”, sr” gezogen worden, der Punkt s’ (wie in 29) auf der Kante cs angenommen,
dann durch die senkrechte sa und ihre Verlingerung nach d zugleich o auf der einen,
¢ auf der andern Kante [estgestellt werden. Den Punkt ¢/ erhilt man, wenn man
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den gegebenen Seitenwinkel ACD = as‘d und s¢“=s‘p macht, und ¢’ bestimmt

. sich, indem s¢’=8¢ und o’ = od* wird.

In der Richtung e ¢’ liegt p*, so dass sp*=sp’” ist und durch r*p/ =r p*
erscheint p” euf dem Umkreise, wodurch sich sowohl der Seitenwinkel r“cp” des
Antipodalwinkels, als der gesuchte Tangentenwinkel t, =rcp” darstellt.
Gegeben zwei Tangentenwinkel: t, =ach”, t, =b%cd’, und der einem
vonihnen gegeniiber stehendeBeitenwinkel: PCM=p3%d'f’; zu finden
der dritte Tangentenwinkel: ¢.

Indem man ac’h slatt ach”, be/d” stait b e'd’, und o”/d‘p’ statt B“d B’ setat, ver-
wandeln sich die gegebenen Winkel in Bestandtheile des entfalteten Antipodalwin-
kels (Fig. 13); es ist also hier aus den bekannten Seitenwinkeln ac’h, be‘d’ und
dem ebenfalls bekannten t; — a*“d’g’, der Punkt d zu bestimmen (wie bei 28 bereits
geschehen), und es wird t == a“¢’d seyn.

Gegeben zwei Tangentenwinkel: t;=Db‘cd, t,=ach’ und der Seiten-
winkel dem erstern gegeniiber: GCH = b/aB; zu finden der einge-
schlossene Seitenwinkel FCH.

Es wird bed statt be’d, ac’h statt ac’h’ und baB statt b'aB (Fig. 16) ge-
nommen, und damit (ganz so wie bei 29) die Linie ad”, der Punkt ¢’ und auf dem

Hoalbkreise A@ die Punkte e und D gefunden. Der verlangte Winkel ist dann:
FCH = DBp.
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