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E i n l e i t u n g. 

Bekanntlich ist die Integration der Differentialgleichungen ein Theil der mathema
tischen Analysis, der von jeher von den grössten Analysten mit Vorliebe gepflegt wurde, 
und in welchem sich auch desshalb die glänzendsten Methoden niedergelegt linden. -
Gleichwohl ist dieser Gegenstand noch gar nicht erschöpft, sondern bietet immer noch 
eine reiche Fundgrube für künflige mathematische Forschungen. Ja, wir besitzen auf 
diesem Felde noch gar nicht genug Eigenthum um unsere laufenden geometrischen oder 
mechanischen Bedürfnisse zu decken, und gelangen ganz gewöhnlich bei der Lösung 
der meisten Aufgaben der angewandten Mathematik endlich zu einer Di!Terentialglei

chung, die unsern Forscbungen, da wir sie nicht integriren können, sieb wie ein nn
übersteiglicber Damm entgegenstellt. Die am häufigsten vorkommende und daher auch 
wichtigste Form der Di!Terentialgleichungen ist die sogenannte 1 in e a r e. Beinahe alle 
Untersuchungen des mathematischen Naturforschers führen endlich darauf hinaus, was 
seinen Grund lediglich darin hat, dass dieser, entweder die Gesetze schwingender Be
wegungen von sehr kleinen Amplituden zu erörtern, oder zu bereits in erster· Annähe
rung bekannten Elementen sehr kleine Correktionen zu rechnen hat, und daher jedes
mal die Glieder der höheren Ordnungen vernachlässigend, nothwendig· zur linearen 
Form gelangen muss. Wiewohl nun diese wichtigste aller Formen die besondere Auf
merksamkeit der Gelehrten in Anspruch genommen llat, so besitzen wir doch nur all· 

gemeine Integrationsmethoden für Differentialgleichungen mit constanten Coeffizienten, 
oder solche, die sich durch einfache Substitutionen auf dieselben zurückführen lassen, 

von Gleichungen aber mit veränderlichen Coeffizienten, nur einige spezielle, je durch 
einen besondern Kunstgriff integrirbare Formen. 

Dass es mein. freilich unerreichbarer Wunsch gewesen wäre, über die linearen 
Differentialgleichungen eine ähnliche Arbeit zu liefero, wie wir sie über die algebrai-
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sehen Gleichungen, die mit den frühern in vielfacher Verwandtschaft stehen, besitzen, 

wird man mir gerne glauben, dass ich aber noch lange nicht im Besitze einer solchen 
bin, und auch bei der verhältnissmässig bedeutend grössern Schwierigkeit des Gegen

standes, und den zu geringen Vorarbeiten unmöglich seyn kann, wird man eben so gut 
einsehen. Ich begnüge mich also zu einer solchen Arbeit, bei der dem Forscher die 
Theorie der algebraischen Gleichungen ais Muster vorschweben soll, und die ich auf 

die kräftigen Schultern unserer jugendlichen Talente niedergelegt zu sehen wünsche, 
einen kleinen Beitrag zu liefern, und gebe somit, was ich eben habe, nnd wozu mich 
eine einseitige, den Bedürfnissen meiner optischen Untersuchungen, mit denen ich seit 
mehreren Jahren beschäftigt bin, wenn auch nicht ausschliesslich, wenigstens \'orzugs
weise zugewendete Richtung des Forschens geführt hat, eine Richtung, die ich auch 
künftighin beizubehalten gesonnen bin, da es mir schwer werden dürfte, im Verlaufe 
meines kommenden Lebens auch nur diejenigen Keime, die sich mir in diesem Felde 
aufthaten, vollständig zu entwickeln. Es würde mir daher eine innige l<'reude machen, 
wenn irgend einer meiner Schüler, denen vorzugsweise diese Arbeit gewidmet ist, es, 
in meine Fussstapfen tretend, übernähme, das Gebiet der lineraren Differentialglei

chung nach allen Richtungen gehörig zu durchforschen. 
Der hier besprochene Gegenstand fing schon vor fünfzehn Jahren an meine Auf

merksamkeit zu erregen, und ich gelangte damals schon zu der Integrationsmethode für 
lineare Gleichungen von beliebig hoher Ordnung mit Coeffizienten, die nach der unab
hängigen Variablen vom ersten Grad.i sind. Ich bin seit der Zeit zu wiederholten itla
len zu demselben Gegenstande zurückgekehrt, und fand stets Gelegenheit 1.11 dem be
reits Gefundenen etwas hinzuzufügen, wodurch die Wirksamkeit der Methode auf im· 
mer andere und komplizirtere Coeffizientenformen ausgedehnt wurde. Ich habe in der 
Undulationstheorie von dieser meiner Integrationsmethode einen niitzlichen Gebrauch 
gemacht, und bin überzeugt, dass dieselbe in allen Zweigen der mathematischen Phy
sik rnn Nutzen seyn wird. Sie scheint mir überdem noch einen andern kleinen Vorzug 

zu besitzen; sie gibt nämlich, mit nur sehr wenigen Ausnahmen die Integrale von allen 
linearen Differentialgleichungen, die man bisher durch die mannigfaltigsten Kunstgriffe 
integriren gelehrt hat, und diess zwar durch ein einfaches sich immer gleich bleiben· 
des Verfahren, und es wird namentlich beispielsweise im gegenwärtigen Aufsatze ge
zeigt, wie diejenigen Gleichungen, zu denen CoRAI\CEZ in der Theorie der Wasserwel
len, Po1ssox in seiner Theorie der Wärme, gelangt, ferner die unter dem Namen der 
R1cAT1'schen bekannte und mehrere andere auf verschiedenen Wegen integrirte einfacher 
und leichter mittelst der unsrigen behandelt werden könne. So habe ich mich denn ent
schlossen die Resultate meiner Forschungen auf diesem Felde der mathematischen Ana
lysis in ein paar Abhandlungen niederzulegen, nnd der Oeffenllichkeit zu übergeben, 
von denen die erste hiemit dem wissenschaftlichen Publikum überantwortet wird. 
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§. 1. 

Integration der Gleichungen von der Form: 

d n d y•-t dy 
_L (a0 + b0 x) + -.-, (a0 _ 1 + b0 _ 1 x) + ... + -d (a + b x) + y (a + b x) = 0, (l) 
d x" d X - X 1 1 o o 

wo a0 •• a
0

, b
0 
•• b

0 
Coeffizienten bedeuten von willkürlichem Werth. 

Zu den lotegralen der linearen Differentialgleichungen, die man bisher aufzufinden 
gelehrt hat, gelangt man in der Regel durch eine glückliche Voraussetzung hinsichtlich 
der Form des Ausdruckes , der die Eigenschaft hat Genüge zu leisten. Hat man die 
Form errathen, so bekommt man auch gewöhnlich nicht einen, sondern mehrere gleich 
gestaltete Ausdrücke, die sämmtlich die Eigenschaft besitzen, der Gleichung zu genÜ' 
gen, somit als ebenso viele partikuläre Integrale zu betrachten sind, und die man dann 
je mit einer willkürlichen Constante multiplizirt und addirt, und so abermals einen Aus
druck erhält, der die vorgelegte lineare Differentialgleichung erfüllt, und ein vollständi
ges Integrale ist oder nicht, je nachdem in demselben die erforderliche Zahl von will· 
kürlichen Constanten vorhanden ist oder nicht. So integriren wir die Gleichung 

dy d~ t 
A y + A -d + A -, + ... + A11 _J_ = O, (2) 

o 1 X 'd X d x" 

indem wir den Werth von y von der Form er x voraussetzen. Und wirklich gibt e' • 
statt y subslituirt, folgende Gleichung: 

A er• + A r er x + A r' er x + . , . + A,, r" er• = 0 
0 J • 

oder 

A
0 
+ A, r + A, r' + . , . + A0 r" = o. 

Es wird daher erx ein partikuläres Integral seyn, wenn r eine beliebige der n Wur
zeln der Gleichung (3) ist. 

Bezeichnen wir diese letzteren mit 

so sind 

er1x, erix, era", ... er11x 

partikuläre Integrale, und in Folge der linearen Form der Differentialgleichung 

y = C
1 
e? + C, er,x + C

3 
e'•'' + 

das allgemeinste, mit n willkürlichen Constanten 
derselben. 

... + c. er.x 

c, ... c. versehene Integral 

23'" 

(3) 

(4) 



(5) 

(6) 

(7) 

180 JosEPB PETZVAL. 

Auf ähnliche Weise gelangt man zum Integral der Gleichung 

A (h + k x)" d" Y + An-l (h + kx) n-l d"-t Y + + A (h + k x) dd Y + A y = O 
n d x" d xn-1 • X u , 

y = (h + k r}' voraussetzend. 

Diess führt nämlich zur folgenden Gleichung des n••11 Grades in r: 

A11 k" r (r-1) .. (r- n + 1) + A._, k"-1 r (r-1) .• (r- n + 2) + .. + A1 k r + A
0 

= 0, 

deren n Wurzeln wir mit r1 .•. r. bezeichnen, und auf demselben Wege für das allge

meine Integral folgenden, mit n willkürlichen Constanten C
1 

• • • C
11 

versehenen 

Ausdruck erhalten : 

y=C,Ch+kx)•• +C2Ch+kx)'2 + ..• + c" Ch+kxY·. 

Die Ausdrücke (4) und (7) hören auf, n willkürliche Constante in sich zu schliessen; ver
lieren somit den Charakter eines allgemeinen Integrales, wenn unter den Wurzeln der Glei
chungen (3) und (6) gleiche vorkommen. Es haben dann nicht alle partikulären Integrale 
der Differentialgleichung die ihnen vorausgesetzte l<'orm und es steht namentlich, wenn 

r1 = r, = ... = rm 

in (3) seyn sollte, anstatt des Ausdruckes (4), folgender andere als allgemeines Integral da: 

(8) Y = (C
1 

+ C2 X+ C, X
2 

+ • , • +Cm Xm-t) e? + Cm+l e'm+1' + •.. + Cn e•,x. 

(9) 

Genau auf dieselbe Weise liegt uns die Vermuthung nahe, dass die Differentialglei
chung (1), die der Gegenstand unserer Untersuchung seyn soll, partikuläre Integrale zu· 
lasse von folgender Form: 

f
u" Vx dv 

y= e V-du 
u' d U 

wo U und V Funktionen der Variablen u, u1 und u11 aber schicklich gewählte Integra
tionsgrenzen andeuten. Um nun die Werthe von U, V, u' und u11 , die eben den Aus
druck (9) wo möglich in ein partikuläres Integral umwandeln, zu bestimmen, substituiren 
wir denselben in die Differentialgleichung (1), und erhalten, wenn wir bedenken, dass 

d Y u" V x d V a' II" d . d" n" d V 
(fO)d-=f ve Vd-du, ----1,=f u'eUxV_dudu „. --{;=f u•eV'V-d du 

X u' U d X u' ll d X u' U 

(11) 

(12) 

(13) 

ist , und überdiess 

U
0 

= a0 u" + a._, u•- 1 + ... + a, v + a
0

, 

U, = b0 v" + b0 _ 1 v"· 1 + ... + b
1 

u + b
0 

setzen, als Resultat: 

f
0

„[U +u x]eu.Vddv du= o. 
11

, o 1 U 

Endlich suchen wir U, V, u', u" so zu bestimmen, dass die Gleichung (13) eine iden
tische wird. Nun lässt sich aber dieselbe so schreiben : 



hTEGRATION Lll\'EARER DIFFERENTIALGLEICHlil\'GEl\'. 

u" d u" d f u eu•vdu du+xf u euxvd~du =0, 
u' u U u' 1 u 

und man erhält durch das Verfahren der theilweisen Integration 

[ V uxvdu d uxu V [ u,d[U V] 
x ,e du u=e 1 - e -.ril-

somit, wenn man das Symbol 

\eUx U v1"" 
~ .1 u' 

du; 
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dasjenige bedeuten lässt was man erhält, wenn man in den eingeklammerten Ausdruck 
erst die obere der rechts angefügten Zahlen u11, dann die untere u1 substituirt, und das 
Resultat der zweiten Substitution von jenem der ersten abzieht: 

x J.~" U, eu' V:: du= jeux U, vC -r.:•" eux d [U, V]. 

In Folge dieser Gleichung geht uns die (14) über in 

jeux U
1 
v(' + J.,"" eu• [u. v:: du- d [~~V] du]= O 

und dieser letzteren ist nun identisch, d. h. für jeden Werth von x durch schicklich ge· 
wählte Funktionen von u, anstatt U und V, und durch passende Werthe der Grenzen u' 
und u11

, Genüge zu leisten. Diess wird olfenbar erreicht, wenn man 
u„ v d u - d [U, v1 = o 

setzt, und überdiess für u' und u11 solche, weder x noch u in sich enthaltende W erthe 
suhslituirt, die der Gleichung 

leUx U
1 

v1"" = 0 
11' 

Genüge leisten. Es ist aber (18) eine Differentialgleichung der ersten Ordnung von 
linearer Form, und gibt auf dem betretenen Wege integrirt folgenden Werth für V in 
Funktion von U: 

u 
C [-tf du 

V=cre , • 
1 

der in (19) substituirt, diese Gleichung verwandelt in 

U u" 

)c e Ux + J u: d u1.. = 0 

Man wird jetzt damit anfangen für U eine beliebige Funktion ,·on u, die uns die 
bequemste Rechnung verspricht, zu substituiren. Das einfachste wäre anstatt U, u zu 
setzen, dann sucht man diejenigen Werthe von u zu ermitteln, welche der in (21) ein-

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 



(22) 

(23) 

(24) 
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geklammerten Funktion einerlei W erth A ertheilen. Gesetzt, man hätte deren mehrere 
u, u, u, •.. uP gefunden, so kann man 

u' == u1, u" = u, 

oder 
u' = u,, u" u • 

oder 
u' = u

1
, u" = u, 

u. s. w. substituiren, und wird so partikuläre Integrale, p-1 an der Zahl erhalten, wel· 
che in der Regel unter sich und. von o verschieden ausfallen werden, nämlich: 

u u 

! "• V•+fu"dvdv J"• v.+fu•dvdv 
y = " c, e ' U' y = " c, e ' U' 

1 1 l 1 

u u 
"• Vx +[(f dV dv 

Y=~. c,e ' u,· f "P ux+frfdvdu 
Y = C e • -, 

u P-I U 
• • 

und weil die Differenzialgleichung lineare Form hat, so wird ihr auch die Summe die
ser partikulären Werthe Genüge leisten. Wir haben somit 

u u 
f "• vx+fu"dvdv: J"' ux+fu"dvdu 

y= Ce 1 - + Ce • -0 + 
II l u U 2 

1 1 l 1 

Man kann sich auch a posteriori davon überzeugen, dass dieser Ausdruck statt y 
gesetzt die vorgelegte Differentialgleichung erfülle; es reduzirt sich in der Thal durch 
die wirklich gemachte Substitution desselben und durch das angewendete Verfahren des 
theilweisen lotegrirens ihr erster Theil auf die Summe: 

u u u 
\ Ux+f-u"dut"2 l Ux+fu"du!"• l Ux+fu"dut"P 
i c e J \ + c e • 1 + ... + cp_ e • 1 ' 

1 ut 2 ut 1 nl 

deren einzelne Glieder, in l<'olge der für u
1 

u
2 

•••• uP aus der Auflösung der Glei· 

chung (21) hervorgehenden Werthe, jedes für sich der Nulle gleich werden. Es geht 
hieraus hervor, dass es nicht einmal nothwendig sei jene Werthe der Integrationsgren
zen so zu wählen wie im Vorhergehenden auseinander gesetzt worden ist; es genügt viel
mehr, wenn bloss die Summe (24) verschwindet, was z, B. dann der Fall i-d, wenn die 
darin vorkommenden Ausdrücke : 
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u u 
1 u•+fu"du1"• l vx+fu"du1"• 
~e 1 ~ , e 1 ~ , • • • 

u 

l 
ux+fu"du1•p 

e 1 ~ , 

II U 
1 1 "• 

sämmllich einen und denselben von 0 verschiedenen Werth B annehmen, und überdiess 
zwischen den Constanten C

1 
• -•• Cp-, folgende Relation festgesetzt wird: 

c, + c. + ... + cv-• = o; 
oder wenn dieselben Ausdrücke sich aur die von einander verschiedenen constanten Werthe 

reduziren, während zugleich 

c, n, + c2 n. + . + cP-• BP-• = o 
gewählt wird. 

Ist es uns anr diese Weise gelungen ein Integral der zur n1•• Ordnung gehörigen 
Differentialgleichung mit n von einander unabhängigen willkürlichen Constanten, oder 
auch mit Constanten n + k an der Zahl. und k zwischen denselben Statt findenden Bedin
gungsgleichungen aufzufinden, so ist diess Integral ein allgemeines, sonst aber nur ein 
partikuläres, durch den Zusatz einer neuen Funktion von x, die für sich die Eigenschaft 
haben muss Genüge z11 leisten , und die noch fehlenden Constanten enthalten muss, zu 
venollständigendes. 

Wir wollen in diesem Paragraphe bloss zeigen, wie man sich auf dem hier betrete
nen Wege partikuläre Integrale verschaffen kann; die Unters11chung aber, ob der aus 
diesen partikulären Werthen zusammengesetzte Ausdruck ein allgemeines Integral sei 
und Vollständigung, wenn er einer solchen bedürfän sollte, für den nächsten Paragraph 
aursparen. 

Fasst man das bisher gesagte zusammen, so ergibt sich daraus folgende Integrations
methode für Gleichungen, deren Coeffizienten von der J<'orm a + b x sind: Man bilde 
zuerst die mit U

0 
und U

1 
bezeichneten Polynome dadurch , dass man in der Differential

gleichung anstatt der vorkommenden Differentialquotienten von y: 

d°y d""' y d°y d y 
dx0 ' dx"' · dx" di' y, 

be1.üglich die Potenzen 

u0
, u•·•. u", u', 

substituirt, und in dem so geformten Polynome die S11mme aller Glieder ohne x mit U0 , 

den Multiplikator von x mit U
1 

bezeichnet, sodann verschafft man sich das Integral 

u 
f-tl du, 

' wobei man offenbar nur mit denjenigen Schwierigkeiten z11 kämpfen hat, denen überhaupt 
die Zerlegung gebrochener Funktionen in Partialbrüche 11nterliegt; dann wird man für U 



(25) 

(26) 

(27) 
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eine beliebige Funktion von u, die sich unseren Untersuchungen am besten anzuschmie

gen scheint, substituiren, und die Wurzel der Gleichung 

u 
Ux+f-~du 

e U, = A, 

unter A eine beliebige, von der Nulle verschiedene Griisse, oder auch die Nulle verstan

den, aursuchen. In den meisten Fällen werden wir es mit der Gleichung 

u 
u. + J u" du 

e 1 = 0 
zu thun haben. 

Sind nun diese Wurzeln u
1 

u
2 

••• uP, so hat man das Integral der Differential

gleichung bereits gefunden, es ist nämlich das in der Formel (23) enthaltene. Es wird 
jetzt am Gerathensten seyn, an einigen Beispielen die Wirksamkeit dieser Methode zu 
erproben, weil so am allerbesten erhellen kann, in welchen Fällen sie die nöthige An
zahl partikulärer Integrale wirklich liefert, und somit zum allgemeinen Integrale führt; 
und in welchen andern Fällen sie sich, wenigstens insofern als sie bisher entwickelt 
wurde, als unwirksam erweiset, und einen zwar der Differentialgleichung genügenden 
Ausdruck liefert, der aber nicht die nothwendige Anzahl Conslanten in sich schliesst, 
somit einer Vervollständigung bedarf, um zum allgemeinen Integral erhoben zu werden. 

Nehmen wir als erstes Beispiel die allgemeine Gleichung der zweiten Ordnung 
• 

i!X. (a + b x) + d Y (a + b x) + y (a + b x) = 0. 
d x' ' 2 d X l 1 o o 

Scheiden wir hier zwei Fälle, den wo b
2 

gleich Null ist. und den wo dieser Coefli

cient von der Nulle verschieden ausfällt. Im ersten Falle bekommen wir durch das Ver
schwinden von b, selbst, eine einfachere Form; überdiess lässt sich noch die Gleichung 

durch a
2 

dividiren, und erhält folgende Gestalt: 

' ~ + d Y (a + b x) + y (a + b x) = 0, 
d x' d X l l o o 

welche ihrerseits noch durch Einführung einer neuen Veränderlichen, mittelst der Sub
a 

stitution x = x' - r/-• auf die noch einfachere l<'orm 
1 

' !l + b x _dl' + y (a + b x) = 0, 
d x' l d X o o 

unter der Bedingung jedoch, dass b
1 

von der Nulle verschieden ist, zuriickgeführt wer

en kann. Ist aber b nicht Null, so wird man x - a, anstatt x setzend, die (26) in 
l ~ 

die einfachere 
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2 

x~+dY(a +b x)+y(a +b x)=Ü 
d x' d X 1 1 o o 

verwandeln, so dass es sich nunmehr bloss um die Integration der beiden letzteren han
delt. Wir wollen die (28) zuerst vornehmen und haben in derselben 

U
0 

= a
1 

u + a„. 

(28) 

U
1 
= u' + b

1 
u + b

0
, (20) 

U au+a 
fu"du=f, 'b • du. 

1 u + 1 u +b. 

Nennen wir, um zu dem Werthe des letzten Integrales zu gelangen, a und ß die 

Wurzeln der Gleichung 

u' + b
1 

u + b
0 

= O, 

so wird sich der Bruch unter dem lntegralzeichen in zwei Partialbrüche zerlegen las-
sen von der },orm 

A 
u- a 

A' 
und u- ß' 

und es wird 
u f u"du=ALog(u-a)+A'Log(u-ß)=Log[(u-a)A(u-ß)A']; (30) 

l 

und die Stelle der Gleichung (21) vertritt jetzt folgende : 

(u - a)A (u - ß)A' eu x = O. (31) 

Hier können erstens die Exponenten A und A' reel und positiv, oder auch imagi
när seyn; so jedoch, dass ihre reelen Theile positiv ausfallen. Findet diess St alt, und 
ist noch überdiess x selbst positiv, so wird man offenbar der Gleichung (31) Genüge 
leisten durch die Werthe 

V = a, u = ß, V = - eo; 
ist aber der Werth von x negativ, durch folgende andere : 

V = a, V = ß, U = + 00, 

Es ist diess keinem Zweifel unterworfen, im Falle A und A' reel und positiv seyn 
sollten; wenn jedoch a und ß zwei korrespondirende imaginäre Wurzeln sind, die sich 
nur im Zeichen des mit V -1 verbundenen Gliedes unterscheiden: so werden auch A 
und A' eben solche zwei korrespondirende imaginäre Ausdrücke, 

A = C + D V=i, A' = C - D V=t, 
und es könnte ein Zweifel erhoben werden ob 

(u-a)c+nV::; 

für U = a wirklich gleich Null sei. Man überzeugt sich indess hievon auf leichte Weise 

im Falle C positiv ist, wenn man bedenkt, dass 

(Je= o, onV:; = (e-"')nv:; = e-aonV::; = cos. (oo D) -V-1 sin. (oo D), 

Natu1·wissenschafiliche Abhandlungen, 1. 24 

(32) 

(33) 

(34) 
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gleich einer endlichen imaginären Grösse sei, deren Modulus die Einheit nicht zu über· 
schreiten vermag. Wir stossen hier gleich auf eine merkwürdige Erscheinung; wir 
sehen nämlich , dass das Integral der vorgelegten Differentialgleichung ein anderes sei, 
wenn der, der Variablen x beigelegte Werth positiv ist, und wieder ein anderes, wenn 
derselbe negativ ausfällt; namentlich haben wir für positive x: 

ß A A
1 

)"- )"-
1 d =Cf evx(u-a) (u-ß) du +C,J- 00 ux(u-a· (u-ß u 

y ' ' e ' b ' • u +b
1
u+b

0 
• u + 

1
u+b

11 

oder da 

v' + b
1 

u + b
0 
= (u - a) (v - ß), 

ß ' -er;) ' (35) y = C,f eux (u - a)A.-• (v - ß)"' -l d V + c,J eUx (u - a)A-l (u - ß)"' _, d l'j . . 
für negative Werthe von x aber: 

(36) y = C,fß eUx (u - a)A.--i (u - ß)"-
1
-1 d V 

(3i) 

(38) 

. 
Es ist wichtig hier noch die Bemerkung hinzuzufügen, dass, im Falle a und ß ima

ginär wären, etwa a = :\. + µV -1 und somit ß = :\. - µ V=t, man auch die lntegra
tionsg-renze oo in den Formeln (35) und (36) umsetzen _könnte in ± oo (:\. ± µ V-1, 
nur wären dann die Zeichen so zu wählen, dass der reele 'fheil der imaginären Gren1.e 
in der Gleichung (35) negativ, in der Gleichung (36) aber positiv ausfällt. Ferner wird 
man in diesem Falle, die in die letzten Formeln eingehenden Ausdrücke, durch die 
Kunstgriffe der Umwandlung der Grenzen und der schicklichen Transformation, in ihre 
reelen und imaginären Bestandtheile zu zerlegen Sorge tragen, um die dem Auge miss
fälligen, die V=t in sich schliessenden Formen zu vermeiden. 

Nehmen wir jetzt einen zweiten möglichen Fall an, den nämlich wo einer der Ex
ponenten A und A' positiv, der andere negativ ist, und setzen wir, um diese Beschaf
fenheit derselben ins Auge fallen zu lassen, - A' anstatt A', su erhalten wir anstatt 
der Gleichung (33) folgende andere: 

(i;-at 

(u- ß) 
A' 

deren Wurzeln fiir positive x sind: 

u = a, v = - oo, v = + eo V -1· 

Die ersten beiden W erthe von U leisten der {37) immer Genüge ; der dritte aber 
nur dann, wenn A' > A ist. U ebrigens sind hier A und A', so wie a und ß, immer 
reel, der Natur der Sache nach, weil, wenn sie imaginäre Grössen wären, sie einan· 
der korrespondiren müssten, und sich bloss im Zeichen von V~1 unterscheiden könnten, 
man also nicht leicht ,·on einem positi,·en A und negativen A' sprechen könnle; es sei 
denn, dass A die Form B V -1 und A' die wrwandte - B V=-1 anniihme, in welchen 
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letzteren Falle der dritte der in (38) aufgezeichneten Werthe von U gänzlich wegzufal

len hat, gerade so wie derselbe auch wegfällt, wenn A > A' ist; für negative x hin
gegen bekömmt die Gleichung (37) die Wurzeln 

u = a, u = + oo, u = ± oo V -1; 

die letztere derselben in der Voraussetzung, dass A' ::> A ist. Das In tegrnl der vorge

legten Differentialgleichung erscheint nur abermals in zwei verschiedenen, der positi· 
ven und negativen Beschaffenheit der Variablen x entsprechenden Formen, nämlich: 

! -"' Ux (u-cr)A-•d u + C J+ "'V=-i eUx {u-cr)A-• du 
y = C1 • e ' 2 A' t , (39) 

(u-ß)A+• _„V=t (u-/3) + 

+«> 
y=C.f . 8ux (u- at-• du + C J+„V=t eux (u - cr)A-•_«!~ 

A' 1 2 V A1+t ' (u-/3) + _„ =i (u-/3) 

Die erste dieser Formeln gilt für positive, die zweite für negative Werthe von x. 
In beiden muss der zweite mit der Constante C

2 
verbundene Theil weggelassen wer

den, wenn entweder A = A' oder A > A' ist, der sodann übrig bleibende, nur mit 
einer einzigen Constante C

1 
verbundene Werth von y, hat den Charakter eines allge

meinen Integrales verloren, und muss durch den Zu~atz eines andern partikulären Inte
grales, welches eine zweite Constante in sich schliesst, vervollständigt werden. Wir 
verweisen jedoch in Betreff der Methode dieses zu leisten, wie schon gesagt wurde, 
auf den folgenden Paragraph. 

Betrachten wir jetzt den dritten Fall wo A und A' negative oder imaginäre Zah
len sind, deren reele Theile negative Werthe haben. Verwandeln wir, um diess dem 

Auge ersichtlich zu machen , A und A', in - A und - A', so dass die Gleichung 
(31) jetzt in 

(40) 

eUx 
i = 0 (41) 

(u - cr)A (u - /3)A 

iibergeht und erfüllt wird durch einen jeden, für U gesetzten Ausdruck von der Form 

u = oo (M + N V -1), 
unter N eine beliebige positive oder negative, unter l\I aber eine andere dem nummeri
schen Werthe nach ebenfalls willkürliche, den Zeichen naeh aber der Variablen x ent
gegengesetzte Zahl verstanden, die, wenn man will, auch gleich Null seyn kann, so 
dass es gestattet ist für U folgende zwei Werthe anzunehmen~ 

u = oo v=t, u = - oo V -=t. 
Hieraus folgt der W erth von y : 

+"'V=i euxdu 

y=C,f_.,,V=t (u-crl+'(u-/3)A'+t' (42) 

mit einer einzigen Constante C
1 

, der also abermals ein unvollständiges, parlikuläres In
tegral ist, auf welches wir im folgenden Paragraphe zurückkommen werden. 

24* 
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Ein vierter J<'all ist, wo einer der beiden Exponenten A und A' der Nulle gleich 
wird. In diesem Falle geht die Gleichung (31} über in 

(43) (u - a:)A eu.. = O 

(44) 

(45) 

(46) 

(47) 

und kann nunmehr durch die Werthe 

u=a, U= - CO 

erfüllt werden, wenn A und x positiv sind, ist aber A positiv und x negativ, durch 

die anderen: 

U=rz, U=+co; 
fiir negative Werthe von A aber durch 

U=±=V.::1. 
In allen diesen J<'ällen erhalten wir aber nur ein einziges partikuläres Integral das 

nur mit einer Constante verknüpft ist. Zugleich kann hier bemerkt werden, dass 
das Verschwinden der dritten Wurzel der Gleichung (31), die wir hier gebraucht 
hätten, um zum vollständigen Integral zu gelangen, dadurch veranlasst werde, dass 

in dem Bruche 

u„ a, u+au 

U, = u' + b u + b ' 
1 " 

Zähler und Nenner den gemeinschaftlichen Faktor u - ß bekommen. 

Endlich ist noch der Fall zu betrachten, wo die beiden Wurzeln der Gleichung 

u' + b
1 

u + b
0 
= 0 

einander gleich sind. Der Bruch (44) wird dann in zwei Parzialbrüche zerlegt von 

der Form: 
A 

und 
A' 

(u - rz)
2 u-a: 

Es wird ferner 

[~..!'.du=[~+[ A'du -A + A'Log(u-a:), 
U

1 
(u-a:) u-a: u-a: 

und wir erhalten statt der Gleichung (31), folgende: 

A1 Ux __ A_ 

(u-a:} e U-• = O; 
und dieser wird fiir verschiedene Werthe von A, A', rz und x auf verschiedene Weise 
Genüge geleistet. So haben wir, wenn alle diese Grössen bis auf x positiv wären, 

u = rz + e, u = eo, 
unter e eine verschwindende Grösse von positivem Werth verstanden. Diess führt aber
mals zu einem Integral mit einer einzigen willkürlichen Constante, nämlich 

+eo Ux + _A_ A'-2 
y=C, r e U-• (u-a:) du, 

Ja.+ s 

und wir sehen, dass in sehr vielen Fällen das Integral, zu welchem wir durch diese 
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Methode gelangen, ein unrnllständiges sei. Die Ursache hiervon ist, weil die Differen
tialgleichung in solchen Fällen partikuläre Werthe zulässt die nicht unter die ihnen 
vorausgesetzte l<'orm eines bestimmten Integrales fallen, sondern entweder die Form 
einer reinen oder, mit einer allgebrischen Funktion von x multiplizirten Exponentielle 
haben, wie demnächst gezeigt werden soll. 

Ein spezielleres Beispiel bietet die, in vielen Disquisitionen der mathematischen 
Physik wiederkehrende, der Form nach hieher gehörige Gleichung 

2 

x ~ + a iJ + b
2
xy = 0, 

d x' d X -

die wir desshalb zu integriren nicht unterlassen wollen. 

Wir haben in derselben 

U =au, 
II 

U1 = u
2 ± b', 

f u f udu 
u~ du = a u' ± b" 

' 2 2 
0 a Log (u ± b ); 

die Wurzeln der Gleichung aber 

u 
ux+f-u.!'.du •..!..• 

e 1 = (u2 ± b)' eV• = 0, 
sind entweder 

(48) 

(49) 

u = b, u = - h, u = - oo, (50) 
wenn x positiv ist, und mao von den beiden Zeichen ± das untere wählt, oder 

U = b, V= - b, V= ex>, (51) 
für negative x. 

Nimmt man im Gegentheile von den beiden Zeichen ± das obere an, so erhält man 

für positive x: 

u=+hV=1, V=-bV-=i, v=-oo, 
für negath-e x: 

u = + b V -1, u = - b V -1, u = oo. 

Es besitzt somit die Gleichung 
2 

x !L + a dy - b
2
xy = 0 

d x' d X 

ein allgemeines mit zwei Constanten versehenes Integral das für positive x gegeben 
wird durch die J<'ormel: 

(52) 

(53) 

+h :a 2 fa..-1 . -b 'a 2 fa-1 (54) 
y=C1 J_b (u -b) eu'dv+C,J_„ (u -b) eL'dL, 

für negative Werthe von x aber durch folgende andere: 
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+ b 2 2 ..!.. -t V oo 2. 3 ~ -1 U 
y = C

1 
[ (u - b)' e •du + C, [ (u - b )' e •du; 
-b b 

auch sieht man ohne Schwierigkeit ein, dass diese beide Formeln sich in eine einzige. 
für positive und negative x gillige, zusammenziehen lasseo, nämlich: 

f 
+b , 2 ~-1 uV;;>d J"' , • -"--1 uV-;> 

(56) y = C
1 

(u - b) • e u + C, (u - b )' e du. 
-b b 

Hingegen entspricht der Gleichung 

x dy + a dy + b2
xy = 0, 

dx' dx 

für positive x, folgendes Integral: 

(57) y=C,J.bV=-, (u2 +b
2
)-i---•e1'• du+ C,J.-bV~ (u2 +b

2
)-i--•eux du+ ... 

0 0 

für negative x folgendes andere : 

(58) y=C,[bV~(u'+b2)T-'eU• du + C,J.-bV~(u'+b'/-•ev'du +. ·. 
0 0 

+ CSI 2 a 
+ C,f_ (u'+b).--

1
eUxdv, 

0 

während die Constanten der Bedingungsgleichung 

00 ~+~+~=O 
unterworfen sind. 

Das bestimmte Integral 

J.bV~ (u' + b') i- -1 eVx du 
0 

wird, wenn man U V.=t anstaU U einführt, umgewandelt io 

eben so verwandelt sich 

b 2 .!..e.-) v-
- [ (u'-b)' eux -'duV..:t; 

0 

[-bV-::;, (u' + b\i- -1 eux du, 
0 

durch Einführung von - U V=-1 anstatt U, in 



INTEGRATION LINEARER DIFFERENTIALGLEICHtJXGEX, 

b 2 a -1 
+ f (u0 -b)2 e-uxV:JduV-=i, 

0 

und die Summe 

C
1 

fbV:::-, (u2 + b
2
)-;- -

1 eux du + C
2 
J-bV=-, (u2 + b\i· -l eVx d v, 

0 0 

wenn man 

C1 = ~ (B, + B, V=i), 
setzt, geht über in 

C = ~ (8
0 

- B
2 

V=t) 

rb ... 2 a 1 fb . 2 .!.. -1 
B

1
J. (u·-b)2 -· sin.ux du + 8

2 
(u -b) 2 cos. ux dv; 

0 0 

daher sich denn die Formeln (57) und (58) auch so schreiben lassen : 

191 

b 2 2.!.._1 -cc 2fl 

y= f (v -b) 2 [ß
1
sin.ux+B,cos.ux]du + C,f (u2 +b)0 -

1
eu'dI:, (60) 

0 0 

b 2 2 ..:. -l • Ql 2 2 ..:. -1 V X 
y= I' (v-b)' [Bs1n.ux+Bcos.ux]du +Cf (u+b)' e dI:. (61) J 

0 
1 2 a 

0 

Von diesen gilt die erste für positive, die zweite für negative x. Die Constanten 
B

1 
und C

3 
sind durch die Bedingungsgleichung 

B, + C, = 0 
aneinander gPknüpft; B

2 
ist ganz willkürlich. 

Die Gleichung ( 48) wird also nach unserer Methode stets vollständig integrirt, 
wenigstens so lange der Coeffizient a nicht o und nicht negativ ist, und selbst in dem 
letztgenannten Falle wissen wir uns das allgemeine Integral, welches dann unter einer 
andern Form vorkommt als die vorausgesetzte, ohne bedeutende Schwierigkeit z11 
,-erschaffen. 

Um so viel als möglich alle die verschiedenen Fälle z11 erschöpfen, und alle Schwie· 
rigkeiten kennen zu lernen, die der Anwendung unserer Integrationsmethode sich in den 
Weg stellen können, wollen wir die bisher noch ausser Acht gelassene Gleichung (27) 

2 

!L + b x dy + y (a + b x) = 0 
d x' t d X u u 

einer ähnlichen Untersuchung unterwerfen. Wir haben in derselben 

U
0 
= u

2 + a
0

• 

ul = b, u + h •• 

f u„ !r:' + a . r:' b„ r: (a" b.\ erd u = b u +"b du= IT - - 2 + b + -,; Log (b, t + b0 ), 

l 1 0 l bl 1 h, 
(62) 
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und die Gleichung 

u 
Ux +[--"-du 

e . U, 0 
geht, wenn wir der Kürze wegen 

a b 2 

--"-+--"- A 
b b' 

1 1 

setzen, über in 

U~1 bo U 

(b u+b)A eux+ 2ii-b'"2 = 0. 
1 u 1 

Ist A positiv, so sind die Wurzeln dieser Gleichung für positive b
1 

: 

b 
u = - f• u = ± = V-=t 

1 

und 
b 

V= - f, U = ± oo 
1 

für negative b
1

, und das zwar ob x positiv oder negativ ist. 

Wir erhalten somit ein allgemeines Integral das für positive b
1 
folgende Gestalt hat: 

h„ ( h ) v' 
Y =Cf-~(b u+b )A-•eU x-~ +2ildu + 

1 0 1 0 1 l 

"'V=i ( h 0 ) u
2 

+ C r (b U + b )A-l eU x- b2 + 2h- d V + 
'Jj

0 
1 u 1 1 

Zwischen den Constanten C
1

, C
2

, C, findet die Bedingungsg·leichung: 

c, + c. + c, = 0 
Statt. Die letzten zwei in der Formel (64) vorkommenden bestimmten Integrale, wan
deln wir, durch Einführung von U V.::t und - U V.::t anstatt U um, und bemerken zu 
dem, dass in Folge der zwei identischen Gleichungen : 

(65) (b. ± b, V V.::t)A-• = 
A-1 b V b V 

= (b.' + b1

2
u'p- [cos (<A-1) arc.tg. i;) ± V=isin. ((A-1) arc.tg. t)l 

(136) 
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und der noch überdiess willkürlich hinzugefügten: 

2 C
1 

= B
1 

- B, V~1, 2 c. = B
1 
+ B, V=t, 

die For~I (64) auch so geschrieben werden kann : 

b 

" ' ( b y=C,f-~Cb0 +b1 u/-
1 e:b, +u •-b:•)du + 

0 

Die Constanten B, und C
1 

müssen so gewählt werden, dass B, + C
1 

= 0 _wird; 
n, ist willkürlich. 

Für den Fall, dass B, negativ ist, hat an die Stelle der Formel (64) oder (67) fol
gende andere zu treten : 

bn 2 b 

b A-1 U ( ") 
Y=Cf•Cb-bu) e-2b+u•--b,du+ 

1 -CJ:I 0 t t 1 

Wir haben hier h
1 

in - b
1 

umgesetzt, um die negative Beschaffenheit dieses Coef

licienten dem Auge ersichtlich zu machen. 

Die Formeln (67) und (68) setzen beide ein positives A voraus , und gelten nicht 
mehr, wenn dieser Exponent 0 wird oder negativ. Ersteres tritt ein, wenri Zähler und 

u 
Nenner des Bruches u-"- einen gemeinschaftlichen Faktor besitzen, ein Fall, der das nach 

1 

unserer Methode gefundene Integral immer unvollständig macht. Wir haben in der That, 
für verschwindende und negative A anstatt dreier, nur mehr zwei der Gleichung (63) 
genügende Werthe, nämlich: U = ± = V=t, für positive h,, und U = ± oo für 

negative Werthe dieses Coefficienten , und somit für positive b
1 

folgendes partikuläre 

Integral: 

:\'aturwissenschanliche Abhandlunger1. 1. 25 

(67) 

(68) 

(69) 



(70) 

(71) 

(72) 

(i3) 
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für negative b, hingegen: 

Len 

ser 

+ oo u• ( h0 ) 

Cf ---+U x-- du 
y= e 2b h' ~~~-A+l' 

' _ 00 ' 1 (b
0 
+ b

1 
u) 

Wir haben in der ersten dieser beiden Gleichungen - A anstatt A, in der zwei
aber - A und - b

1 
anstatt A und b

1 
gesetzt, um die negative Beschaffenheit die

Grössen auffallend zu machen. 

Wir werden im folgenden Paragraphe auf diese Formeln zurückkommen, und se
hen, wie die hier gewonnenen unvollständigen Integrale sich vervollständigen lassen, wo 
wir auch die Ueberzeugung gewinnen werden, dass die anscheinende Unzulänglichkeit 
unserer Methode weit entfernt eine Unvollkommenheit zu seyn, sich vielmehr in einen 
Vortheil umgestaltet, so wie sich überhaupt in sehr vielen Zweigen der mathematischen 
Analysis die Bemerkung machen lässt, dass eine überwundene Schwierigkeit, nebst dem, 
durch V eberwindung derselben errungenen Vorlheil auch noch meistentheils den anderen 
darbiete, neue Wege zu eröffnen, und oft neue Entdeckungen zu veranlassen. 

Kommt endlich der bisher noch nicht betrachtete spezielle Fall vor, wo b
1 

0 

ist, dann wird das Integral: 

V f-u" du 
1 

nicht mehr den durch die J<'ormel (62) dargestellten Werth besitzen, sondern folgen
den anderen : 

An die Stelle der Gleichung (63) aber tritt 

' Vx+ -~+~ U 
e 3bu bu =Ü; 

dieser wird durch alle jene Werthe von U Genüge geleistet, die die Gleichung; 

' u b =-0::> 

u 

erfüllen; die Wurzeln aber dieser letzteren sind für positive b
0

: 

u = - oo, u = oo ( - 1 + V=ä) und u = oo ( - 1 - V -s). 

Es kommt also das Integral der Gleichung: 

' t!.1'.. + y (a + b x) 
d x"' 0 0 

in folgender Form vor: 

0, 
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a:i(-t-V=a) V (x + ~) +-_{_ 
+c,J e bo Sbodu, 

0 

in der die Constanten C,, C,, C
3 

der Bedingungsgleichung: 

c, + c, + c, = 0 

unterworfen gedacht werden. 

Von den drei bestimmten Integralen, die den zweiten Theil der Gleichung (7 4) 

bilden, formen wir das erste durch Substitution von - U anstatt U,, das zweite durch 

Setzen von U (- 1 +V -3) anstatt U, das dritte durch Setzen von U (- 1 - V -s) 
anstatt U, um, und bezeichnen der Kürze wegen die beiden imaginäreo Binome 

- 1 + V-s und - 1 - V=-a durch r, und r,, und erhalten anstatt (74): 
3 

(74) 

f~ -~ [ -U(x+-"".) 1· u(x+ ~\ r ufx+-""-)] 
J= e Sb0 du - C

1
e . h0 +C,r

1
e 1 . b0 / +C:ir

2
e 2 \ h„ .• (7:\) 

0 

Ist b
0 

negativ, und handelt es sich also um die Gleichung: 

' ~y_ + y (a - h x) = 0, 
d x2 u u 

so erhält man genau auf dieselbe Weise: 

"' u' ( •„) y=J e-sb.du[C,eux-~ 
0 

es ist abermals 

c, + c, + c, = 0, 
nur r

1 
und r

2 
bekommen eine etwas andere Bedeutung; sie gehen nämlich über in die 

zwei imaginären Wurzeln der Gleichung: 

u' = 1. 

Hiermit wären denn alle die J<'älle erörtert, die bei de1· Integration einer Differen
tialgleichung der zweiten Ordnung von der betrachteten Form vorkommen miigen, und 

es ist uns meistentheils gelungen, ein allgemeines Integral mit zwei Constanten aufzu
finden; wo wir aber ein solches nicht fanden, bekamen wir wenigstens ein partikulä
res mit einer einzigen Constante. Bevor wir nun zeigen, wie das letztere w kompleti
ren sei, wird es gut seyn, noch einige Beispiele der Integration solcher Gleichungen 
anzuführen, die die zweite Ordnung überschreiten. Es sei also gegeben die Differen

tialgleichung des n"" Grades: 
25* 

(70) 

(77) 
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(78) d"y+axy=O, 
d x" 

so ist hier 

u„ = u". u, = a, 

U 1 u•+1 
Ju~du= -;;Ju"du =a(n+t)' 

u 
(i9) tJx+fu" du ux+ u"+t 

e 1 = e n (n+t) = o. 
Dieser letzten Gleichung genügen alle Werthe von U

1
, die der Gleichung 

(80) vn+1 = - eo 

(81) 

(82) 

Genüge leisten ; vorausgesetzt, dass a positiv ist. 

Nennt man aber die Wurzeln der Gleichung 

un+i = - 1, 
fl.

1 
, fl.

2
, fl, ... fln+t, so sind die Wurzeln der (80) 

µ.1 eo, l·\ ex>, µa eo • • • µ11+1 oo ; 

woraus schon das allgemeine Integral von (78) folgt, nämlich : 

p. CD VTitl JJ- CO liß+l fJ- 7J li!i+I 

J J Vx+--- J 2 Ux+-- J ~ Ux+--Y = C
1 

e '(n+i) d U + C, e a (n+t) du + C, e • (n+1) d l' + .. 
0 0 0 

UTI+l 

f f'ntlCD UK +---+ cn+t e a (n+I) d U , 

0 

während zwischen den Constanten die Bedingungsgleichung besteht: 

C1 + c, + c, + • • • + cn+I = 0. 
Die n+t bestimmten Integrale in der l<'ormel (81) lassen sich in ein einziges zu

sammenziehen, wenn man in ihnen, der lleihe nach µ
1 
U, µ

2 
V ... µ„tt U anslatt V ein-

führt, und zugleich µ
1 
C,, µ, C

2 
• • • l·'.i+i C11 " durch die willkürlichen Constanlen 

B,, B, ... B0 t1 ersetzt, wie folgt: 

llntt 

"' --- [ ii Vx p Ux JJ. Ux p. Ux] 
y = J e a(n+1) du B e 1 + B e ' + B e ' + ... + H,„, e " 1 

• 
0 1 2 3 

Die zwischen den Constanten B Stall findende Beziehung ist jetzt folgende: 

B1 B
2 

8
3 

ßn+I -- + -- + -- + ... + -- = 0. 
fl.1 fl.2 fl, fln+I 

Die l<'ormel (82) gilt auch für negati"e \Verthe von a; d. h. sie gibt auch das Jn. 
gral der Gleichung: 
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d" _.l'.-axy=O, 
dx" 

nur sind, im Falle a negativ ist, µ
1

, µ
2

, µ
8 

••• µn+i nicht die Wurzeln der Gleichung: 

u"+I - 1, 
sondern vielmehr die der andern: 

Wählen wir jetzt als zweites Beispiel folgende Differentialgleichung der n''" 
Ordnung: 

d" Y + a d"-l Y + a dn-• Y + ... + Ca„ + b„ x) y = 0, 
d x" 11

-
1 d x0 - 1 •-• d x" -• • • 

in welcher die eben betrachtete (78) als ein spezieller Fall enthalten ist, so hekom· 
men wir: 

U
0 

= v" + a
0

_
1 

u0
-

1 + a
0
_, u•-• + ... + a

0
, 

u, = h •• 

U 1 [ OH UD D-1 

f -"-dv= - u--+~+a"_' v ] 
U, bo n+1 n n-1 + · · · + a. v ' 

und anstatt der Gleichung 

die folgende: 

[
uni t an-1 u" an-2 un-1 ] 

Ux+...!._ -- + + + + e b 0 n+1 --.- n-1 • • • a. u = 0 ; 

dieser aber wird Genüge geleistet durch alle jene Werthe von U, für welche 

(83) 

(84) 

u"+l u" un-1 
--+ an-1 -+an-• -- + ... + ao v = + = (85) 
n+1 n n-1 

i~, von der im zweiten ')'heile enthaltenen unendlichen Grösse das obere oder untere 
Zeichen genommen, je nachdem b

0 
positiv ist oder negaliv. Diese Werlhe von U kön

nen nur unendlich seyn, es wird also das Gleichungspolynom in (85), mit seinem er
sten Gliede zugleich unendlich, und zugleich positiv oder negativ. Hieraus folgt, dass 

man dieser. Gleichung die einfachere: 

u"+i = + = (86) 

wird substituiren können. Setzen wir um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben 
b posiliv, und nennen wir die Wurzeln der dieser Annahne entsprechenden Gleichung, 

die die (86), genommen mit den obern der beiden Zeichen ist: 
µ

1 
eo, µ~eo, µ.

1 
eo ... µ0 J 1 eo, 



(87) 

(88) 

89) 

(90) 
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so ist das gesuchte allgemeine Integral unserer Differentialgleichung: 

+ ao u] du + 

f 
,...2 «; 1 cn+t un 

+c ux+-[--+a -+„.+au]du+ 
2 

e · h
0 

11-1-1 11-1 11 o 

0 

+ a11 u] du + ... 

~ · "' [un+J u" 
f "' Ux+_!__ --+a - + + cn+1 e bu n+t n-1 n + a. u] du. 

0 

Die Constanten der Integration: C
1

• C
2 
••• Cn+• sind an die Bedingungsgleichung: 

C
1 

+ C
2 

+ C
3 

+ , • , + cn+I = Ü 

gebunden. Die n+t bestimmten Integrale, die in der l<'ormel enthalten sind, lassen sich in 

ein einziges zusammenziehen, indem dieselbe zunächst auch so geschrieben werden kann : 

IH 1 p. ao UD +1 UD ] 

-S[cf • ux+_!_[-+a"_,- + ... + a t:]dv. Y - k 4 e h
0 

n+1 n u 
l 0 

Das Summenzeichen auf die Zahl ci bezogen. Nun setzen wir /1, U anstatt U, unit 

formen den letzten Ausdruck so um, in: 
o:::i l'll-lt 11+1 1 ~"null 1 

y = J je- h,i•rndu S [11.C.e~"ux+~[a„_1 -,-,- +' · '+ a11 /1, uJ]I. 
0 1 

Dieselbe Formel gilt auch für negative b11 , und bietet somit das Integral iter 

Gleichung: 

ll°l' + a dn-i Y + + ( b ) 0 
d x" n-1 d Xn-1 • • • a„ - " X y = ' 

wenn man nur unter µ
1

, 11, .•. 11
0

,
1 

nicht mehr die Wurzeln der Gleichung i.;"+i = - 1, 

sondern vielmehr die der andern : u"tt = 1 versteht. 

W'ählen wir zuletzt als Beispiel noch eine Gleichung der n'•" Ordnung, bei wel

cher unsere Methode die mindeste Wirksamkeit besit1.t, weil wir mittelst derselben nur 

ein partikuläres Integral, mit 2 oder 3 Constanten weniger als nöthig ist, und als die 

Ordnungszahl der Gleichung Einheiten in sich erhält, erhahen; nämlich: 

a" Y ' y -- ± a y = 0. 
d x" 

Es ist hier 

U = + a', U = u" 
0 - 1 ' 

u„ 2 du - a' 
f-o- du = + a f -;;- = + ( 1) n-1' 

1 - u n- u 
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und die Gleichung zur ßeslimmung der Grenzen : 

welche lelztere, wenn U 

.• 
Ux+ ----

e (n-11 u"-1 = 0, 
1 
v gesetzt wird, übergeht in : 

x- a2 vn-1 
-+---e V 11-1 o. 
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Betrachten wir hier zuerst den }'all, wo x posiliv ist, und von den beiden Zeichen 

+ das untere gilt. Die Wurzeln der letzten Gleichung sind dann alle diejenigen Wer
the von v, die eine der beiden folgenden Gleichungen erfüllen: 

V == - !, 'Vn-1 = - 00, 

unter s eine ins Unendliche abnehmende, entweder reele positive oder solche imaginäre 
Zahl verstanden, deren reeler Theil positiv ist. Bezeichnen wir jetzt die Wurzeln der 

Gleichung v"-1 = - 1 , mit µ
1

, µ
2

, µ
3 

••• µ
11

_
1 

, so sind die der Gleichung v"-1 = - cc: 

µico' µ200, p.300 •. • µ11-100. 

Unter ihnen wird es reele negative oder solche imaginäre geben , deren reeler 
Th.eil negativ ist, und andere reele positive oder solche imaginäre, deren reeler Theil 
positiv ist; man sondere sie von einander, so dass man zwei Abtheilungen von Wur
zeln bekömmt, und wir wollen voraussetzen, dass µ

1 
oo, µ

2 
eo ... µ, cc, die der ersten 

Abtheilung µ,+ 1 eo, µr+• cc ... µ
0

_
1 

eo, die der zweiten Abtheilung angehörenden seyen, 

den speciellen Fall einstweilen ausser Acht gelassen, wo unter den besprochenen Wurzeln 
ein Paar rein imaginäre : + V -1 und - V -1 vorkommen. 

Es bieten sich uns unter diesen Voraussetzungen vor der Hand r partikuläre Inte
grale an, die je mit einer willkürlichen Constante multiplizirt und addirt für y folgen
den Ausdruck liefern, der, wie schon gesagt, hloss fiir positive x giltig ist: 

2 n-1 2 n-1 
,.,. IXI X + a V ~2 IXI ~ + -· _v_ 

y= cf 1 ev -n---1- v"-'dv +cf e• 11-1 

1 J'JE 2 µ.2e 

v•-• d V + . 

(91) 

l'rCD ~ + fl2 vn-1 (92) 
+c,[ e• 11

-
1 v"-'dv, 

Pr 1 

und dessen einzelne Theile durch bezügliche Veränderung der Variablen v in µ
1 

v, 

µ, v .. µ, v verwandelt werden können, so dass man erhält: 

eo _ 8 1. vn-1 x _x_ x ) 

J = - f e --;;::,--- V
11

-
2 d V (c e-;;;v + C eP2 V+ • • • + c,.e;;;:v- • (93) 

0 1 ' 

Dieses innerhalb der Grenzen O und eo genommene Integral muss hier als die 
Grenze angesehen werden, dem sich das innerhalb der Grenzen e und eo genommene 

fortwährend nähert, bei dem Konvergiren von e gegen die Nulle. 
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An die Stelle dieser Formel hat, wenn x nicht positiv, sonde·rn negaliv wäre, of

fenbar folgende andere zu treten : 
2 n-1 2 n-t 

u"'xav xav 

f 
•r+t -+ -- JP-r+:1:1:> -+--

Y = er+, e V n-1 vn-2 d V + c„+2 e V n-1 

l-'1·+1 8 P.r+2 1 

2 n-1 
fL et;, K a V 

+ cn-1! •-I e-;:- + -n---1- v0 -• d v, 
p.n-t 1 

v"- 2 d V t • 

oder, nach vorhergegangener ähnlicher Reduktion, wie die eben angewendete: 

5 f «J aa v"-1 n 2 d ( -'- -'- -'-) 
(!J ) Y = - e---;;-:,- V - V C„

1 
ePr+I V + C,„ ePr,> y + • • • + C

0
_

1 
eP0 _, V • 

0 

Wir haben bislter nur von einem Theil der Wurzel der Gleichung v"- 1 = - J 

Gebrauch zu machen vermocht; die übrigen bieten bei ihrer Erscheinung als Grenzen 
der Integration entweder den Nachtheil, dass die Funktion unter dem lntegralzeichen 

und innerhalb der Grenzen durch Unendlich durchgeht, das Integral also selbst in einP 
Form übergeht, die etwas analoges mit einer divergirenden Reihe hat, oder es werden 

gar beide Grenzen unendlich, und das bestimmte Integral der Nulle gleich. 
Gleiches widerfährt uns in dem zweiten bisher noch nicht betrachteten Falle, wo 

von den beiden Zeichen + in (91) das obere zu gelten hat, d. h. wo 

d° 
X _)'_ + a2 y = 0, 

d x" 

die zu integrirende Gleichung ist. Sind nämlich µ
1

, µ, ..• µ„ und µ1.+ 1 , µ„+ 2 ••• µ„_,, 

die Wurzeln der Gleichung v"-1 = 1 bereits in zwei Abtheilungen zerlegt, deren erste 

diejenigen begreift, die reele negative, die zweite diejenigen, die reele positiven He
standtheile besitzen, so haben wir für positive x eine Formel für y, die der Form nach 
mit der (93), und für negative x eine andere zu erwarten, die wieder der Form nach 

mit der (95) übereinslimmt. 

Kommen endlich unter den mit µ bezeichneten Wurzeln die rein imaginären:+ V=t 
und - v.:.1 vor, so entspricht ihnen ein einziges partikuläres Integral von der Form: 

+ oo V=t X 6 .3 vn-t 

Cf -+-- n-2d Y == e V n-t V l; , 
-cr:.V=t 

die man durch Umwandlung ,·on v in v V-1 umsetzen kann, in: 

+"' 
y=Cf__~ 

X v:-i a2 Vn-t 

e -,-----;:;-- ~n-2 d V; 

und dieses partikuläre Integral ist dann zu den übrigen in die Formeln (93) und (95) 

eingehenden, noch hinzu zu fügen. 

Gehen wir von dem behandelten allgemeinen, zu dem spezielleren Beispiel der Glei
chung der dritten Ordnung über : 
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' x!l'-y=Ü, 
d x" 

(9ö) 

so erhalten wir an die Stelle der (91) 

~ + _!_ v' (9il . 
ev 2 0' 

und somit v = ::':: oo v=T; diess gibt ein partikuläres Integral mit einer einzigen Constante: 

+ a:i V-=t ~ + _!. va y=C[ e• 2 vdv, 
-cr;V:) 

oder durch Umänderung von v in v V -1: 

+ai xV=-1 t 2 
y = - Cf e--.--2• v dv, 

--a> 

xV::; x X 
da hier e- -.- = cos. v - V -t sin. v ist, so lässt sich dieses Integral in zwei zer-

legen, von welchen das erste, mit dem cos. ~ verknüprte identisch Null, das andere 
V 

aber aus zwei gleichen Theilen zusammengesetzt ist, dem zwischen den Grenzen - oo 
und Null und dem zwischen Null und oo genommenen, so dass der Werth von y auch 
so wiedergegeben l"~rden kann: 

"' 1 • 

f --v X 
y = B e 2 sin. --; v d v. 

0 

Hätten wir aber anstatt (96) folgende andere Gleichung der dritten Ordnung: 

(98) 

ly 
X - + J Ü, (99) 

dx' 
zu integriren, so bekämen wir: 

X f 0 
---v 

e• 2 O, 

somit v =±eo, und somit entweder: 

oder: 

-a> X 1 „ 
y=C[ e>-2 vdv, 

0 

+m X f 2 

y=c[ e>-2"vdv, 
0 

je nachdem x positiv ist oder negativ, so dass man alfgemein fiir beliebige x schrei
ben könnte: 

Nalu1·wlssenschanliche Abhandlungen. 1. 26 

(100) 
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In jedem Falle haben wir von einer Gleichung der dritten Ordnung auf dem hier 
betretenen Wege nur ein partikuläres Integral mit einer einzigen Constante gewon· 
neo, welches noch durch einen Zusatz zu vervollständigen seyn wird, der zwei willkür
liche Constanten enthalten muss. 

Noch ungünstiger ist das Uesultat, dem wir bei folgender Gleichung der fünften 
Ordnung begegnen: 

Hier wird zuförderst 

xiL + y 
dy' 

X f O 
- - -V 

o. 

eV 4 0, 

und somit v = ± co oder v = ± co V=i, also für positive oder negative x: 

- cc V~ 1 „ + l'XI V=i X 1 "' . 

(102) y=C,J e-v--4v v"dv+c,J e-;-4v v3 dv, 
o -~V~ 

(1) 

(2) 

also nur ein Integral mit zwei Constanten, das einer Vervollständigung bedürftig ist, 
die drei andere in sich begreifen muss. 

§. 2. 

Betrachtung derjenigen Fälle, in welchen die vorgetragene Integrations
methode nur unvollständige Integrale liefert, und Vervollständigung 

derselben. 

Der Weg, den wir zur Integration von solchen Differentialgleichungen eingeschla
gen haben, deren Coellicienten lineare Funktionen der unabhängigen Variablen sind, ist 
im Wesentlichen folgender: Wir setzen das gesuchte Integral voraus unter der Form: 

Y =Ju"eux V du, 
U' 

und erhalten nach gehöriger Rechnung: 

u 
V= C fu.!!... du. 

U e 1 

1 

und zur Bestimmung der Grenzen : 

f
u u" 

! Ux+ u" dut 
Ce 1 l.·=O. 

Nun kann offenbar nur dann von einer Differentialgleichung der n'"" Ordnung ein all· 
gemeines Integral mit n Constanten gefunden werden, wenn die Gleichung (2), oder 
die gewöhnlich an ihre Stelle tretende : 

u 
(3) Ux+ frf d L 

e 1 () 
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Wurzeln zulässt, n+t an der Zahl, zwischen welchen n Intervalle vorhanden sind, die 
sich zu Intervallen der Integration machen lassen, was dann zu n partikulären Werthen 
führt. Wir werden also jedesmal ein unvollständiges Integral erlangen, wenn 

1. die Anzahl n+1 der Wurzeln der Gleichung (3) durch was immer fiir einen Um
stand, der einige derselben wegfallen macht, verringert wird, und 

2. wenn unter den parlikulären Integralen, die man sich verschalft hat, einige ent· 
weder idenlisch gleich Null, oder von den übrigen nicht verschieden sind, oder 
unter Formen erscheinen, welche eine Analogie mit der l<'orm einer divergirenden 
Reihe haben, was z. B. dann der Fall ist, wenn die Funktion unter dem lntegral
zeichen innerhalb der Integrationsgrenzen durch Unendlich hindurch geht. 

Verfolgen wir jetzt die Fälle, in welchen einige der Wurzeln der Gleichung (3) 

wegfallen, offenbar kommt hier alles an auf die Form, in welcher das Integral 

u f v.!!_ du 
1 

erscheint, und man verfährt bekanntlich bei der Berechnung derselben auf folgende 

Weise: Der Bruch ~.!!_ wird, falls er ein unechter seyn sollte, zerlegt in eine ganze 
1 

Funktion und in einen echten Bruch, diess gibt die Form: 

U„ M 
1.r = L + -u-

' 1 

und es ist L ein Polynom vom r1en Grade, wenn U
1 

vom Grade n-r ist. Jetzt zerlegt 

man U
1 

in Faktoren, die entweder einfach oder wiederholt vorhanden seyn können, und 

den echten Bruch ~~ in Partialbrüche, multiplizirt mit du und integrirt, wobei man 
1 

olfenba1· nur mit Formen zu thun hat, wie: 

fi du JAdu 
' u- a • 

A'du 
fcu-12)'". 

Der erste dieser Ausdrücke ist eine ganze Funktion N vom Grade r+t, der zweite 
eine Logarithums von U-12, der dritte ein algebraischer Ilruch. Es geht hieraus hervor, 
dass die Gleichung (3) jederzeit folgende Gestalt annehmen wird: 

(4) 

(5) 

(6) 

(u-12,)A• (u-12/". ... Ux+N+-D--+ „. 

n II e \ll-rJ·-• = 0. (7) 
(u-f3

1
) 1 (u-f3

2
) 2 ••. 

121, "'• .•. /31, /32 ... sind sämmllich einfache, y ... vielfache Wurzeln der Gleichung 

U, = 0, A,. A, ..• B
1

, Il, ... constante Zähler von Partialbrüchen, so genommen, 

dass sämmtliche Exponenten, entweder reel und positiv, oder imaginär mit positiven 
reelen Theilen, sind. 

26 * 
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Die sorgfältigere Betrachtung der Gleichung (7) lehrt nun, dass, wiewohl unter 

den Wurzeln derselben, die der Gleichung U
1 

= 0 vorfindig seyn können, dem unge

achtet dadurch, dass U
1 

zufällig ein Polynom niederern Grades wird, als U
0 

und als die 

Ordnungszahl der Differentialgleichung n, Einheiten enlhält, keine Wurzel der Glei

chung (7) verloren gehe, indem dann nothwendig U vom n<•11 Grade ist, uns somit die 

Wurzeln der Gleichung 
0 

N = JL du= - eo, 

die auch der (7) Genüge thun, 1.u Gebote stehen, dass somit Wurzeln nur verloren 

gehen können auf folgende verschiedene Weisen : 

1. Wenn einer oder mehrere der Exponenten, respektive Zähler von Partialbrüchen 
A, A

2 
••• B

1 
B

2 
••• verschwinden, ein Fall, der dann Statt findet, wenn U

0 

und U
1 

einen gemeinschaftlichen Faktor besitzen. 

2. Wenn mehrere Zähler der einfachen Partialbrüche negaliv odPr imaginär, mit ne

gativen reelen 'fheilen sind, die dann zu einem Faktor von der Form (U - ß)n 

im Nenner Veranlassung geben, wodurch eine Wurzel U = ß verloren geht. 

3. Wenn die Gleichung U
1 
= 0 gleiche Wurzeln besilzt. 

Wir wollen jetzt der Reihe nach sehen, wie das in diesen drei Fällen unvollstän
dig werdende Integral ergänzt ·werden muss. 

Im ersten Falle wo U
0 

und U
1 

einen gemeinschaftlichen Faktor haben von der Form 

U - IX oder (U - IX)'", entspricht der Differentialgleichung, nebst denjenigen Integralen, 

die wir durch unsere Methode gewinnen, noch ein einfaches partikuläres, welches ent

weder die ·Gestalt einP.r reinen Exponentiellen hat, nämlich e" x oder folgende andere: 

(8) .e"' {C, + c, X + c, x' + ... + cm-1 xm-i ). 

(9) 

In der 'fhat, setzen wir in der Differentialgleichung (1. §. 1.), y 

ten wir als Resultat der Substitution: 

(U
0 
+ U

1 
X) eUx == Ü. 

e u X. so erhal-

Wenn jetzt u. und U
1 

den gemeinschaftlichen Faktor U - IX besitzen, so wird der 

Gleichung für U = IX Genüge geleistet, und man hat ein partikuläres Integral : 

(IO) y = e"'. 

(11) 

Wären nun ebenso U - 1X1 , U - IX11 ••• U - IX(m-il gemeinschaftliche l<'akloren 

rnn U
0 

und U
1

, so erhielte man ein partikuläres Integral: 

' ( 1) a/m-l)x y = C e•x + C' e" x + ... + Cm- e 

Lässt man die Wurzeln IX, IX' ••• IX(m-i) gegen einander konvergiren, und setzt, 

a.' =: a + E
1

, a.11 = a + s
1 

••• ,/m-t) = a: + e
111

_
1

, 

unter e sehr kleine Zusätze verstanden, so geht die Formel (11) über in 
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y = e"' cc + C1 e'' X + ... + crm-l) e'„-1'). 

Entwickelt man endlich die eingeklammerten Exponentiellen in die ihnen gleich gel
tenden, wegen der Kleinheit der • sehr konvergirenden Reihen, und setzt überdiess: 

C + C1 + C11 + ... + c<m-ii = 8, 

C1 <
1 
+ C11 t

2 
+ • .. + C (m-Il •m-i = 8' '. 

C' •: + C11 
•: + ... + cr•n-iJ •:n-1 = 2 8 11 , 

C' •,m-1 + C" •,'"-' + . . . + crru-1J •:=: = 2. 3 ... m-1 8<m-11, 

so erhält man nach der bekannten Schlussweise, bei dem Converg·iren der • genannten 

Zusätze gegen die Nulle, folgendes m gemeinschaftlichen Faktoren U - et entsprechende 
partikuläre Integral: 

Y = e"' (8 + 8'x + 8"x' + ... + 8(m-i) x"1-1 ), 

welches mit (8) der Form nach iibereinstimmt. Wiewohl es nun auf den ersten An
blick scheinen möchte, als ob dieses, in geschlossener endlicher Form existirende Inte
gral, in derjenigen nicht enthalten seyn könnte, die wir bei unserer Methode vorausge
setzt haben, in der Form (1) nämlich, so lässt es sich doch aus derselben ableiten, 
wenn man unter die bestimmten Integrale, die einzeln der Differentialgleichung Genüge 
leisten sollen, auch diejenigen aufnimmt, die CAuCHY mit dem Namen der Besonderen be
legt (Integrales singulieres), und die genommen sind zwischen unendlich nahe anein· 
ander liegenden Grenzen, während zwischen diesen Grenzen die Funktion unter dem 
lntegralzeichen durch Unendlich durchgeht. Um diess vor der Hand in dem einfachsten 

l!'all darzuthun wollen wir voraussetzen, dass der den Polynomen U
0 

und U
1 

gemein· 

schaftliche l!'aktor U - a sei, und in U 
1 

nur einmal vorkomme, so wird denselben die 

Punktion V auch nur ein einziges Mal im Nenner enthalten, während der im ersten 

Theil der Gleichung (3) enthaltene Ausdruck ganz davon frei ist, und somit fürU = a 

einen endlichen Werth erhält, diess vorausgesetzt, lässt sich behaupten, dass das he· 
sondere Integral : 

„ rU ' f o: + 6 c li X + J ...,.-....!!. d l. 
" d t = -u' e u, 

a.-E' .] 

d l". 

die Eigenschaft besitze, der Differentialgleichung Geniige zu leisten, ohne gleich Null 

zu seyn. In der That selzt man in der Gleichung (2) u' = a - •', u" =et+ •", so 
verwandelt sich der erste Theil derselben in eine Grösse von derselben Ordnung wie 

•', die somit bei dem unendlichen Abnehmen von •' und •", gegen die Nulle convergirt. 
zu gleicher Zeit ist das besondere Integral (15) von der Nulle verschieden, und g·leich 

der mit einer willkiirlichen Conslante multiplizirten Exponentielle e"', wovon man sich 
durch wirkliche Berechnung auf folgende Weise überzeugt. Es ist offenbar das Inte

gral (15) von folgender l<'orm: 

(13) 

(14) 

(15) 
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II+ &u 

f Ux q> (U) d , 
e --- u, 

it-&' 1'-a: 

wo '/' (U) eine Funktion bedeutet, die für U = a nicht mehr unendlich wird. l<'iihren 
wir hier eine neue Variable ein durch die Substitution 

U = a + E V, 

und setzen iiberdiess 

e' = h
1 

e , e" = h, e , 

so erhalten wir anstatt dieses Integrales: 
+h 

[ 'e« + • v) x 'f' (a + e v) d v. 
-h V 

1 

Bei dem Convergiren von e gegen Null nähert sich nun offenbar dieses letztere 
der Grenze: 

+ ,, h 
J 'e"' '/' (a) d v = e"' '/' (a) log. (- .2 ), 
-h V h 

1 1 

was offenbar die, mit einer willkürlichen Constante multiplizirte, oberwähnte Exponen
tielle ist. 

Hätten ebenso die beiden Polynome U" und U, nicht einen, sondern mehrere ge

meinschaftliche Faktoren : 

u - a', u - a.11 • 

so würden es auch ebenso viele, d. h. m besondere Integrale seyn, die der Differential
gleichung Genüge leisten , und die sich auf ebenso viele mit willkürlichen Constanten 
multiplizirte Exponentiellen zurückführen liessen. - Convergiren aber die zwischen 

a, a1 
••• a(m-tJ bestehenden Unterschiede gegen die Nulle, so dass sich diese 

Grössen der Gleichheit nähern, so werden auch die m besonderen Integrale sämmtlich 
Grenzen erhalten, die ungemein nahe aneinander, und zugleich an a liegen, solche In
tegrale werden eR also seyn, die der Differentialgleichung Genüge leisten, wenn U" und 

V, , m gleiche Faktoren U - a gemeinschafllich besitzen. Zu gleicher Zeit wird aber 

die Funktion V den Faktor (U - o:)"' im Nenner erhalten, während der erste Theil 

der Gleichung (3) ganz davon frei seyn, also die Eigenschaft besitzen k~nn, für U = a 

nicht unendlich zu werden, sondern einen endlichen Werlh beizubehalten, woraus un
mittelbar folgt, dass jene nahe an a liegenden Grenzen zwar nicht der Gleichung (3), 
wohl aber der (2) Genüge leisten werden. Es kann ferner ohne Schwierigkeit gezeigt 
werden, dass die Summe dieser m besonderen Integrale auf den geschlossenen Aus
druck (8) oder (14) zurückgeführt werden kann, wir wollen aber an diesem Orte noch 
mehr darthun. Wir wollen nämlich zeigen, dass ob auch U

0 
und U

1 
einen gemeinschaft

lichen Faktor besitzen oder nicht, sobald nur V einen l<'aktor von der Form U - a, in 

beliebiger Potenz im Nenner hat, der Differentialgleichung stets durch ein besonderes 
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Integral, oder durch eine Summe von mehreren Solchen Genüge geleistet werden kann. 

Vielmehr um noch eigentlicher zu sprechen, die besonderen Integrale als Uebergangs
form führen zu Integralen der vorgelegten Differenlialgleichung, welche letztere zu
nächst in .l<'orm eines Differentiales mit beliebigen ganzen oder gebrochenen, positiven 
oder negativen Exponenten vorhanden sind, dann aber, wenn man will als Produkt dar
gestellt werden können aus einer Exponentielle, in eine endliche oder unendliche, nach 
absteigenden Potenzen von x geordnete lleihe. In der That : setzen wir voraus, V ent

halte den l<'aktor (U-a)18 im Nenner, unter m •·or der Hand eine ganze positive Zahl 
verstanden. - Lassen wir e eine ins Unendliche abnehmende Grösse bedeuten, und 

h, , h
2 

••• hm+• Zahlen von unbestimmten endlichen Werth, die man sich nach ihrer 

natürlichen Grössenordnung hingeschrieben vorstellen kann, so dass mit e zugleich auch 
h

1 
e, h, e .•• hm+i e im Zustande des unendlichen Abnehmens sich befinden, so wird 

immer folgende Summe: 
cr. + 112 a o: + has a. + h

111
+1 s . 

cf elixvdu +cf euxvdu + ... +cm[ euxvdu, 
l 4 + h

1 
8 2 er. T h

2 
1!1 a. + hrn E 

ein Integral der Differentialgleichung darstellen, wenigstens mit einer, oft mit mehreren 
Constanten. Wir wollen, der Kürze wegen, diese Summe symbolisch andeuten durch 

den Ausdruck : 

m et+ hl'+l s J 
sfc~f euxvdu, 
1 ci+ hf'e 

(16) 

so lässt sich derselbe, dem früher Gesagten zu Folge, mittelst der Substitution 

eux V= 'f'(u) 
(u-a)"'' (17) 

auf die Form : 

Sm [ J•+hl'+i'~ ·l C 111 du, 
, "•+''"' (u-a) 

bringen, während auch noch der erste Theil der Gleichung (3), nämlich: 

u 
e (; x+ f-o~ dt" • 

eine ähnliche .l<'orm : 

<!> (u) 

(u-a)k 
annehmen wird, in welcher der Exponent k stets, und zwar mindestens um die Ein· 
heit, kleiner ausfällt als m, 'f' (c:) aber und <j> (u) Funklionen sind, die für U = a nicht 
mehr unendlich werden. Die Fälle, in welchen diess letztere nicht Statt finden kann, 
weil V einen Bruch, dessen Nenner eine Potenz von U - a ist. im Exponenten der 

Exponentielle enthält, sollen hier einstweilen ausser Acht gelassen werden. 

(18) 

(19) 
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Um jet1.t zu zeigen, dass die Summe (tG) wirklich anstatt y gesetzt, die Diffe1·en· 

tielgleichung erfüllen kiinne, wird es nur nothwendig seyn darzuthun , dass man durch 

schickliche Wohl rnn C
1 
••• C ... machen kann, dass: 

(20) 
~ [c i_<Ji~)_ 1 • + hl'+i'] -
" I' l k( - 0 
1 (l;-ex) •+ hl's 

wird, während zugleich 

denen Werlh bekömmt. 

stanten in sich schliesst. 

telst der Substitution: 

die Summe (16) einen endlichen und von der Nulle verschie· 

der wenigstens eine, oft aber auch mehrere willkürliche Con

l<'iihren wir zu diesem Zwecke eine neue Variable ein, mit-

V = ex + 8 V, 

entwickeln die Funktionen cp und <ji mittelst der T AYLOn'schen Formel, so dass wir 

erhalten: 

(21) 
cp'" (ex) 

+ 2. 3. e"'-3 v"'-J + · . · 

(22) 

(23) 

+ cp(m-i) (ex) + 'f'(m)(ex + 0 E v) . 
2. 3 .... (m-1) n 2. 3 .... m 

<ji (v) <j> (ex) <ji' (a) <!>"(ex) tl>'" (ex) 
(v-ajk = ek vk + ek-1 vk-1 + 2. ek-2 vk-2 + 2.3. ek-3 vk-3 + · · · 

ip<k-i) (ex) .1.(k)(a + 0 E v) + + "I' • 
2.3 .... (k-t)ev 2.3 ...• k 

und setzen die gefundenen Werlhe in die Formeln (18) und (20). Die daselbst vorhan

denen Summen werden sich sodann in so viele Theile zerlegen lassen, als in den zwei

ten Th eilen der Gleichungen (21) und (22) Glieder vorhanden sind, und jeder derselben 

·wird wieder eine Summe seyn. Es kann ferner in jedem ein von µ. unabhängiger Fak

tor gesondert, und vor das Summenzeichen gestellt werden, da die Summirung nur 

nach µ. zu geschehen hat. Führt man diess aus, so gelangt man zu folgenden Aus

drücken: 

= cp (") ~ [ [ hl'tl i!...!._] cp' (") Sm [c [ hp+i ~-] 
Y m-I ~ Cl' m + m-2 p m-1 + 

e 1 h/o' V E 1 hl' V 

cp"(ex) m[ fhp--1 dv] 'f'(m-l)(<I) '"r fhp+• dv] 
+ 2. Em-3 S Cl' h vm-2 + •.. + 2. 3 ... • (m-1) S Cl' h v + 

1 fL 1 " 

m hJ.'-lt 

+ 2. 3.~ .. m ~ [cJ~ 'f' ("+0ev) dv). 
I' 
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0 = <l> (a) s [ICPI hp+JJ <l>' (a) 's" [1-~J 1'P+IJ <l>" (a) 's" [ \~I hp+JJ 
ek lVk\h + k-1 l k-11 + 2 k-2>-: t k-21

1 
+ 

1 I' ! 1 V hl' • e 1 V 'µ 

<l>c1<.-1) (a) m (\C„lh"+i] 1 '"[I (kl 1"„+1) 
+ 2.3„„(k-1)e~ lv" +~k~ iCP<j> (a+Elov)1" · 

p I' 

Man überzeugt sich leicht auf den ersten Anblick, dass in den letzten beiden Glei
chungen die Ergänzungsglieder bei dem unendlichen Abnehmen von e gegen die Nulle 
convergiren, und dass der zweiten derselben durch solche Werthe der Constanten 
C

1 
, C

2 
••• Cm Genüge geleistet werde, die das folgende System von k Gleichun

gen erfüllen : 

s[)cp!hl'i1] = s [l + ~PJ Q, 
t V hl' l hl'+l p 

Zudem hat man noch: 

hp+I d V 1 1 hl'+l 

f ---;;.--= - m-1 l---m=!\ = (m-1) h~'- 1 
hfL V V h,,._ 

f "p+l _!!_ = __ 1_ \_1_lhp+l 
"" vm-1 m-2 ~vm-l hp. 

1 

(m-2) h;-2 = (m-2) h~~~· ' 

f 
hp+1 d V \ / hp+l hp'l 

-;- = l log. v I = log. h--, 

""' hl' "' 

und es lässt sich dem zu Folge die Gleichung (23) auch so schreiben : 

cp (a) rn l cp 1 hp+l] cp' (a) m [ 1S:__ l ""+l] 
Y=-( !!) m-1S[1--;;;:-,-1 - ( 2) m-2s lvm-2 h -m- e 1 v hf' m- e 1 I' 

__ 'f"(a) '"[lc" 1''"nJ- - cp(m-2>(a) "'r1C"1""nJ ·~~rn---,--, s m J 1 " ' 2 3 ( 2) s l V \ + 
2. (m-3) s , v - ''P • • · • • m- s , hP 

cp(m-1) (a) "' 1 1 hp+1 
+ 2. 3, • • • (m-1) ~ [ cp log. V 1,, ]. 

p 

Naturwissenschaftliche Abhandlungen. 1. 27 

(24) 

(2:\) 

(26) 

(2i) 
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Einige der hier vorkommenden Glieder und namentlich die vorlelzten k an der Zahl, 
verschwinden in Folge der Gleichungen (25), welche zwischen den m Constanten 
C

1 
• • • Cm, k Relationen festsetzen, und somit k derselben in Funktion der iibrigen 

m-k auszudriicken gestatten. Diese letztern sind nun als ganz willkürliche Constanten 

zu unserer Disposition, und wir können darüber so verfügen, dass: 
111 !' c~ ( hp+1 s [ ---.u:t\ ] 
1 V hl' 

III c C · 
S[h„:1 - h":1 .I = - B1 (m-1) 
1 JL+J ,.. 

III c C 

m-1 . , 

III 1 cp 1 h~+I s [ l---;;;=o\ ] 
t V 111"' 

s [h111:2 - h";-2] 
1 f'+t J.L 

- B
2 

(m-2) em-•, 

rn [l~!'.„J hp'1] - III [ C C~ J kH S k+i 1 - S hk:, - hk+t = - 2. 3 ...• (k+t) B111 _k_ 1 a , 
1 V hl' 1 p.+t JL 

m l ~ l1JI~ 1 m s [ cp log. V\ ] = s [ cp log. hP+I - c log. hp] = 2. 3 .... (m - 1) Bm-k' 
l 11,.,. 1 "' 

unter B
1 

B, ... Bm-k eben auch ganz willkürliche Constanten verstanden. Das damit 

versehene partikuläre Integral der Differentialgleichung erhält nun offenbar folgende 
Form: 

(29) y = 8 1 <P (ex)+ B, ip' (ex)+ ß3 ip" (ex)+ „. + ßm-k-l 'l'(m-k-2) (ex)+ Bm-k q>(m-i) (et). 

(30) 

(31) 

(32) 

Um über den Bau dieses Ausdruckes näheren Aufschluss zu erhalten, bemerken wir , 

dass sowohl Cf' (u) als auch lji (u) die Exponentielle eux als Faktor besitzen, also rnn 
der Form sind : 

unter M und N solche Funktionen von u verstanden, die weiter kein x in sich enthaJ. 

ten. Die succesiven Differentialquotienten dieser Ausdrücke wird man erhalten, indem 
man rnn einer bekannten allgemeinen Formel der Differentialrechnung Gebrauch 
macht, nämlich: 

d°PQ_=Qd"P+ dQd"-
1

P n(n-1) /Qd"-'P + 
d l" du" n dL d lin-J + 2 d u2 d L11 - 2 

und aus welcher man el'x anstatt P, M anstatt Q setzend, in der Form einer nach ab· 

steigenden Potenzen l'On x geordneten, und mit der Exponentielle !i • multiplizirten 
Reihe ganz allgemein den W erth erhält von: 

• 
'f'(r) (t) = el'x [Mr' + r d M xr-1 + r(r-1) ~! xr-2 + ... ). 

d l 2 d t' 

in welchem die eingeklammerte Reihe, eben weil der bisherigen Voraussetzung nach, 
die stillschweigend in unseren Entwicklungen niedergelegt ist, r eine ganze Zahl heden· 
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tel, eine endliche, bei dem r+ 1 ten Gliede abbrechende Reihe ist. Hier muss man sich 
noch u = a gesetzt, r der Reihe nach in 0, I, 2 ... (m-k-2) und (m-1) verwan
delt, und die so gewonnenen Ausdrücke mit den Constanten B, B

2 
••• Bm-k multipli

zirt denken, um die Bestandtheile des Werthes von y zu erhalten, welcher letztere so
dann in folgender Form erscheinen wird: 

y=e"'[D, + D, x + D
3

x
2 
+, .. + Dm-k-ixm-k-•] + 

+ Bm-k e" [M xm-1 + (m-1) M' xm-• + (m-1)2(m-2) M" x~-• + , . } 

D
1 
••• Dm-k-i besitzen folgende Werthe, aus welchen hervorgeht, dass sie sämmtlich 

ganz willkürliche Constanten sind, und wo unter M, M', M" ... bereits die Werthe 
verstanden werden, die die Funktion M und ihre succesiven Differentialquotienten er
halten, wenn in denselhen u = "' gesetzt wird: 

D, = M 8
1 

+ M' B, + M" B, + 1\1"' B, + ... + Mcrn-k-•l Bm-k-i • 

(33) 

(m-k-3) ( 34) 
D, =MB,+ 2 M' B, + 3 M" B, + ... + (m-k-2) M Brn-k-i, 

D, = MB
8 

+ 3 M'B, + 61'\l"B, + . . + (m-k-2)
2
(m-k-a) Mcm-H) Bm-k-t, 

Dm-k-t = M Bm-k-t. 

Wie man sieht, besteht der eben gewonnene Ausdruck für y aus zwei 'fheilen, 
von denen jeder als Produkt erscheint aus einer Exponentielle in eine ganze algebrai
sche l<'unktion ,-on x, nur mit dem Unterschiede, dass der erste m - k-1 willkiirliche 
Constanlen in sich schliesst, während der zweite nur eine einzige enthält; zugleich ist 
sehr leicht einzusehen, dass der erste aus denjenigen Faktoren u - a entspringe, die, 
m - k - 1 an der Zahl, den Polynomen U

0 
und U

1 
gemeinschaftlich sind, so dass man 

alsobald, wie man ähnliche gemeinschaftliche Faktoren gewahr wird, diesen ersten 'fheil 
ohne weitere Rechnung sogleich hinschreiben kann. Auf dieselbe Weise gehört zur Er
mittlung des zweiten 'fheiles und unmittelbarem Niederschreiben desselben in Form 
eines Differentialquotienten nur die Kenntniss des Exponenten m, der sich bei der Zer-

U 
legung des Bruches u-"- in Partialbrüche alsogleich ergibt. 

t 

Nun ist wohl nicht zu vergessen, dass der eben vorgetragenen Analysis einige Vor
aussetzungen zu Grunde liegen, nämlich: dass die Funktion unter dem lntegralzeichen: 

eux v 

gebracht werden könne auf die l<'orm: 

_tlJ_ 
(u-„)'" 

e 11
' J\f 

(u-„)'" 

27" 
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wo rp (u) eine Funktion bedeutet, die für u = a nicht mehr unendlich wird. Diess 
setzt offenbar voraus, dass im Exponenten der in V enthaltenen Exponentielle kein 
Bruch mehr vorhanden sei mit dem Nenner u - a, was wieder dann Statt finden wird, 
wenn nach Absonderung aller den Polynomen U„ und U

1 
gemeinschaftlichen l<'aktoren 

u - a, nur ein einziger solcher in U, übrig bleibt. Sollten deren mehrere übrig blei

ben, so wollen wir einen solchen l<'all denjenigen beizählen, wo die Gleichung U, = 0 

mehrere gleiche Wurzeln a enthält, ein Fall, der demnächst zur Sprache kommen wird. 
Die zweite in unsere Rechnungen stillschweigend niedergelegte Voraussetzung ist, 

dass der Exponent m eine ganze positive Zahl sei, eine Voraussetzung, die sich in den 
seltensten Fällen realisiren wird. Glücklicher Weise aber ist die Giltigkeit des für y 
gefundenen Ausdruckes (33) durchaus nicht an die Erfüllung dieser Bedingung gebun
den. Und es fährt derselbe fort, der Dilferentialgleichung Genüge zu leisten, ob jetzt m 
eine ganze positive Zahl ist oder nicht. Von dem ersten 'fheile desselben, welcher den, 
den Polynomen U

0 
und U, gemeinschaftlichen Faktoren u - a sein Dasein verdankt, 

ist diess aus der frühern Deduktion, die uns zu der Gleichung (14) führte, unmittelbar 
klar und kann überdiess durch direkte Substitution sehr leicht erwiesen werden. In der 

'fhat, setzen wir in unsere Differentialgleichung der nten Ordnung eux anstatt y, so 

geht sie über in: 
U

0 
+ U, X= Ü. 

Enthalten nun die Polynome U
0 

und U
1 

den gemeinschaftlichen Faktor (u-a)', so 

wird dieser Gleichung Genüge geleistet werden, wenn man u = a setzt, und somit 
ist der Ausdruck : 

ein partikuläres Integral. 
Allein auch jeder andere Ausdruck von der Form : 

ß xr e~X, 

wenn r eine ganze Zahl bedeutet, die kleiner ist als s, 
bieten, denn suhstituire.n wir: 

wird dieselbe Eigenschalt dar-

(37) in 
y=x'eUx 

die Differentialgleichung, und achten darauf, dass: 

~~ = eux [ux' + r x•-1
]• 

a'y_ [ ] eux u2 x' +2rux•-1 +r(r-l)x"-2 , 
dx2 -

und allgemein : 

(38) i 1

\. l. x [ .m r m-1 1·- 1 m 
x~;;;=P l x+mrt· X •+ 2 m(m-1)r(r-1)t 2x"H+··· 

+ r (r - 1) ... (r - m + 1) x•-m J 
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ist, so ~rhalten wir: 

Xr [U + U x) + rxr-1 [dUo +X d U,] +r(r-1) Xr-o [d' Uo +x d'U•]+ 
11 1 d V d V 2 d v' d t 2 

lv lv 
+--"+x--'=0, 

d Vr du' 

eine Gleichung, die für v =" identisch wird, weil der Voraussetzung nach dm Poly· 
nomen U

0 
und U, der l<'aktor v - et, s-mal angehört, und r ~ s ist. 

Es ist somit erwiesen, dass der Ausdruck (36) für solche ganze Werthe von r, die 
kleiner sind als s , der Dilferentialgleichung Genüge leistet, und weil man der Reihe 

nach r = 0, 1, 2, ... s - 1 setzen, und zugleich die angehängte Conslante ß in 
ß

0
, B, • • • B,_1 verwandeln, ja auch die Summe aller so hervorgehenden Werthe 

nehmen kann, so erhellt unmittelbar, dass, wenn U
0 

und U
1 

gemeinschaftliche Faktoren 

u - "', s an der Zahl, besitzen: 

y = e" X [ B. + B, X + B, x2 + ... + n._, x•-•]. 
ein partikuläres Integral der Differentialgleichung sei; d. h. der erste 'fheil des Aus
druckes (33) fährt fort der Differentialgleichung Genüge zu leisten. Allein auch der 
zweite Theil desselben wird nicht aufhören die Differentialgleichung zu erfüllen, wie
wohl für ein gebrochenes oder negatives m der Multiplikator der Exponentielle meist 
ein endliches Polynom zu s~yn aulliört, und in eine unendliche, nach absteigenden Po
tenzen ''on x geordnete Ileihe übergeht, sohin seine Natur ändert. Hievon überzeugt 
man sich leicht durch folgende Ueberlegung: Es ist keinem Zweifel unterworfen, dass 
dieser zweite Th eil von y, d. h. der Ausdruck: 

(39) 

ßm-k e"' [Mx"'-'+ (m-1) M' x"'-' + (f!i-l)2(m-:-:~)_ M" x"'-' + ... ] (40) 

ein partikuläres Integral sei, wenn m eine beliebig grosse, noch ganz unbestimmt ge
lassene ganze Zahl ist; ferner behält dieser Ausdruck genau dieselbe Form, ob man 
sich m als unbestimmte ganze oder unbestimmte gebrochene, ja negative oder auch 
imaginäre Zahl vorstellt, weil in demselben nichts enthalten ist, wodurch die Uedeutung 
von m mit Nothwendigkeit auf ganze Zahlen beschränkt würde. Denkt man sich daher 
diesen Ausdruck anstatt y in die Gleichung substituirt, diese Substitution aber zweimal 
ausgeführt, einmal in der einen Voraussetzung, nämlich, dass m eine unbestimmte ganze 

Zahl sey, das andere l\fal in der andern entgegengesetzten, so werden sich auch diese 
beiden Substitutionen und damit verknüpften Reduktionen offenbar in gar nichts von 
einander unterscheiden, und man wird nirgends Gelegenheit finden, die Bedingung, dass 
m eine ganze Zahl sey, in Rechnung zu set:r.en, somit können auch die Resultate der 
beiden Substitutionen nur dieselben seyn, d. b. der Ausdruck ( 40), der für ganze m 
Genüge leistet, wird für beliebige m fortfahren die Differentialgleichung zu erfüllen, 
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und daraus, dass unsere eben vorgetragene Analysis nur gillig ist für ganze und posi
tive m folgt nur, dass die derselben zu Grunde gelegte Uebergangsform eines besondern 
Integrales für andere als ganze Werthe von m das, jedesmal unter der Gestalt (40) 
vorhandene, partikuläre Integral wieder 1.u geben nicht vermöge. Da sich aber der Aus
druck ( 40) für ein beliebiges m auf das kürzeste auch so schreiben lässt: 

m-1 

ß _d_ [eu• M], 
m-k d um-1 

nach der Differentiation anstatt u, iz gesetzt, so tritt uns hier eine neue l<'orm entge
gen, unter welcher die partikulären Integrale von linearen Differentialgleichungen er
scheinen können, nämlich die eines Differentials mit beliebigen ganzen oder gebroche
nen, positiven oder negativen, ja gelegentlich irrationalen und imaginären Exponenten, 

eine Gattung von transzendenten, die bisher wenig in der Analysis gebraucht, und erst 
in neuerer Zeit von L10uv1LLE im Journal de l' t!cole polyfecltnique, tume XIII. zur 
Auflösung verschiedener sehr interessanter Probleme angewendet wurde, bei der Inte
gration der DiITerentialgleichungen aber eine nicht unbedeutende Rolle zu spielen be
stimmt ist. Der Umstand, dass diese Form um zu unmittelbaren Berechnungen brauch
bar zu werden, in eine nach absteigenden Potenzen von x geordnete unendliche Reihe, 
d. h. in die l<'orm ( 40) 1·erwandelt werden muss, während die ( 41) als kurzer symboli
scher zwar geschlossener aber praktisch unbrauchbarer Ausdruck. dasteht, timt der An
wendbarkeit derselben auf dem J<'elde der Mechanik. oder mathematischen Physik durch
aus keinen Eintrag. Wenn nur der jederzeit nothwendigen Bedingung der Convergenz 
Genüge geleistet ist, ohne welcher solche Reihen bekanntlich unbrauchbar werden. 
Auf diesem J<'elde bedeutet nämlich y in der Regel die sehr kleine Verschiebung 
aus der Ruhelage eines in Schwingungen von geringen Amplituden begriffenen mate
riellen Theilchens, x aber die Entfernung desselben 1·on der Erregungsstelle oder bei 
andern Gelegenheiten die Zeit, die vom Anfange der Bewegung an 1•erllossen ist. Da 
nun der für y gewonnene partikuläre Werth, d. h. die unendliche H.eihe (40) ihrer Na
tur nach desto convergirender wird, je grösser man x annimmt, so erhalten wir aus 
derselben die Gesetze sehr kleiner Schwingungen mit desto grösserer Genauigkeit, je 
weiter das schwingende Theilchen vom Orte der ursprünglichen Erregung entfernt ist, 
oder in andern Fällen, je weiter man in der Zeit fortschreitet. Diess ist aber gerade 
dasjenige, was man bei der Auflösung ähnlicher Probleme wiinscht, indem in der näch
sten Nähe der Erregungsstelle man in der Regel, wegen der Grösse der Exkursionen 
der sich bewegenden Theilchen, ga1· noch nicht zur Annahme der linearen Form der 
Differentialgleichungen berechtigt ist, welche let1.tere man ohnehin nur dadurch erzeugt 

hat, dass man die Glieder höherer Ordnnngen nach y als sehr klein vernachlässigte 
und somit die Giltigkeit der erhaltenen Formeln auf kleinere Schwingungsamplituden 
beschränkte, die meist nur in grössern Entfernungen von der Erregungsstelle wirk.lieh 

Slatt finden. U eherdem sind derartige Ausdrücke mit jener wünschenswerthen Durch-
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sichtigkeit begabt die ihre vornehmsten Eigenschaften, als da sind: Periodicität, Maxi
mum-, Null- und Minimumwerthe u. s. w., ohne mühevolle Rechnung~u, in den meisten 
l<'iillen erkennen lässt. Wenigstens besitzt in dieser Hinsicht die l<'orm eines bestimmten 
Integrals vor der let1.terwähnten, eines Differentials mit beliebigen Exponenten keiner
lei Vorzug. 

Es sind uns bisher bei der Integration der betrachteten linearen Differentialglei· 
chungen drei verschiedene Formen aufgestossen, nämlich erstens die eines bestimmten 
Integrales, zweitens die eines Differentiales, dessen Exponent eine allgemeine Zahl ist. 
die positiv oder negativ, ganz oder gebrochen, ja auch irretional und immaginär seyn 
kann, genommen nach einer Variablen u, die in der Differentialgleichung nicht er
scheint, und wofür nach vollbrachten Differentiren irgend ein constanter Werth a ge
setzt wird, und endlich drittens die eines Produktes aus einer Exponentielle in eine 
ganze algebraische Funktion der unabhängigen Veränderlichen. Und diejenige Analysis 
die uns zur Kenntniss der zwei letzten l<'ormeln verholfen hat, führt uns zugleich zur 

Verrnllständigung der im ersten Paragraphe vorgetragenen Integrationsmethode hin
sichtlich derjenigen Fälle, in welchen dieselbe nur unvollständige, nicht mit der genü
genden Anzahl willkürlicher Constanten versehene Integrale lieferte. Diese nach den 
letzten Ergebnissen vervollständigte Integrationsmethode wird nun in Folgenden beste
hen. Man ersetze in der gegebenen Differentialgleichung die Grössen: 

dy ly d"y 
y. -, - -~· 

dx dx2 dx" 

beziehlich durch die Potenzen: 

1, u' U
2 

l;n' 

und bezeichne das Resultat mit 

u. + u, x, (42) 

berechne ferner den W erth des folgenden Integrales: 

U 
fv.!!... dv, 

' und achte bei der Zerlegung des Bruches in Partialbrüche darau~, oh die beiden Poly-
nome U

0 
und U, gemeinschaftliche Faktoren. besitzen von der Form u - m, was sich 

bekanntlich dadurch verräth, dass gewisse Zähler der erhaltenen Partialbrüche der Nulle 

gleich werden; findet dieser Umstand Statt, und haben namentlich U
0 

und U
1 

nur einen 

derartigen Faktor gemeinschaftlich, so entspricht der Differentialgleichung ein partiku
läres Integral: 

c e" X' (43) 

Erscheint aber dieser gemeinschaftliche Faktor in jedem Polynome mindestens 
s-mal, so besteht auf dieselbe Weise ein, willkürliche Constante s an der Zahl ent

haltendes partikuläres Integral: 



(44) 

(45) 

(46) 

(47) 

(48) 
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e"' ( C + C x + C x' + .. 
• 1 ' 

+ C s-1) 
" s-1 X ; 

und wir werden sohin jedesmal so ,·iele partikuläre, de1· Gleichung Genüge leistende 
Werthe unmittelbar erhalten, als die Polynome U

0 
und U

1 
gemeinschaftliche .Faktoren 

von der Form u - et besitzen. 

Ferner suchen wir diejenige zweite lleihe partikulärer Werthe auf die unter der 
Gestalt eines bestimmten Integrales erscheint, nämlich unter der folgenden: 

J11

"eux V du 
u' 

hier hat man dem früher Gesagten zufolge 

u 
c fu" du, 

V= U- e 1 

1 

u" und u' sind Wurzeln der Gleichung: 

u 
Ux + J--!'_ du 

e U, = O. 

Let1,tere ·erscheint nun jedesmal unter folgender Form, wie im Anfange dieses Pa
ragraphes (§. 2, 7) nachgewiesen wurde: 

D 
Ux + N +--„-_1 + 

C (U-11 0, 
(u - ß )D• (u - ß )B• . 

1 ' 

und wird erfüllt, erstens du1·ch die Werthe: 

u = a:,, u = 12:.a. 

zweilens durch diejenigen, die der Gleichung 

N=-= 
Geniige leisten. Diese wird man also für u' und u" nehmen können, und so eine zweite 
Reihe partikulärer Werthe erhalten die in Form von bestimmten Integralen erschei
nen, aber gelegentlich die Unzukömmlichkeit bieten werden, dass die Funktion unter 
dem lntegralzeichen innerhalb der bezeichneten Grenzen durch Unendlich durchgeht, 

ein Uebelstand, der nicht immer leicht wird vermieden werden kiinnen, und z. B. 

gleich rnrhanden seyn wird, wenn ß
1 

seiner Grösse nach zwischen a
1 

und a, fällt, bei 

dem innerhalb der Grenzen a
1 

und a
2

, genommenen bestimmlen Integrale. 

Eine dritte Reihe endlich von parlikulären W erthen, und zugleich das beste Ge
genmittel gegen den letzterwähnten Uebelstand, wird uns in der J<'orm von Differen
tialen mit beliebigen Exponenten an die Hand gegeben. Um diese lleihe zu erhalten 
entwickeln wir die l<'orm ( 46) und bekommen offenbar: 
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u 
__ c fu~du = (u-a

1
)"• (u-a

2
)•, ••• N+ --__:

0 „_-, +.. (49) 
V_ _e -·--- ---------- e (U r) 

V, (t• - ß,) b, (u - ß) o, ... 

wo n, = A, -1, '\ = A, - 1 . . b
1 

= 8
1 
+ 1, b, = 8

2 
+ 1 . . . seyn wer

!!en, wenn nicht etwa ",, ", ... ß,, ß, wiederholt vorkommende Wurzeln der Glei

chung U
1 
= 0 sind, in welchem Falle n,, n, ... b

1
, b, andere Werthe erhalten, und 

zugleich die entsprechenden Faktoren u - ",, L - ", ••• u - ß,, t: - ß, ... als 

Nenner von Briichen im Exponenten der Exponentielle vorkommen können. Dieser letzte 

Umstand ist sorgfältig zu beachten; findet derselbe nicht Statt, d. h. kommen diese Fak

toren in Exponenten als Nenner gar nicht vor, so erhalten wir, den Wurzeln ß,, ß, ... 
entsprechend, eine Reihe von partikulären Integralen: 

b -1 b -J 

G, d;_,-[et:•MJ, G, d:--::;-[ev•MJ ... 
d L' l du • 

in .l<'orm von Differentialquotienten nach u genommen, wo jedoch: 

(t:- a1)'1 (u-a,) •,... N +-D __ + 
M, = e (t:--·tJ"-1 

(l' - ß,) b,. ' ..... 
(i: - a

1
) '• (t• - a

2
) •, - •• 

lf, = --~----
(u - ß,) I•, • · • • • · • 

D 
N + --- --- + . , . 

e (l"-•i)m-1 

und nach der Differentiation im ersten der Ausdriicke (50) i: = ß,, im 1.weiten t = ß, 
gesetzt werden muss. Diese letzte Substitution wollen wir künftighin durch ein , dem 

eingeklammerten Ausdrucke als Stellenzeiger angehängtes ß, oder ß, andeuten, so: 

(50) 

b -1 a -1 

'G _d_' _ [eux M ]I IG -.!.:___ __ [eu x M J 1 . (;'i2) 
~ 1 i1 -1 1 ~ ' ~ 2 a -1 2 ~ 

du 1 ß, du' r-, 
Aehnliche partikuläre Werthe könnten wir auch für die Wurzeln ",, ", ... er

halten, wenn uns die ihnen entsprechenden bestimmten Integrale, des obenerwähnr.en 

Uebelstandes wegen, nicht zusagen sollten, nämlich: 

wo 

-b-1 -a-1 

lH d_:_,[eU•p](, )H, d_:_,[eu'PJ! (53) 
1 du 1 1 1%1 d L" 2 tl'l 

(u -a)"i. .... 
p =------- , __ „ __ - -

' (u - ß,) b, (u - ß,) b,. 

D 
N+--- + 

e (ß-y)m-1 

sind. 

Xallll'\\i8seJu!ll'hafillt:he Ahhamllungen. 1. 
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Endlich wäre noch der Fall gleicher Wunelu der Gleichung U
1 
= 0 zu erörtern; 

'/' sei eine solc.he und es erscheine namentlich nach Absonderung aller gemeinschaftli 

eher :Faktoren u - r aus den Polynomen U„ und U, , wenn solche wirklich vorhanden 

sP.yn sollten, in U
1 

noch (u -r)111 als l<'aktor, so gibt derselbe Veranlassung zu einer 

Reihe von Partialbrüchen mit Nennern (u - rJ'" ... (u - r), deren Integrale, die 

wieder Brüche sind, mit Nennern (u - y)'"-1 (u - r)"'-2 
••• im Exponenten der Ex

ponentielle vorhanden seyn werden. Hier werden wir um derjenigen partikulären Inte

grale, die den 111 Wurzeln y angehören, und die m an der Zahl vorhanden seyn miis

sen, wenn sich nicht ein Verlust von einem oder einigen partikulären \\1 erthen erge

hen soll, habhaft zu werden eine neue Variable mittelst der Substitution 

u-r=!. 
V 

einführen, wodurch die Gleichung (48) übergeht in 

(•·Cr-<>)+ 1)A1 (v Cr - <>) + 1)\ ... v01 + 112 + · · · v·i + 1 x + N +·n·vm-• + E"m->. +. 
(5,l) l 2 e V • = Ü, 

(v ()' - ß) + i)n, (v ('/' - ß) + 1l,_ .. v A, + A, + „ · 

l ' 

und offenbar neue ihr Genüge leistende Werthe zulässt, erstens diejenigen, die die 

Gleichung 

D m-1 
V =-CX) 

erfüllen, zwe.itens noch iiberdiess denjenigen unendlich kleinen Werth von v, welche ~ 
\ 

unendlich und negativ macht. Diess gibt neue Wurzeln m an der Zahl, die sieb so 
werden schreiben lassen: 

± e, µ1 o::i, µ2 CO ••• µIII 1 eo, 

uncl zu welchen man noch irgend einen der Gleichung 

(v (1-<>,) + 1) (v ((-<>:,) + 1) ... = 0 

Genüge leistenden Werth k hinzufügen wiril, nm Greß1.en Hir m bestimmte Integral<' 

in hinlänglicher Anzahl zu erhalten. Bei der Combinalion dieser Grem.en nun wird man 

Sorge tragen müssen Integrale zu vermeiden, bei welchem die l<'unktion unter dem Jn. 
legralzeichen innerhalb dieser Grenzen durch oo ilnrchgeht, was manchmal nur da

rlurch zu erreichen ist, dass man unter dieselben einen der Gleichung (54) gar nicht 

Geniig-e leistenden V\ierth v = g aufnimmt, bestimmte Integrale als partikuläre \\ierth~ 
aufstellt, innerhalb Grenzrn g nncl µ

1 
oder g und µ

2 
bis g und µ,„ und zugleich die Con· 

stauten der Integration, die als i\fultiplikaloren dieser Integrale erscheinen, an die Be
dingungsgleichung 

c, + c, + c, + . ' . + c, = 0 

knüpft. Macht man lOn diesen Knnslgrilfen ilen gehörigen Gebrauch, so hat man meist 

nur den Verlust eines einzigen partikuliiren Integrales 1.u erwarten. Die bei solchen 
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Gelegenheiten am zweckmässigsten in Anwendung kommende Methode der Variation 

der willkiirlichen Constanten, wird dann diesen einen noch fehlenden partikulären W erlh, 

und zwar durch lntegriren einer Differentialgleichung der ersten Ordnung, ohne An

stand liefern. Es ist nur noch iibrig die Wirksamkeit unserer ''ervollständigten Me

thode in einigen und namentlich denjenigen Beispielen nachzuweisen, die im ersten Pa
ragraphe der Betrachtung unterworfen worden sind. 

Wir fangen an bei der Differentialgleichung 

' d y d y ' x-+a-+b xy=O, 
d x' d X -

deren allgemeines Integral für positive von 0 verschiedene Werthe von a gefunden wor
den ist, so dass uns nur mehr die J<'älle zu betrachten iibrig bleiben, wo a Null ist 

oder negativ. 

Im ersten dieser Fälle verwandelt sich die (55) in die einfache Gleichung mit con
stanten Coefficienten: 

' !I. + b
2

y = 0, 
dx' -

und kann nach den für diese Klassen bekannten Methoden gleich integrirt werden, im 

zweiten Falle, denn wir dadurch anschaulich machen wollen , dass wir - a anstatt a 

setzen, so dass es sich also um die Gleichung handelt: 

' 
X !1. 

dx' 

ist 

V= 

adY+b'xy 
dx -

(u' ± b')~Aei' 

o, 

und wir wollen eher den Fall erörtern, wo von den beiden Zeichen + das untere gilt, 

und in welchem der Werth von v so geschrieben werden kann: 
1 

V= . . 
(u + b)2+• (u - b):;;+• 

das allgemeine Integral der Differentialgleichung somit dargestellt werden kann, unter 

folgender Form: 

y C J dT [ eu x J / 
1 ~du.;- (u + b)-i- +i jh 

+ c, 1 
d~ Ux J 

-----;-( e • J' 
d uT (u - b)> +• -h 

oder wenn man die DilTerentialquotienten mit Hilfe der Formel (32) entwickelt, und 

dann so, wie es seyn muss, im ersten Th eile des Ausdruckes u in b im zweiten u in 

- b verwandelt: 
28. 

(55) 

(56) 

(57) 

(.58) 

(!\!l) 



(60) 

(61) 

(ll2) 

(li3) 
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= G e
h" 1 ~ a (a + 2) -"- -1 a (a + 2) (a - 2) (a + 4) -"- -• 

Y x' - --- x 2 + x' 
J 2' h 2'. 2. h' 

a a (a + 2) (a - 2) (a + 4) (a - 4) (a + 6) 

2'. 2. 3. b" 
x•-'+···I+ 

b lxT a (a + 2) 2 -1 a (a + 2) (a -2) (a + 4) 
+ G, e- • 1 + 2' h x + 2'. 2. b' 

a 
- -2 

x' 

a (a + 2) (a - 2) (a + 4) (a - 4) (a + 6) 

+ 2'. 2. 3. b' 

. 
x-,--• + ... (· 

+ 

Die in dieser Formel enthaltenen Reihen brechen jedesmal ab, wenn I eine ganze 

Zahl ist. Hätte man zum Beispiel a = 2 so bekäme man als Integral der Gleichung 

' 
X ~ - 2 '!.1. - b

2 
X J = 0 

dx' dx 

folgenden sehr einfachen Ausdruck: 

y = G
1 

ebx ( x - i) + G
2 

e-b•(x + ~) 

\'On dem man sich auch ohne Schwierigkeit a posteriori überzeugen kann, dass er der 
Differentialgleichung Genüge leiste. 

Diess lässt sich indess auch ganz allgemein bei der Formel (60) nachweisen , und 
man kann sich namentlich um darzuthun, dass der erste mit dem Faktor G

1 
,·erknüp[te 

'fheil derselben die Differentialgleichung erfülle, benehmen anr folgende Weise: 

Es sei allgemein 

II,= 
a (a + 2) (a - 2) 

so besteht die Relation 

H, = H,_, 

und es ist nur zu zeigen, dass 

.. (a+2 (r-1)) (a-2 (r-1))Ca+2r) 
23 '. 2. 3 .... r b' . ·---· 

(a-2 (r-t)) (a+2 r) 

2'. r. b 

y = ebx S [C-1)° H, x~-·1 
Genüge leistet. N1111 erhält man durch Differenziren: 
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' 4!..J:. e"' S (C-1)r x-i--r (b2 u„ - Ca-2 r + 2) h n„_, + 
d x' 

+ (~ - (r-1)) (i- - (r·-2)) Hr_2 )] • 

Nun multi11lizire man (63) mit - b' x, (64) mit - a, (65) mit x und addire sie, 
nehme zugleich Uücksicht auf die Relation (62), die man dazu benützt, um Ilr-i durch 

Hr_2 auszudrücken, so erhält man 0 als Endresultat, und auf dieselbe Weise überzeugt 

man sich auch, dass der zweite mit G, verknüpfte Bestandtheil von y ein partikuläres 

Integral sei, und diess zwar, was auch a für eine Zahl bedeuten mag, somit auch dann, 
wenn man a in - a verwandelt, wodurch das unter (59) und (60) dargestellte Inte
gral der Differentialgleichung (56) in das lnteg·ral der Gleichung (55) übergeht, so 
dass also dieses letztere nach Belieben in der Form eines Differentialquotienten mit all
gemeinen Exponenten oder in der andern eines bestimmten Integrales erscheinen kann. 
Es finden sich hierdurch in einem speziellen Beispiele diejenigen Betrachtungen bestä
tigt, die wir früher anführten, um die Giftigkeit eines für ganze und positive Exponenten 
des Differentiales bewiesenen Ausdruckes auf beliebige Werthe desselben auszudehnen. 
Endlich erübrigt noch die Erörterung des zweiten .Falles, wo nämlich in den Gleichun
gen (56) und (57) von den beiden Zeichen .::':: das obere zu nehmen ist; dieser !<'all er
fordert keine neue Rechnung, und .das darauf bezügliche Integral gel1t offenbar auch 
aus der Form (58) hervor. wenn in derselben b V -1 anstatt b geset1.t wird. Führt man 
diess aus und ersetzt 1.ugleich die . imaginären Exponentiellen durch ihre trigonometri
schen Werthe, so bekommt man anstatt y einen unter folgender Form erscheinenden 
Ausdruck: 

y = (K, cos. b x + K, sin. b x) [x T a (a + 2) (a - 2) (a + 4) ~ -• 
_::__:_....:..,,..:o..-~=--"'--~~ X 2 + 

2°. 2. b2 

+ 
a (a + 2) (a - 2) . (a + 8) ' _, ] 

212• 2, 3. 4. b' X-,- - • • • + 

+C
K b K . b [a(a+2) -~-1 a(a+2)(a-2)(a+4)(a-4)Ca+6) ~-• + 

'cos. x - 'sm. x) 2' b x + 2'. 2. 3. b' x 

+ a (a+~J_(a-2)~Ca+9) 3.-5 
_ ••• ] 

2 . 2. 3. 4. 5. b 

wo K, und K, die Constanten der Integration bedeuten. Die hier vorkommenden Reihen 

besitzen dieselbe Eigenschaft wie die in der :Formel (60) .enthaltenen, nämlich abzubre-

(64-) 

(05) 

(66) 



(67) 
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chen, wenn ; eine ganze posilive oder negalive Zahl ist. Wird } aber gebrochen, so. 

Hrwandeln sich dieselben in unendliche lleihen vou der Klasse derjenigen, die man 

halhcom'ergirende nennt, und die sich der l<'unktion, deren Ausdruck sie seyn sollten 

heim Zusammennehmen rnn mehr und mehr Anfangsgliedern anfänglich bis zu einer 
gewissen Grenze nähern, dann aber da,-on entfernen und nicht nur dirnrgent. sondern 

sogar steigeud werden, d. h. hier mit andern Worten: wenn man diese Reihen, etwa 

die in der l<'ormel (60) enthaltenen, bei dem r + 1''" Gliede abhricht, so erhält man 
einen Ausdruck, welcher anstalt y gesetzt den ersten Theil der Differentialgleichung 

(56) nicht auf Null reduzirt, sondern auf einen von x abhängigen Werth, der bei dem 

fortwährendem Wachsen der Zahl r sich der Nulle bis zu einer gewissen, ebenfalls l'Oll 

x abhängigen, Grenze anfänglich nähert, dann aber bei dem fernem Wachsen dieser 

Zahl da1·on entfernt. Dass die Reihen, von welchen die Rede ist", zu den convergiren

den nicht gehören, davon belehrt uns der Quotient, den man erhält, das r + 1'• Glied 

durch das r'• theilend: 

_ (a-2 (r-1)) (a+2 r) 

23
• r. b. X 

welcher für grössere x, und bei dem fortwährenden Wachsen von r anfänglich ein klei
ner, nahe an Null liegender Bruch seyn kann, sich aber dann fortwährend der Einheit 

nähert und sie endlich überschreitet, wodurch die Reihe aus einer fallenden in eine 

steigende iibergeht. Um aber über das Mass der Genauigkeit, mit welcher ein solches 

balbconvergirendes lleihengehilde, bei dem r + t••n Gliede abgebrochen, das Integral 

der vorgelegten Diß'erentialgleichung wieder zu geben vermag, Aufschluss zu erhalten, 
betrachten_ wir das Resultat der Substitution in dieselbe, welches unmittelbar aus den 

Gleichung·en (63), (64) und (65) folgt, die bezüglich mit - b2 x, - a und x multipli
zirt und dann addlrt werden miissen. Diess gibt als Resultat: 

(68) e1
" S (c-1)' 3-r+i (2 (r-1) b 11,_,-H„_,(i- - r+2) ci + r-1))), 

(GO) 

welches eine Summe ist, deren einzelne Glieder in Folge der Relation (62) oder 

H =H (~-r+2)(~+r-t) 
r-1 r-2 2 (r _ 1) b , 

sich auf die Nulle reduziren, so lange diese Relation zwischen den mit H bezeichneten 

Coeffizienten wirklich Statt findet. Da man indess willkiirlich bei dem Gliede, dessen 

Coeffizient H,. ist, die Reihe abbrechen lasst, so sind Hr+i, H,.+, ... nicht mehr die 

durch diese Relation gegebenen, sondern NuU, es werden daher alle Glieder der Summe 

(68) bis zu demjenigen mit x-i--r inklusive, der Nulle gleich werden, das darauffolgende 
aber von Null verschieden und gleich: 
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r+r b X ~ - l'-J \ 

(-1) e x2 H (~ -r) (~ + r+t; ,. \2 2 ; 

ausfallen, die sämmtlichen darauffolgenden aber wieder •·erschwinden. Sohin sieht man. 

dass der partikuläre \!Verth (63) bei dem r + fteu Gliede abgebrochen, den erslen Tlaeil 

der DilTerentialgleichung nicht auf Null wohl aber auf den Ausdruck (70) redu1.ire, der 

fiir sich eines und zwar das let1.Le der Glieder von (G3) ist, nur noch mit einem con

stanten J!'aktor mulLiplizirt, dass es somit vortheilhaft sei, die l\eihe abzubrechen bei 

demjenigen Gliede, für welches der Ausdruck (70) ein Minimum ist, und welches daH 

r1e ist, wenn man unter r diejenige geniig·end gross vorausgesetzte Zahl versteht, di1~ 

dem Quolienten (G7) den der Einheit nächsten Werth ertheilt. Es kann noch hinzuge

setzt werden, dass, wenn in einer solchen Reihe die Zeichen wechseln, der wahre 

Werth des betrelfenden partikulären Integrales zwischen der Summe aus r und aus 

r + 1 Gliedern liegen muss. Aus diesen Betrachtungen folgt, dass solche halbconvergi

rende Reihen, ungeachtet des ungünstigen Auges, welches der Analyst in der Regel 

darauf w werfen pnegt, zur numerischen Berechnung der Werthe von y, und dem Her· 

nus.lesen der daraus f~lgenden Erscheinungen, wenigstens für grössere Werthe der Ver· 

iinderlichen x nicht ganz nutzlos seien. Man kann sich indess, wenn man sie doch un

anständig finden sollte, immer andere in Form von bestimmten Integralen erscheinende 

verschaffen, und diess 1.war auf mannigfache verschiedene Arten, von denen hier nur 

einige hervorgehoben werden sollen; nur muss leider bemerkt werden, dass in sehr 

vielen Fällen diese bestimmten Integrale keine andere numerische Berechnung zulassen, 

als die durch halbconverg·irende Reihen. Immer kiimmt es im Wesentlichen daraur an, 

class man das unter der J<'orm eines DilTerentials mit allgemeinen Exponenten vorkom

mende partikuläre Integral entwickeln oder wenigstens auf eine andere ]form bringen 

kiinne, die der Uerechnung zugängiger ist. Diess kann nun nicht bloss geschehen auf 

die ehen vorgetragene Weise, sondern auch dadurch, dass man die zu dilTerenzirende 

l<'unktion in eine Reihe ''on Exponentiellen oder die analoge eines solche in sich ent

haltenden bestimmten Integrales verwandelt, und dann dem Differenziren unterwirft. So 

kann man z.B. zur Umgestaltung der Formel (59) folgenden Weg einschlagen: In dem 

bestimmten Integrale, welches für m :> 1 einen constanten enfüchen Werth hat: 

C =f"'e-' A.111
-

1 dA., 
0 

set1.en wir ::\. (u + h) anstatt ::\. und erhalten nnter der Voraussetzung, dass u + b im-

111er positiv i~t, was hier im ersten Theile des Werthes von y, Formel (59), da nach 

der Differentiation t; = b gesetzt werden muss, wirklich Statt findet: 

C J"' -1-(V+b) m-1 d~ ---- e A .11.. 

(l +h)111 
- 0 

Es lässt sich in :Folge dieser Gleichung der erste Th eil des W erthes von y 

auch so darstellen: 

(70') 

(71) 

(72) 



(73) 

(74) 

(7.'i) 

(76) 
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Cl 
J d_-a; ~„ -Ab+ V(x->.) ~ \ b• f"' -Hb _"._ , : / e X' d X - C e e (x - :q 2 ,., d X. 

d V 2 b 

Genau aur demselben Wege verschafft man sich auch einen Aued1·uck für den zwei
ten Theil. l\ian formt nämlich das Integral (71) durch die Substitution von X (v - b) 
anstatt X um, daraur Rücksicht nehmend, dass weil nach dem Differen1.iren anstatt 

1:, - b gesetzt werden muss, v - h als eine negative Zahl zu betrachten sei. 

Diese gibt: 

e - • rV-hl x"'-• d X, 

und der zweite Theil des Werthes von y läset sich offenbar so schreiben : 

1 
d~ [_„ >.b+li (x->.) 

C -- e 
2 ~ 0 

d v' 

x~dxl = c,e-b'J;-"'e2""cx-X)~X~ dX, 
j_ h 

und man hat: 

y = C
1 

/'J"'e-2Ab(x-X).;.X+dx + C e-·hxj'-"'en 11 (x-X)~\;"-dx. 
0 ' 0 

Diese l<'ormel gestattet keine Verwandlung von a in - a, sie gibt also nur das 

Integral der Gleichung (56) nicht aber das der (55), welches fet1.tere übrigens im er· 
stem Paragraphe bereits gefonden worden ist, und es ist nicht schwer w zeigen, dass 

" man durch Entwicklung von (x - X)T mittelst der Binomialformel und nachfolgende Ju. 
tegration, zur Gleichung (60) zurückgelange, es lässt sich aber auch anderseits a poste· 
riori darthun, dass der eben gewonnene Ausdruck die Differentialgleichung erfülle. Zei
gen wir diess namentlich für den ersten Theil desselben, d. h. für: 

bxfa:i -2AJ, ~ ~ 
y = e e (x-X)' X' dX, 

0 

woraus durch Differenziren: 

dy h•j'"' ·-2Ah ~ ~-1 [ a] 
(78) dx=e e X'(x-X)' h(x-X)+2 dX. 

0 

(79) 

i ~ 11. a 
d y "'! -2Ab - --2 ---,= e e X' (x-X)' 
dx o 

folgt. 

Nun multiplizire man die erste dieser drei Gleichungen mit - b' x, die zweite mit 
- a, die dritte mit x und addire sie, so erhält man zunächst: 
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oo n a a (a ) "'J -21'b --• -+::r 2-1 xe e (x-:>..)' :\ 2 d:>.., 
0 

sodann durch das Verfahren des theilweisen lntegrirens 

ab Je -H b (x - ).)~ -1 ).'·~n d). = - ~ e - 2 • b (x - ).) ~ -1). +" + 

also innerhalb der Grenzen 0 und eo 

abJ
00 

e-Hb(x-A)-i--•).T+i d). = 
0 

~~"'e- 2 •h).~(x-A)+2 [(~+1) (x-A) (~-1) :i..] d\, 
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ein Werth, der den Ausdruck (80) verschwinden macht. Genau auf dieselbe Weis" 

iiberzeugt man sich ''on der Richtigkeit des zweiten ßestandtheiles rnn y. Es kann 

also die Formel (76) für gebrochene jedoch positive Werlhe ,·on ~ an die Stelle drr 

(60) gesetzt werden. 

Ein zweites Mittel die Differentiale mit allgemeinen Exponenten 11mzufo1·men biete.! 

uns die Fot:HIER'sche Formel: 

1 f +"' r'" •(U-•JV=t F (u) = - e F ().)da d :\., 
21t' _,., A' 

man wird mittelst derselben jeden Ausdruck von der Form : 

umgestalten in 

Ein drittes Mittel zu demselben Zwecke bietet eine von Lwuv1L1,E i:m .Jour1111f "'' 

l' t!t:ole polyteclmi!1ue Toine 13 bewiesene l<'ormel : 

j'~qi(u)duµ= d-µ('f'(t:))= . 1 -f00

qi(u+cr)a.-.rlcr. 
du-µ (-ttr(µ) o 

in welcher l' (µ) das EuLEn'sche Integral: 

Naturwissenscliaftlicl1e Ahlrnndhmgen. J. 

(80) 

(81) 

(82) 
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f oo -0 •-1 
e e de, 

0 

p. aber eine positive Zahl bedeutet, und deren Beweis wir hier genau so wie ihn der 

Verfasser gegeben hat, folgen lassen wollen. Es wird in demselben .-orausgesetzt, dass 

'/' (x) nicht beliebig sei, sondern einer gewissen Bedingung entspreche; die Entwicklung 

nämlich dieser l<'nnktion in eine Reihe von Exponentiellen: 

S ( A,.. e'"•] 
darf nur negative m oder wenigstens solche imaginäre enthalten, deren reeler Theil ne

gativ ist. Die Nothweodigkeit dieser Bedingung erhellt schon daraus, weil sonst 

J00 

<{' (u + a) a•-• da 
0 

unendlich wäre, und ihr Stattfinden wird unmittelbar aus dem Umstande, dass cp (u) = 0 

ist, für u = oo erkannt. 

Um diese Formel zu beweisen, ersetzt man '/' (u) durch 

S [Am e'"•] 
und sucht den Werth des Integrales 

f 00 <{' (u + a) a•-• da. 
0 

Bezeichnen wir in der That dieses Integral durch z, so erhalten wir nach der an
gedeuleten Suhstituti-00: 

z = J 00 

S [Am em(U+•l a•-• da], 
0 

oder wenn man die Ordnung der Zeichen S und J umkehrt, was erlaubt ist wegen 

der Unabhängigkeit der dadurch angedeuteten Operationen: 

z = S [Am e'" 11 J
00 

e'"" a•-• da]. 
0 

Nun setze man in diesem Integral m a = - e, indem man bedenkt , dass m immer 

negativ ist, so erhält man: 

" 1. 11111 ... -. 
e a da 

0 

(-1}"1:"' e-
8 e•- 1 de 
m" 

(- tt r (µ) 

m• 

Diess gibt den Werth von z: 
ml' 

1. = (-1}" f (µ) S [Am _e -J, 
m" 
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und weil 

' r em V] .~ ~ S A111 - = j cp (l) du 
IIIµ 

ist, so wird 

z = ( - 1) r (µ) '/' (u) du ' " J~ " 
und wenn man anstatt z das hiedurch angedeutete lnlegral zurücksetzl: 

!"' cp (u + a) aµ-I da = (- t)" r (µ) J" '/' (l;) du~. 
0 

was bereits die Formel ist, die zu beweisen war. 
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Da hier der Exponent µ positiv vorausgesetzt wurde, so wird man die eben bewie
sene Formel nur zur Verwandlung der Differentiale mit negativen Exponenten benützen 
können. Es gibt aber LwuvILLE an derselben Stelle eine andere Formel an, mittelst 
welcher auch Differentialquotienten mit beliebigen positiven Exponenten umgeformt wer
den können. Diese wird auf ungemein einfache Weise aus der vorigen abgeleitet. In
der 'fhat nennen wir, um zu einem Ausdruck für 

_!_ (cp (u)) 
d v" 

zu gelangen, n eine beliebige ganze Zahl, die grösser ist als µ, und p diejenige gebro
chene, um welche n µ überschreitet, so dass 

µ = n-p. 
wird, so hat man auch 

d cp(u)du "JP P 
du" 

Da p eine positive Zahl ist, so kann man in der Formel (83) µ durch p ersetzen, 
diess gibt: 

11' p 1 !"' p-1 
cp(u)du = P c,o(1.:+a) a da, 

(-t) r(p) o 

und wenn man von beiden 'fheilen den nt•n Differentialquotienten nimmt: 
~ 1 „ 11 

!__cp (u) = J d cp (u + a) ap-1 d;a, 

dct C- l)prcp) o du" 

Von dieser Formel wird man Gebrauch machen, nicht nur wenn man einen Diffe
rentialquotienten mit reelem, übrigens beliebigen Exponenten in ein bestimmtes Integral 

umzustalten wünscht, sondern auch wenn µ eine imaginäre Zahl bedeutet; n wird in 
diesem Falle eine reele ganze und positive Zahl, deren nummerischer Werth den des 

reellen 'fheiles von µ überschreitet ; ferner bleibt fortwährend µ = n - p und 
29. 

(1-\3) 

(114) 
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r f oc e 11-1 

- (p) = e- e de' 
0 

d. h. gleich einer endlichen Grösse, wie sich für solche imaginäre p. deren reeler Theil 

positiv ist, ohne Mühe beweisen lässt. Den nummerischen Werth dieses r (p) zu ken

nen, ist nicht nölhig, da er sich hier in der Constanle der Integration verliert. Ueber

haupt ist zu bemerken, dass es an Mitteln, eine Umstaltnng der erhaltenen Ausdrücke 

1.11 bewirken, und diess zwar in die mannigfaltigsten l<'ormen eben nicht fehle, und dass 

zu diesem Zwecke dienliche J<'ormeln von mehreren Analysten, vorzüglich von C.1.ucnY in 

den Exert:ices de 11111tlu!inafique, Lwn·n.LF: am erwähnten Orte und Anderen aufgespeichert 

worden sind. Wir werden selbst in dieser Abhandlung noch einige spezidle derselben 

1.ur Sprache bringen. 

Nachdem wir die llauptforme.n, unter welchen das Integral der Di!ferentialgleichung· 

(55) erscheinen kann, und die allgemeinen Methoden diese l<'ormen in einander z11 ver

wandeln so ums ländlich erörtert haben, als z11 unsern Zwecken nothwendig erschien, 

kehren wir z11r Gleich11ng (28) des ersten Paragraphes zurück, und wollen a11ch ilier 

diejenigen Fälle kurz berühren, in welchen das Integral derselben einer Vervollständi

gung bedarf. Wir bekamen allda: 

(.'i.'i) f~-"- du = A log. (c; - et)+ A' log. (u - ß) =log. r (u - et).1. (l' - 13/'). 

("17) 

1 

A A~ Ux 
(c; - et) (u - ß) e = 0, 

und gelangten zu einem unrnllständigen nur mit einer ein1.igen willk.ürlichen Conslante 

versehenen Integral. wenn entweder einer der beiden Exponenten A oder A', oder beide 

negativ sind. Es sei zufiirderst nur A' negativ, so dass die zweil~ der Gleichungen(85) 

iibergehl in: 

und 

' (c;- et) 

(t -ß) 
A' 

l" ~ 
e 

A 1 
V= (u-et) 

(i:-ß) 
A~--1 

0. 

ousfiillL, so erhalten wir dem im Nenner von V enthaltenen l!'aklol' L - ß enlsprechend. 

"in partikuläres Integral der Differentialgleichung: 
A.' 

. \ d [ l" X _ A.-1] / 
} = 1-A-, e (~ - et) \ ' 

d t: ,, 

was ein endliches mit einer Exponenlielle ef-' multiplizirtes algebraisches Polynom gihl, 

so oft entweder A oder A' eine ganze Zahl bedeutet, im entgegengestzten Falle aber 

in eine Reihe ,-on der Sorte der halbcoß\'ergirenden übergeht, anstatt deren man irgend 
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eines der früher angezeigten Mittel in Anwendung bringend, ein bestimmtes Integral 
wird substituiren können. Man wird so hin die l<'ormeln (39) und ( 40) des ersten Para

graphes durch folgende ersetzen können : 
-a: A-1 A' . 

-- c f u X (u - <X) du + c. 1i_!_A' [et• X (1 - <X)A-I] 11. 
)' - 1 e - A'-11 " 

• (u-ß) dt: e 
+er A-1 A' 

= C [ eux (u - ") __ d "._ + C )_d_ [el'> (u _ ")"'- 1
] 1 , 

y 1 ,\';1 > / A' \ 
o (u - ß) dt ß 

die nun als Integral der Differentialgleichung 
2 

x i_x + dy (a + b x) + y (a + b
11 

x) = O 
d x' dx i ' " 

dastehen, und deren erste fiir positive, die andere für negative x giltig ist. 

Wären A und A1 beide negativ, so dass an die Stelle der Gleichungen (86) und 
(8i) folgende andere treten : 

A A' 
(u - <X) (u - ß) 

0 

und 

eux 
V = A+t A'+l' 

(u-<X) (u-ß) 
so erscheint das lnteg-ral derselben Differentialgleichung in folgender mit zwei willkiir· 
liehen Constanten versehenen Form: 

l dA eu X l d"'' u X 

Y-= C - ( ] + C I_, (- - e__ 1\ ' 
t A A'+l 2 ~ A A+1 

du (u - ß) • du (u - <X) f. 

wofiir man dann wieder bestimmte Integrale wird einführen können. Verschwindet einer 
der beiden Exponenten, etwa A' so ist diess ein Zeichen, dass die mit U

0 
und U

1 
be

zeichneten Polynome den gemeinschaftlichen l<'aktor u - ß besitzen, dass also die Expo

nentielle eß x ein partikuläres Integral sei. Wir erhalten also den mit zwei Constanten 
versehenen Werlh von y: 

y = C eßx + C [-"'eux (u- <X)A-1 d1 
' ' o u-ß 

für positive A und positive x, 

ßx f + °' )A-1 
y = C

1 
e + C eux (u-=--" - d1 

.12 o c- 1?i 

für positive A und negative x, 

ßx 
y = C, e 

(80) 

(90) 

(91) 

(92) 

(93) 



(!l4) 

(95) 

(9ß) 

(97) 

(!lfl) 
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fiir negative A und beliebige x. Es wird hier gleich wie in den übrigen l<'ällen voraus

gesetzt, dass wenn irgend einer der Exponenten A oder A' negativ ausfallen sollte, man 

alsogleich anstatt desselben - A schreibt, und somit in den l<'ormeln (91), (92) und 

(93) die vorkommende A bereits positiv gedacht werden müssen. 

Wenn endlich ß =et ist, also die Gleichung U, = 0 gleiche Wurzeln hat, so wird 

man zur Vervollständigung des, nur mit einer einzigen willkürlichen Constante verbun

denen Integrales, die allbekannte l\'lelhode der Variation der willkürlichen Constanten 

in Anwendung bringen. 

Es ist nur noch übrig einige Aufmerksamkeit der Differentialgleichung 
2 

'!.1- + b x d Y + y (a + b x) = 0, 
d x' 1 d X u n 

clie bereits im ersten Paragraphe integrirt wurde, und in ein .paar speziellen Fällen ein 

unrnllständiges lnlegral gab, zu schenken. Wir erhielten an dem bezeichneten Orte: 
u2 b11 V 

V = (b u + b /-1 e u' + 21;- - J,2, 
1 tl 1 1 

und gelangten zu einem, nur mit einer emz1gen Constante versehenen, partikulären In
tegrale, ausgedrückt durch die Formeln (69) und (70) des ersten Paragraphes, erstens 
für verschwindende, und zweitens für negati,•e Werthe von A. 

Im ersten dieser beiden Fälle haben die Polynome U
0 

und U
1 

den gemeiuschaftli· 

chen Faktor b
0 
+ b

1 
v, folglich wird die Exponentielle 

b 
_......!!x 

e h, 

der Differentialgleichung Genüge leisten; es tritt somit für A = 0 an die Stelle der 

Formel (69, §. t) folgende andere: 

b - u' 1> ) 
- .....!! X + CO V -1 2b + V ( K - -; d u 

y = C, e 1>, + C, [ - e ' h, b + b u ' 
-ooV-1 u 1 

die jetzt als allgemeines Integral der Gleichung (94) dasteht, wenn b, positiv und zwi

schen dPn Coeffizienten a
0

, b
0 

und b, folgende Relation vorhanden ist: 

a b' 
A = .-!!. + ...!. = 0. 

b, b,' 

Ist dagegen b, negativ, und handelt es sich somit um die Gleichung: 

if.J_ - b x d Y + y (a + b x) = 0, 
d x' 1 d X o u 

während die Relation (97) fortbesteht, so bekommen wir anstatt der Formel (70, §. 1) 
folgende vollständigere: 
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11 u' ( 11 \ 
11. +"' --+U x---"-1 di; c b X c j"" 2h 2 y = ' e ' + 2 e ' h, , ~b----b-t· . 

-«; tl 1 

Im zweiten Falle, wo A negativ ist, wo also an die Stelle der Formel (95) die 
andere: 

V 

u' b u 
eux +IT-~ 

1 b, 

b
-Aj.!(--·-b )A+i

t u+-if 
l 

tritt, erscheint ein partikuläres 
tialquotienten: 

Integral der Gleichung (94) in Form eines Differen-

C l dA [ u (·- ~) + ~JI y = - e b2 21> b, duA 1 1 _ _1.1 

h, 

die auch eine Verwandlung gestattet in ein Produkt aus einer Exponentielle 
b 

nach absteigenden Potenzen von x - bo' geordnete Reihe, nämlich: 
l 

h„ 3 h„' b A b b A-1 

J = C e - ~ x + 2 b,° [ (X - ~) - A ~ (X - :•) + 
1 1 1 

in eine 

+A(A-1)(~ _!)(-~)A-2 A(A-1)(A-2)t~ 3b")( ~)A-> J 
2 b ' + b X b 2 - 2 • 3 \b ' + 3 X - b 2 + • • • ' 

1 l 1 1 h. 1 

welche jederzeit abbricht, wenn A eine ganze positive Zahl ist, im entgegengesetzten 
}'alle aber unbrauchbar wird, was schon der unmittelbare Anblick ihres 2 nten und 
2 n + 1ten Gliedes lehrt, denen wir, um den ganzen Bau der Reihe klar vor Augen zu 
haben, hier eine Stelle gönnen : 

2n 

A (A-1) ... (A-2 n+t) ( _ ~)A-2 n (~ 
2 ... 2n X b 2 b'"+ 

1 1 

2 n (2 n-1) h,,'"-
2 

2 h"l-3 + 
1 

2 n (2 n-1) (2 n-2( (2 n-3) b:n-> 
+ 2. 4 b'"-' + 

2 n (2 n-1) (2 n-2) ... 1 \: 
+ 2.4.6 ... 2nb 11 

)' 
1 1 

2 n~ t 2 n-1 

A(A-1) ... (A-2n) ( b A-•n-i (b• (2n+t)2n b0 

2. 3 ... 2n+1 x-:,) b'"" + 2 b'"-' + 
1 1 1 

(2 n+1) (2 n) (2 n-1) (2 n-2) h.' n-a (2 n+1) (2 n) (2 n-1) ... 2 b
0 

) 

+ 2.4 b'"_,+ 2.4.6 ... 2nbn+• ' 
1 1 

l\'lit Hilfe der Formeln (103) und (104), die das 2 nt• und das 2 n + 11• Glied der 
Reihe geben, wird man nun das entsprechende partikuläre Integral jedesmal construiren 

(99) 

(!00) 

(101) 

(102) 

(103) 

(104) 



(105) 

(106) 

(107) 
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können, wenn A eine beliebig gross gedachte ganze Zahl ist; im entgegengesetzen l<'all<' 

wird man besser thun, einen Ausdruck desselben partikulären W erthes in Form eines be 

stimmten Integrals anstatt des (101) zu substituiren, was hier keinen Schwierigkeiten nn· 

terliegt. Wir verwenden zu diesem Zwecke, nur um ein bisher noch nicht gebrauchtes 

Mittel zur Sprache zu bringen, das LAPJ.Ac~:'sche Integral: 

woraus durch Substitution von a z + b anstatt z henorgeht: 

+GI) '2 '2 '2 

f e
-a z -2abz b v;-

d z = e ---· 
a 

Hieraus erhält man 

Den durch diese l<'ormel gegebenen Werth führen wir nunmehr in die Gleichung (101) 

ein und erhalten alsbald : 

Y = C [_+
00

00 

Z - (x-tf e- \z' + ~[•-(x-~\] dz; 

' 
das allgemeine Integral der Gleichung (94) wird daher jetzt so aussehen: 

+aiV=t !!~-+ u (x-~) du 
y = C f - e2bl 11,' A+1 + 

1 
-ooV-1 (b

0
+b,u) 

+"' 
+ c, !_„ 

A h, .,.2 110 [ (. hu \] 

[ ( 
b )] - -- + - 1.- X - -J 

Z - X - -; e 2 h, . h
1

2 d 7.. 

b 
l 

Ehen so erhalten wir das allgemeine Integral der Glei~hnng (98), indem wir w

fiirderst einen partikulären Werth aufschreiben in Form eines A 1"" DifTerenlialquotienlen: 

b i;2 

Y = C )_{-[et (x-~,) - ~]1 h' 
A.. 1 \ () 

du 1) 
1 

welchen wir dann mittelst der Fomrnn'schen l<'ormel in ein beslim111tes lntegrnl 11rn![e

stalten. Wir bekommen mittelst derselben : 

~ ~ 
-2-1;- 1 J+a:. [+"' e'.ql"-A)V=l e~ d~ 

e 1 = y"' _"' _"' ~ d:\., 

diess in die Gleichung (107) gesetzt gibt: 
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Cf+ °'1•+ „ ( b„ \A • (~'-A)V1- _)._"_ ... ~ (x-~ \ 
y= 2 ...: 

1
aV::t+x---,I e \h1 - 2h, b1 h,'ldczd:\.. _„ -O> b / 

1 

Hier lässt sich eine Integration nach :\. bewerkstelligen, und man bek(immt namentlich: 

+ CD )..2 Ä v-- -- ,> b f e-21.,-· -ldA=V2b,...:e-T, _„ 

somit 

1 ~ + ~ b A a.2 b ab h b 
c V ,,, ", "'J ( V-l+ ") --' + __.!!_ v=i +-" (, --") J = ~ _ „ CZ -l X - b2 e 2 b1 b1 \ h,' d "' 

1 

wornach der allgemeine, mit zwei Constanten versehene Werth ,-on y so aussieht: 

f + "' -~ + U (x - ~) d U 

y = C, -"" e 2b, h,' (b, - b, u)A+1 + 
b0 ( h0 ) + ~ b A a.

2 
b et b 

- x-- f ( 0 ) 1 + u VJ + C, eh, 1i 1' _„ aV-1 +x-b, e--2- T - da. 
l 

Sowohl diese Formel als auch die (99) enthält als Bestandtheil ein bestimmtes In· 
tegral, bei dem die unter dem lntegralzeichen befindliche Funktion innerhalb der Gren
zen durch Unendlich durchgeht; solche Formeln sind nun mindestens nicht bequem und 
werden daher gerne vermieden; auf dem Felde jedoch, welches wir hier betreten ha
ben, würde man sich übereilen, wenn man dieselben unbedingt verwerfen würde, da es 
nicht schwer ist, eine Verwandlung zu bewerkstelligen in eine andere dem erwähnten 
U ehelstande nicht unterliegende Form, womit sich dann gelegentlich noch andere Vor
theile verbinden lassen, die ins Detail zu verfolgen nicht der Zweck dieser Schrift ist. 
Es soll daher hier nur obenhin der Weg angedeutet werden, den man bei ähnli
chen Integralen zu gehen hat, und namentlich wollen wir zuförderst das in der Formel 
(99) enthaltene Integral der Differentialgleichung (98) unter der bestehenden Bezie
hungsgleichung (97) betrachten, da in Folge der letztem 

b' 
a = - -..!.!. 

0 b 2 

l 

ist, so geht die (98), nachdem man den eben ermittelten Werth für a
0 

eingeführt hat, 

iiber in: 

' b 2 

!.L - b X !~ + J (- ...!'.. + b x) = 0, 
d x' 1 d X b 2 u 

l 

und dieser entspricht wenigstens Ein tadelloses partikuläres Integral: 

y = c, 
Naturwissenschaftliche Abhandlungen. 1. 

b 
0 -x 

e bi • 

30 

(10f<) 

(10'l) 

(1111) 
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wie man sich auch durch unmittelbare Substitution leicht iiberzeugen kann; anstatt des 

zweiten partikulären Integrales jedoch, welches in der l<'ormel (99) enthalten ist, und 

die so eben erwähnte Unwkömmlichkeit darbietet, können wir uns, von einer sehr he· 
kannten Methode Gebrauch machend, ein ande1·es verschaffen. Ist nämlich allgemein die 

Gleichung zu integriren: 

' d Y +X dy +X y ü, 
d7 'dx " 

und hat man ein partikuläres Integral 

y = Y, 
gefunden, so suhstituire man 

y = Y,fz d x, 

und die vorgelegte Gleichung geht nach gehöriger Reduktion über iu . 

dz - 2dy, X 
z Y1 ' 

und daraus durch Integration : 

log. f = - log. y
1

' - fx, d x, 

unter k eine willkürliche Constante verstanden. 

In der Gleichung (110) ist nun 
b 

" y
1 

= e~ x, X, b
1 

x, 

und somit 

also 

log. f 

fz d X 

h b x' 
2 ~X+ T' 

1 

' b X 
1 

~ 

h h x2 

2 " 1 k Je- ~x+-2- dx + C
1

, 

b b h IJ X'.! 
U ll II 1 

J -x Ce-b•Je-2-bx+-„-d y = Y, z d x = C
1 

eh, + 2 , , < x , 

eine Formel, in welcher C
2 

anstatt C
1 

k geschrieben ist, und die an die Stelle der (99) 

gesetzt werden kann. Allein dasselbe auf diesem Wege erhaltene allgemeine Integral 

hätten wir aber auch aus der l?ormel (99) unmittelbar ableiten können, ohne rnn der 

1\lethode der Variation der willkürlichen Constanten Gebrauch zu machen, in der That 
set1.en wir: 
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„+ 00 -~+v(x-~) du ;=J e 2h, b' ---· (112) 
-~ 1 b,-b, u 

nnd lassen beide '!'heile dieser Gleichung diejenige Reihe von Rechnungsoperationen 
••rfahren, die durch die l<'ormel: 

b 

angedeutet ist, so erhalten wir: 
" 

d 
b, d X 

b d t'. + ~ u' ( 1>0 ) v- h1 ( 1>0 )' 

b ; - -1-~ = f e- ~+ u X - ;;-; d V = 2 b "' e 2 X - h"• . 
0 d X -CG 1 t 1 

Diese Differentialgleichung besitzt den inLegrirenden Faktor 

-~X e b
1 

, 

und gibt mit demselben multiplizirt und integrirt: 

b '}, h X'}, 2 h X 

= V2b,"' e2
1

~,3 Je~--t- d x + C, 

hieraus 

h 2 b X IJ X'}, 2 h X 

V
2- 0 II 1 11 

b"' c2b1
3 e-i;;- J e-2- - -„,- d x; 

1 

diess ist aber ein Ausdruck, der mit dem obigen genau einerlei l<'orm hat ; der mit !; 
hezeichnele partikuläre Werth hat daher die Eigenschaft trotz seiner scheinbaren Un

brauchbarkeit mit Hilfe einer passenden Trnnsformation sogar das allgemeine Integral 
der Differentialgleichung (110) liefern zu können, so dass also hier ans einem einzigen 

gehörig umgestalteten partikulären Werlhe, deren zwei hervorgehen , und es ist nicht 

schwer Ileispiele aufzufinden, in denen auf ähnliche Weise eine Zerspaltung von einem 

partikulären Werthe, in deren drei, viere u. s. w. Statt findet, und oITenhar verdanken· 
wir diesen glücklichen Umstand der bekannten Vieldeutigkeit solcher bestimmter Inte

grale, bei denen die Funktion innerhalb der Integrationsgrenzen durch Unendlich durch
geht; hiedurch stellt sich aber dasjenige was auf einem andern Felde als Uebelstand 

zu betrachten wäre bei der Integration der Differentialgleichungen als Vortheil heraus. 

\uf ähnliche V\1eise können wir auch den ersten Bestandlheil des Wer1hes ''On y in 

dPr Formel ( 100) behandeln, wir setzen nämlich: 

+~ u' u( "0 ) du 
!; = J_,,, e~ + x - h;' (b -b u)A+1 

" ' und bringen dann an beide Theile dieser Gleichung diejenige Reihe von Uechnungsope· 

rationen an, welche durch die Formel: 

(b, - h, ·adx.t' 
30 * 

(113] 

(114) 
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angedeutet ist, und erhalten so: 

/ d A+t + ci: -~+~(x--~) 
b-b-d) !;=J e 2 ", 1>' 

\ o t X .-eo J 

-- ''1( bo )2 
du = V2 b 1\" e" 1·- j;2 

l 1 

Das Integral dieser Dillerentialgleichung von linearer Form unil mit constanten 

Coelfizienten besteht wie bekannt aus zwei '!'heilen; dem eine gewisse Anzahl willkiir

licher Constanten enthaltenden Integrale der reduzirten Gleichung, und einem singulä

l'en \\'erlhe, der keine Constante in sich schliesst, auch den Zusatz einer solchen nicht 

\erträgt, und die Eigenschaft hat der complelten Gleichung Genüge zu leisten. V\'ir 

linden diesen letztem mittelst der l<'omrna'schen l<'ormel, nach welcher: 

b +"' ,_,, e•(•-•>V=t :'tr,_~)2 
!;= rf .f b v=!A"e;\ h2 

d0<d:\. 
1\" - "' A' ( o - b, °' --1) 1 

ein solcher Werth ist, wie man sich durch wi„kliches DitTerenziren und Ililden des im 

el'slen '!'heile der Gleichung (115) enthaltenen Ausdruckes: 

d A' 1 (bo - b, dJ !;, 

alsogleich üben,eugen kann. Der erstere aber erscheint in Form eines Produktes aus 

einer Exponentielle: 
b 

J!x 
e 1 

in eine gan1,e Funktion von x, in der die Constanten der Integration enthalten sind, 

welche man offenbar nicht so wird zu wählen haben, dass !; dem oben bezeichneten be

stimmten Integrale gleich wird, denn dieses ist vieldeutig, sondern so. dass der Diffe

rentialgleichung Genüge geleistet wird. Wjr können hier nicht in die Einzelnheiten 

dieser Uechnung eingehen , denn diess würde ermüden ohne desshalb erschöpfend alle 

vorkommende Fälle zu umfassen. 

Und so wären wir denn in allen Fällen zu den allgemeiuen, mit der gehörigen An

zahl von Constanten versehenen Integralen der Gleichungen gelangt, die im el'sten Para

graphe der Betrachtung unterworfen wurden. Wir können also allgemein annehmen, 

dass eine _jede Differentialgleichung von beliebig hoher Ordnung und mit Coeffizienten, 

die nach der unabhängigen Variablen vom ersten Grade sind, durch unsere Methode 

,·ollständig integrirt werden kiinne, und dass diejenigen partikulären Integrale, aus wel

chen sich das Allgemeine zusammensetzt in drei verschiedenen l<'ormen erscheinen, näm

lich: in 1ler eines bestimmten Integrales, ferner in der eines Differentialquotienten mit 

allgemeiner Ordnungszahl, und endlich als Produkt aus einer Exponentielle in eine end

liche oder unendliche, nach absteigenden Potenzen der Variablen geordneten Reihe. Wir 

wollen nunmehr die Wirksamkeit dieser Methode auch bei Gleichungen mit anders ge

stalteten Coeffizienten erproben. 
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§. 3. 

Integration der Differentialgleichungen der zweiten Ordnung 
von der Form. 

' 
x' t!..l' + x (A + ß x111

) d Y + (A + ß x"' + C x' 111
) y = 0 d X2 t 1 d X u o 0 ' 

fiir beliebige Werthe des Exponenten m. 

Die in den ersten zwei Paragraphen vorgetragene Integrationsmethode lässt sich 
nicht nur anwenden bei solchen Differentialgleichungen, deren Coellizienten ganze Funk
tionen der ersten Ordnung der unabhängigen Veränderlichen sind, sondern auch bei 
mehreren anderen, die sich durch passende Substitution auf die Form solcher Gleichun
gen zurück bringen lassen, eine solche ist aber die Differentialgleichung (1) was auch 
immer die in ihr enthaltenen Coellizienten und der Exponent m für Werthe haben mö
gen, nur werden um dieselbe in eine solche mit linearen Coeffizienten zu verwandeln, 
zwei aufeinander folgende Substitutionen nothwendig seyn, wir setzen nämlich: 

X
111 = t, 

somit 

il = d Y • ~ = iX . m x111
-'. 

dx dt dx dt 

' ' !_.}' = !_.i: m' x' (111-1) + d y m (m - 1) xm-2' 

d x' d t' d t 

biedurch geht die (1) über in: 

' 

(1) 

m' t' !.1 + d Y [t (A m (m -1)) - m 8
1 
t'] + (A

0 
+ ß

0 
t + C

0 
t') y = 0, (2) 

d t' d t l 

hier setzen wir ferner: 

somit 

k y = t . z 

d y - tk ~ + k tk-1 z, 
df - dt 

' 2 !1: = tk !!· + 2 k tk-l d z + k (k - 1) tk-• 1„ 

d t' d t' d t 

diess in die Gleichung substituirt gibt: 
2 

m2 t' !_l + t d z [2 km' + A m + m (m-1) - m 8
1 
t] 

d t' d t 1 

+ z (kCk-1)m2 + k (A
1 

m +m (m-1)) +A
0 

- B
1
kmt + 8 0 t + C0 t'] = 0, 

endlich wählen wir den bisher unbestimmt gelassenen Exponenten k su,__ dass 
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k (k-1) m' + k [A, m + m (m-1)] +Au= 0 

wird, hiedurch wird eine weitere Di•ision durch t miiglich und wir erhalten folgende 
Differentialgleichung mit linearen Coetfo.ienten: 

m't{~ + d z [2 km'+ A m + m (m-1)- m H t) + z (ß - m k ß + C t) = o 
d t' d t 1 

1 " 1 " 

Hiermit wäre die Gleichung (1) ''ermittelst zweier auf einander folgender Subsli
lulionen auf die l<'orm der (28) des ersten Paragraphes gebracht worden, und kann so

mit genau auf dieselbe \\ieise integrirt werden wie jene. Auch kann bemerkt werden, 

dass man wegen des doppelten \Verthes den k annimmt, welcher eine beliebige der 
zwei Wurzeln· der Gleichung des zweiten Grades: 

m' k' + m k (A
1 

- 1) + A„ = O 

ist, oft nur ein Integral der Differentialgleichung mit einer emz1gen Constanle benii

thigt, in welchem k vorkommen muss, und welches, wenn man demselben alle beide 
aus der Gleichung (4) hervorgehende Werthe der Reihe nach beilegt, zwei 'on einan
der verschiedene partikuläre Integrale liefert die zusammengeset1,t das Allgemeine bil

den. Es sei uns gestattet, um die ausnehmende Wirksamkeit der vorgetragenen i\Ie
thode in gewissen speziellen l<'ällen in ein helleres Licht zu stellen, als lleispiel dieje
nige Differentialgleichung der Betrachtung zu unterwerfen, die unter den Namen der 

Hicw1'schen seit Langen bekannt geworden ist, und an der mehrere Mathematiker ihre 

Kräfte versucht haben: 

' !L + 2 II 0 d X2 - D. X y = • 

Man fand, dass diese Gleichung in besondern Fällen in endlicher l<'orm integrirbar 

sei, und namentlich so oft der Exponent n folgende l<'orm besitzt: 

4 r 
(Ü) n = - 2 r + 1 

(7) 

unter r eine beliebige ganze und positive Zahl verstanden, und das zwar mittelst r aut 

einander folgender Transformationen die nicht unbedeutende Rechnungsentwicklungen 

erheischen. Auch entwickelte man das Integral der RICATI'schen Gleichung in eine Ileihe 

und suchte diese mittelst bestimmter Integrale zu summiren. (il'lan sehe die Arbeiten 

von Kunrnn in Crelle..Journal und LiouYILLE im Journal de l'üole polyteclmique.) Un 
sere Methode führt hier unmittelbar beinahe ohne Rechnung zum Ziele. Es ist nämlich

die fücATI'sche Gleichung ein sehr spezieller Fall der Gleichung (1) und geht aus der

selben hervor, wenn man: 

A 
1 

Cu 

somit 

B
1 

= Au = Du = 0, 

+: a'. n = 2 m - 2, 
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m = n+2 
2 

setzt; woraus zu schliessen, dass dieselbe durch die Substitution: 

umgestaltet werde in 
2 

4 a
2 

t !2 + _n_ ~-J' + t 0 
d t' n + 2 d t - (n + 2)' y = · 
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()iess ist aber genau die Gleichung ( 48) des ersten Paragraph es, die wir dort um

ständlich inlegriren gelehrt haben, nur steht _n_ anstatt a uni! ~ anstatt b. Man 
n+2 n+2 

wird daher das Integral derselben, je nach der verschiedenen Beschaffenheit der darin 
rnrkommenden Coeßizienten, aus einer der Formeln (56), (60), (61) des ersten Para· 

graphes, oder (59), (GO), (66), (76) des zweiten Paragraphes ableiten. Namentlich, 

wenn _n_ positiv ist , und ''On den beiden Zeichen + in der Gleichung (7) das un-
n + 2 -

tere gilt, dann Lrilt die (56, §. 1) in Anwendung und gibt: 

n+4 2a 
+ -;+2 2 ---

~) 2n+4 eu' du+ y C J (u' -1 2 a (n + 2)' 
n+2 

n + 4 

+ C. J
00 

(u' -
' 2 a 

2 ---
_4_a __ ) 2 n + 4 

(n + 2)' 
;+2 

dagegen wird man die (60) und (61) verwenden müssen, wenn von den beiden Zeichen 

+ das obere gegeben ist, und man erhält folgenden Werth für y: 
2 a n + 4 

,il+2( 4a' ')-2n+•[B . -
j ----u sm.ut 

Y = 
0 

(n + .2)2 
' 

+ B, cos. u t J d V + 

_ n+I 

+ C J+"'(u' + ~)-·211+1 ei;' di;. 
3 

o (n + 2)
2 

Von den beiden Zeichen, die der Grenze des zweiten bestimmten Integrales anhän

gen, ist das obere für positive, das untere für negative t m nehmen, 8
1
, C, und ß, sind 

Constanten, von welchen die beiden ersten die Beziehungsgleichung: 

(8) 

(!l) 

(10) 

B, + C, = O (11) 

erfüllen müssen, die dritte B
2 

willkürlich bleibt. 
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Um hieraus das Integral der R1cAT1'schen Gleichung abzuleiten, ist nur nölhig an
n + 2 

statt t seinen Werth in Funktion von x, d. h. x -2- einzuführen. Thun wir diess, und 
setzen zugleich den positiven Werth von 

1r4T -b 
l" (n+2)' -

fiihren ferner u in b u verwandelnd, eine neue Variable ein , um geschmeidigere For
meln zu erhalten, so bekommen wir als llesultat: 

t -~ n+2 n+2 

f 2 2 n + 11 [ • -2- --2 -1 
y= (1-u) B

1
sm.bux +B,cos.bux du+ 

0 

- n + 4 n-t2 

+ c,f+"'(u'+1)-211+4 ebux• du, 
0 

n+4 n+2 n+4 n-i't 

y=f+1 c,(u'-1)-211+4 ebux• du+ c,f"' (u'-1)-2n+4 e+bux'dt. 
-1 1 

Die erste dieser beiden Gleichungen drückt das Integrale aus von: 
2 

d Y + a2 x" y = O, 
d x2 

die zweite von folgender andern Gleichung: 

' ~[_ + e' x" y = 0. 
d x2 

Von den beiden Zeichen + ist das obere oder untere zu wählen, letzteres aber nur 
n + 2 

dann, wenn der Werth von x so beschaffen ist, dass x 2 negativ wird. Ferner wird 

\'orausgesetzt, dass der Bruch _n_ positiv ist, dass somit n entweder zwischen die 
n+2 

Grenzen 0 und =• oder zwischen - 2 und - oo fällt. Wäre im Gegentheil n zwi
schen 0 und - 2 enthalten, somit dieser eben erwähnte Bruch negativ, dann treten die 
im zweiten Paragraphe entwickelten Formeln, und namentlich die (76) in Anwendung, 

n + 2 
0 

in der wir nur x in x-2- und a in - n + 2 zu verwandeln haben, um zu erhalten : 

n+2 eo n+2 __ 2_ n 

bx' f -kb (-2- )-2(n+2l -2(n+2) d 
C

1 
e e x -Ä Ä J..+ y 

0 
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Wir sagten, dass nach dem, was schon von älteren Analysten gefunden wurde, 

ll1ccAT1°s Gleichung integrirt werden könne in endlicher .l<'orm, so oft n eine Zahl ist, 

l'On folgender Form: 

4r 
n = - 2r:fi' 

unter r eine ganze posilhe Zahl verstanden. Diess bestäligt auch unsere Analysis, denn 

es wird für solche W erthe von n der Bruch: 

n -
n+2=+2r, 

gleich einer gam.en und geraden Zahl; wir wissen aber, dass in diesem Falle an die 

Stelle der (15) eine andere Form trete, die keine beslimmten Integrale, sondern viel

mehr zwei mit willkürlichen Conslanten multiplizirte Produkte enlhält aus Exponentiel

len in ganze .l<'unktionen von x, und die man aus den l<'orml'ln (60) und (66) §. 2 ah-

a ~ 
leitet, 2 durch ± r ersetzend und zugleich x in x 2 verwandelnd, die jedoch auch in 

der Formel (15) enthalten sind, und aus ihr abgeleitet werden können durch Entwick-

n ~ 
Jung der - 2 n + 4 ten Potenz des Binomes (x 2 - A) mittelst der ßinomialformel, 

und Berechnung der sodann zum Vorschein kommenden bestimmten Integrale. - ltlan 

sieht also, dass die R1ccAT1'sche Gleichung am aller bequemsten auf den ''on uns einge
schlagenen Wege integrirt werden könne. 

Es lassen sich nicht bloss Gleichungen des zweiten Grades von der Form der (1 ), 

sondern auch viele andere hiiheren Ordnungen angehiirige, von ähnlichem ßaue auf die

selbe Weise mittelst der zwei früher gebrauchten Substitutionen, einzeln oder zusammrn 

genommen angewendet, behandeln; z. B. folgende Gleichung der drilten Ordnung: 

x' d"y_+ x' d'y CA + B x'") + x ~dy_ CA + B x"' + C x
2111

) + (16) 
d x' d x' ' ' x ' ' ' 

+ y (A
0 
+ B, x"' + C, x

2
'" + D

0 
x

3 
'") = 0, 

die, wenn man x111 = t setzt, unmittelbar übergeht in folgende Einfachere mit der unab

hängigen Veränderlichen t, wenn man genau so verfährt wie bei der ähnlich gebauten 

Gleichung (1) : 

3 ' 

m" t' ~ + m' t' ~ ( 3 (m - 1) + A, + B
2 

t) + 
d t'' d t2 

d y [ ( \ + m t dt (m-1) (m-2) + (m-1) A
2 
+ A

1 
+ B, (m-1) + B, t+c,t']+ 

+ y CA, + ß t + C
0 

t' + D, t'J o, 
.Nat111'\l issenscl1i1fllichc Abhandhmgen. 1. 31 

( 17) 
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und sich in eine nach unserer Methode integrirbare verwandelt, wenn 

(18) (m -1) (m-2) + (m-1) A, + A, = 0, 

(19) 

(20) 

C21) 

(22) 

und 
A = ß = o u u 

wird, welche aber auch noch mittelst der zweiten Substitution: 

y = t' z 

behandelt werden kann, wodurch sich die drei Bedingungsgleichungen auf zwei zu

rückziehen. 

Um hier wieder ein einfaches Beispiel anzuführen, wählen wir die Gleichung: 

' !.x + a' x' y = 0, 
dx' -

die in der (16) als spezieller !<'all enthalten ist, und aus ihr hervorgeht, wenn man 

~=±~m=~~=~=~ ~ ~ ~ ~ ~=0 
setzt, somit durch die Substitution: 

verwandelt wird in: 

2 
X 

' 2 

8 t !._,r + 12 !1'. + a'ty = O; 
d t' d t' -

und um die Integration dieser letzteren handelt es sich jetzt. 

Nun haben wir aber hier 

U
0 
= 12 v', U

1 
= 8 v' ± a", 

f uu 1 3 + 1 3 u--d v = 2 log. (u _ 8 a ), 
l 

und zur Bestimmung der Integrationsgrenzen die Gleichung; 

i;, V-'+ 1 ·' o e u_sa=. 

Die Wurzeln dieser let1,teren können bezeichnet werden mil : 

die drei ersten davon deuten die Wurzeln der Gleichung: 

u' + _!_ a3 = 0 
- 8 

an, bei der vierten ist das obere oder untere Zeichen zu wählen, je nachdem x positi,
oder negativ ist. Es kann daher das allgemeine Integral der GIPichung (20) auf' fol
gende Weise geschrieben werden : 
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Die Constanten c,, C
2

, C,, C, hängen durch die Bedingungsgleichung: 

c, + c. + c, + c, = 0, 

oder durch folgende andere: 
b 

243 

(23) 

(24) 

c, + c. + c. + c, V±~a· c2s) 

zusammen; ersteres, wenn der zweite Theil der Gleichung (16) wirklich Null ist, letz· 
teres, wenn derselbe rnn Null verschieden und gleich einer Constante b wird. Der er-
ste Theil des viertheiligen Werthes von y, d. h. das Integral 

+"' eu 1 du 

J v··+ 1. • o u -8a 

bietet mitunter die Unbequemlichkeit dar aus zwei Theilen, einem reelen und einem 
imaginären zu bestehen ; dieser auszuweichen wird es gestattet seyn, demselben, wo 
diess nothwendig ist, eines der folgenden zwei anderen Integrale zu substituiren: 

-eo eu' du 

[ 1 Vu'+!..a'' 
--a 8 

2 

und die Constanten jetzt so zu wählen, dass C, willkürlich, und 

c. + c, + c, = 0 

wird. Endlich wird man noch x' anstatt t setzen, und so aus (23) das Integral de1· 
Gleichung (19) erhalten; und so hätten wir den wieder mit äusserst geringem Rechen
aufwande eine Differentialgleichung der dritten Ordnung allgemein integrirt. 

Liouvn,LE hat im Journal de l'icole po(yteclmique eine Abhandlung veröffentlicht 

über die Integration der Gleichung : 

' dy s !l'.. + (r + q x) ·d- x- + (p + n x + m x') y = 0 (26) 
dx' 

durch Differentiale mit allgemeiner Ordnungszahl; er fängt damit an diese mittelst der 

Substitution : 

umzuformen in : 

f (• + ßx) dx 
y = z e 

31* 

(27) 
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' 
S : ; + [ C2 S ß + q) X + 2 Cl S + r] ~: + 

-1- [x' Cs ß + ß q + m) + x C2"' ß s + "'q -1- ß r + n) + s ci
2 + s ß + r"' + p) z = 0, 

und wählt sodann "' und ß dergestalt, dass 

s ß' + ß <[ + m = 0, 

2 " ß s + " q + ß r + n = 0, 
wird, und so die obige Gleichung in die einfachere: 

d
2 

z [ 1 a z r , ] 
s ;J7 + C2 s ß + q) x + 2 " s + r d x + z l s " -1- s (3 + r " + p = 0 

übergeht, die er dann durch Differentiale mit allgemeiner Ordnungszahl integrirt. Ks 
ist aber klar, dass die letzte Gleichung C29) ganz in den Bereich der durch unsere 

Methode integrirliaren Formen falle, und so lassen sich denn Differentialgleichungen in 

grosser Anzahl anführen, die sämmtlich durch die in dieser Abhandlung auseinanderge
setzte Methode integrirt werden können. Wir haben nicht im Sinne alle diese l<'ormen 

complet aufzuzählen, begnügen uns daher zum Schlusse dieses Paragraphes noch auf 

eine allgemein integrirbare Differentialgleichung von beliebig hoher Ordnung, und mit 

ganz willkürlichen. darin enthaltenen constanten Coeflizienten aufmerksam 1.11 machen. 

nämlich: 

n d°y n-1 d"-1 Y 
x - Ca„ + b„ log. x) + x -- Can-i + b„_ 1 log. x) + 
d~ d~~ 

+ x }f Ca, + h
1 

log. x) + Ca„ -1- b
0 

log. x) J = 0, 

die durch die Substitution: 

t = log. x, " e' 
u~mittelbar in eine bekannte Form wie: 

d" d"-' r 
~(An + B„ t) + d 

111
_; (A„_, + B„ , t) + ... l y CA,,+ ll., 1) 

>erwandel t wird 

0 
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§. 4. 

Integration der Differenzengleichungen von der l<'orm: 
n ~ u-1 R-2 

l:I y (a„ + b„x) + (a„_, + b„_1 x) l:I y + Ca„_, + b„_, x) l:I y +. 
+ (a

11 
+ b

11 
x) y = 0. 

Dieselbe Integrationsmethode, die wir bei Differentialgleichungen, deren Coe1Tizien· 

ten die unabhängige Variable nur in der ersten Potenz enthalten angewendet haben, 

lässt sich auch beinahe unverändert zur Integration rnn ähnlich gestalteten Differenzen· 
gleichungen benützen. l\lan setzt nämlich ein partikuläres Integral unter der Form: 

y = J"" e u x V d u 
u' 

voraus, und bekömmt, so l:I x = h gesetzt wird: 

l:I p,Ux = eU(x+h) _ eUx 
= e!Jx (eu" - 1). 

t:1' eux =e 
Ux (eUh _ 1)', 

D.' eux =e 
Ux (eUh - 1)', 

somit allgemein 

Setzt man also : 

(J) 

(2) 

Un an (eVh -1)" + an-1 (eVh -1)n-t + • • + a, (eUh -1) + auo (3) 

V 
1 

und denkt sich den obigen Wertb von y in die vorliegende Differenzengleichung sub
stituirt, so erhält man als Resultat offenbar: 

f u" (V + V x) e Ux V d V 

0 ' 

0, 
n' 

eine Gleichung, die sich auch so schreiben lässt: 

1""u. eux V du+ X 1""u, eUJ V du o. 
u' ~ 

Nun gibt das Verfahren der theilweisen Integration: 

x{U, eu 1 V du= eux U
1 

V -j eux d (U
1 

V), 

wodurch anstatt der Gleichung (6) folgende andere auCtritt: 

(5) 

(6) 



(7) 

(10) 

(11) 

(12) 

246 JOSEPH PETZVAJ„ 

)evx U
1 
v( + f 11

"evx [u
0 

V dv - d (U, V))= 0, 
u' u' 

der nun Genüge geleistet werden wird, wenn man erstens für V eine solche Punktion 
der Veränderlichen u setzt, dass identisch fiir jedes v: 

u„ v du - d cu, V) = o 
wird, und zweitens die Integrationsgrenzen u' u" so wählt, dass auch 

)e v x U, V 1 "" = 0 
n' 

ausfällt. Die Gleichung (8) oder was dasselbse ist, die folgende: 

u 
u..!!. dv 

1 

liefert integrirt: 

u 
C [-..!!. dv, 
-- e U u 1 

V= 
1 

und es kann das im Exponenten der hier vorkommenden Exponentielle vorhandene lote· 
gral ohne sonderliche Mühe und andere Schwierigkeiten als diejenigen, denen das Zer
legen gebrochener Funktionen in Partialbrüche unterliegt, jederzeit ermittelt werden, 

U Uh 
wiewohl der Bruch U..!!. eine Funktion der transcendenten Grösse e - 1 ist. l\'lan 

1 

setzt nämlich: 

eUh = 1 + v, 

uh =log. (1 + v), 

d V = d V 

h (1 + v) 

und wird offenbar durch Einführung dieser Werthe ein jedes Integral einer transcen
denten I<'unktion wie: 

J Vh 
f (e -1) d V 

zurückriihren auf ein algebraisches, nämlich: 

f dv 
f (v) h (1 + v); 

hat man letzteres berechnet, und in die Gleichung (9), die auch so geschrieben wer
den kann: 

u 
f " Ux+ U 

e 1 

du("= 
l o, 

11' 
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substituirt, also v anstatt euh - 1, somit log. (t + v) anstatt u gesetzt, und dasjenige, 
h 

was aus U
0 

und U, durch diese Substitutionen hervorgeht mit u0 und u, bezeichnet, so 

erhält man anstatt der (12) : 

Ü d V '" lc eT.- log. (1 + '"l + f h u: r1 + 'l ~ = 0, 

v' 

oder 

diess ist die zur Bestimmung der Grenzen dienende Gleichung, ihre Wurzeln seien: 

v1' v2' va • • • vn+i; 

falls deren wirklich n + 1 an der Zahl aufgefunden werden kiinnen, so sind die der 
Gleichung (12): 

Jog. (1 +V ) 
u = 1 

l h ' 
log. (1 + v ) log. (1 + v ) log. (1 + v 11 H) 

u= 2 u- ' u • --h---, ,- h '••• n+,----h---

und es werden folgende partikuläre Integrale anstatt y gesetzt, der Differenzengleichung 
(1) Genüge leisten : 

y 

y 

y 

<P, (x)J
11

' eux V du, 
11 

l 

<ji
2 
(x)J

11

' eux V di:, 
u 

l 

Unter <!>,, <!>,, <!>" .•. .P„ sind solche l<'unktionen von x zu verstehen, die sich nicht än

dern, wenn man x in x + h verwandelt, also periodische, so wie z, B. sin. ~-: x . 

Es können ferner einige der \\'erthe von y unbrauchbar werden, wenigstens in der 
Form, in welcher sie in der Gleichung (15) erscheinen, weil die l<'unktion unter dem 
lntegralzeichen zwischen den betreffenden Grenzen ein oder mehrmal durch Unendlich 
geht. Diess wird entweder durch eine andere Combination der Grenzen, oder wenn 
eine solche nicht möglich wäre, durch eine solche Umformung des bestimmten Integra
les vermieden, die wir im vorhergehenden Paragraphe ,·orgeschlagen haben. Weil end

lich die vorgelegte Differentialgleichung linear ist, so wird auch die Summe der ermit

telten partikulären Werthe derselben Geniige leisten, und wir gelangen sohin zu fol-

(13) 

(14) 

(J 5) 
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genden, n willkürliche periodische Funktionen iler unabhängigen Veränderlichen in sich 
enthaltenden allgemeinen Integral: 

wo 

V 
(17) V = -c - e f 1J-'!.. d u u 1 

1 

ist, cliess jedoch unter der früher schon erwähnten Voraussetzung, dass man wirklich 

n + 1 \\'urzeln der Gleichung (14) aufgefunden habe. Es ist hieraus ersichtlich, dass 
die Integration der Differenzengleichungen nicht grössern Schwierigkeiten unterliege, 

als die der Differentialgleichungen von ähnlichem ßaue, und es wird das hiezu dienend<> 

Verfahren folgendes sein: Man bilde zuförderst die mit U
0 

und U
1 

bezeichneten Poly

nome, indem man in der zu integriren ,·orgelegten Differenzengleichung d~e Grössen: 

LI n Y, LI n_1 Y, LI n-2 Y . . Y 
beziehlich in die Potenzen 

(el'l'-1)", (etJ11 -1)"-', (et:h _ t)n-2 ••• (el:h _ 1)" 

verwandelt, und die Summe aller derjenigen Glieder die kein x enthalten für U
0

, die 

Summe der übrigen, mit dem Faktor x verknüpften aber fiir U, x nimmt, dann 

suche man 

u 
fu-"-- du 

1 

und bilde aus dem gefondenen Werthe dieses Integrals den durch die Gleichung (11) 
gegebenen Werth ,·on V, ingleichen den ersten Theil der Gleichung (12), ,·on der 

man sich n + 1 Wurzeln zu verschaffen sucht, wenn sie deren so viele 1.ulässt, substi

tuire die gefundenen Werthe in die Gleichung (16), so hat man das allgemeine Inte

gral. \\iiiren aber von den erwähnten n + 1 Wurzeln die der Gleichung (12) ihrer 

Natur nach zukommen kiinnen einige weggefallen, oder die ihnen entsprechenden partiku

lären Werthe aus einer der früher zur Sprache gebrachten Ursachen unbrauchbar ge

worden, so hat man kein allgemeines, sondern nur ein partikuläres mit der genügenden 

Anzahl willkürlicher periodischer I<'unklionen nicht versehenes Integral gefunden, wel

ches durch den Zusat1. eines oder einiger neuen partikulären Werlhe verrnllständigt 

werden muss, welche letzteren in Form von Exponentiellen oder Differentialquotienten 

mit allgemeiner Ordnungszahl zunächst erscheinen werden, und zwar: Wenn u0 und u, 

einen gemeinschaftlichen J<'aktor besitzen von der Form v - v
1

, durch welchen der 

Bruch-~ abgekürzt werden kann, so geht eine Wurzel v
1 

der Gleichung (14) ver· 

loren, und es entspricht derselben ein partikuläres Integral: 
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2 
lj>

1 
(x) (1 + v,) h , 

unter <j> 
1 

eine periodische, sonst aber ganz willkürliche Funktion von x ,·erstanden. 

Kiimmt der l<'aktor v - v
1 

in u0 und 111 s-mal vor, so bekömmt man ebenso um s 

Wurzeln der Gleichung (14) weniger, und denselben entsprechend, ein partikuläres In
tegral mit s willkürlichen Funktionen: 

(18) 

(1 + v,)T.- [<P, (x) + x <j>
2 

(x) + x2 
<j>

3 
(x) + ... + x"-'.p.(x)], (l!l) 

wo abermals unter <j>
1 

(x), <j>
2 

(x), <j>
3 

(x) .•. <j>, (x), willkürliche Funktionen verstan· 

den werden, die nur die Eigenschaft besitzen müssen, ihren Werth nicht zu ändern, 
wenn x in x + h verwandelt wird. 

Endlich werden auch diejenigen Werthe von U
1

, die dem Ausdruck 

u 
ux+fu.!'..du 

Ce , 
einen unendlichen Werth ertheilen, wenn solche vorhanden sind, gerade wie bei den 

Differentialgleichungen eine Reihe partikulärer Werthe liefern, welche in Form von 

Dilferentialquotienten mit allgemeiner Ordnungszahl erscheinen, und gelegentlich, wo 

diess erspriesslich ist, verwandelt werden können, enlweder in bestimmte Integrale oder 

Produkte aus Exponentialgrössen in endliche oder unendliche Polynome, geordnet nach 

absteigenden Potenzen von x. Es lässt sich in der 'fhat genau auf dieselbe Weise wie bei 
den DilTerenlialgleichungen im ähnlichen Falle nachweisen, dass, wenn V einen Faktor 

v -v, im Nenner m + 1-mal enthält, von welchem im Exponenten der in V enthaltenen 

Exponentielle keine Spur vorhanden ist, ein partikuläres Integral vorhanden sey: in Form 

eines m· ten Dilferentialquotienten, nämlich: 

) dm [ +. III+ 1 ]l (d:' (1 + v) (v - V1 ) V ) ; (20) 

v, 

dass alier der Ausdruck (19) unter der oben angedeuteten Bedingung, nämlich, dass 

die Polynome u0 und u, den gemeinschaftlichen Faktor (v-v,)" haben, der Dilferenzen· 

gleichung Genüge leiste. lässt sich auch durch unmiltelbare Substitution mit Hilfe der 
folgenden allgemeinen l<'ormel darthun: 

ll•PQ = P6•Q + r6P [ llr-1 Q + ll•Q] + r(r;-I) 6
2
P [6•-2 Q +26r-I Q + a•Q] 

r(r-l)(r-2) a [ r-3 r-2 r-1 r ] 
+ 2. 3 6 p 6 Q + 3 6 Q + 36 Q + 6 Q + . . . . 

Diese l<'ormel ist nicht blos für positive Werthe der Zahl r, sondern auch für negative, 

ganze und gebrochene, und allgemein für beliebige r brauchbar, wenn man nur überein· 

kömmt die Gleichung: 

l\·a Lurwisscnschaftliche Abhandlungen. I. 32 

(21) 
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(22) t:..". elix = eux (en. -1/, 

die sich für ganze und positive Werthe von r durch die direkte Operation des Differen· 
zennehmens ableiten lässt, für jedes r allgemein gültig 1'0rauszusetzen, und somit als De· 
finition der Differenzen mit allgemeiner Ordnungszahl zu belrachten. Um sie zu erwei
sen, ist nur niithig, die beiden Faktoren des Produktes PQ durch ihre Entwicklungen in 
eine lleihe von Exponentiellen zu ersetzen, also etwa: 

(23) P = S [A_e°'), Q = S [n/'J. 
somit: 

(24) 

und 

(25) .c.'PQ = S(A.Dße<o+ß)x(ec•+ßJr_1)') 

zu setzen, ferner die letzte Gleichung zu schreiben wie folgt: 

(2ü) c.rPQ = S [A.BßeC<+ßJx (ceßh -1) + (e"h-1)((l11 -1) + 1))'], 

und die r-te Potenz des hier vorkommenden Ausdruckes mittelst der Binomialformel zu 

entwickeln, indem man in demselben eßh -1 als erstes und (e'1' -1) ((l
11
-1)+1) als 

zweites Glied des Binoms ansieht, schliesslich aber zu bemerken, dass allgemein für be
liebige W erthe rnn p und q : 

(2i) S [A. ßß e (•+ß)x (e"11 -1/ (eßh -1)'1] = c.P P. 6 q Q 

(28) 

(29) 

ist. Nehmen wir also diese Formel als erwiesen an und setzen: 

somit: 

so wird 

Q = eux, .6.'Q = el'x (et:h -1)r, 

6 r-1Q +c.'Q = eux+Uh(et:h-t)'-1 

6 r-2 Q + 26 r-1 Q + Ll'Q = eUx+2l:h (eUh - t)•·-2 

Llr-3Q+3Ll'-2Q+3Ll'-1Q+Ll'Q = el'x+3l:h(eu"_i)"-3 

Ll'PQ = c.'. Pel'x 

el'x[PCeuh_1),. +rLlPellt (er11_1)'-1 + r(r;-1) c.2Pe2L1i(eL"-t)'·-2 + 

+ r(r-!~ ~r_:_2) 6 s Pe3Uii (eu11 -l)'-3 + .. .J. 
Diess vorausgesetzt, denken wir uns in der Differenzengleichung (1) die abhängige 

Veränderliche y durch das Produkt PQ ersetzt, ferner mit U', U", u"' ... die snc-
11 ll u 

ceseiven Differentialquotienten von U nach der darin enthaltenen Grösse el:h - 1 ge
o 

nommen, bezeichnet, und ebenso die ähnlichen Differentialquotienten ''Oll U, durch u:, 
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"' lJ, angedeutet, so erhalten wir als Resultat der Substitution: u" J' 

p cu + Ux) + eUh AP(U' + U'x) + !e2Uh A2 P cu" + U"x) + 
0 1 u 1 2 u 1 

+ / 3 eaui. A' P (U:" + u:"x) + ... 
Haben nun die Polynome U

11 
und U

1 
den Faktor 

(v - v
1
)" = (euh - 1 - v)" 

gemeinschaftlich, so verschwindet für v = v
1 

nicht blos U
0 

und U
1

, sondern auch die 

successiven Differentialquotienten bis zum s-1ten inclusive, und somit ist der Ausdruck 

(30) idealisch Null, wenn nur unter Peine l<'unktion verstanden wird, deren successive 

Differenzen von der s-ten angefangen der Nulle gleich sind, also eine Funktion wie: 

</>, (x) + x </>, (x) + x
2 .p

3 
(x) + „ „ + x •-'<!>. (x) 

unter </>, (x), <!>, (x) ...• <P. (x) periodische Funktionen von x verstanden, die ihren Werth 

nicht ändern, wenn x in x + h übergeht, wodurch denn die Gültigkeit des Ausdruckes 

( 19) als partikuläres Integral unter den entsprechenden Bedingungen nachgewiesen ist. 

Wir sehen also, dass die Differenzengleichungen eine ähnliche Behandlung wie die Dif

ferentialgleichungen zulassen, und im Ganzen nicht mehr und auch nicht weniger Schwie

rigkeiten darhiethen wie diese. 

§. 5. 
Integration der completen Differenzen- und Differentialgleichungen. 

Diejenigen Gleichungen, die wir bisher zu integriren versucht hatten, enthielten 

sämmtlich kein Glied,. das als eine reine l<'unktion von x ohne y erschienen wäre; wir 

wollen nun auch diejenigen betrachten, die ein solches enthalten, d. h. wir wollen sehen, 

wie man die Integrale der Gleichungen: 

~ ~ d -1'. (a + b x) + -1. (a + b x) + .... + -1. (a + b x) + y (a + b x) f (x), 
d Xn n u d Xm m m dx 1 1 o o 

oder 
n n-t n-2 

A y (an+ bn x) + (an-t + bn-t x) A y + (an_2 + bn_2 x) A y + 
+ ca.+ b. x) y = f (x) 

zu ermitteln habe, wenn man die Integrale derjenigen Anderen bereits gefunden hat, die 

aus Diesem henorgehen, wenn f(x) durch die Nulle ersetzt wird, oder mit andern Wor

ten, wir wünschen aus dem Integrale der reducirten Gleichung jenes der completen 
abzuteilen. · 

Bekanntlich dient zu diesem Zwecke die Melhode der Variation der willkührlichen 

Constanten, deren Wirksamkeit sich auf alle linearen Differentialgleichungen mit belie

bigen Coefficienlen erstreckt, vorausgesetzt, dass man in dem Besitze des allgemeinen 

32 * 

(30) 

(31) 

(J) 

(2) 



(3) 

(4) 

(G) 

(7) 

(8) 
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lnLegrales der reducirten Gleichung ist. Diese Methode ist nun auch hier anwendbar, 

da sie aber zn einem Systeme von so viel gewiihnlichen Gleichungen des ersten Gra

des fiihrt, als die Ordnungszahl der Differentialgleichung Einheiten in sich enthält, 

welche aufgelöst werden müssen, so resultiren hier meist in Ilruchform erscheinende 
äusserst complicii·te .Formen, die man gerne vermeidet, daher denn die i\lethode der 

Variation der willkührlichen Conslanten zwar ein allgemeines, jedoch nicht das be

quemste i\littel ist, \om Integrale der reducirten Gleichung zu jenem der completen 

überzugehen, wir schlagen daher selbst bei der einfachsten Sorte linearer Differential

gleichungen, derjenigen nämlich mit constanten Coefficienten, gerne einen andern Weg 

ein, nach CAUCHY von der allbekannten .Founrnn'schen .Formel Gebrauch machend. Ist 

namentlich eine Differentialgleichung von linearer l<'orm und constanten Coefficienten zn 
integriren , die in symbolischer Form hingeschrieben so aussieht: 

F (ddx) y = f (x), 

und man hat das allgemeine Integral der reducirten Gleichung 

1<' (d~)y = 0 
bereits gefunden in folgender l<'orm 

y = c e
61

' + c,e6
" + .... + c e

6
"' 

1 11 

unter E\. e„ .... 0
11 

die n Wurzeln der Gleichung 

F(0) = O 
verstanden, so erhält man offenbar das allgemeine Integral der Gleichung (3), wenn man 

zu dem in (5) gegebenen Ausdruck noch eine Funktion von_ x, die gar keine willkührliche 

Constante in sich zu schliessen braucht, hinzufügt, die der (3) Genüge leistet, und die 

man auf folgende "Veise finden kann. Man setze : 

1 +"' \'' 
y = - f [ e" (x->.) v=t cp da d:>.. 

21!: _„ :>..' 

wo cp eine noch zu bestimmende Funktion von a und :>.. bedeutet, man substituire die

sen Werth ''On y in (3), wodurch 

1 +"' :>.." -
- [ [ F (aV-1) e" (x->.J V-l cp dadA f(x), 
21!: _„ :>..' 

erhalten wird, und in eine identische Gleichung übergeht, wenn 

f (:>..) 

cp=F (a V-=i) 

ist. Das gesuchte allgemeine Integral sieht daher so aus: 

+'° A" f(l.) 
(9)y=Ce6

'" + C e6''= +c 6••+...!....f [ •(x->.)V-=i dad:>.. 
' ' . • . • e 2.,,, _„ >.· e F (a V-=t) 
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und es lässt sich die Identität desselben mit dem durch die Methode der Variation 
der willkührlichen Constanten gelieferten ohne Schwierigkeit dadurch nachweisen, 
dass man in dem hier enthaltenen Doppelintegrale die Integration nach a wirklich voll-

1 
bringt. Es muss 7.U diesem Ilehufe der Bruch „, v- in Partialbrüche zerlegt wer„ (a -•) 

den, deren einen wir mit 
A 

a v-=-1-a 
bezeichnen wollen, und dem als Bestandtheil von y ein Doppelintegral: 

+.> '" _ f (A) 
___!_ J [ e" (x-1.) V-t - da dA = !; 

211: _„ ,, aV-1-0 

eo !sprechen wird. Man bilde nun aus dieser letzten Gleichung 

d!; 
dX - 0~ = Af (x) 

und bemerke, das der integrirende Faktor dieser Differentialgleichung 
e-0x 

sey, und man somit inlegrirend erhalte: 

~ = Ae6'[e-0
' f(x)dx. 

Einern jeden der früher erwähnten Partialbrüche entspricht aber ein ähnlicher ße
standtheil ''on y, es wird sich also der W erlh dieser Grösse auch so schreiben lassen : 

y = C, ee,x + C, ee" + ....... + C" ee"' + 

+ A,e61'fe-01 'f(x)dx + A,e-0•'f(x)dx + ... +A.e-0n'f(x)dx 

und diess ist genau der Werth, den die Methode der Variation der Constanten liefert. 
Der bisher ausser Acht gelassene Fall, wo die Gleichung 

1<' (0) = 0 

gleiche Wurzeln hat, wollen wir, da derselbe keinerlei Schwierigkeiten unterliegt, 
hier zu eriirten unterlassen, und wenden uns allsogleich zu der Gleichung (1) oder 
(2), deren allgemeines Integral offenbar auch aus zwei Theilen zusammengesetzt wer
den kann, nämlich dem allgemeinen n willkührliche Constanten oder periodische Func
tionen von x in sich schliessenden Integrale der reducirten Gleichung, und einer be
sonderen Auflösung der completen. Wie erstere gefunden werde, ist im Laufe dieser 
Abhandlung gezeigt worden, letztere aber kann mit Hilfe mehrerer Formeln von der 
Natur der FoUR1E11'schen, ja durch die l<'ouHrnu'sche selbst ermittelt werden auf fol
gende Weise: 

Man setze 

y 

(10) 

(11) 

( 12) 

(13) 

(14) 

(15) 
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unter V eine l<'unktion von U, a und A verstanden, unter u' und u" aber schicklich 

gewählte Integrationsgrenzen, so dass der Gleichung (1) durch diesen Werth von y 
Genüge geleistet wird; es wird aber diese durch die Substitution des eben hinge

schriebenen W erthes gebracht auf 
u" +x:i h" 

(16) -2~J.., [_"'J,, (u0 +U
1
x)eu.VdUdcidA=f(x), 

und durch Scheiden des hier vorkommenden bestimmten Integrales in zwei 'fheile, dem 

ohne und dem mit dem Factor x, uncl theilweises lntegriren des letzteren auf 
V" 

l 17) 12
1
tr !_:"' ].:'" U, Ve ux dci dAl + 2~ .t:""r___:"' {" (u 0 V - :u (U,V) )ev'dU dcidA = 

V' 

118) 

(10) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

= f (x), 

Nun nehme man V so an, dass 

d 
U0 V - dU (U,V) = o, 

also 

cp j~;dv 
V=u,e 

ist, wo cp eine nach U constante Grösse bedeutet, die aber noch immer " und A in sich 
enthalten kan, Die Gleichung (17) geht hiedurch über in 

l" u" 

~ 21tr J_:"'J:,k" cp eux + [-.!.dv dcidAf = f(x), 

u' 

und es wird ihr Genüge geleistet, wenn man u" = a \l=t, u' gleich einer beliebigen 
Wurzel der Gleichung . 

l'x +[~dU 
C U1 = 0, 

und cp gleich einer solcl1en Function von " und A nimmt, dass: 

cpfe/~du/ _=e-•W=if(A) 

1 '·V-1 
wird, also 

l [Vo i -•kV- - -dU 
cp = e _, e u, _ f (A); 

!IV-1 

die gesuchte besondere Auflöung ist somit: 

1 •V=i +"' k" - \ ~~ !" 
Y = -f f [ eux-•W-1+ lfu,dUI !(~dUdcidA, 

2.: II' _„ A' oV:::-j U, 

und es wircl hier o[enbar vorausgesest, dass die erste der drei hier vorzunehmenden 
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Integralionen, die nach U sey. Da man für u' eine beliebige der Wurzeln der Glei

chung (21) nehmen kann, und es sich sehr oft trilft, dass u' = ± oo V=t eine solche 
ist, so wird man diese, falls sie vorhanden ist, allen anderen vorziehen, ist sie aber 
nicht •·orhanden, so wird man besser thun, um complicirten Erörterungen über den 
Sinn eines bestimmten Integrales mit gemischt reelen und imaginären Grenzen auszu
weichen, die gesuchte besondere Auflösung hinzustellen als Differenz zweier bestimm
ter Integrale, nämlich : 

y =_!_/V~!+"'/" eux-•V=i + )f~dUr _f(\) dU dad\ -
2\ 0 _„ i.· .v_, U, 

_ ~/''j+"'/" eUx-oV:; + lJ~dUI" _!._(\) dUdad\, 
2,.; o _„ i.· .v_, V, 

eine :Formel, die im Grunde mit der früheren übereinstimmt, und im Wesentlichen 
nur den Zweck erreicht, den etwa zweifelhaften Sinn eines solchen besimmten Integra
les mit imaginären Grenzen näher anzugeben. Und dieser eben gewonnene Ausdruk zu 

dem allgemeinen Integral der reducirten Gleichung hinzugefügt liefert das allgemein<> 
der completen •. 

Es kann hier noch liemerkt werden, dass es nicht immer nöthig sey, von der 
J!'ovemn'schen Formel Gebrauch zu machen, sehr oft und namenllich dann, wenn f (x) 

sich auf eine constante reducirt. erhält man das allgemeine Integral der completen Glei
chung aus jenem der reducirten durch eine entsprechende Veränderung der zwischen 
den Constauten der Integration stattfindenden Beziehungsgleichungen; so wird man 
z. B. das Integral der completen Gleichung 

d"y 
-d" ± axy = b 

X 

genau in derselben Form wie das der reducirten, nämlich durch die Formel (81) §. 1. 

wiedergeben, nur wird zwischen den (n + 1) Constanten nicht mehr die Beziehung·s

gleichung: 

C1 + C, + C, + + Cn+I = 0' 

sondern folgende andere 

C1 + C, + C, + . . . . + C. +• = b 

statlfinden. 
Dieselbe Behandlung mittelst der Founrnn'schen .l!'ormel, die wir hier den 

Differentialgleichungen angedeihen Hessen, gestatten auch die Differenzengleichun

gen und zwar, sowohl die mit constanten Coefficienten, als auch diejenigen, die wir 

hier speziell der Betrachtung unterwarfen. 

Und nun finden wir für gut, diese Abhandlung über die Integration der linearen 

Differenzen - und DilTerentialgleichungen , deren Coefficienten nach der unabhängigen 
Veränderlichen dem ersten Grade angehiiren und derjenigen, die sich durch passen<le 
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Umformungen auf solche zurückführen lassen, zu schliessen. \,\lir wenden uns zunächst. 
zu anderen linearen Differentialgleichungen , die auf die l<'orm der hier betrachteten 
nicht mehr zurückgeführt werden kiinnen; dann wollen wir auch die partiellen Dilfe. 
rentialgleichungen in den Kreis unserer Untersuchungen ziehen, uncl endlich 1.u einigen 
Anwendungen der gewonnenen Uesultate auf die Theorie des Lichtes übergehen. 

Es wird dem aufmerksamen Leser nicht entgehen, dass im Verlaufe dieser Ab· 
handlung und zwar hauptsächlich, um dieselbe nicht zu einer ungebührlichen Dicke 
anschwellen zu lassen, vor der Hand manches ausser Acht gelassen oder nur mit we
nigen Worten berührt wurde, was zur streng wissenschaftlichen Feststellung der ent· 
wickelten Begriffe, bewiesener Formeln u. s. w. dienlich gewesen wäre; so wäre man 
im Grunde verpflichtet, bei jedem gewonnenen Integrale einer linearen Differentialglei
chung, das man für ein Allgemeines hält, zu beweisen, dass all die partikulären lote· 
grale , aus welchen es zusammengesetzt ist , auch wirklich von einander verschieden 
sind, und dass keines derselben aus den übrigen durch Multiplikation mit gewissen 
Constanten und Addition hervorgehe, ein Beweis, der nicht immer leicht zu führen ist. 
Eben so hätten die Gleichungen mit gebrochener oder allgemeiner Ordnungszahl, der 
darin vorkommenden Differentialquotienten einen eigenen Paragraph rerdient; wir hallen 
es aber für besser, diese Feinheiten erst bei solchen Dilferenlialgleichungen zur Sprache 

zu bringen, . die die Auflösung eines physikalischen Problems in sich enthalten und ebeu 
dadurch ein gesteigertes Interesse erregen, und zu sorgfältigerer Discussion veranlassen 

können, weil hierdurch nach unserem Bedünken mehr Klarheit e1·strebt, und \Vieder· 
hohlungen \'ermieden werden. 
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