XVL Integration der Differential-Gleichungen von linearer Form.

Von

Professor Joseph Pefzval,

Milgetheilt am 26. Marz 1847 in einer Versammlung von Freunden der Nalurwissenschaften in Wien.

Einleitung

Bekanntlich ist die Integration der Differentialgleichungen ein Theil der mathema-
tischen Analysis, der von jeher von den grissten Analysten mit Vorliebe gepflegt wurde,
und in welchem sich auch desshalb die glanzendsten Methoden niedergelegt finden. —
Gleichwohl ist dieser Gegenstand noch gar nicht erschiplt, sondern bietet immer noch
eine reiche Fundgrube fir kiinflice mathematische Forschungen. Ja, wir besitzen auf
diesem Felde noch gar nicht genug Eigenthum um unsere laufenden geometrischen oder
mechanischen Bediirfnisse zu decken, und gelangen ganz gewdhnlich bei der Lésung
der meisten Aufgaben der angewandlen Mathematik endlich zu einer Differentialglei-
chung, die unsern Forschungen, da wir sie nicht integriren konnen, sich wie ein un-
iibersteiglicher Damm entgegenstellt. Die am hiufigsten vorkommende und daher auch
wichtigste Form der Diflerentialgleichungen ist die sogenannte lineare. Beinahe alle
Untersuchungen des mathematischen Naturforschers fiihren endlich darauf hinaus, was
seinen Grund lediglich darin hat, dass dieser, entweder die Gesetze scﬁwingender Be-
wegungen von sehr kleinen Amplituden zu erirtern, oder zu bereits in erster- Annihe-
rung bekannten Elementen sehr kleine Correktionen zu rechnen hat, und daher jedes-
mal die Glieder der hdheren Ordnungen vernachlissigend, nothwendig: zur linearen
Form gelangen muss. Wiewohl nun diese wichtigste aller Formen die besondere Aul-
merksamkeit der Gelehrten in Anspruch genommen Hat, so besitzen wir doch nur all
gemeine Integralionsmethoden fiic Differentialgleichungen mit constanten Coeffizienten,
oder solche, die sich durch einfache Substitutionen auf dieselben zuriickfihren lassen,
von Gleichungen aber mit verinderlichen Coeffizienten, nur einige spezielle, je durch
einen besondern Kunstgriff integrirbare Formen.

Dass es mein, freilich unerreichbarer Wunsch gewesen wire, iiber die linearen
Differentialgleichungen eine #hnliche Arbeit zu liefern, wie wir sie iiber die algebrai-
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schen Gleichungen, die mit den friihern in vielfacher Verwandtschalt stehen, besilzen,
wird man mir gerne glanben, dass ich aber noch lange nicht im Besilze einer solchen
bin, wnd auch bei der verhiltnissmissig bedeutend grissern Schwierigkeit des Gegen-
standes, und den zu geringen Vorarbeiten unméglich seyn kann, wird man eben so gut
einsehen. Ich begniige mich also zu einer solchen Arbeit, bei der dem Forscher die
Theorie der algebraischen Gleichungen ais Muster vorschweben soll, und die ich aul
die kriftigen Schultern unserer jugendlichen Talente niedergelegt zu sehen wiinsche,
einen kleinen Beilrag zu liefern, und gebe somit, was ich eben habe, und wozu mich
eine einseitige, den Bediirfnissen meiner oplischen Untersuchungen, mit denen ich seit
mehreren Jahren beschiftigt bin, wenn auch nicht ausschliesslich, wenigstens vorzugs-
weise zugewendete Richtung des Forschens gefiihrt hat, eine Richtung. die ich auch
kiinftichin beizubehalten gesonnen bin, da es mir schwer werden diirfte, im Verlaule
meines kommenden Lebens auch nur diejenigen Keime, die sich mir in diesem Felde
aufthaten, vollstindig zu entwickeln. Es wiirde mir daher eine innige Freude machen,
wenn irgend einer meiner Schiiler, denen vorzugsweise diese Arbeit gewidmet ist, es,
in meine Fussstaplen trelend, iibernihme, das Gebiet der lineraren Differentialglei-
chung nach allen Richtungen gehdrig zu durchlorschen.

Der hier besprochene Gegenstand fing schon vor [infzehn Jahren an meine Aul-
merksamkeit zu erregen, und ich gelangte damals schon zu der Integrationsmethode fiir
lineare Gleichungen von beliebig hoher Ordnung mit Coeffizienten, die nach der unab-
hiingigen Variablen vom ersten Grade sind. Ich bin seit der Zeit zu wiederholten Ma-
len zu demselben Gegenstande zuriickgekehrt, und fand stets Gelegenheit zu dem be-
reits Gefundenen etwas hinzuzufiigen, wodurch die Wirksamkeit der Methode auf im-
mer andere und komplizirtere Coeffizientenformen ausgedehnt wurde. Ich habe in der
Undulationstheorie von dieser meiner Inlegrationsmethode einen niitzlichen Gebrauch
gemacht, und bin iiberzeugt, dass dieselbe in allen Zweigen der mathematischen Phy-
sik von Nuizen seyn wird. Sie scheint mir iiberdem noch einen andern kleinen Vorzug
zu besitzen; sie gibt ndmlich, mit nur sehr wenigen Ausnahmen die Integrale von allen
linearen Differenlialgleichungen, die man bisher durch die mannigfaltigsten Kunsigrifle
inlegriren gelehrt hat, und diess zwar durch ein einfaches sich immer gleich bleiben-
des Verfahren, und es wird namentlich beispielsweise im gegenwirtigen Auflsalze ge-
zeigt, wie diejenigen Gleichungen, zu denen Comancez in der Theorie der Wasserwel-
len, Poissox in seiner Theorie der Wirme, gelangt, ferner die unter dem Namen der
Ricari'schen bekannte und mehrere andere auf verschiedenen Wegen integrirte einfacher
und leichter mittelst der unsrigen behandelt werden konne. So habe ich mich denn ent-
schlossen die Resullale meiner Forschungen auf diesem Felde der mathematischen Ana-
lysis in ein paar Abhandlungen niederzulegen, und der Oeffentlichkeit zu iibergeben,
von denen die erste hiemit dem wissenschaftlichen Publikum iiberantwortet wird.
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§. 1.

Integration der Gleichungen von der Form:
" d
A8 4 b )+ I ) o+ T B0 5640 =0

woa, ..a,b..b, Coeffizienten bedeuten von willkirlichem Werth.

Zu den Integralen der linearen Diflerentialgleichungen, die man bisher aufzufinden
gelehrt hat, gelangt man in der Regel durch eine glickliche Voraussetzung hinsichtlich
der Form des Ausdruckes, der die Eigenschalt hat Geniige zu leisten. Hat man die
Form errathen, so bekommt man auch gewdhnlich nicht einen, sondern mehrere gleich
gestaltete Ausdriicke, die simmilich die Eigenschaft besitzen, der Gleichung zu genii-
gen, somit als ebenso viele partikulire Integrale zu betrachten sind, und die man dann
je mit einer willkiirlichen Constante multiplizirt und addirt, und so abermals einen Aus-
druck erhilt, der die vorgelegte lineare Differentialgleichung erfiillt, und ein vollstindi-
ges Integrale ist oder nicht, je nachdem in demselben die erforderliche Zahl von will-
kiirlichen Constanten vorhanden ist oder nicht. So integriren wir die Gleichung

y+A,dx+A‘1y+ -+ 4,52 =o, @

n d n
indem wir den Werth von y von der Form e"* voraussetzen. Und wirklich gibt e" *
statt y subslituirt, folgende Gleichung:
Aoe“‘+Alre”+Azr'e" + ... +A M =0
oder
A+Ar+HAY + .0 A =0 %))
Es wird deher e™™ ein partikulires Integral seyn, wenn r eine beliebige der n Wur-
zeln der Gleichung (3) ist.
Bezeichnen wir diese letzteren mit
T I l"a, v e Dy

so sind
erlx' erzx, e, ... P
partikulire Integrale, und in Folge der linearen Form der Differentialgleichung
y=0Ce¥+Ce+Ce + ...+ C e @
das allgemeinste, mit n willkiirlichen Constanten ¢ ...C, versehene Integral
derselben.

23%
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Auf shnliche Weise gelangt man zum Integral der Gleichung
n-1
) A, (h +1u)“ dy +A“_1(h+kx)n-l:ll B
X

.. +Al(h+kx)dd_i-|-Auy=0,

y=th+k r) vornusselzend.
Diess fihrt nimlich zur folgenden Gleichung des nte» Grades in r:
© A Kr@E—1)..c—n+1)+A, K r(r—1)..c—0+2)+.. +Akr+A =0,
deren n Wurzeln wir mitr . . .1 bezeichnen, und auf demselben Wege fiir das allge-
meine Integral folgenden, mit n willkiirlichen Constanten C ... C, versehenen

Ausdruck erhalten :

%) y=C +k0% +CGh+k0%+ ...+ C, (h+kxm
Die Ausdriicke (4) und (7) héren auf, n willkiirliche Constante in sich zuschliessen ; ver-
lieren somit den Charakter eines allgemeinen Integrales, wenn unter den Wurzeln der Glei-
chungen (3) und (6) gleiche vorkommen. Es haben dann nicht alle partikuliren Integrale
der Differentialgleichung die ihnen vorausgesetzte Form und es steht namentlich, wenn

l‘1=l‘z—..._l‘

in (3) seyn sollte, anstatt des Ausdruckes (4), folgender andere als allgemeines Integral da:
(®) y_(Cl+sz+Cax + . FC X" e - Cp " L L FC e
Genau auf dieselbe Weise liegt uns die Vermuthung nahe, dass die Differentialglei-

chung (1), die der Gegenstand unserer Untersuchung seyn soll, partikulire Integrale zu-
lasse von folgender Form:

o dv
® y= f ) Vo g U
wo U und V Funktionen der Variablen u, u’ und u” aber schicklich gewihlie Integra-
tionsgrenzen andeuten. Um nun die Werthe von U, V, v’ und v/, die eben den Aus.

druck (9) wo méglich in ein partikulires Integral umwandeln, zu bestimmen, substituiren
wir denselben in die Diﬂ"erentialgleichung (1), und erhalten, wenn wir bedenken, dass

u’ v dv

c10)§—i—=j; Vd“du,—i,—_ [ S Ve e vy,
ist, und iiberdiess

(1 U =3¢ +al“‘ +...+38v+a,

12 U =bv" +I>,,_,u“‘—|—...+b‘u+b0
setzen, als Resultat:

(13) f [0, + U, Vil au — 0.

Endlich suchea wir U, V, v/, u” so zu bestimmen, dass die Gleichung (13) eine iden-
tische wird. Nun lisst sich aber dieselbe so schreiben :
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dv dv
j.; UueU"Vd—Edu+xj; U,V du =0, o0y
und man erhilt durch das Verfahren der theilweisen Integration
g v . 410 V]
foleU Vﬁdu=ev UIV—_/‘eU —d:x__du; (15)

somit, wenn man das Symbol
w
" U, v}
w
dasjenige bedeuten lisst was man erhilt, wenn man in den eingeklammerten Ausdruck

erst die obere der rechts angefiigten Zahlen u”, dann die untere v’ substituirt, und das
Resultat der zweiten Substitution von jenem der ersten abzieht

d 1"
j' Ue"*vd—du_g'“U Vg —j' "X d[U, V). (16)
In Folge dieser Gleichuna- geht uns die (14) iiber in
X x 4[U, V]
pro vt +f o vitia— e =0 )

und dieser letzteren ist nun identisch, d. h. fiir jeden Werth von x durch schicklich ge-

wiihlte Funktionen von u, anstatt U und V, und durch passende Werthe der Grenzen u’

und u” Geniige zu leisten. Diess wird offenbar erreicht, wenn man
U"Vdu—d[UlV]=0 s)

setzt, und iiberdiess fiir uw' und u” solche, weder x noch u in sich enthaltende Werthe

substituirt, die der Gleichung

e U, vl =0 a9
Geniige leisten. Eg ist aber (18) eine Differentialgleichung der ersten Ordnuag von
linearer Form, und gibt auf dem betretenen Wege integrirt folgenden Werth fir V in
Funktion von U:

U
— du
voo Jue )
der in (19) substituirt, diese Gleichung verwandelt in
U u’
uxs [t du .
30 e f U, }u, =0 (¢1))

Man wird jetzt damit anfangen fiir U eine belichige Funktion von u, die uns die
bequemate Rechnung verspricht, zu substituiren. Das einfachste wire anstett U, u zu
setzen, dann sucht man diejenigen Werthe von u zu ermitteln, welche der in (21) ein-
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geklemmerten Funktion einerlei Werth A ertheilen. Gesetzt, man hitte deren mehrere
w u u ...u, gefundeo, so kann man

v=u, v =u
oder

v =u, u=nu
oder

W = u, W =u
u. 8. w. subatituiren, und wird so partikulire Integrale, p—1 an der Zahl erhalten, wel-
che in der Regel unter sich und von o verschieden ausfallen werden, nimlich:

U
y=fu,c vx+fU d”du y=fuaczevx+fv:dudv
ul

T’ U’

z 1 1

23] U
v oyx +fUd d u, Ux+j"t]£dUd
y:fu Cse _[TU, y=j:I Cp_‘e 1 ._Ul,
1 1 1
und weil die Differenzialgleichung lineare Form hat, so wird ihr auch die Summe die-
ser partikuliren Werthe Geniige leisten. Wir haben somit

+

y=j;uzc Ux+fU dUdu +f Ux+fU dUdU
1

(23) U,

1

+fup Cp_leUx+fU du‘l"_,

u U

1 1
Man kann sich auch a posteriori davon iberzeugen, dass dieser Ausdruck statt y
gesetzt die vorgelegte Differentialgleichung erfiille; es reduzirt sich in der That durch
die wirklich gemachte Substitution desselben und durch das angewendete Verfahren des
theilweisen Integrirens ihr erster Theil auf die Summe:

v U U
Ux +f—ij;dvg 2 + 3c,evx+f-U—ldUE"a N gcp_leux+fU—sz=llp

1 “1 1

24 {c,e

deren einzelne Glieder, in Folge der fir u w, . ... u, aus der Auflosung der Glei-
chung (21) hervorgehenden Werthe, jedes fiic sich der Nulle gleich werden. Es geht
hieraus hervor, dass es nicht einmal nothwendig sei jene Werthe der Integrationsgren-
zen 80 zu wihlen wie im Vorhergehenden auseinander gesetzt worden ist; es geniigt viel-
mehr, wenn bloss die Summe (24) verschwindet, was z. B. dann der Fall ist, wenn die
darin vorkommenden Ausdriicke :
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U U U,
Ux+ [ = du, % Ux+ [="du," Uxs JEp du, v
%e fU] s’%e fU: Ea""ge ./‘U‘ E’
lll ll1 lll
simmtlich einen und denselben von O verschiedenen Werth B annehmen, und iiberdiess

zwischen den Constanten C ... Cp—: folgende Relation festgeselzt wird :

C+C+...+C_, =0;
oder wenn dicselben Ausdriicke sich auf die von einander verachiedenen constanten Werthe
B,B ...B
reduziren, wihrend zugleich
CB+CB +...+C_B,_ =0
gewithlt wird.

Ist es uns anf diese Weise gelungen ein Integral der zur ni¢m Ordnung gehdrigen
Diflerentialgleichung mit n von einander unabhingigen willkiirlichen Constanten, oder
auch mit Constanten n + k an der Zahl, und k zwischen denselben Statt (indenden Bedin-
gungsgleichungen aufzufinden, so ist diess Integral ein allgemeines, sonst aber nur ein
partikulires, durch den Zusatz einer nenen Funktion von x, die fiir sich die Eigenschalt
haben muss Geniige zu leisten, und die noch fehlenden Constanten enthalten muss, zu
vervollstindigendes.

Wir wollen in diesem Paragraphe bloss zeigen, wie man sich auf dem hier betrete-
nen Wege partikulire Integrale verschaffen kann; die Untersuchung aber, ob der aus
diesen partikuliren Werthen zusammengesetzte Ausdruck ein allgemeines Integral sei
und Vollstindigung, wenn er einer solchen bediirfen sollte, fiir den nichsten Paragraph
aufsparen.

Fasst man das bisher gesagte zusammen, so ergibt sich daraus folgende Integrations-
methode fiir Gleichungen, deren Coeffizienten von der Form a +4 b x sind: Man bilde
zuerst die mit U0 und U’ bezeichneten Polynome dadurch, dass man in der Differentiel-
gleichung anstatt der vorkommenden Differentialquotienten von y :

dy @y dy 4

*Z' ’
dx" dx"! dx* dx ¥

beziiglich die Potenzen

vL,ut. L U UL .
substituirt, und in dem so geformten Polynome die Summe aller Glieder ohne x mit U,
den Multiplikator ven x mit U‘ bezeichnet, sodann verschafft man sich das Integral

f—l-JE du,

1
wobei man offenbar nur mit denjenigen Schwierigkeiten zu kimpfen hat, denen iiberhaupt

die Zerlegung gebrochener Funktionen in Partialbriiche unterliegt; dann wird man fir U
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eine beliebige Funktion von u, die sich unseren Untersuchungen am besten anzuschmie-
gen scheint, substituiren, und die Wurzel der Gleichung

U
ux¢ [2du
e U. = A,
unter A eine beliebige, von der Nulle verschiedene Grdsse, oder auch die Nulle verstan-
den, aufsuchen. In den meisten Fillen werden wir es mit der Gleichung

U
—Ltdu
(25) eul+fU‘d o
zu thun haben.

Sind nun diese Wurzeln w w, ... u, so hat man das Integral der Differential-
gleichung bereits gefunden, es ist nimlich das in der Formel (23) enthaltene. Es wird
jetzt am Gerathensten seyn, an einigen Beispielen die Wirksamkeit dieser Methode zu
erproben, weil so am allerbesten erhellen kann, in welchen Fillen sie die nothige An-
zahl partikulirer Integrale wirklich liefert, und somit zum allgemeinen Integrale fiihrt;
und in welchen andern Fillen sie sich, wenigstens insofern als sie bisher entwickelt
wurde, als unwirksam erweiset, und einen zwar der Differentialgleichung geniigenden
Ausdruck liefert, der aber nicht die nothwendige Anzahl Constanten in sich schliesst,
somit einer Vervollstindigung bedarf, um zum allgemeinen Integral erhoben zu werden.

Nehmen wir als erstes Beispiel die allgemeine Gleichung der zweiten Ordnung
2
26 ';—%(az—l—bzx)—l— g_i(ali-blx) + y@,+b=0

Scheiden wir hier zwei Fille, den wo bz gleich Null ist, und den wo dieser Coefli-
cient von der Nulle verschieden ausfillt. Im ersten Falle bekommen wir durch das Ver-
schwinden von b, selbst, eine einfachere Form; iiberdiess ldsst sich noch die Gleichung
durch a, dividiren, und erhilt folgende Geslalt:

2
o+ 2 +b0 + y G, +h0 =0,
welche ihrerseits noch durch Einfihrung einer neuen Verinderlichen, mittelst der Sub-

. . a . . -
stitution x = x' — b_‘, auf die noch einfachere Form
1

2
d d
@2n Ifz + b x d% +y(,+bx) =0
unter der Bedingung jedoch, dass b von der Nulle verschieden ist, zuriickgefithrt wer-
en kann, Ist aber b nicht Null, so wird man x — %1 anstatt x setzend, die (26) in

2
die einfachere
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d)’z+dd_i(al+b1x)-|—y(au+b"x)=0 (28)
X

d
verwandeln, so dass es sich nunmehr bloss um die Integration der beiden letsteren han-
delt. Wir wollen die (28) zuerst vornehmen und haben in derselben

Uu = a v + a,
U1=U2+blu+bu’ (29)
U avta
Fdv= [———dvu
f U j;‘ +bu+b,
Nennen wir, um zu dem Werthe des lelzten Integrales zu gelangen, a und g die
Waurzeln der Gleichung

X

Uz+blu+bu=0,
so wird sich der Bruch unter dem Integralzeichen in zwei Partialbriiche zerlegen las.
sen von der Form

A A/
e und —5 4
und es wird
U, A A’ 30
fﬁdu:ALog(u—a) + A’Log (v—8) = Log [(U—-a)' (v — gy ]; (30)
1
und die Stelle der Gleichung (21) vertritt jetzt folgende :
(v— az)A (v— [3)‘“ eV = 0. Gn.

Hier kionnen erstens die Exponenten A und A’ reel und positiv, oder auch imagi-
nir seyn; so jedoch, dass ihre reelen Theile posiliv ausfallen. Findet diess Stalt, und
ist noch iiberdiess x selbst positiv, so wird man offenbar der Gleichung (31) Geniige
leisten durch die Werthe

v=a, U=f, U=—o00; 32
ist aber der Werth von x negativ, durch folgende andere :
U=g Uv=f U= oo 33

Es ist diess keinem Zweifel unterworfen, im Falle A und A/ reel und positiv seyn
sollten; wenn jedoch « und @ zwei korrespondirende imaginire Wurzeln sind, die sich
nur im Zeichen des mit V=1 verbundenen Gliedes unterscheiden: so werden auch A
und A’ eben solche zwei korrespondirende imaginiire Ausdriicke,

A=C4+DV=, A/=C—DVT, (G13)
und es konnte ein Zweifel erhoben werden ob
cC+ DV
(v—a)

fir U=« wirklich gleich Null sei. Man iiberzeugt sich indess hievon auf leichte Weise
im Falle C positiv ist, wenn man bedenkt, dass
=0, 0V =(e==)"" "= e=>PVT _ cos. (0 D) —Visin. (w0 D),

Naturwi liche Abhandl I 24
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gleich einer endlichen imaginiren Grisse sei, deren Modulus die Einheit nicht zu iiber-
schreiten vermag. Wir stossen hier gleich auf eine merkwiirdige Erscheinung; wir
sehen nimlich, dass das Integral der vorgelegten Diflerentialgleichung ein enderes sei,
wenn der, der Variablen x beigelegte Werth positiv ist, und wieder ein anderes, wenn
derselbe negativ ausfillt; namentlich haben wir fiir positive x:

B A A’ A A!
—C ux(v—2a)" (u—g)" dv cr—° ux(U—a) " (u—p)" du
y 'j: ° U2+l'rlu-|-bll + 2‘/: ¢ Uz-l—blu—i—b“

)

oder da

v4butb=@—a)(v—p):
c%Jy=Qf%“w—@“@-m“Hv+qf”¥“@—@“@—m”ﬂm
fiir negnﬁv: Werthe von x aber: ]
36 y= clfﬁ eVt u—a)t (v — )M M du + czj‘m eV (v—a)* T (u—p)
@ [

Es ist wichtig hier noch die Bemerkung hinzuzufiigen, dass, im Falle a und 3 ima-
gindr wiren, etwa ¢ =X\ 4 pl’—7 und somit =X — pV "1, man auch die Integra-
tionsgrenze oo in den Formeln (35) und (36) umselzen kéonte in 4 oo (A + p V=1,
nur wiren dann die Zeichen so zu wihlen, dass der reele Theil der imaginiren Grenze
in der Gleichung (35) negativ, in der Gleichung (36) aber positiv ausfilit. Ferner wird
man in diesem Falle, die in die letazten Formeln eingehenden Ausdriicke, durch die
Kunstgriffe der Umwandlung der Grenzen und der schicklichen Transformation, in ihre
reelen und imaginiren Bestandtheile zu zerlegen Sorge tragen, um die dem Auge miss-
lilligen, die V1 in sich schliessenden Formen zu vermeiden.

Nehmen wir jetzt einen zweiten méoglichen Fall an, den nimlich wo einer der Ex-
ponenten A und A’ positiv, der andere negativ ist, und setzen wir, um diese Beschaf-
fenheit derselben ins Auge fallen zu lassen, — A’ anstatt A/, sv erhalten wir anstatt
der Gleichung (33) folgende andere:

A
(L’—d) ; eUx =0,
v—p"*
deren Waurzeln fiir positive x sind:
(38) U=a U= —o00, U:—l—ool/—_i.

Die ersten beiden Werthe von U leisten der (37) immer Geniige ; der dritte aber
nur dann, wenn A’ = A ist. Uebrigens sind hier A und A‘, so wie « und , immer
reel, der Natur der Sache nach, weil, wenn sie imaginire Grossen wiren, sie einan-
der korrespondiren miissten, und sich bloss im Zeichen von V=7 unterscheiden kénnten,
man also nicht leicht von einem positiven A und negativen A’ sprechen kdnnle; es sei
deno, dass A die Form B V=7 und A’ die verwandte — By =1 annihme, in welchen

37
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letzteren Falle der dritte der in (38) aufgezeichneten Werthe von U giinzlich wegzufal-
len hat, gerade so wie derselbe auch wegfillt, wenn A = A’ ist; fiir negative x hin-
gegen bekommt die Gleichung (37) die Wurzeln

U=q U=+, U=+ olg;
die letztere derselben in der Voraussetzung, dass A/ = A ist. Das Integral der vorge-
legten Differentialgleichung erscheint nur abermals in zwei verschiedenen, der positi-

ven und negativen Beschaffenheit der Variablen x entsprechenden Formen, nimlich :

- + o5 A-1
y=¢f UX(U—_a)A— +¢, i U L €D
- I3) * —evE L (=ptt
y= Cf U (U—a) _I_C2 teV5 U (U—a)::}!ll’ (40
)A +1 — w5 (U— ‘B)A +1
Die erste dieser Formeln gilt fiir positive, die zweite fiir negative Werthe von x.
In beiden muss der zweite mit der Constante C, verbundene Theil weggelassen wer-
den, wenn entweder A = A’ oder A = A’ ist, der sodann iibrig bleibende, nur mit
einer einzigen Constante C verbundene Werth von y, hat den Charakter eines allge-
meinen Integrales verloren, und muss durch den Zusatz eines andern partikuliren Inte-
grales, welches eine zweite Constante in sich schliesst, vervollstindigt werden. Wir
verweisen jedoch in Betrefl der Methode dieses zn leisten, wie schon gesagt wurde,
auf den folgenden Paragraph.
Betrachten wir jetzt den dritten Fall wo A und A’ negative oder imaginire Zah-
len sind, deren reele Theile negative Werthe haben. Verwandeln wir, um diess dem
Auge ersichtlich zu machen, A und A/, in — A und —A’, so dass die Gleichung
(31) jetzt in
eUx
—_— =0 An
@—a)* (v — P
iibergeht und erfiillt wird durch einen jeden, fir U gesetzten Ausdruck von der Form
U=o0 (M + N l/—_i),
unter N eine beliebige positive oder negative, unter M aber eine andere dem nummeri-
schen Werthe nach ebenfalls willkiirliche, den Zeichen nach aber der Variablen x ent-
gegengesetzte Zahl verstanden, die, wenn man will, auch gleich Null seyn kann, so
dass es gestattet ist fir U folgende zwei Werthe anzunehmen :
U =—=o0 l/__i, U= —oo V1.
Hieraus folgt der Werth von y:
+ =5 eV du
y=Cf — e 42)

mit einer einzigen Constante C , der also abermals ein unvollstindiges, partikulires In- .

tegral ist, aul welches wir im folgenden Paragraphe zuriickkommen werden.
24
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Ein vierter Fall ist, wo einer der beiden Exponenten A und A‘ der Nulle gleich
wird. In diesem Falle geht die Gleichung (31) iiber in

(43 (v—a)* e =0
und kann nunmehr durch die Werthe
U=a, V= — oo

erfiillt werden, wenn A und x posiliv sind, ist aber A positiv und x negaliv, durch
die anderen:

fiir negative Werthe von A aber durch
v=+o V1.

In allen diesen Fillen erhalten wir aber nur ein einziges partikulires Integral das
nur mit einer Constante verkniipft ist. Zugleich kann hier bemerkt werden, dass
das Verschwinden der dritten Wurzel der Gleichung (31), die wir hier gebraucht
hitten, um zum vollstindigen Integral zu gelangen, dadurch veranlasst werde, dass
in dem Bruche

U avita
44 =
D U, U2+b1U+b0

Zshler und Nenner den gemeinschaltlichen Faktor v — 8 bekommen.
Endlich ist noch der Fall zu betrachten, wo die beiden Wurzeln der Gleichung
v+ buv+t b =0
einander gleich sind. Der Bruch (44) wird dann in zwei Parzialbriiche zerlegt von

der Form:
A A/

o W T

Es wird ferner

Un Ad ‘d —A
(15) e = [0y p A + A’Log (v ~a),

v—a) v—a v—a

und wir erhalten statt der Gleichung (31), lolgende:

A
(46) w—a)" e V= = 0,
und dieser wird fiir verschiedene Werthe von A, A‘, « und x auf verschiedene Weise
Geniige geleistet. So haben wir, wenn alle diese Grissen bis auf x positiv wiiren,
U=a-te U= oo,
unter ¢ eine verschwindende Grésse von positivem Werth verstanden. Diess [iihrt aber-
mals zu einem Integral mit einer einzigen willkiirlichen Constante, nimlich

+ o yy _A_ =
“n y:Cj‘/:*’se +U—“(U—a)'\’dv,

und wir sehen, dass in sehr vielen Fillen dus Integral, zu welchem wir durch diese
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Methode gelangen, ein unvollstindiges sei. Die Ursache hiervon ist, weil die Differen-
tialgleichung in solchen Fillen partikulire Werthe zulisst die nicht unter die ihnen
vorausgesetzte Form eines bestimmlen Integrales fallen, sondern entweder die Form
einer reinen oder, mit einer allgebrischen Funktion von x multiplizirten Exponentielle
haben, wie demnichsl gezeigt werden soll.

Ein spezielleres Beispiel bietet die, in vielen Disquisitionen der mathematischen
Physik wiederkehrende, der Form nach hieher gehirige Gleichung

2
d d LA

die wir desshalb zu integriren nicht unterlassen wollen.

‘Wir haben in derselben

U,
U,
f—ldu= f z= ;aLog(u’i-bz);

die Wurzeln der Gleichung aber

U
vt [~eodu 1, (49)
e +‘/‘U1 =(Uz_‘_|'_b2)2 eU“=0,

l+

sind entweder

U=b, u=—Db, v=—o0, (Gl))]
wenn X positiv ist, und man von den beiden Zeichen + das untere wihlt, oder
v=b, u=—b, v=oo, (51)

fiir negative x.
Nimmt man im Gegentheile von den beiden Zeichen | das obere an, so erhilt man
fiic positive x:
v=+bvI, v=—>bl"i, v=—0o, (52)
fiir negative x:
v=+4bV3, v=—bVT, uv=oo. (53)
Es besitzt somit die Gleichung

dy +ady bzxy=0
ax

ein allgemeines mit zwei Constanten versehenes Integral das fiir positive x gegeben
wird durch die Formel:

b 2 —_ LEP A
R G ) B TR R o A U D B IO cQ)
—b —

fir negative Werthe von x aber durch folgende andere:



190 JoserH PerzvaL.

+b 22 ux L
55 r=C (W—=>b)* e"*dv + C (V'—Db)* e ¥du;
(55) y=¢C [ A

auch sieht man ohne Schwierigkeit ein, dass diese beide Formeln sich in eine einzige.
fiir positive und negative x gillige, zusammenziehen lassen, nimlich:

+Db a V= » a Wt
(56) y= Cl j‘ (Uz _ bz) 2 ! BU P dv T Cz /. (Uz _ bz) 7 -1 eU ] dv.

Hingegen entspricht der Gleichung
2
d d Y —
xd%+ad_xz+hxy—0,
fiir positive x, folgendes Integral:

bV, T -5 22 g
61p) y=Clj; @ +b)T e du +czf C+b)T e du ...

0
—w 32y
+Caf (W4+b): e'*du,
0
fiir negative x folgendes andere:

bV 2, —by'5 21 ux
89 y=¢,f "4 1)T eV du +czjo' @ +b)F eV du ...
0

+¢ [T )T e
o

wihrend die Constanten der Bedingungsgleichung
(59) C+C +¢€ =20

unterworfen sind.

Das bestimmte Integral

|3V a._
) @4 b)T el du
0

wird, wenn man U V=5 anstats U einfiibrt, umgewandelt in
b 2 a —_
— [ @ =y’ e Tauvs
0
eben so verwandelt sich
—bV'5 a_
'@+ bz) T 7V gy,

A

0
durch Einfihrung von — U V=3 anstatt U, in
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b PR
2 e —_— - —_—
+f V'—=b)T UV Ty,
0
und die Summe

bV 5 2 B, -V 2 3 _
011; "W HD)T 7 e du +¢,f W4 b)T eV v,

(=

wenn man

=1(B,4+B V=), C =!(B,—BvS)

1
setzt, geht iber in

b a2 b 2L
B;_/; (Uz'—bz)z "sin.ux dvu +Bz‘/0‘ (Uz—])z)2 cos. vx du;
daher sich denn die Formeln (57) und (58) auch so schreiben lassen :

b i_‘ —® JLL .
y=./; (uz—bz)2 [Blsin.ux+Bzcos.Ux]du+Caj; (uz+112)z eV*dv,

b a - 1-1
)'=/; (u’_b’)z 1[Blsin.Ux+Bzcos.l.lx]dU + Ca_/; (Uz+h2)‘ REEE

Von diesen gilt die erste fiir positive, die zweile fir negative x. Die Constanten

B und C, sind durch die Bedingungsgleichung
B +C=0
aneinander gekniipft; B, ist ganz willkiirlich.

Die Gleichung (48) wird also nach unserer Methode stets vollstindig integrirt,
wenigstens so lange der Coeflizient a nicht o und nicht negativ ist, und selbst in dem
letztgenannten Falle wissen wir uns das allgemeine Integral, welches dann unter einer
andern Form vorkommt als die vorausgeseizte, ohne bedeutende Schwierigkeit zu
verschaflen. .

Um so viel als méglich alle die verschiedenen Fille zu erschipfen, und alle Schwie-
rigkeiten kennen zu lernen, die der Anwendung unserer Integrationsmethode sich in den
Weg stellen kinnen, wollen wir die bisher noch ausser Acht gelassene Gleichung (27)

dy +1,xdy+y(a +b3x) =0

dx
einer dhnlichen Untersuchung unterwerfen. Wir haben in derselben
U =v + a5
U‘ =b v+b,
U v +a & b v
.4 L= . hA _0_ [ b
fU1dL b -|—]) dv= 2b, bl ( + Log(bl-{- )

(60)

61

(62)
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und die Gleichung

U
eUx+fTJ‘—dU -0

geht, wenn wir der Kiirze wegen

setzen, iber in

(63) v kv

U= =5 v=+4 Vi
und

U= =g U= 4 o
1

fir negative b , und das zwar ob x positiv oder negativ iat.

Wir erhalten somit ein allgemeines Integral das fir positive b, folgende Gestalt hal
b

— - by, U
y =C1f B, (b1v+bo)A leu("_;uz)"'ﬁdu +
o

2

64) +szm (b v+ b)) U("_Z—IZ) ah du +
0

2

+Ca_/‘_w (b,u+b)*" ”(—:—) i de
0 1

Zwischen den Constanten C.C,C, findet die Bedingungagleichung :
€, +C,+6=0
Stalt. Die letzten zwei in der Formel (64) vorkommenden bestimmten Integrale, wan

deln wir, durch Einfihrung von U1 =f und — U V=1 anstatt U um, und bemerken zu
dem, dass in Folge der zwei identischen Gleichungen :

65) (b, +b vVt =

=0 '+b’ U)_‘ [cos ((A—l)alc tg. e ) + VZisin. ((A—l) arc. 1g. T,E)]

3
)—-cos U( %)+V—1sm v( :’2)

1

(66)

b

+L'V_—( -
e =y

-
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und der noch iiberdiess willkiirlich hinzugefiigten:
2C, =B —B, v, 2CS=B‘+B2V:7,
die Formel (64) auch so geschrieben werden kann:

? b

y_cf ‘(b +b v 'e:T,*"’(——)du+

+B f e_ﬂ_(b +b Tz cos (U x—-il:%))+ ((A—l) arc. tg.l—?)du + 0

f 0

o U A1 b
B “sp (b’ + b v)T sin. —2 A—1 t d
+ ljo‘e 2b1(o+1v)2 sm(u(x b:)) (( ) are. tg. ) .

Die Constanten B und C, miissen so gewihlt werden, dass B + C = 0 wird;
B, ist willkirlich.

Fiir den Fall, dass B, negativ ist, hat an die Stelle der Formel (64) oder (67) fol-
gende andere zu treten:

by 2

b a-1 _ U _h
y=Cl‘/;‘(bu—blU) e 2b‘+U(x l,lz)du+ 68

@ 2
+ Czﬁ: (b,— blu)A_1 e_zuTI"' U("—%‘z) du.
)
1
Wir haben hier b in —b umgesetzt, um die negative Beschaffenheit dieses Coef-
ficienten dem Auge ersichtlich zu machen.
Die Formeln (67) und (68) setzen beide ein positives A voraus, und gelten nicht

mehr, wenn dieser Exponent 0 wird oder negativ. Ersteres tritt ein, wenn Zihler und

U
Nenner des Bruches 5+ einen gemeinschaftlichen Foktor besitzen, ein Fall, der das nach

U
1
unserer Methode gefundene Integral immer unvollstindig macht. Wir haben in der That,
fiiv verschwindende und negative A anstatt dreier, nur mehr zwei der Gleichung (63)
geniigende Werthe, némlich: U = + o V=i, fir positive b.’ und U = + o fiir
negative Werthe dieses Coefficienten. und somit fiir positive b, folgendes partikulire
Integral :
+ oV 5 Uz b,
y= Cf o eZb ("—‘—z)ﬁ—vj—mw (69)

Naturwi haftliche Abhandl . L
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fiir negative b hingegen:
+ U b,
(70) 'y -y _dv
y .f e 2', ( bf) (b“'l‘ b‘ U)A+1

Wir haben in der ersten dieser heiden Gleichungen — A anstatt A, in der zwei-
len aber — A und — b1 anstatt A und l)1 gesetzt, um die negative Beschaflenheit die-
ser Grissen auffallend zu machen.

Wir werden im folgenden Paragraphe aul diese Formeln zariickkommen, und se-
hen, wie die hier gewonnenen unvollstindigen Integrale sich vervollstindigen lassen, wo
wir auch die Ueberzeugung gewinnen werden, dass die anscheinende Unzulinglichkeit
unserer Methode weit entfernt eine Unvollkommenheit zn seyn, sich vielmehr in einen
Vortheil umgestaltet, so wie sich iiberhaupt in sehr vielen Zweigen der mathemalischen
Analysis die Bemerkung machen lisst, dass eine iiberwundene Schwierigkeit, nebst dem,
durch Ueberwindung derselben errungenen Vortheil auch noch meistentheils den anderen
darbiete, neue Wege zu eriffnen, und oft neue Entdeckungen zu veranlassen.

Kommt endlich der bisher noch nicht betrachtete spezielle Fall vor, wo b = 0

UU
S U, dv
nicht mehr den durch die Formel (62) dargestellten Werth besitzen, sondern folgen-
den anderen:

U" U2+au Ua a,
an Jodv=Ftv =g +pv

ist, dann wird das Integral:

72 eUx +
dieser wird durch alle jene Werthe von U Geniige geleistet, die die Gleichung :
—_— = —

erfiillen; die Wurzeln aber dieser letzteren sind fiir positive b:
t=—o0,U=00 (—1+ V) und v=c0 (— 1 —V5%).

Es kommt also das Integral der Gleichung:
Q
(13) % +y( +bx =0
x

in folgender Form vor:
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—me (H- ) svde +Cjw(_‘+l/__3)ev<x+%:> AU Yl

y=¢f
0
. i b
o (— 1=V RO L
+Csf eU(x+bu)+3budu,
0
in der die Constanten C;’ Cz, C3 der Bedingungsgleichung:
C+C +C =0
unterworfen gedacht werden.

Von den drei bestimmten Integralen, die den zweiten Theil der Gleichung (74)
bilden, (ormen wir das erste durch Substitution von — U anstait Uj, das zweite durch
Setzen von U (—1 4 1”75) anstatt U, das dritte durch Setzen von U(—1—L"=3)
anstatt U1 um, und bezeichnen der Kiirze wegen die beiden imaginiren Binome
— 1+ V=5 und — 1 — V=3 durch r, und r,, und erhalten anstatt (74):

y=J i o= 0 () wo e ) po e U]

Ist b negaliv, und handelt es sich also um die Gleichung:
2

:_.I_z +yG—bx=0, 6)

so erhiilt man genau auf dieselbe Weise:

E} a ?
=J om0, (i) o e ) pone R ap

es ist abermals
c+¢C +¢C =0
nur r und r, bekommen eine etwas andere Bedeutung; sie gehen nimlich iiber in die
zwei imaginiiren Wurzeln der Gleichung:
v =1

Hiermit wiren denn alle die Fille erirtert, die bei der Integration einer Difleren-
tialgleichung der zweiten Ordnung von der betrachieten Form vorkommen migen, und
es ist uns meistentheils gelungen, ein allgemeines Integral mit zwei Constanten auflzu-
finden; wo wir aber ein solches nicht fanden, bekamen wir wenigstens cin partikuli-
res mit einer einzigen Constante. Bevor wir nun zeigen, wie das letatere zu kompleti-
ren sei, wird es gut seyn, noch einige Beispiele der Integration solcher Gleichungen
anzufiihren, die die zweite Ordnung iberschreiten. Es sei also gegeben die Differen-

tialgleichung des n'en Grades:
25*
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(78) 8Y yaxy=o,
dx"

s0 ist hier

U =", Ulzﬂ,

[
n+1

Pld _l LF| u
‘/‘[J1 U—aj‘U U:m,

U ne1
79 T dv ML
0 evx +fU1 = ¢ timm = 0.
Dieser letzien Gleichung geniigen alle Werthe von U , die der Gleichung
Un+1 — — oo

(80)
Geniige leisten ; vorausgesetzt, dass a positiv ist.

Nennt man aber die Wurzeln der Gleichung

Un+1 [ 1
B> My, By« v+ Moy, 80 sind die Wurzeln der (80)
A A R N
woraus schon das allgemeine Integral von (78) folgt, nimlich :
b UI'H'I b @ N+ g ® RIES
1 ——— 2 [A— 3 —_—
y:le eux+a(n+1)du+czf eux+a(n+1)dv +Caf evx+a(||+1)du+,_
0 0 0
(81) Un‘fl )

Fai1® g
+¢,.,. [ 7 ¢ Tiamau,
[1]

wihrend zwischen den Constanten die Bedingungsgleichung besteht :
C+C+C+...+C, =0

Die n+{1 bestimmten Integrale in der Formel (81) lassen sich in ein einziges zu-

sammenzichen, wenn man in ihnen, der Reihe nach ® U, K, U...p,, Uanstatt U ein-

fihrt, und zugleich 2 €, ¢ C, . . . p,, C,,, durch die willkiirlichen Constanien

B,B, ...B,, ersetzt, wie folgt:
lJ|'|+l

) y=/[ e "oDdu[Bef " £ B e B 4.4 B, e
(/]

Die zwischen den Constanten B Stalt findende Beziehung ist jetzt lolgende:

PL_i__Bi _Bi + + Bos, =0
&, ¢, + K, Moy

Die Formel (82) gilt auch fiir negative Werthe von a; d. h. sie gibt auch das In-
gral der Gleichung :
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sondern vielmehr die der andern:
"t = 1.
Wihlen wir jetzt als zweites Beispiel folgende Differentialgleichung der nten

Ordnung:

Uy o, Uy a0 by =0 )
P n-1 dx n—z‘:lxn_z v (' W, WY =5

in welcher die eben betrachtete (78) als ein spezieller Fall enthalten ist, so bekom-

men wir:

U =0"+a,_ 0" fa,_ """ +...+ a,
U =»b,
\ 1 g™t a 0" a  o¢"?
Joto=p g+t e,
und anstatt der Gleichung
T _
die folgende:
ni1 a n a n-1
RO A TR o
dieser aber wird Geniige geleistet durch alle jene Werthe von U, fiir welche
Un+1+a Un+a Un—l-l— -|—au—_oo
n+ n-1 'n— n-2 n—1 A () - (85)
isf, von der im zweiten Theile enthaltenen unendlichen Grisse das obere oder untere
Zeichen genommen, je nachdem b positiv ist oder negaliv. Diese Werthe von U kin-
nen nur unendlich seyn, es wird also das Gleichungspolynom in (85), mit seinem er-
sten Gliede zngleich unendlich, und zugleich positiv oder negativ. Hieraus folgt, dass
man dieser Gleichung die einfachere:
(86)

vt — T_ o
wird substituiren kinnen. Seizen wir um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben
b, posiliv, und nennen wir die Wurzeln der dieser Annahne entsprechenden Gleichung,
die die (86), genommen mit den obern der beiden Zeichen ist: ‘
B o©, p 00, p O... Maiy 99
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80 ist das gesuchte allgemeine Integral unserer Differentialgleichung :

uU

Flm s Un+1 n I
Y=Ch}; el.)x+q[ﬁ+a“_IT + ... +au"]du-|—

+Cf [%+a“_,"_:+ oo ta ] dqu
(87)

U"

+Cﬂj‘hw evx+t[%+ﬂn_17 + ... +a,,'*"]du+...
0

+C"+1 Faig® Ux+ [ _I_an_ll{n__l_ +80U] dv.

nti

Die Constanten der Integration: C, C, . . . C,,, sind an die Bedingungsgleichung:
CI+CZ+CS+...+CM1=O
gebunden. Die n+41 bestimmlen Integrale, die in der Formel enthalten sind, lassen sich in

ein einziges zusammenziehen, indem dieselbe zunichst auch so geschrieben werden kann:

ni1

@ y=S[ef" e e S e ]

Das Summenzeichen auf die Zahl a bezogen. Nun setzen wir g, U anslatt U, und
formen den letzten Ausdruck so um, in:

o n41 pe ¢"

89) Yy = fmge h(nn)dU S [14 P“vx-‘-ll)_ﬂ[an—:T +..otaw U]]%
0

Dieselbe Formel gilt auch [ir negalive b, und bietet somit das Integral der

Gleichung:
dﬂy dn—l y
g +an_lde+... + (a“——bux)y_O,
wenn man nur unter p , u ...p, , nicht mehr die Wurzeln der Gleichung v"*' = — 1,

sondern vielmehr die der andern: v"*' = 1 versteht.

Wihlen wir zuletat als Beispiel noch eine Gleichung der aw» Ordnung, bei wel-
cher unsere Methode die mindeste Wirksamkeit besitzt, weil wir miltelst derselben nur
ein parlikulires Integral, mit 2 oder 3 Constanten weniger als nithig ist, und als die
Ordoungszahl der Gleichung Einheiten in sich erhalt, erhalten; nimlich:

n
(90) vy 4y =0
d xn —

KEs ist hier

2
Uu:i—az' _L’fU dU_+af‘__ .—)1117
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und die Gleichung zur Beslimmung der Grenzen:

-_— ﬂz

Ux + I
e @-puv' =0,
1 . " .
welche lelztere, wenn U =  gesetzt wird, iibergeht in:
2 n-1
sty on
ev n-i = 0.

Betrachten wir hier zuerst den Fall, wo x posiliv ist, und von den beiden Zeichen
=+ das untere gilt. Die Wurzeln der letzsten Gleichung sind dann alle diejenigen Wer-
the von v, die eine der beiden folgenden Gleichungen erfiillen:

v=—¢, V1= — oo,
unter s eine ins Unendliche abnehmende, entweder reele positive oder solche imaginire
Zahl verstanden, deren reeler Theil positiv ist. Bezeichnen wir jetzt die Wurzeln der

Gleichung v"™' = — 1, mit [T T T TR sind die der Gleichungv" ™ = — oo

MO0, 00, KO ... fhy_, 00
Unter ihnen wird es reele negative oder solche imaginire geben, deren reeler
Theil negativ ist, uad andere reele positive oder solche imagindre, deren reeler Theil
positiv ist; man sondere sie von einander, so dass man zwei Abtheilungen von Wur-
zeln bekémmt, und wir wollen voraussetzen, dass B OO, 1,00 ¢ v ¢ 1,00, die der ersten
Abtheilung ., 0, 1, ... u,_ o, die der zweiten Abtheilung angehirenden seyen,
den speciellen Fall einstweilen ausser Acht gelassen, wo unter den besprochenen Wurzeln
ein Paar rein imaginire: 4 /=3 und — V1 vorkommen.
Es bieten sich nns unter diesen Voraussetzungen vor der Hand r partikulire Inte-
grale an, die je mit einer willkiirlichen Constante multiplizirt und addirt fir y lolgen-
den Ausdruck liefern, der, wie schon gesagt, bloss fiir positive x giltig ist:

pw X . 2% vl oo X . PO
1 v — _ 2 - _ —2
y=C, e n-1 v"‘dv_l_czf o' " N"TPdv 4 ...
ke e
2 n-1
o Xy A0 2)
+C.—f e’ " V"R,

und dessen einzelne Theile durch beziigliche Verinderung der Variablen v in BV

#,v ... p.v verwandelt werden kénnen, so dass man erhilt:
n—1

® nzV
y=-‘f e o vy (C eF v +C, e"z" g 4+ C,ewrv ) %)
0

Dieses innerhalb der Grenzen 0 und o genommene Integral muss hier als die
Grenze angesehen werden, dem sich das innerhalb der Grenzen ¢ und o genommene
fortwihrend nihert, bei dem Konvergiren von ¢ gegen die Nulle.
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An die Stelle dieser Formel hat, wenn x nicht positiv, sondern. negaliv wire, of-
fenbar folgende andere zu treten:

2 n-1 2 n-1
: Prar® & a——n‘_'l e Besa® X4 “n" "
y=Cr+1f e viTtdy +Cr+zf e TVTRdv ...
Friq 8 Fpyn ®
(94) r+2
2 n=1
Fn—1m X + av
+ Cn—1f ev n-1 vn—z dv,
Byt

oder, nach vorhergegangener ihnlicher Reduktion, wie die eben angewendete:

a2 v" 1 X X X
05 y —_j‘ v dv(C,,, eh? +C,ppeirat 4 - .. 4 G, ehr¥ )

Wir haben bisher nur von einem Theil der Wurzel der Gleichung v
Gebrauch zu machen vermocht; die ibrigen bieten bei ihrer Erscheinung als Grenzen
der Integration entweder den Nachtheil, dass die Funktion unter dem Integralzeichen
und innerhalb der Grenzen durch Unendlich durchgeht, das Integral also selbst in eine
Form iibergeht, die etwas analoges mit einer divergirenden Reihe hat, oder es werden
gar beide Grenzen unendlich, und das bestimmte Integral der Nulle gleich.

Gleiches widerfihrt uns in dem zweiten bisher noch nicht betrachteten Falle, wo
von den beiden Zeichen F in (91) das obere zu gelten hat, d. h. wo

n-1

= —1

x___+a =0,
dx" 7

die zu integrirende Gleichung ist. Sind nimlich p, g .. g undpr s By o - o By
die Wurzeln der Gleichung v"™' =1 bereits in zwei Abtheilungen zerlegt, deren erste
diejenigen begreilt, die reele negative, die zweile diejenigen, die reele positiven Be-
standtheile besitzen, so haben wir fiic positive x eine Formel fir y, die der Form nach
mit der (93), und fiir negative x eine andere zu erwarten, die wieder der Form nach
mit der (95) ibereinstimmt.

Kommen endlich unter den mit yt bezeichneten Wurzeln die rein imagindren: + V1

und — V=1 vor, so enlspricht ihnen ein einziges partikulires Integral von der Form:
ol na 1

1 x
y—Cf n-1 Vn—sz,

die man durch Umwandlung von v in v l/_1 umsetzen kann, in:

@ % V—l 42 v

Y= Cf n-i "2 d V3

und dieses partikulire Integral ist dann zu den iibrigen in die Formeln (93) und (95)
eingehenden, noch hinzu zu fiigen.

Gehen wir von dem behandelten allgemeinen, zu dem spezielleren Beispiel der Glei-
chung der dritten Ordnung iber :
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j__y y =0, (96

so erhalten wir an die Stelle der (91)
X 1 -
e7+--2—v2=0, COE

und somit v = * oo =75 diess gibt ein partikulires Integral mit einer einzigen Constante :

y==0C ev 2 wvdv,
—aS
oder durch Uminderang von v in v/ 1
"V—_1 _ 1.
y=-—0C6 f 2 vdy,
L1 x . X, o e . .
da hier e™ "V =cos. - — /7 sin. - ist, so lisst sich dieses Integral in zwei zer-

legen, von welchen das erste, mit dem cos. x verkniiplte identisch Null, das andere
v

aber aus zwei gleichen Theilen zusammengesetzt ist, dem zwischen den Grenzen — oo
und Null und dem zwischen Null und co genommenen, so dass der Werth von y auch
so wiedergegeben warden kann:

y—Bfe ?vsm-;vdv 98)
Hitten wir aber anstatt (96) folgende andere Gleichung der dritten Ordnung:

3

xdY 4y =o, 99)
dx

zu integriren, so bekidmen wir:

X i E]

ev 2 =0,

gomit v = *+ co, und somit entweder:

e x _1p
y=Cf ev 2 ydv,
o

oder:
+mx

y:Cf ?vdv,

je nachdem x positiv ist oder negativ, so dass man allgemein fiic beliebige x sclivei-
ben konnte:

12

- Vi
y:C/‘ e—-_v__zvvdv. (100)

Natur naitliche Abhand L 26
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In jedem Falle haben wir von einer Gleichung der dritten Ordnung auf dem hier
betretenen Wege nur ein partikulires Integral mit einer einzigen Constante gewon
nen, welches noch durch einen Zusatz zu vervollstindigen seyn wird, der zwei willkiir-
liche Constanten enthalten muss.

Noch ungiinstiger ist das Resultat, dem wir bei folgender Gleichung der fiinften
Ordoung begegnen:

d
(101 xSy +y=0
Hier wird zuférderst
X 1
ev Iva =0,
und somit v = +co oder v =+ oo l/=], also fiir posilive oder negative x:
_m‘/_F:__i—V. +ol 5 x4 s .
(102) y=¢f ¢ T3 Vav+c S e 1 Vv,
[ —aV5

€]

@

(3)

also nur ein Integral mit zwei Constanten, das einer Vervollstindigung bediirltig ist,
die drei andere in sich begreifen muss.

§. 2.

Betrachtung derjenigen Fille, in welchen die vorgetragene Integrations.
methode nur unvollstindige Integrale liefert, und Vervollstindigung
derselben.

Der Weg, den wir zur Integration von solchen Differentialgleichungen eingeschla-
gen haben, deren Coeflicienten lineare Funktionen der unabhingigen Variablen sind, ist
im Wesentlichen folgender: Wir setzen das gesuchte Integral voraus unter der Form:

y =fu”eux Vdu,
v

und erhalten nach gehériger Rechnung:

und zur Bestimmung der Grenzen:

U "
0 u
us+ [y du
iC e fUl %u‘ = 0.
Nun kann offenbar nur dann von einer Differentialgleichung der nter Ordnung ein all-

gemeines Integral mit n Constanten gefunden werden, wenn die Gleichung (2), oder
die gewshnlich an ihre Stelle tretende :

l!x+_/‘—:]]1 du
e 1
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Woarzeln zulisst, n41 an der Zahl, zwischen welchen n Intervalle vorhanden sind, die
sich zu Intervallen der Integration machen lassen, was dann zu n partikuliren Werthen
fiihrt, Wir werden also jedesmal ein unvollstindiges Integral erlangen, wenn
1. die Anzahl n41 der Wurzeln der Gleichung (3) durch was immer fiir einen Um-
stand, der einige derselben weglallen macht, verringert wird, und
2. wenn unter den parlikuliren Integralen, die man sich verschaflt hat, einige ent-
weder idenlisch gleich Null, oder von den iibrigen nicht verschieden sind, oder
unter Formen erscheinen, welche eine Analogie mit der Form einer divergirenden
Reihe haben, was z. B. dann der Fall ist, wenn die Funktion unter dem Integral-
zeichen innerhalb der Integrationsgrenzen durch Unendlich hindurch geht.

Verfolgen wir jetzt die Fille, in welchen einige der Wurzeln der Gleichung (3)
wegfallen, offenbar kommt hier alles an auf die Form, in welcher das Integral

fPl dv

1
erscheint, und man verféhrt bekanntlich bei der Berechnung derselben auf folgende

U
Weise: Der Bruch TJL wird, falls er ein unechter seyn sollte, zerlegt in eine ganze
1
Funktion und in einen echten Bruch, diess gibt die Form:
v M
v, =L+tv

1 1
und es ist L ein Polynom vom ri» Grade, wenn U, vom Grade n—r ist. Jetzl zerlegt
man U1 in Faktoren, die entweder einfach oder wiederholt vorhanden seyn kdnnen, und

den echten Bruch %[1 in Partialbriiche, multiplizirt mit d v und integrirt, wobei man
1
offenbar nur mit Formen zu thun hat, wie:
Advu Aldu
ji‘du’ fU—d' f(U_a)m'
Der erste dieser Ausdriicke ist eine ganze Funktion N vom Grade r1, der zweite

eine Logarithums von U—a, der dritte ein algebraischer Bruch. Es geht hieraus hervor,
dass die Gleichung (3) jederzeit lolgende Gestalt annehmen wird:

w=—a) (v—a). .. yoeng
e
CU—ﬁl)nl (L’—l?;z)nz e
T, & .. {3‘, B ... sind simmilich einfache, y ... vielfeche Waurzeln der Gleichung
U=0A.A ...B,B,... constante Zihler von Partialbriichen, so genommen,

dass simmtliche Exponenten, entweder reel und positiv, oder imaginir mit positiven
reelen Theilen, sind.

—
w—yn"! = 0.

26*

C)

3

6)

(&Al
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Die sorgfiltigere Betrachtung der Gleichung (7) lehrt nun, dass, wiewohl unter
den Wurzeln derselben, die der Gleichung U1 = 0 vorfindig seyn kéonen, dem unge-
achtet dadurch, dass U zufdllig ein Polynom niederern Grades wird, als U und als die
Ordnungszahl der Differentialgleichung n, Einheiten enthilt, keine Wurzel der Glei-
chung (7) verloren gehe, indem dann nothwendig Ull vom nter Grade ist, uns somit die
Waurzeln der Gleichung

N=fLdv=— o,

die auch der (7) Geniige thun, zu Gebote stehen, dass somit Wurzeln nur verloren
gehen kénnen auf folgende verschiedene Weisen :

1. Wenn einer oder mehrere der Exponenten, respektive Zihler von Partialbriichen
A1 'Az e B1 B_2 . . . verschwinden, ein Fall, der dann Statt findet, wenn Ull
und U, einen gemeinschaftlichen Faktor besitzen.

2. Wenn mehrere Zihler der einfachen Partialbriiche negaliv oder imagindr, mit ne-
gativen reelen Theilen sind, die daon zu einem Faktor von der Form (U — B)"
im Nenner Veranlassung geben, wodurch eine Wurzel U = 8 verloren geht.

3. Wenn die Gleichung U =0 gleiche Wurzeln besitzt.

‘Wir wollen jetzt der Reihe nach sehen, wie das in diesen drei Féllen unvollstin.
dig werdende Integral ergiinzt -werden muss.

Im ersten Falle wo U0 und U1 einen gemeinschalllichen Faktor haben von der Form

U—a oder (U—a)", entspricht der Differentialgleichung, nebst denjenigen Integralen,
die wir durch unsere Methode gewinnen, noch ein einfaches partikulires, welches enl-

a X

weder die ‘Gestalt einer reinen Exponentiellen hat, nimlich e** oder folgende andere:

® €*(C, +C,x+Cx+...4C, ")
In der That, setzen wir in der Diflerentialgleichung (1. §. 1.), y = e'*, so erhal-
ten wir als Resultat der Substitution:
) (U, + U, x e =0
Wenn jetst U, und U1 den gemeinschaftlichen Faktor U — a besitzen, so wird der
Gleichung fiir U = « ‘Geniige geleistet, und man hat ein partikulires Integral:
(10 y = €%,
Wiiren nun ebenso U—af, U—a" . .. U—a™" gemeinschafiliche Fakloren
von U und U , so erhielte man ein partikulires Integral:

n y=Ce* 4+ C e 4 ... CY e Vx,
Lisst man die Wurzeln o, o . . . a(""’)gegen einander konvergiren, und setzt,
d=ate,ad"=ate ... a™V=ate,

unter ¢ sehr kleine Zusitze verstanden, so geht die Formel (11) iiber in
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y=e Y (C+Ce'™ ... 4 C™ Ve,
Entwickelt man endlich die eingeklammerten Exponentiellen in die ihnen gleich gel-
tenden, wegen der Kleinheit der ¢ sehr konvergirenden Reihen, und setzt iiberdiess:

C+C4+C"+...4C"™ =B,
Ce+Cle,+ ...+ C" e, =B, 13
Ce+C/e ..o 4 C™V e, =2BY,
¢/ slm" + C# 52'"_' 4+ ... 4 Cm s:::: =2.3...m—1B™™",
so erhilt man nach der bekannten Schlussweise, bei dem Convergiren der & genanunten

Zusiitze gegen die Nulle, folgendes m gemeinschaltlichen Faktoren U — a entsprechende
partikulire Integral:
y=e*B+Bx+ B/ 4 ...+ B™ O™, ay

welches mit (8) der Form nach iibereinstimmt. Wiewohl es nun aul den ersten An-
blick scheinen mochte, als ob dieses, in geschlossener endlicher Form existirende Inte-
gral, in derjenigen nicht enthalten seyn konnte, die wir bei unserer Methode vorausge-
selzt haben, in der Form (1) nimlich, so lisst es sich doch aus derselben ableiten,
wenn man unter die bestimmten Integrale, die einzeln der Differentialgleichung Geniige
leisten sollen, auch diejenigen aufnimmt, die Cavchy mit dem Namen der Besonderen be-
legt (Intégrales singuliéres), und die genommen sind zwischen unendlich nahe anein-
ander liegenden Grenzen, wihrend zwischen diesen Grenzen die Funklion unter dem
Integralzeichen durch Unendlich durchgeht. Um diess vor der Hand in dem einfachsten
Fall darzuthun wollen wir voraussetzen, dass der den Polynomen U, und U, gemein-
schaftliche Faktor U — « sei, und in U, nur einmal vorkomme, so wird denselben die
Funktion V auch nur ein einziges Mal im Nenner enthalten, wihrend der im ersten
Theil der Gleichung (3) enthaltene Ausdruck ganz davon [rei ist, und somit firU =«
einen endlichen Werth erhilt, diess vorausgesetzt, lisst sich behaupten, dass das be-
sondere Integral :

z o4 g @ + & . [Ju R
o evae=f L& AR 15)
a—¢ @ —¢ 1
die Eigenschalt besitze, der Differenlialgleichung Geniige zu leisten, ohne gleich Null
zu seyn. In der That selzt man in der Gleichung (2) v =a—¢/, W' =a+ ¢, s
verwandelt sich der erste Theil derselben in eine Grosse von derselben Ordnung wie
¢/, die somit bei dem unendlichen Abnehmen von & und ¢/, gegen die Nulle convergirt,
zu gleicher Zeit ist das besondere Integral (15) von der Nulle verschieden, und gleich
der mit einer willkiirlichen Conslante multiplizirten Exponentielle e®, wovon man sich
durch wirkliche Berechnung aul folgende Weise iiberzeugt. Es ist offenbar das Inte-
gral (15) von folgender Form:
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A vr 2 (U) du,
e— o U—a
wo ¢ (U) eine Funktion bedeutet, die fiir U = « nicht mehr unendlich wird. Fiihren
wir hier eine neue Variable ein durch die Substitution
U=a+cv,

und setzen iiberdiess

¢ = hI e, & = hze.
so erhalten wir anstatt dieses Integrales:

+ hZ "
f estomx glatev) 4
—II‘ v
Bei dem Convergiren von ¢ gegen Null nihert sich nun oflenbar dieses letztere

der Grenze :
+h

f P 900 gy = o ¢ (a) log. (— }]_2),
—h’ v l'll
waa offenbar die, mit einer willkiiclichen Constante multiplizirte, oberwihnte Exponen-
tielle ist.

ITatten ebenso die beiden Polynome UlI und U1 nicht einen, sondern mehrere ge-
meinschaftliche Faktoren :

V—d, U—a"...v— ™",

so wiirden es auch ebenso viele, d. h. m besondere Integrale eeyn, die der Differential-
gleichung Geniige leisten, und die sich auf ebenso viele mit willkirlichen Constanten
multiplizirte Exponentiellen zuriickfiihren liessen. — Convergiren aber die zwischen
a,a ... a™" bestehenden Unterschiede gegen die Nulle, so dass sich diese
Grissen der Gleichheit nihern, so werden auch die m besonderen Integrale simmtlich
Grenzen erhalien, die ungemein nahe aneinander, und zugleich an « liegen, solche In-
legrale werden es also seyn, die der Differentialgleichung Geniige leisten, wenn U und
U, . m gleiche Faktoren U — « gemeinschalllich besitzen. Zu gleicher Zeit wird aber
die Funktion V den Faktor (U — 2)™ im Nenner erhalten, wihrend der erste Theil
der Gleichung (3) ganz davon frei seyn, also die Eigenschalft besitzen kann, fir U=«
nicht unendlich zu werden, sondern einen endlichen Werlh beizubehalten, woraus un-
mittelbar folgt, dass jene nahe an a liegenden Grenzen zwar nicht der Gleichung (3),
wohl aber der (2) Geniige leisten werden. Es kann ferner ohne Schwierigkeit gezeigt
werden, dass die Summe dieser m besonderen Integrale auf den geschlossenen Aus-
druck (8) oder (14) zuriickgefiihrt werden kann, wir wollen aber an diesem Orte noch
mehr darthun. Wir wollen nimlich zeigen, dass ob auch U“ und U1 einen gemeinschalt-
lichen Faktor besilzen oder nicht, sobald nur V einen Faktor von der Form U— a, in
beliebiger Potenz im Nenner hat, der Differentialgleichung stets durch ein besonderes
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Integral, oder durch eine Summe von mehreren Solchen Geniige geleistet werden kann.
Vielmehr um noch eigentlicher zu sprechen, die besonderen Integrale als Uebergangs-
form fiihren zu Integralen der vorgelegten Differentialgleichung, welche letztere zu-
niichst in Form eines Differentiales mit beliebigen ganzen oder gebrochenen, positiven
oder negativen Exponenten vorhanden sind, dann aber, wenn man will als Produkt dar-
gestellt werden konnen aus einer Exponentielle, in eine endliche oder unendliche, nach
absteigenden Potenzen von x geordnete Reihe. In der That: setzen wir voraus, V ent-
halte den Faktor (U—a)™ im Nenner, unter m vor der Hand eine ganze positive Zahl
verstanden. — Lassen wir ¢ eine ins Unendliche abnehmende Grisse bedeuten, und
h, h ...h, Zahlen von unbestimmten endlichen Werth, die man sich nach ihrer
natiirlichen Grdssenordnung hingeschrieben vorstellen kann, so dass mit ¢ zugleich auch

hie, hzs <+« hy, & im Zustande des unendlichen Abnehmens sich befinden, so wird

immer folgende Summe:

a + hzs

«+ he a + h"H’l L
c “*Viuv 4 C T Vdu 4 ...+ C Y Vv,

“/:+h,e ¢ ot 2‘/,‘+ hye ¢ v + m[+hms ¢ ©
ein Integral der Differentialgleichung darstellen, wenigstens mit einer, oft mit mehreren
Constanten. Wir wollen, der Kiirze wegen, diese Summe symbolisch andeuten durch

den Ausdruck :

Sfo.f """ vl aw
so lisst sich derselbe, dem friiher Gesagte.n zu Folge, mittelst der Substitution
Ux - _9 ("‘)
v = '
e (U__a)m (17)

auf die Form:
S 9(v) (8
S[ ‘/:.,.1. e (v—a)" du]. (1%

bringen, withrend auch noch der erste Theil der Gleichung (3), nimlich:
U
tx+ [o2dco, (19
e

eine dhnliche Form :

¢ (v)

v—a)"
annehmen wird, in welcher der Exponent k stets, und zwar mindesteas um die Ein-
heit, kleiner ausfillt als m, ¢ (c) aber und ¢ (v) Funklionen sind, die fir U = a nicht
mehr unendlich werden. Die Fille, in welchen diess letztere nicht Statt finden kann,
weil V einen Bruch, dessen Nenner eine Potenz von U — « ist, im Exponenten der
Exponentielle enthilt, sollen hier einstweilen ausser Acht gelassen werden.
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Um jetst zu zeigen, dass die Summe (16) wirklich anstatt y gesetzt, die Difleren-
tialgleichung erfiillen kinne, wird es nur nothwendig seyn darzuthun, dass man durch
schickliche Wahl von €, ... C machen kann, dass:

() 2T et
C ——— =
(20) Sl‘ (t—a)" a.+h e ] 0
wird, wihrend zugleich die Summe (16) einen endlichen und von der Nulle verschie-
denen Werth bekimmt, der wenigstens eine, oft aber auch mehrere willkiirliche Con-
stanten in sich schliesst. Fiihren wir zu diesem Zwecke eine neue Variable ein, mit-
telst der Substitution:
U =a + e Vv,
entwickeln die Funklionen ¢ und ¢ mittelst der Tavrow'schen Formel, so dass wir
erhalten:
- ‘ " it
21 p() _ () ¢’ (2) ¢ (2) <P (=) o
( ) (L'— a)lll el“ vIII + eI'Il—l vn]—l + 2' e“l 2 lll 2 + "\ 3 ,m-] +
(n-1) (m) .
) (a) ©™(a +06¢v)
t o Tmno R e
0O 4@, ¥(@) 4@ ¥ (2)
€2)) _(U:dsk = KK + U T] + 9, (k2 yk2 9.3, k3 yka + -
e ) '.p(k)(a +6cv)
...(k—l)ev 2.3....k
und setzen die gefundenen Werlhe in die Formeln (18) und (20). Die daselbst vorhan-
denen Summen werden sich sodann in so viele Theile zerlegen lassen, als in den zwei-
ten Theilen der Gleichungen (21) und (22) Glieder vorhanden sind, und jeder derselben
‘wird wieder eine Summe seyn. Es kann ferner in jedem ein von p unabhingiger Fak-
tor gesondert, und vor das Summenzeichen gestellt werden, da die Summirung nur
nach p zu geschehen hat. Fiihrt man diess aus, so gelangt man zu folgenden Aus-
driicken:
m hpir dy ¢ (@) Meta dv
y=f,,,(f',)kl[CF/; o+ n.zS[Cf il +
»
@@ Jr. Ay o™ (a) e iy
@) t,ea $ [C,.f; vm_z] +- +3E wmeD S [C f

" LI
+2.—s,.%a$[0pfhﬁ" ¢ a+0ev) av].
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o (u) m & by q,l L P (a) s L
0= F.k $[3vkgh ] k.,\‘ll ] + 9 kzk[ % ]

(k-1) F+l . h““
—,:_‘ml[g 2 +23...‘ S[%C U(a-l—@ev)\ ]

Man iiberzeugt sich leicht auf den ersten Anblick, dass in den letzten beiden Glei-
chungen die Ergiinzungsglieder bei dem unendlichen Abnehmen von ¢ gegen die Nulle
convergiren, und dass der zweiten derselben durch solche Werthe der Constanten
C], C2 . .« C, Geniige geleistet werde, die das folgende System von k Gleichun-
gen erfiillen:

(3]
+

m Gy by
§[§VE ] —S[h:“ hT =0,
m_C '" C
(1% "*‘1 S — el = 0.
m C m C (23)
§[§vk h“] [h":“z E:L_z‘] =0,
m C hpﬂ m C C
O8I + £ o
Zudem hat man noch:
w1 dy I'F‘H 1 1
j;‘.F v T m— —1 3 =ih h,  (m—1)h" T (m—1)h"
Purr gy 1 1 M 1 1
j:.# T T m—2 3vm_-zshp T -2 T (@m—2)hl 26
h h,.
h dT 3'05‘7'- VE hpﬂ log h l

m
und es ldsst sich dem zu Folge die Gleichung (23) auch so schreiben :

y= (a)m 1S[g m1§p“] - (m 2()“Zm ZS[{IH 22 FH] -

(m—9)e
(a 11 (m-2) a) m iy N
e T (e BT e I N

("' D(a m +1
+—%S“C log. v%li ]
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Einige der hier vorkommenden Glieder und namentlich die vorlelzten k an der Zahl,
verschwinden in Folge der Gleichungen (25), welche zwischen den m Constanten
C ... C,, k Relationen festselzen, und somit k derselben in Funktion der iibrigen
m—k auszudriicken gestatten. Diese letatern sind nun als ganz willkiirliche Constanten
zu ungerer Disposition, und wir konnen dariiber so verfiigen, dass:

m

Slﬁc“iz:] = [h(j - hC—“l — — B (m-1) &,
5[5& EhF] = S[;f— - ,::—] = — 2.3, (k1) By, e*,
g[ng log. v%l::‘“] = rs[cF log-h,,, — C, log:h,] = 2.3....(m—1)B, _,.

unter B, B, ... B, _, eben auch ganz willkiirliche Constanten verstanden. Das damit
versehene partikulire Integral der Differentialgleichung erhilt nun offenbar folgende
Form:
29 Y=Bo@+B¢@+B¢“@+...+B, ¢ @ +B, 9" ()
Um iiber denBau dieses Ausdruckes niiheren Aufschluss zu erhalten, bemerken wir,
dass sowohl ¢ (v) als auch ¢ (v) die Exponentielle e als Faktor besitzen, also von
der Form sind:
30 ¢ () =e'*M, ¢ (v) = "N,
unter M und N solche Funktionen von v verstanden, dié weiter kein x in sich enthal-
ten. Die succesiven Differentialquotienten dieser Ausdriicke wird man erhalten, indem
man von einer bekannten allgemeinen Formel der Diflerentialrechnung Gebrauch
macht, nimlich:
a1 dPQ _od'P aQdP  n@—) $QdP
de® du" dv gy 2 dv' dy
Ux

anstatt P, M anstatt Q setzend, in der Form einer nach ab-
steigenden Potenzen von x geordneten, und mit der Exponentielle & multiplizirten
Reihe ganz allgemein den Werth erhilt von:

und aus welcher man e

r(e—1) & M
2

5 PUNLES R )

(32) ¢ (v) = [M r + r__.‘;M 4
"

in welchem die eingeklammerte Reihe, eben weil der bisherigen Voraussetzung nach,
die stillschweigend in unseren Entwicklungen niedergelegt ist, r eine ganze Zahl bedeu-
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tet, eine endliche, bei dem r-1ten Gliede abbrechende Reihe ist. Hier muss man sich
noch v = gesetzt, r der Reihe nach in 0, 1, 2. .. (m—k—2) und (m—1) verwan-
delt, und die so gewonnenen Ausdriicke mit den Constanten B, B, ... B, multipli-
zirt denken, um die Bestandtheile des Werthes von y zu erhalten, welcher letatere so-
dann in folgender Form erscheinen wird:

y=e*[D, + D,x + DX+ ... D, "] 4 (33)
+ Bm—k e’ X [M xm! + (m—1) M x™? +(m;1)2(m___2) M~ xrn-ﬁ t+.. ]
D...D

\ m_k-; Desitzen folgende Werthe, aus welchen hervorgeht, dass sie simmtlich
ganz willkiirliche Constanten sind, und wo unter M, M/, M# . . . bereits die Werthe
verstanden werden, die die Funktion M und ihre succesiven Diflerentialquotienten er-
halten, wenn in denselben v = a gesetzt wird:

D —MB 4 M'B +M“B + M“B 4 ... +M

D,—MB +2M'B + 3M“B + ... + m—k—2)M" "B, _,, €2y
—k— —k— —k-1)

D,—MB, +3M'B +6M“B_+ ... ™k 2)2(“‘ k—3) M VB, ..

(m-k-2)

B

m-k-3?

Dy =M Bk,

Wie man sieht, besteht der eben gewonnene Ausdruck fiir y aus zwei Theilen,
von denen jeder als Produkt erscheint aus einer Exponentielle in eine ganze algebrai-
sche Kunktion von x, nur mit dem Unterschiede, dass der erste m — k—1 willkiirliche
Constanten in sich schliesst, wihrend der zweite nur eine einzige enthilt; wgleich ist
sehr leicht einzusehen, dass der erste aus denjenigen Faktoren v — a enispringe, die,
m—k —1 an der Zahl, den Polynomen U, und U, gemeinschalilich sind, so dass man
alsobald, wie man zhnliche gemeinschafltliche Faktoren gewahr wird, diesen ersten Theil
ohne weitere Rechnung sogleich hinschreiben kann. Auf dieselbe Weise gehort zur Er-
mittlung des zweiten Theiles und unmittelbarem Niederschreiben desselben in Form
eines Differentialquotienten nur die Kenntniss des Exponenten m, der sich hei der Zer-

U
legung des Bruches TJL in Partialbriiche alsogleich ergibt.
1
Nun ist wohl nicht zu vergessen, dass der eben vorgetragenen Analysis einige Vor-
aussetzungen zu Grunde liegen, nimlich: dass die Funktion unter dem Integralzeichen:
"y
gebracht werden kénne auf die Form:

¢ (v) "' M

(U—_a)ll'l - (U‘d)m

27+
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(36

37

(38)
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wo ¢ (v) eine Funktion bedeutet, die fiir v = a nicht mehr unendlich wird. Diess
setzt offenbar voraus, dass im Exponenten der in V enthaltenen Exponentielle kein
Bruch mehr vorhanden sei mit dem Nenner v — a, was wieder dann Statt finden wird,
wenn nach Absonderung aller den Polynomen U und U, gemeinschaltlichen Faktoren
v—a, nur ein einziger solcher in U, ibrig bleibt. Soliten deren mehrere iibrig blei-
ben, so wollen wir einen solchen Fall denjenigen beizihlen, wo die Gleichung U =0
mehrere gleiche Wurzeln a enthilt, ein Fall, der demniichst zur Sprache kommen wird.

Die zweite in unsere Rechnungen stillschweigend niedergelegte Voraussetzung ist,
dass der Exponent m eine ganze posilive Zahl sei, eine Voraussetzung, die sich in den
seltensten Fillen realisiren wird. Gliicklicher Weise aber ist die Giltigkeit des fiir y
gelundenen Ausdruckes (33) durchaus nicht an die Erfillung dieser Bedingung gebun-
den. Und es fshrt derselbe fort, der Differentialgleichung Geniige zu leisten, ob jetzt m
eine ganze positive Zahl ist oder nicht. Von dem ersten Theile desselben, welcher den,
den Polynomen U und U gemeinschaltlichen Faktoren v — « sein Dasein verdankt,
ist diess aus der frithern Deduktion, die uns zu der Gleichung (14) fiihrte, unmittelbar
klar und kann iiberdiess durch direkte Substitution sehr leicht erwiesen werden. In der
That, selzen wir in unsere Differentialgleichung der nten Ordnung e"* anstatt y, so
geht sie iber in:

U“ + Ul x = 0.

Enthalten nun die Polynome UU und Ul den gemeinschaltlichen Faktor (v—a)°, so
wird dieser Gleichung Geniige geleistet werden, wenn man v =ga setzt, und somit
ist der Ausdruck:

C eﬂx
ein partikulires Integral.
Allein auch jeder andere Ausdruck von der Form:

B x" "%,
wenn r eine ganze Zahl bedeutet, die kleiner ist als s, wird dieselbe Eigenschalt dar-
bieten, denn substituiren wir:

y = x" eV
in die Differentialgleichung, und achten darauf, dass:

d

d—i = " [Ux' +r x"‘],

2

d.)’ -— el.,'x [szr-|—2[‘er_l+l‘(l‘—-1)xr—2],

ax

und allgemein :
m

34 ‘.; — Pl-x [‘,ln X + mr L_m—lxl‘—l + ;_m (m i 1) r ([‘ _ 1) L,mrrzxm—z + L
X

+re(r—1)... (l'—m+1) xl‘—u.]
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ist, so erhalten wir:

“'[U“+U‘x]+rx"'[% ) ¢ [ u+ _+
dUo +x d'y, o,
dv* dv*

eine Gleichung, die fiir ¢ = « identisch wird, weil der Voraussetzung nach den Poly-
nomen U und U der Faktor v — @, s-mal angehort, und r s ist.

Es ist somit erwiesen, dass der Ausdruck (36) fir solche ganze Werthe von r, die
kleiner sind als e, der Differentialgleichung Geniige leistet, und weil man der Reihe
nach r=0, 1, 2, . . . s —1 setzen, und zugleich die angehingte Constante B in
B, B ...B,, verwandeln, ja auch die Summe aller so hervorgehenden Werthe
nehmen kann, so erhellt unmittelbar, dass, wenn U und U, gemeinschaftliche Faktoren
v—a, 5 an der Zahl, besitzen:

y=¢*[B, +B x+B<+...+B_ %]

ein partikuldres Integral der Differentialgleichung sei; d. h. der erste Theil des Aus-
druckes (33) fihrt fort der Differentialgleichung Geniige zu leisten. Allein auch der
zweite Theil desselben wird nicht aulhiren die Differentialgleichung zu erfiillen, wie-
wohl fiic ein gebrochenes oder negatives m der Multiplikator der Exponenlielle meist
ein endliches Polynom zu seyn aufhért, und in eine unendliche, nach absteigenden Po-
tenzen von x geordnete Reihe iibergeht, sohin seine Natur #ndert. Hievon iiberzeugt
man sich leicht durch folgende Ueberlegung: Es ist keinem Zweifel unterworfen, dass
dieser zweite Theil von y, d. h. der Ausdruck:

B, " [M "7 (m—1) M/ X" 4 ('_“___1)2("'._3)_ MY Xm0 L ]

ein partikulires Integral sei, wenn m eine beliebig grosse, noch ganz unbestimmt ge-

lassene ganze Zahl ist; ferner behilt dieser Ausdruck genau dieselbe Form, ob man
sich m als unbestimmie ganze oder unbestimmte gebrochene, ja negative oder auch
imagindre Zahl vorstellt, weil in demselben nichts enthallen ist, wodurch die Bedeutung
von m mit Nothwendigkeit auf ganze Zahlen beschrinkt wiirde. Denkt man sich daher
diesen Ausdruck anstatt y in die Gleichung substituirt, diese Substilulion aber zweimal
ausgefiihrt, einmal in der einen Voraussetzung, nimlich, dass m eine unbestimmte ganze
Zahl sey, das andere Mal in der andern entgegengesetzten, so werden sich auch diese
beiden Substitulionen und damit verkniipften Reduktionen offenbar in gar nichts von
einander unterscheiden, und man wird nirgends Gelegenheit finden, die Bedingung, dass
mn eine ganze Zahl sey, in Rechnung zu setzen, somit konnen auch die Resultate der
beiden Substitutionen nur dieselben seyn, d. h. der Ausdruck (40), der fiir ganze m
Geniige leistet, wird fiir beliebige m fortfahren die Differentialgleichung zu erfiillen,

39

40
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und daraus, dass unsere eben vorgetragene Analysis nur gillig ist fiir ganze und posi-
live m folgt nur, dass die derselben zu Grunde gelegte Uebergangsform eines besondern
Integrales fiir andere als ganze Werthe von m das, jedesmal unler der Gestalt (40)
vorhandene, partikulire Integral wieder zu geben nicht vermige. Da sich aber der Aus-
druck (40) fiir ein beliebiges m auf das kiirzeste auch so schreiben lissi:

[evx m],

m-1
41 B 4
d U“l—l

nach der Differentialion anstatt v, a gesetzt, so tritt uns hier eine neue Form entge-
gen, unter welcher die partikuliren Integrale von linearen Differenlialgleichungen er-
scheinen kdnnen, nimlich die eines Differentials mit beliebigen ganzen oder gebrache-
nen, positiven oder negaliven, ja gelegentlich irrationalen und imaginiren Exponenlen,
eine Gattung von transzendenten, die bisher wenig in der Analysis gebraucht, und erst
in neuerer Zeit von LiovviLLe im Journal de Uécole polylechnique, tome XIII zur
Auflgsung verschiedener sehr interessanter Probleme angewendet wurde, bei der Inle-
gration der Diflerentialgleichungen aber eine nicht unbedeutende Rolle zu spielen be-
stimmt ist. Der Umstand, dass diese Form um zu unmittelbaren Berechoungen brauch-
bar zu werden, in eine nach absteigenden Potenzen von x geordnete unendliche Reihe,
d. h. in die Form (40) verwandelt werden muss, wihrend die (41) als kurzer symboli-
scher zwar geschlossener aber praktisch unbrauchbarer Ausdruck dasteht, thut der An-
wendbarkeit derselben auf dem Felde der Mechanik oder mathematischen Physik durch-
aus keinen Eintrag. Wenn nur der jederzeit nothwendigen Bedingung der Convergenz
Geniige geleistet ist, ohne welcher solche Reihen bekanntlich unbrauchbar werden.
Auf diesem Felde bedeutet nimlich y in der Regel die sehr kleine Verschiebung
aus der Ruhelage eines in Schwingungen von geringen Amplituden begriffenen mate-
viellen Theilchens, x aber die Entfernung desselben von der Erregungsstelle oder bei
andern Gelegenheiten die Zeit, die vom Anfange der Bewegung an verflossen ist. Da
oun der fir y gewonnene partikulire Werth, d. h. die unendliche Reihe (40) ihrer Na-
tur nach desto convergirender wird, je grésser man x annimmt, so erhalten wir aus
derselben die Gesetze sehr kleiner Schwingungen mit desto grosserer Genavigkeit, je
weiter das schwingende Theilchen vom Orte der urspriinglichen Erregung entlernt ist,
oder in andern Fillen, je weiter man in der Zeit fortschreitet. Diess ist aber gerade
dasjenige, was man bei der Aufldsung ihnlicher Probleme wiinscht, indem in der néich-
sten Nihe der Erregungsstelle man in der Regel, wegen der Grisse der Exkursionen
der sich bewegenden Theilchen, gar noch nicht zar Annahme der linearen Form der
Differentialgleichungen berechtigt ist, welche letstere man ohnehin nur dadurch erzeugt
hat, dass man die Glieder hiherer Ordnungen nach y als sehr klein vernachlissigte
und somit die Giltigkeit der erhaltenen Formeln auf kleinere Schwingungsamplituden
beschriinkte, die meist nur in gréssern Entfernungen von der Erregungsstelle wirklich
Statt (inden. Ueberdem sind derartige Ausdriicke mit jener wiinschenswerthen Durch-
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sichtigkeit begabt die ihre vornehmsten Eigenschalten, als da sind: Periodicitit, Maxi-
mum-, Null- und Minimumwerthe u. s. w., ohne miihevolle Rechnungen, in den meisten
Fillen erkennen lisst. Wenigstens besitzt in dieser Ilinsicht die Form eines bestimmten
Integrals vor der letzterwihnlen, eines Differentials mit beliebigen Exponenten keiner-
lei Vorzug.

Es sind uns bisher bei der Integration der betrachteten linearen Differentialglei-
chungen drei verschiedene Formen aufgestossen, nimlich erstens die eines bestimmten
Integrales, zweitens die eines Differentiales, dessen Exponent eine allgemeine Zahl ist.
die posiliv oder negativ, ganz oder gebrochen, ja auch irretional und immaginir seyn
kann, genommen nach einer Variablen v, die in der Differentialgleichung nicht er-
scheint, und wofiir nach vollbrachten Differentiren irgend ein conslanter Werth a ge-
selzt wird, und endlich drittens die eines Produktes aus einer Exponentielle in eine
ganze algebraische Funktion der unabhiingigen Verinderlichen. Und diejenige Analysis
die uns zur Kennlniss der zwei letzten Formeln verholfen hat, fihrt uns zugleich zur
Vervollstindigung der im ersien Paragraphe vorgetragenen Integrationsmethode hin-
sichtlich derjenigen Fille, in welchen dieselbe nur unvollstindige, nicht mit der genii-
genden Anzahl willkiiclicher Constanten versehene Integrale lieferte. Diese nach den
letzten Ergebnissen vervollstindigte Integrationsmethode wird nun in Folgenden beste-
hen. Man ersetze in der gegebenen Differentialgleichung die Grossen:

dy dzy dny
Yy, d—x; d-—xz- e d?’
beziehlich durch die Potenzen:
1, v, ¢ .., ",
und bezeichne das Resullat mit
U + U x, (42)
berechne ferner den Werth des folgenden Integrales:

U du,

und achte bei der Zerlegung des Bruches in Partialbriiche darauf, ob die beiden Poly-
nome U und U, gemeinschaltliche Faktoren besitzen von der Form v —a, was sich
bekanntllch dadurch verrith, dass gewisse Zihler der erhaltenen Partialbriiche der Nulle
gleich werden; findet dieser Umstand Statt, und haben namentlich U, und U, nur einen
derartigen Faktor gemeinschaftlich, so entspricht der Differentialgleichung ein partiku-
lires Integral:
C e, G

Erscheint aber dieser gemeinschafiliche Faktor in jedem Polynome mindestens
s-mal, so besteht auf dieselbe Weige ein, willkirliche Constante s an der Zahl ent-
haltendes partikulires Integral:
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49 e“(Cn-l— C x+C, X 4+ oo+ € x""');
und wir werden sohin jedesmal so viele partikulire, der Gleichung Geniige leistende
Werthe unmittelbar erhalten, als die Polynome Uu und Ul gemeinschaftliche Faktoren

von der Form v — a besitzen.

Ferner suchen wir diejenige zweite Reihe partikulirer Werthe auf die unter der
Gestalt eines bestimmten Integrales erscheint, nimlich unter der folgenden:

n’

(45 [ & vau
hier hat man dem friiher Gesagten zufolge
U
0
) voo Jus
Ul
u” und u’ sind Wurzeln der Gleichung:
U
(47) evx ¥ j‘ﬁ:‘ dv = 0.

Letztere "erscheint nun jedesmal unter folgender Form, wie im Anfange dieses Pa-
ragraphes (S. 2, 7) nachgewiesen wurde:

A ! D
(U—al)’(”‘az)Az... Cux+l\+—(u_—ﬂm_—l+...:0’
=81 w—p%. ..

und wird erfiillt, erstens durch die Werthe:

(48)

U = a', U = az ..

zweilens durch diejenigen, die der Gleichung

N = — o0
Geniige leisten. Diese wird man also fir v/ und u/ nehmen kinnen, und so eine zweile
Reihe partikulirer Werthe erhalten die in Form von bestimmten Integralen erschei-
nen, aber gelegentlich die Unzukdmmlichkeit bieten werden, dass die Funktion unter
dem Integralzeichen innerhalb der bezeichneten Grenzen durch Unendlich durchgeht,
ein Uebelstand, der nicht immer leicht wird vermieden werden kinnen, uad z. B.
gleich vorhanden seyn wird, wenn B, seiner Grosse nach zwischen a, und a, fallt, bei
dem innerhalb der Grenzen a, und @,, genommenen bestimmlen Integrale.

Eine dritte Reihe endlich von partikuliren Werthen, und zugleich das beste Ge-
genmittel gegen den lelzterwihnten Uebelstand, wird uns in der Form von Differen-
lialen mit beliebigen Exponenten an die Hand gegeben. Um diese Reihe zu erhalten
entwickeln wir die Form (46) und bekommen offenbar:
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U
R . D
: C&fU; dv _ (v—a)h(t—a)e... Mt 49

\%

U, =B (e —p)%. ..
wo o = A’—I, a = A]—l [N BI = Bl—l-i, 52
den, wenn nicht elwa a, e ... 8.8, wiederholt vorkommende Wurzeln der Glei-
chung UI =0 sind, in welchem Falle a,a ... B', B’ andere Werthe erhalten, und
zugleich die entsprechenden Faktoren V—a, V—a, ... U—B,v=8 ... als
Nenner von Briichen im Exponenten der Exponentielle vorkommen kénnen. Dieser letzte
Umstand ist sorgfiltig zu beachten; findet derselbe nicht Stalt, d. h. kommen diese Fak-
toren in Exponenten als Nenner gar nicht vor, so erhalten wir, den Wurzeln 8 £,...

entsprechend, eine Reihe von partikuliren Integralen:

= B2+ 1. .. seyn wer-

dbl—1 dbz»t ;
~l.tx - ], Ux =
PP [e M,]’ G’dub"’_' [e MJ e (50)
in Form von Differentialquotienten nach v genommen, wo jedoch:
. . q D
M= == (b;,—az) - e T
—pg)2. ... -
. [y g D Gn
M,Z (v — a]) 1 (l‘l‘— az) 2 ... cN +E::/'):":’
W—Byr.......

und nach der Differentiation im ersten der Ausdriicke (30) v = B, im zweiten v = g,
geselzt werden muss. Diese letzie Substitution wollen wir kiinftighin durch ein, dem
eingeklammerlen Ausdrucke als Stellenzeiger angehiingtes B, oder B, andeuten, so:
b -1 a -1
o L [em]l  le, o [erm]) b))
duv? [ du? e,
Achnliche partikulire Werthe konnten wir auch fiir die Warzeln a,a, ... er
halten, wenn uns die ihnen entsprechenden bestimmten Integrale, des obenerwiihnten
Uebelstandes wegen, nicht zusagen sollten, namlich:

{ d_ b"l Ux d_ ! Ux !
e Ol IR R { B A1 59
1 2
wo
g : D
l"l :,—(U_[,) az) 2;_'_[:_.._1 o e]\ * (H—p)™1 *
(v ~ ,Bl) 1(!.7—[.’;2) 2
g ! D
b e ret
=B (v—pgY"%. ..
sind.
28

Nalurwissenschafullche Abhandlungen. 1.
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Endlich wire noch der Fall gleicher Wurzeln der Gleichung U1 =0 zu erdrtern:
7 sei eine solche und es erscheine namentlich nach Absonderung aller gemeinschaltli
cher Faktoren v — y aus den Polynomen U und U, , wenn solche wirklich vorhanden
seyn sollten, in U noch (v —9)" als Faktor, so gibt derselbe Veranlassung zu einer
Reihe von Partialbriichen mit Nennern (v— )" . . . (v —y), deren Inlegrale, die
wieder Briiche sind, mit Nennern (v — )" (v—7)""..
ponentielle vorhanden seyn werden. Hier werden wir um derjenigen partikuliren Inte-
grale, die den m Wurzeln y angehiren, und die m an dex Zahl vorhanden seyn miis-
sen, wenn sich nicht ein Verlust von einem oder einigen partikuliren Werlhen erge-
ben soll, habhaft zu werden eine neue Variable mittelst der Substitution

. im Exponenten der Ex-

v—y=1
v
cinfiihren, wodurch die Gleichung (48) iibergeht in
GO—a)+ DM G—a) 4D V1T iy, .
e Vv - —
A =Y
G- B+ DG —p) + D% v TR

und offenbar neve ihr Geniige leistende Werthe zuldsst, erstens diejenigen, die die
Gleichung
Dv' = — o

erfiillen, zweitens noch iiberdiess denjenigen unendlich kleinen Werth von v, welche 3
A

unendlich und negativ macht. Diess gibt neue Wurzeln m an der Zahl, die sich so
werden schreiben lassen:

iEJ M OOy K, 0y OO
und zu welchen man noch irgend einen der Gleichung

CE—e)+ DFG—e)+1D...=0

Geniige leistenden Werth k hinzufiigen wird, um Grenzen fiir m bestimmle Inlegrale
in hinlinglicher Anzahl zu erhalten. Bei der Combinalion dieser Grenzen nun wird man
Sorge tragen miissen Integrale zu vermeiden, bei welchem die Funktion unter dem In-
tegralzeichen innerhalb dieser Grenzen durch co durchgeht, was manchmal nur da-
durch zu erreichen ist, dass man unter dieselben cinen der Gleichung (54) gar nicht
Geniige leistenden Werth v = g aufnimmt, bestimmte Integrale als partikulire Werthe
aulstellt. innerhalb Grenzen g und g, vder g und p bis g und g, und zugleich die Con-
stanten der Integration, die als Multiplikaloren dieser Integrale erscheinen, an die Be-
dingungsgleichung

C+C+C+...4C=0
kniipft. Macht man von diesen Kunstgrilfen den gehorigen Gebranch, so hat man meis|
nur den Verlust eines einzigen partikuliren Inlegrales zu erwarten. Die bei solchen
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Gelegenheiten am zweckméssigsten in Anwendung kommendc Methode der Variation
der wilikiirlichen Constanten, wird dann diesen einen noch fehlenden partikuliren Werth,
und zwar durch Integriren einer Dillerentialgleichung der ersten Ordnung, ohne An-
stand liefern. Es ist nur noch iibrig die Wirksamkeit unserer vervollstindigten Me-
thode in einigen und namenltlich denjenigen Beispielen nachzuweisen, die im ersten Pa-
ragraphe der Betrachtung unterworfen worden sind.

Wir fangen an bei der Differentialgleichung
2
d d ?
T trmabxy=o

deren allgemeines Integral fiir positive von O verschiedene Werthe von a gefunden wor-
den ist, so dass uns nur mehr die Fille zu betrachten iibrig Dbleiben, wo a Null ist
oder negativ.

Im ersten dieser Fille verwandelt sich die (55) in die einfache Gleichung mit con-

stanten Coeflicienten:
2

dx —
und kann nach den fiir diese Klassen bekannten Methoden gleich integrirt werden, im
zweiten Falle, denn wir dadurch anschaulich machen wollen, dass wir — a anstait a
setzen, so dass es sich also um die Gleichung handelt:

2
d d 2
xd—%—ad_iib xy =20,
ist

__t
BNGESSHE
und wir wollen eher den Fall erortern, wo von den beiden Zeichen + das untere gilt,

und in welchem der Werlh von v so geschrieben werden kann :
1

@+ =i

das allgemeine Integral der Differentialgleichung somit dargestellt werden kann, unter
folgender Form:

e e
dvz (@WHbTH ) dvz (v—h ),

oder wenn man die Dillerentialquotienten mit Hille der Formel (32) enlwickelt, und
dann so, wie es seyn muss, im ersten Theile des Ausdruckes v in b im zweiler v in

\'

V=

— b verwandelt:
28 *

(33)

(56)

6D

(38)

59
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o obx + 2a(a+2? 5! a(@+2 (@—2)(atH 1

e e T 2 2 b -

2@+ -2 @+H -1 (a+6) %-3
2. 2. 8. b o
(60)

a a

v —bx §o7 a(at+2) - a(a+2) (a—2) (+D T_2

LI L e 2 2 b t

a(@at+2) (a—2) 4D -9 (a6 - )
+ 2. 2 3.1 ke

Die in dieser Forme! enthaltenen Reihen brechen jedesmal ab, wenng eine ganze

Zahl ist. Hitte man zum Beispiel a =2 so bekime man als Integral der Gleichung
2
dy 24y _pxy=o0
x T Fra Xy =
folgenden sehr einfachen Ausdruck:
— bx i —bx 1
y—G‘e"(x—-z)-l—Gze (x+—b)
von dem man sich auch ohne Schwierigkeit « posferiori iiberzeugen kann, dass ec der
Differentialgleichung Geniige leiste.

Diess ldsst sich indess auch ganz allgemein bei der Formel (60) nachweisen, und
man kann sich namentlich um darzuthun, dass der erste mit dem Faktor G- verkniip(te
Theil derselben die Differentialgleichung erfiille, benehmen auf folgende Weise :

Es sei allgemein

Gy m _tEtDE=2. ] Jat2a—n)la—20—D)a+20
27,23 ... b
so besteht die Relation
(62) H —H (a—-2(r—1)) (a+2n)
‘ T 2. r. b

und es ist nur zu zeigen, dass

(63) y=e*S[—=n"h, x%"']

Geniige leistet. Nun erhélt man durch Differenziren :
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e S [=0 (bH, — ., —r+ 0],

2

%. = S x"" (Fu, —@—2r+2bH_, +
X

+{z - o-0) - c-2)n.)].

Nun multiplizire man (63) mit —b*x, (64) mit — a, (65) mit x und addire sie,
nehme zugleich Riicksicht auf die Relation (62), die man dazu beniitzt, um H,_, durch
H,_, auszudriicken, so erhilt man 0 als Endresultat, und auf dieselbe Weise iiberzeugl
man sich auch, dass der zweite mit G, verkniipfte Beslandtheil von y ein partikulires
Integral sei, und diess zwar, was auch a fiir eine Zahl bedeuten mag, somit auch dann,
wenn man a in —a verwandelt, wodurch das unter (59) und (60) dargestellte Inte-
gral der Differentialgleichung (56) in das Integral der Gleichung (55) iibergeht, so
dass also dieses letztere nach Belieben in der Form eines Differentialquotienten mit all-
gemeinen Exponenten oder in der andern eines bestimmten Inlegrales erscheinen kann.
Es finden sich hierdurch in einem speziellen Beispiele diejenigen Betrachtungen besti-
tigt, die wir friher anfihrten, um die Giltigkeit eines fiir ganze und positive Exponenten
des Differentiales bewiesenen Ausdruckes auf beliebige Werthe desselben auszudehnen.
Endlich eriibrigt noch die Erérterung des zweiten Falles, wo nimlich in den Gleichun-
gen (56) und (57) von den beiden Zeichen -+ das obere zu nehmen ist; dieser Fall er-
fordert keine neue Rechnung, und das darauf bezigliche Integral geht offenbar auch
aus der Form (58) hervor, wenn in derselben b1/—7 anstatt b gesetzt wird. Fithrt man
diess aus und ersetzt zugleich die imaginiren Exponentiellen durch ihre trigonometri-
schen Werthe, so bekommt man anstatt y einen unter folgender Form erscheinenden
Ausdruck:

a (ﬂ+2)uCa—z2) (a+9 <7 +
2.2.b

¥ =‘(K2 cos. b x K, sin. b x) [x? —

a(a4+2) (@—2)...0+8 x;—«
2% 2.3 4. b

+ -0+

2 — —4 6 53
+ (K2 cos.bx — K sin.bx) [a—(;la+b2—) x* - a(at2)(a 2?) ga—l;‘l)bga 2a+9) x?

a (a—|-2? @=2...@+9 X;—s _ ]

2°.2.3. 45 b
woK und K, die Constanten der Integration bedeuten. Die hier vorkommenden Reihen
hesitzen dieselbe Eigenschaft wie die in der Formel (60) enthaltenen, nimlich abzubre-

+

(64)

(65)

(66)
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(68)

(69)
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chen, wenn ;_ eine ganze posilive oder negalive Zahl ist. Wird 23 aber gebrochen, so.

verwandeln sich dieselben in unendliche Reihen von der Kliasse derjenigen, die man
halbconvergirende nennt, und die sich der Funktion, deren Ausdruck sie seyn sollten
beim Zusammennehmen von mehr und mehr Anfangsgliedern anfinglich bis zu einer
gewissen Grenze nihern, dann aber davon entfernen und nicht nur divergent. sondern
sogar steigend werden, d. h, hier mit andern Worten: wenn man diese Reihen, etwa
die in der Formel (60) enthaltenen, bei dem r 4 ften Gliede abbricht, so erhilt man
einen Ausdruck, welcher anstalt y gesetzt den ersten Theil der Differentialgleichung
(56) nicht aul Null reduzirt, sondern aul einen von x abhingigen Werth, der bei dem
fortwihrendem Wachsen der Zahl r sich der Nulle bis zu einer gewissen, ebenfalls von
x abhiingigen, Grenze anfinglich nihert, dann aber bei dem fernern Wachsen dieser
Zahl davon entfernt. Dass die Reihen, von welchen die Rede ist, zu den convergiren-
den nicht gehéren, davon belebrt uns der Quotient, den man erhilt, das r 4 1t¢ Glied
durch das rte theilend:

_ <a—2 (r——l)) (a+2r)
2 rnbx

welcher fiir grossere x, und bei dem fortwihrenden Wachsen von r anfénglich ein klei-
uer, nahe an Null liegender Bruch seyn kann, sich aber dann fortwiihrend der Einheit
nihert und sie endlich dberschreitet, wodurch die Reihe aus einer fallenden in eine
steigende iibergeht. Um aber iiber das Mass der Genauigkeit, mit welcher ein solches
batbconvergirendes Reihengebilde, bei dem r 4 ften Gliede abgebrochen, das Integral
der vorgelegten Differentialgleichung wieder zu geben vermag, Aufschluss zu erhalten,
betrachten wir das Resultat der Substitution in dieselbe, welches unmittelbar aus den
Gleichungen (63), (64) und (65) folgt, die besiiglich mit —b’x, —a und x multipli-
zirt und dann addirt werden miissen. Diess gibt als Resultat:

s

EEN [(_ 0 xz ™ (2 (r—1 b II,_‘—}II,_z(Z_ —r+2 (2i + r—i))].
welches eine Summe ist, deren einzelne Glieder in Folge der Relation (62) oder

G-rt2)(5+r-1)

2ac—Db >
sich auf die Nulle reduziren, so lange diese Relation zwischen den mit H bezeichneten
Coeffizienten wirklich Statt findet. Da man indess willkiirlich bei dem Gliede, dessen
Coeffizient H ist, die Reihe abbrechen lisst, so sind H,,,.H,,...nicht mehr die
durch diese Relation gegebenen, sondern Null, es werden daher alle Glieder der Summe

H_ =H_

(68) bis zu demjenigen mit Xz inklusive, der Nulle gleich werden, das darauffolgende
aber von Null verschieden und gleich:
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1

—D™ e x 7 g, CRDICEEED

auslallen, die simmtlichen darauffolgenden aber wieder verschwinden. Sohin sieht man.
dass der partikulire Werth (63) bei dem r + fte Gliede abgebrochen, den ersten Theil
der Differentialgleichung nicht auf Null wohl aber auf den Ausdruck (70) reduzire, der
fiir sich eines und zwar das letsle der Glieder von (63) ist, nur noch mit einem con-
stanten Faktor multiplizirt, dass es somit vortheilhaft sei, die Reihe abzubrechen bei
demjenigen Gliede, fiir welches der Ausdruck (70) ein Minimum ist, und welches das
rt¢ ist, wenn man unter r diejenige geniigend gross vorausgesetzle Zahl versteht, die
dem Quolienten (67) den der Einheit nichsten Werth ertheill. Es kann noch hinzuge-
setzt werden, dass, wenn in einer solchen Reihe die Zeichen wechseln, der walre
Werth des betreffenden partikuliren Integrales zwischen der Summe aus r und aus
t 4 1 Gliedern liegen muss. Aua diesen Betrachtungen folgt, dass solche halbconvergi-
rende Reihen, ungeachtet des ungiinstigen Auges, welches der Analyst in der Regel
darauf zu werfen pflegt, zur numerischen Berechnung der Werthe von y, und dem Her-
auslesen der daraus folgenden Erscheinungen, wenigstens fiir grossere Werthe der Ver-
iinderlichen x nicht ganz nutzlos seien. Man kann sich indess, wenn man sie doch un-
anstindig finden sollte, immer andere in Form von bestimmten Integralen erscheinende
verschaffen, und diess zwar aul mannigfache verschiedene Arten, von denen hier nur
cinige hervorgehoben werden sollen; nur muss leider bemerkt werden, dass in sehr
vielen Fillen diese bestimmten Integrale keine andere numerische Berechnung zulassen,
als die durch halbconvergirende Reihen. Immer kimmt es im Wesenllichen darauf an,
dass man das unter der Form eines Diflerentials mit allgemeinen Exponenten vorkom-
mende partikulire Integral entwickeln oder wenigstens aufl eine andere Form bringen
kinne, die der Berechnung zugingiger ist. Diess kann nun nicht bloss geschehen auf
die eben vorgetragene Weise, sondern auch dadurch, dass man die zu dilferenzirende
Funktion in eine Reihe von Exponentiellen oder die analoge eines solche in sich ent-
haltenden bestimmten Integrales verwandelt, und dann dem Differenziren unterwirft. So
kann man z B. zur Umgestaltung der Formel (59) lolgenden Weg einschlagen: In dem
bestimmten Integrale, welches fir m =1 einen constanten endlichen Werth hat:

C =‘/:) e_A l"l_] dl’

setzen wir A (¢ 4+ b) anstatt A und erhalten unter der Voraussetzung, dass v -4 b im-
mer positiv ist, was hier im ersten Theile des Werthes von y, Formel (59), da nach
der Diflerentiation v = b gesetzt werden muss, wirklich Statt findet:

C P _A(U+b) m
i »oa

Es ldsst sich in Folge dieser Gleichung der erste Theil des Werthes von y
auch so darslellen:

(70)

n

€49
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d‘T T AbrUE—N o _ bx £ —2xb R
C‘ g < j; e A? dX% = Cl e j; e (x—=2A)* A? d
dv? b

Genau aufl demselben Wege verachaflt man sich auch einen Ausdruck fiir den zwei-
ten Theil. Man formt nimlich das Integral (71) durch die Substitution von X (v - b)
anstatt A um, darauf Riickeicht nehmend, dass weil nach dem Differenziren anstalt
v, —b gesetzt werden muss, v — b als eine negative Zahl zu betrachten sei.

Diess gibt:

C - —A(U—=D) -1
s =/o' e A,

und der zweite Theil des Werthes von y lisst sich offenbar so schreiben :

a

d% TP AbHU =N —bx p % 221
c, [ e vav o =ce T S a—ni

ol =

dX,

2y 2 0
du? —b
und man hat:
Ll

x — 22 28 “bx g
y:C]ehf e b(x—l)’lzdx+03e h/
0

4]

~® 2an ;‘ -:—
e (x—=AMYAdM
Diese Formel gestattet keine Verwandlung von a in — a, sie gibt also nur das

Integral der Gleichung (56) nicht aber das der (55), welches letztere dibrigens im er-
stem Paragraphe bereits gefunden worden ist, und es ist nicht schwer zu zeigen, dass

man durch Entwicklung von (x—)\)% mittelst der Binomialformel und nachfolgende In-
tegration, zur Gleichung (60) zuriickgelange, es ldsst sich aber auch anderseils @ poste-
riori darthun, dass der eben gewonnene Ausdruck die Differentialgleichung erfiille. Zei-
gen wir diess namentlich fiir den ersten Theil desselben, d. h. fiir:

bx T _2b -2
y=e [ &M x—0T AT,
0
woraus durch Differenziren:

dy bx % a2 2
(18) = L T - ha—n 3]
2 @ a a
dy_ px —2xb 5 2 .1 . ‘ ala
am ga=° jo‘ AT a—NT [P —N tabax—0+5 (5 - 1)] ax
folgt

Nun multiplizire man die erste dieser drei Gleichungen mit — b*x, die zweite mit
—a, die dritte mit x und addire sie, so erhilt man zundchst:
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@© a “ 2 ) a @
abe’ " [ T M P ax—TAT AA —F e[ ¢ T =T AT

0 0
L) a a (8l))
telr—1)x o E-nT 4
0
sodann durch das Verfahren des Lheilweisen Integrirens
abfe_zAh(x—l)_z_‘ x—,‘:u dr = _%e—2)\b(x _ l)-i—n }\‘?H +
a a (81)
a * —2Ab_— 55 -2 a a
+§je A (x—\)? [(5+1)(x—l)—<3—l)l]dl.
also innerhalb der Grenzen 0 und oo
0 a a
ab [ e x—n)T AT dA =
0
(R2)

_ %f;me_“bx_z(x—l)%_z[(;—‘l‘q (x—2) (j;_-l) ‘.\] dy,

ein Werth, der den Ausdruck (80) verschwinden macht. Genau aul dieselbe Weise
iiberzeugt man sich von der Richligkeit des zweiten Bestandtheiles von y. Es kann
also die Formel (76) fiir gebrochene jedoch positive Werlhe von '21 an die Stelle der
(60) gesetzt werden.

Ein zweites Mittel die Differentiale mit allgemeinen Exponenten umzuformen bietet
uns die Fourigr’sche Formel:

e _
ORI
FO=5/ [ e F(\)da d),

"
man wird mittelst derselben jeden Ausdruck von der Form:

L r o)

umgestalten in
+ o

1 f)\“ —aAV S a(x+ VD)
e

1 x+ v F()da di.
2xY_

N
Ein drittes Mittel zu demselben Zwecke bietet eine von LiwovviLke im Jowrnal de
Uécole polytechnique Tome 13 bewiesene Formel :

[ owiv i
e (v)dv* =
du™*

in welcher I' (1) das Evien'sche Integral:

Naburwi: liaftliche Abhandl L 20

: :.—-1 — ; J aa’hl a,
(00) = =gy~ st
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© _ 0 .
f e 0" do,
0
. aber eine positive Zahl bedeutet, und deren Beweis wir hier genau so wie ihn der
Verfasser gegeben hat, folgen lassen wollen. Es wird in demselben vorausgesetzt, dass

¢ (x) nicht beliebig sei, sondern einer gewissen Bedingung entspreche; die Entwicklung
nimlich dieser Funklion in eine Reihe von Exponentiellen:

S [Am em)(]
darf nur negative m oder wenigstens solche imaginire enthalten, deren reeler Theil ne-
gativ ist. Die Nothwendigkeit dieser Bedingung erhellt schon daraus, weil sonst

]

f ¢ (v+a) ¢ de
)
unendlich wire, und ihr Stattfinden wird unmittelbar aus dem Umstande, dass ¢ (v) =0
ist, [iir v = oo erkannt.
Um diese Formel zu beweisen, ersetzt man ¢ (v) durch
S [Am e x]

und sucht den Werth des Integrales
f ¢ (V4 a) ' da
0

Bezeichnen wir in der That dieses Integral durch z, so erhalten wir nach der an-
gedeuleten Substitution:

7 = fm S [Am em (Ute) k-1 da],
0

oder wenn man die Ordnung der Zeichen § und fumkehrt, was erlaubt ist wegen

der Unabhingigkeit der dadurch angedeuteten Gperationen:

@

z =8 [A"I e'“vf e ot da].
0

Nun setze man in diesem Integral ma = — 0, indem man bedenkt, dass m immer
negativ ist, so erhilt man: )

0 e
o e 0" dG
j. emz aF-l de = (_ I)P j(‘) - (—- 1)" T (IJ)
0 m* m*

Diess gibt den Werth von z:

m¥

s= (-1 T S[A, £

m*
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und weil
mU

S = vy
m
ist, so wird

n= (- 0T [Te @) dd,

und wenn man anstatt z das hiedurch angedeutete Inlegral zuriicksetsl:
® ]
[ staeda=(—1Tw [ smadt (83)
0

was bereits die Formel ist, die zu beweisen war.

Da hier der Exponent p positiv vorausgesetzt wurde, so wird man die eben bewie-
sene Formel nur zur Verwandlung der Diflerentiale mit negativen Exponenten beniitzen
kénnen. Es gibt aber LiouviLLe an derselben Stelle eine andere Formel an, mittelst
welcher auch Differentialquotienten mit beliebigen positiven Exponenten umgeformt wer-
den kénnen. Diese wird auf ungemein einfache Weise aus der vorigen abgeleitet. In-
der That nennen wir, um zu einem Ausdruck fir

&
— ¢ O

duo* ( )
zu gelangen, n eine beliebige ganze Zahl, die grosser ist als y, und p diejenige gebro-
chene, um welche n p iiberschreitet, so dass

M= n—p,
wird, so hat man auch
_ noep 4
o Mo ¢ r01
duo* duv? dv"

Da p eine positive Zahl ist, so kann man in der Formel (83) i durch p ersetzen,
diess gibt:

P 1 w0 _
' = ——— t+ta ap]da,
J e (_1).,]1,(1))[o @ +a)

und wenn man von heiden Theilen den nter Differentialquotienten nimmt :

Po) o 1 T dlad gy, @4
do* (- DT (Mo du"

Von dieser Formel wird man Gebrauch machen, nicht nur wenn man einen Diffe-
rentialquotienten mit reelem, iibrigens beliebigen Exponenten in ein bestimmtes Integral
umzustalten wiinscht, sondern auch wenn ¢ eine imaginire Zahl bedeutet; n wird in
diesem Falle eine reele ganze und posilive Zahl, deren nummerischer Werth den des

reellen Theiles von g iiberschreitet ; ferner bleibt fortwihrend ¢ = n—p und
29 ¥
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T (p :f' e—e o' do,
0

d.h. gleich einer endlichen Grisse, wie sich fir solche imaginire p, deren reeler Theil
positiv ist, ohne Miithe beweisen lisst. Den nummerischen Werth dieses T' (p) zu ken-
uen, ist nicht nithig, da er sich hier in der Constante der Integration verliert. Ueber-
haupt ist zu bemerken, dass es an Milteln, eine Umslaltung der erhaltenen Ausdriicke
za bewirken, und diess zwar in die mannigfaltigsten Formen eben nicht fehle, und dass
zu diesem Zwecke dienliche Formeln von mehreren Analysten, vorziiglich von Cavcny in
den Exercices de mathématique, Lovviie am erwilinten Orte und Anderen anfgespeichert
worden sind. Wir werden selbst in dieser Abhandlung noch einige spezielle derselben
zur Sprache bringen.

Nachdem wir die Iauptformen, unter welchen das Integral der Differentialgleichung
(55) erscheinen kann, und die allgemeinen Methoden diese Formen in einander zu ver-
wandeln so umslindlich erdrtert haben, als zu unsern Zwecken nothwendig erschien,
kehren wir zar Gleichung (28) des ersten Paragraphes zuriick, und wollen auch hier
diejenigen Fille kurz heriihren, in welchen das Integral derselben einer Vervollstindi-

gung bedarl. Wir bekamen allda:
U , R N
fﬂ—dv =Alog.(t —a) + Aflog. (v — f) :log_[(u —a) (t—8) ]
1

C—a' w-p* e =0,
und gelangten zu einem unvollstindigen nur mit einer einzigen willkiirlichen Conslante
versehenen Integral. wenn entweder einer der beiden Exponenten A oder A‘, oder heide
negativ sind. Es sei zuforderst nur A’ negativ, so dass die zweile der Gleichungen(85)

iibergeht in:
(";“)_; e ' =0,
(v —p)
und
| Cnek)) “3:,_']
=R

auslilll, so erhalten wir dem im Nenner von V enthaltenen Faklor v — B enlsprechend.
ein partikulires Iutegral der Differentialgleichung:

N

a Ux A-
Y [e (t—2a) ']s"
. g

dv

y =

was ein endliches mit einer Exponentielle ** multiplizirtes algebraisches Polynom gibl,
so oft entweder A oder A’ eine ganze Zahl bedeutet, im entgegengestzten Falle aber
in eine Reihe von der Sorte der halbconvergirenden iibergeht, anstatt deren man irgend
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eines der [rilher angezeigten Mittel in Anwendung bringend, ein bestimmtes Integral
wird substituiren kdnnen. Man wird eohin die Kormeln (39) und (40) des ersten Para-
graphes durch folgende ersetzen konnen:

- A
meUx(U—a) "dv

y:le + C -\L [er"'(L’——a)A_‘]:
£

ATl A A
a I dv
e - 0
X - Tx A
y.:le LM) —|— d_Al[el (v — @) ‘]é,
¥ w—n"" dv F
die nun als Integral der Differentialgleichung
2
y d
xfl_-y: —|—ﬁ'(a'—|—b1x)+_y(a"+b"x)=0
X
dastehen, und deren erste fiir positive, die andere fiir negative x giltig ist.
Wiiren A und A’ beide negativ, so dass an die Stelle der Gleichungen (86) und
(87) folgende andere treten:
olx
- A = 0
A ar
(v—2a) (v-p)
und
eUx
V = ¢
(U— a)A-rl (U R B)A +17
so erscheint das Integral derselben Dillerentialgleichung in folgender mit zwei willkiir-
lichen Constanten versehenen Form :
dA eU)(
y=C, %E\ [(L — g)A‘ﬂ]% 3— [ - A+1 ]2 ’ %0
woliic man dann wieder bestimmte Integrale wird eml'uhren konnen. Verschwindet einer
der beiden Exponenten, etwa A’ so ist diess ein Zeichen, dass die mit U und U, be-
zeichneten Polynome den gemeinschaftlichen Faktor v — @ besitzen, dass also die Expo-
nentielle ¢’* ein partikulires Integral sei. Wir erhalten also den mit zwei Constanten
versehenen Werlh von y:
— @ A-1
— £ x Uux (UL—a . 91
y=20e¢e +Cz'/o‘ e (——U—i" du on
fiir positive A und positive x,
fx to e
=C e+ Czj; e (.?_“?3,, dv 92)

fiir positive A und negative x,

— ¢ o )i [e_“ It (93)
2 ?dlA v—glv.
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fir negative A und beliebige x. Es wird hier gleich wie in den iibrigen Fillen voraus-
gesetat, dass wenn irgend einer der Exponenten A oder A’ negativ ausfallen solite, man
alsogleich anstatt desselben — A schreibt, und somit in den Formeln (91), (92) und
(93) die vorkommende A bereits positiv gedacht werden miissen.

Wenn endlich 3 = « ist, also die Gleichung U1 =0 gleiche Wurzeln hat, so wird
man zur Vervollstindigung des, nur mit einer einzigen willkiirlichen Constante verbun-
denen Integrales, die allbekannte Methode der Variation der willkiirlichen Constanten
in Anwendung bringen.

Es ist nur noch iibrig einige Aufmerksamkeit der Differentialgleichung

Co4) §y+bxdy+yCa+bx)_o

X
die bereits im ersten Paragraphe integrirt wurde, und in ein paar speziellen Fillen ein
unvollstindiges Integral gab, zu schenken. Wir erhielten an dem bezeichneten Orte:
. v bn v

©9) V= v bt e e AT
und gelangten zu einem, nur mit einer einzigen Constante versehenen, partikuliren In-
tegrale, ausgedriickt durch die Formeln (69) und (70) des ersten Paragraphes, erstens
fir verschwindende, und zweitens f(iir negative Werthe von A.

Im ersten dieser beiden Fille haben die Polynome U und U, den gemeinschaltli-
chen Faktor bu—l— bl v, folglich wird die Exponentielle

der Differentialgleichung Geniige leisten; es tritt somit fir A =0 an die Stelle der
Formel (69, §. 1) folgende andere:

b [ = . ( P ]
. + e “ + U x du
Y= RHC e Jh+hw
die jetzt als allgemeines Integral der Gleichung (94) dasteht, wenn b, positiv und zwi-
schen den Coeflizienten a , b und b, folgende Relation vorhanden ist:

a b?
o7 A=b—+;"5=
1 1

Ist dagegen b negativ, und handelt es sich somit um die Gleichung:

2
d d
d:; —bjxd_i+y(au+bux)=0,
wihrend die Relation (97) lortbesteht, so bekommen wir anstatt der Formel (70, §. 1)

folgende vollstindigere:

(98)
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) v %
O YRR
= b 20D b - . 99
Cen 4 c e ™ b o9
—_— [\ 1

Im zweiten Falle, wo A negaliv ist, wo also an die Stelle der Formel (95) die

andere :

Ve 11 (100)

tritt, erscheint ein partikulires Integral der Gleichung (94) in Form eines Differen-
tialquotienten:

y=0C 3"_ [e° (—b—l) + zv:]g_ﬂl, (100

1
die auch eine Verwandlung gestattet in ein Produkt aus einer Exponentielle in eine

nach absteigenden Potenzen von x — h—", geordnete Reihe, nimlich:
1
b 3b?
(] 0] b \A b b A
— X4 — v [ 0
y=Ce b 2b° —=) —AS [x—= +
1 [( bl) b’ ( ],12) (102

1 b\** A-1(@A-2) b, 3D, b,
E) ("_‘2) 2.3 p° F)( '[,‘2) +]
1 1 1
welche jederzeit abbricht, wenn A eine ganze positive Zahl ist, im entgegengesetzten
Falle aber unbrauchbar wird, was schon der unmittelbare Anblick ihres 2 nten und
2n 4 1w Gliedes lehrt, denen wir, um den ganzen Bau der Reihe klar vor Augen zu

haben, hier eine Stelle gonnen:

+ A= b
2 (1,“

-2

A=D)...(A20kl) (| b,,)*‘-“(b: 2n@n—1) b

2...2n b b'" 2 bfnn s +
! ! 103y
2n(2n—1) (2n—2( (20—3) b 2n(2n—1)(2n—2)...1\
+ -4 b‘“"+ 2.4.6...2nbl"
_AG-...(A-2n) byatet b ongiyoa by
2.3...2n+1 (x_b”> (buw' 2 b“' T+
' (104)
(2 n41) 2n) @n—1) 2n—2) b, @n4H (@) 2n-1)...2D
2.4 b““"‘ T 2.4.6...2nb"" )

Mit Hilfe der Formeln (103) und (104), die das 2nt¢ und das 2n -} 1te Glied der
Reihe geben, wird man nun das entsprechende partikulire Integral jedesmal construiren
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konnen, wenn A eine beliebig gross gedachle ganze Zahl ist; im entgegengesetzen Falle
wird man besser thun, einen Ausdruck desselben partikuliren Werthes in Form eines be-
stimmlen Integrals anstatt des (101) zu subslituiren, was hier keinen Schwierigkeiten un-
terliegt. Wir verwenden zu diesem Zwecke, nur um ein bisher noch nicht gebrauchtes
Miltel zur Sprache zn bringen, das LarLacv’sche Integral:

+ @ 2
f E_z dz:l/u_

— =
woraus durch Substitution von az -} b anstatt z hervorgeht:
+ @ 2 2 L3 —
—2ab 1
f R —a'z abz dz — e) K’i.

e a

Hieraus erhilt man
b 2

2 o + = X
- o h b —_ —Uz
o VIS

Den durch diese Formel gegeben.en Werth fiihren wir nunmehr in die Gleichung (101)
eiq und erhallen alshald :

@ zz D N
- Cf_l = <x_z—"2>Ae_ e 'l' (“_i‘] du;

1
das allgemeine Integral der Gleichung (94) wird daher jetzt so aussehen:

+ @ V—_l yz___‘_ U (x— hi d v
y = CA '/; V__ 62 b’ ( 1)12> —_—Aﬂ +
(106) =V (b, +b,v)

+c [ [z——(—ll:_)] e——’zi"n—»' (\__]d/

Eben so erhalten wir das allgemeine Integral der Gleichung (98), indem wir zu-
forderst einen partikuliren Werth aufschreiben in Form eines Aten Diflerentialquotienten :

! b v?
=C git_ [el ("“tz) _Elsb s
du .

b
1

(107)

welchen wir dann mittelst der Fovmisn'schen Formel in ein beslimmles Integral umge-
stalten. Wir bekommen mittelst derselben :
)\3

.2
v _
_—— 1 + o + @ U-2 ‘/—1 —_
o v, _ 1 j‘ j‘ Rl e da d,
2rJd_, J_,

diess in die Gleichung (107) gesetzt gibt:
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C +to G b A uv/ﬁl_ —_2‘_2_ h_“ __hi\
y=a:)__ S (avmiax=15) &, DLGRITRE AL pdadr (108
1

Hier lisst sich eine Integration nach A bewerkstelligen, und man bekdmmt namentlich:

+ o &b

)\2
X o — _
f e 2b " V’d?\:‘/2blwe 2‘,

—w

-] Ez a
yzc‘/;:,ﬂji (al/__¢+x—l;iz)Ae— 21’, +—:;‘" ‘/?1+bi]"(x—%‘:2) da

1

wornach der allgemeine, mit zwei Constanten versehene Werth von y so aussieht:

+ @ vt b, i
——— +U{x— 2 dv
y:CIf e 2b‘ ( b]z) mj +
- . (10%)
by b + o b \A @ sb,
+ Cz el,]( l)lz) f_m (al/:i+x_fz) e 3 1 +TV_‘ de.

1

Sowohl diese Formel als auch die (99) enthilt als Bestandtheil ein bestimmtes In-
tegral, bei dem die unter dem Integralzeichen befindliche Funktion innerhalb der Gren-
zen durch Unendlich durchgeht; solche Formeln sind nun mindestens nicht bequem und
werden daher gerne vermieden; auf dem Felde jedoch, welches wir hier betreten ha-
ben, wiirde man sich ibereilen, wenn man dieselben unbedingt verwerfen wiirde, da es
nicht schwer ist, eine Verwandlung zu bewerkstelligen in eine andere dem erwihnten
Uebelstande nicht unterliegende Form, womit sich dann gelegentlich noch andere Vor-
theile verbinden lassen, die ins Detail zu verfolgen nicht der Zweck dieser Schrift ist.
Es soll dsher hier nur obenhin der Weg angedentet werden, den man bei ihnli-
chen Integralen zu gehen hat, und namentlich wollen wir zuforderst das in der Formel
(99) enthaltene Integral der Dillerentialgleichung (98) unter der bestehenden Bezie-
hungsgleichung (97) betrachten, da in Folge der letztern

2
3 = '_“z
!
b:

ist, so geht die (98), nachdem man den eben ermiltelten Werth fiir a_eingefiihrt hat,
iiber in:

2 2
d y b x dy + bl) b _
— b x2Y y__z+ux_o, (1t
dx dx ( ]_‘1 )
und dieser entspricht wenigstens Ein tadelloses partikulires Integral:
b
[
y=C ey ",

Naturw haftliche Abhandl 1 30
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wie man sich auch durch unmittelbare Substitution leicht iiberzeugen kann; anstatt des
zweiten partikuliren Integrales jedoch, welches in der Formel (99) enthalten ist, und
die so eben erwihnte Unzukémmlichkeit dachietet, kinnen wir uns, von einer sehr be-
kannten Methode Gebrauch machend, ein anderes verschaflen. Ist nimlich allgemein die
Gleichung zu integriren:

2

dy - dy —

oy Rt Ry =0
und hat man ein partikulires Integral

y=17

gefunden, so substituire man
Yy=Jx/% dx,

und die vorgelegte Gleichung geht nach gehiriger Reduktion tiber in :

dz - 2d ¥, _x
Z y] 1
und daraus durch Integration:
log. ;_ = — log. ylz —le dx,

unter k eine willkiirliche Constante verstanden.

In der Gleichung (110) ist nun

0

X

ylzerl, X1=—b1x’

und somit
b b x'
log. 2 = — 2 az
og. 2 R
b" blxz
z=ke“271"+ 7,
fzdx: f_2 T odx 4 C,,
also
b, b, b, b,
(111) }—)fzdx_CeF +Czeilxj‘ 2—1x+ dx,

eine Formel, in welcher C2 anstatt C'k geschrieben ist, und die an die Stelle der (99)
gesetzt werden kann. Allein dasselbe auf diesem Wege erhaltene allgemeine Integral
hitten wir aber auch aus der Formel (99) unmittelbar ableiten kionnen, ohne von der
Methode der Variation der willkiiclichen Constanten Gebrauch zu machen, in der That
setzen wir;
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® ? bo
: :ff i U(x_"_f) —_bud—ubiv’

und lassen beide Theile dieser Gleichung diejenige Reihe von Rechnungsoperationen
erfahren, die durch die Formel:

d
T bl E
:mgedentét ist, so erhallen wir:
de +°°.—i+v(x_hi> i()(—-Ii'l>2
b £ — :ix :_/‘_me 2b, S duv=Y 2bx e bY.

Diese Differentialgleichung besitzt den inlegrirenden Faktor

b
-
b

e X

] )
und gibt mit demselben multiplizict und integrirt:
b? b, < 2h x

b
—hre 5 = Vob e ST T x4 €,

hieraus

2

2
h b s X p. 3
[ o by x 2h, x

b
, —
Ez—bgefx— ?eszeTfeT_de;
1 1
diess ist aber ein Ausdruck, der mit dem obigen genau einerlei Form hat; der mit ¥
bezeichnele partikulire Werth hat daher die Eigenschaft trotz seiner scheinbaren Un-
brauchbarkeit mit Hille einer passenden Transformation sogar das allgemeine Integral
der Differentialgleichung (110) liefern zu kénnen, so dass also hier aus einem einzigen
gehorig umgestalteten partikuliren Werlhe, deren zwei hervorgehen, und es ist nicht
schwer Beispiele aufzufinden, in denen auf dhnliche Weise eine Zerspaltung von einem

parlikuliren Werthe, in deren drei, viere u. s. w. Statt findet, und olfenbar verdanken-

wir diesen gliicklichen Umstand der bekannten Vieldeutigkeit solcher bestimmter Inte-
grale, bei denen die Funktion innerhalb der Integrationsgrenzen durch Unendlich durch-
geht; hiedurch stellt sich aber dasjenige was auf einem andern Felde als Uebelstand
zu betrachten wire bei der Integration der Differentialgleichungen als Vortheil heraus.
Auf #hnliche Weise kénnen wir auch den ersten Bestandtheil dés Werlhes von y in
der Formel (109) behandeln, wir selzen ndmlich:

to U + U (x — i) dv
—_ 2 —_—
£ _f_mt?szh, ( h') (bu—b, L")AH ,
und bringen donn an beide Theile dieser Gleichung diejenige Reihe von Rechnungsope-
rationen am, welche durch die Formel:
d \A+
(b, = b, 3%)
30*

{12

(3

(s
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angedeutet ist, und erhalten so:

b
0

As ¢ b, / b (2
—ba) = f e‘Tb,”("“_) dv =}/2b xe? —r3> :
Das Integral dieser Dillérentialgleichung von linearer Form und mit constanten
‘veflizienten besteht wie bekannt aus zwei Theilen; dem eine gewisse Anzahl willkiir-
licher Constanten enthaltenden Inlegrale der reduzirten Gleichung, und einem singuld-
ren Werthe, der keine Constante in sich schliesst, auch den Zusatz einer solchen nicht
vertriigt, und die Eigenschalt hat der completten Gleichung Geniige zu leisten. Wir
finden diesen letztern mitlelst der Fourigr'schen Kormel, nach welcher:

S R Yy b N?
.;\ 2
E—V f A' (I)—bazl/h)"'1 e ‘z>dad;\

ein solcher Werth ist, wie man sich durch wirkliches Differenziren und Bilden des im
ersten Theile der Gleichung (115) enthaltenen Ausdruckes:

(bu _ b‘ —dgrz).h: £

alsogleich iiberzengen kann. Der erstere aber erscheint in Form eines Produktes aus

ciner Exponentielle :

5,

el
in eine ganze Funktion von x, in der die Constanten der Integration enthalten sind,
welche man offenbar nicht so wird zu wihlen haben, dass £ dem oben bezeichneten be-
stimmten Integrale gleich wird, denn dieses ist vieldeulig, sondern so, dass der Diffe-
rentialgleichung Geniige geleistet wird. Wic konnen hier nicht in die Einzelnheiten
dieser Iiechnung eingehen, denn diess wiirde ermiiden ohne desshalb erschipfend alle
vorkommende Fille zu umfassen.

Und so wiiren wir denn in allen Fillen zu dea allgemeinen, mit der gehérigen An-
zahl von Constanten versehenen Integralen der Gleichungen gelangt, die im ersten Para-
graphe der Betrachtung unterworfen wurden. Wir konnen also allgemein annehmen,
dass eine jede Differentialgleichung von beliebig hoher Ordnung und mit Coeflizienten,
die nach der unabhingigen Variablen vom ersten Grade sind, durch unsere Methode
vollstindig integrirt werden kinne, und dass diejenigen partikuliren Integrale, aus wel-
chen sich das Allgemeine zusammensetzt in drei verschiedenen Formen erscheinen, nim-
lich: in der eines bestimmten Integrales, ferner in der eines Differentialquolienten mit
allgemeiner Ordnungszahl, und endlich als Produkt aus einer Exponentielle in eine end-
liche oder unendliche, nach absteigenden Potenzen der Variablen geordneten Reihe. Wir
wollen nunmehr die Wirksamkeit dieser Methode auch bei Gleichnngen mit anders ge-

stalteten Coeflizienten erproben.
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§. 3.
Integrationder Differentialgleichungen der zweiten Ordnung
vonder Form.

2
xz d_y+XA+B xm d_-l'—|-(A +me+cx2m) =0, (1)
dxz 1 1 dx [} o [} y

fiir beliebige Werthe des Exponenten m.

Die in den ersten zwei Paragraphen vorgetragene Integrationsmethode lisst sich
nicht nur anwenden bei solchen Differentialgleichungen, deren Coeflizienten ganze Funk-
tionen der ersten Ordnung der unabhingigen Veriinderlichen sind, sondern auch bei
mehreren anderen, die sich durch passende Substitution auf die Form solcher Gleichun-
gen zuriick bringen lassen, eine solche ist aber die Differentialgleichung (1) was auch
immer die in ihr enthaltenen Coeflizienten und der Exponent m fir Werthe haben mé-
gen, nur werden um dieselbe in eine solche mit linearen Coefflizienten zu verwandeln,
zwei aufeinander folgende Substitutionen nothwendig seyn, wir setzen ndmlich:

somit

iy dy 2 z(m1)+dym(m_1)xmz
ax ar
hiedurch geht die (1) iiber in:
2
m’ Lz::—t;y+g_{[t(Alm(m—1))—mBit2] +@ +Bt+C1")y=0, (9

hier setzen wir ferner:

y:tk.l
somit
dy _ kdz k-
Et’_tﬁi_ v
2 2 d
g_ e d2 g oo p A kk—D1"
de

diess in die Gleichung substituirt gibt:

d dz 2
ﬁ—l—t(ﬂ.[?km +Am+mm—1) —mB]

+z[k(k—l)mz+k<A‘m+m(m—1))+AU—B‘kmt+But+Cnt"]=0,

endlich wallen wir den bisher unbestimmt gelassenen Exponenten k su, dass
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kk—Dn +k[Am+mm—n]+A =0
wird, hiedurch wird eine weitere Division durch t méglich und wir erhalten folgende
Diflerentialgleichung mit linearen Coeflizienten :
2
mzt:ll_t;’+g_:‘[2km2+Alm+m(m—l)—tht] 4+2(B, - mkB 4+CO=0

Hiermit wire die Gleichung (1) vermiltelst zweier auf einander folgender Substi-
lulionen auf die Form der (28) des ersten Paragraphes gebracht worden, und kann so-
mit genau auf dieselbe Weise integrirt werden wie jene. Auch kann bemerkt werden,
dass man wegen des doppelten Werthes den k annimmt, welcher eine beliehige der
zwei Wurzeln der Gleichung des zweiten Grades:

mk+mk@ —1+A =0

ist, oft nur ein Integral der Differentialgleichung mit einer einzigen Constanle beni-
thigt, in welchem k vorkommen muss, und welches, wenn man demselben alle beide
aus der Gleichung (4) hervorgehende Werthe der Reihe nach beilegt, zwei von einan-
der verschiedene partikulire Integrale liefert die zusammengesetzt das Allgemeine bil-
den. Es sei uns gestattet, um die ausnehmende Wirksamkeit der vorgelragenen Me-
thode in gewissen speziellen Fillen in ein helleres Licht zu stellen, als Beispiel dieje-
nige Diflerentialgleichung der Betrachtung zu unterwerfen, die unter den Namen der
Rucarr'schen seit Langen bekannt geworden ist, und an der mehrere Mathematiker ihre

Krifte versucht haben:
2
g_é + & X" y =0
dx

Man fand, dass diese Gleichung in besondern Fillen in endlicher Form integrirbar

sei, und namentlich so oft der Exponent n folgende Form besitzt:
4r
M=

unter r eine beliebige ganze und positive Zahl verstanden, und das zwar mittelst r aut
einander folgender Transformationen die nicht unbedeutende Rechnungsentwicklungen
erheischen. Auch entwickelte man das Integral der Ricatr’'schen Gleichung in eine Reihe
und suchte diese mittelst bestimmter Integrale zn summiren. (Man sehe die Arbeiten
von Kuvmyer in Crelles Journal und Liovviir im Journal de Pécole polytechnique.) Un
sere Methode fiihrt hier unmittelbar beinahe ohne Rechnung zum Ziele. Es ist nimlich
die Ricatrsche Gleichung ein sehr spezieller Fall der Gleichung (1) und geht aus der-
selben hervor, wenn man:

A =

1

=A =B =0,

v L]

Bl
C =_|__az, n=2m-—2,

0

somit
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n+2
m =
2
setzt; woraus zu schliessen, dass dieselbe durch die Substitulion:
n+2
t = x 2

umgestaltet werde in
2

2
v 4y TS+ =0,

i n+2dt (n+2)

Diess ist aber genau die Gleichung (48) des ersten Paragraphes, die wir dort um-

stindlich inlegriren gelehrt haben, nur steht 5 anstatt a und 2
n n

a2 anstatt b. Man

wird daher das Integral derselben, je nach der verschiedenen Beschaffenheit der darin
vorkommenden Coellizienten, aus einer der Formeln (56), (60), (61) des ersten Para-
graphes, oder (69), (60), (66), (76) des zweiten Paragraphes ableiten. Namentlich,

wenn

n 5 positiv ist, und von den beiden Zeichen + in der Gleichung (7) das un-

tere gilt, dann tritt die (56, § 1) in Anwendung und gibt:

n 44
2 - n
y=0C f 3a ( (n:-zlz)’) Ty
n+z
. it B
ref, (- (4+—a2)) AR T
n+2

dagegen wird man die (60) und (61) verwenden miissen, wenn von den beiden Zeichen
+ das obere gegeben ist, und man erhilt folgenden Werth fiir y:

£ _nts
o )T =) T B vt me o 4
:m . _. n+4
I 4 Zntd Tt i
Y ARG (H‘fz)z) e de

Von den beiden Zeichen, die der Grenze des zweiten bestimmten Integrales anhin-
gen, ist das obere fiir positive, das untere [ir negative t zu nehmen, B, C, und B, sind
Constanten, von welchen die beiden ersten die Bezichungsgleichung:

B +C =0

erfiillen miissen, die dritte B2 willkiirlich bleibt.

(8)

M

10

(1



(12

(13

an

(13)
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Um hieraus das Integral der Ricarrschen Gleichung abzuleiten, ist nur néthig an-
n+2
statt t seinen Werth in Funktion von x, d. h. x 2 einzufiihren. Thun wir diess, und
setzen zugleich den positiven Werth von
2
V_ﬁ_z =b
(n+2

fithren ferner v in bu verwandelnd , eine neue Variable ein, um geschmeidigere For-
meln zu erhalten, so bekommen wir als Resultat:
n+4 n+2 n+2

2n+4[B‘sin.bvx 2 +B,cos.bux 2 ]du +

1 —_
y=Jf -

Fo _h+d m2
+ Caf (Uz-l—l) 2n+4 emb dl!,
)
1 N4 14 0t m
“2un+4 bUx? @ “%n+4d4 4hUx
y=f ¢@—1 e dv 4 czji' W —1) e

Die erste dieser beiden Gleichungen driickt das Integrale aus von:
2
d_{ 445"y =0,
dx

die zweite von folgender andern Gleichung:
2
d_{_ +ex"y =0

dx
Von den beiden Zeichen | ist das obere oder untere za wihlen, letateres aber nur

n+2
dann, wenn der Werth von x so beschaffen ist, dass x ¢ negaliv wird. Ferner wird

n

n-+42

Grenzen 0 und oo, oder zwischen — 2 und — co fill.. Wire im Gegentheil n zwi-

schen 0 und — 2 enthalten, somit dieser eben erwihnte Bruch negativ, dann treten die

im zweiten Paragraphe entwickelten Formeln, und namentlich die (76) in Anwendung,
n+2

in der wir nur x in x 2 und a in — n—_;l_z zu verwandeln haben, um zu erhalten:

vorausgesetzt, dass der Bruch positiv ist, dass somit n entweder zwischen die

# o n+2 __* __n
e 2(n42) 2(n+2)

y=¢e" [ M = ) dr+
0

—bx T 9an ——'n:g _2(nn+z) —2(nn+z)
+ Ce R Y A da.
0
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Wir saglen, dass nach dem, was schon von ilteren Analysten gelunden wurde,
Riccarrs Gleichung integrirt werden kinne in endlicher Form, so olt n eine Zahl ist,
von folgender Form:

_ _Ar

2rkt’
unter r eine ganze posilive Zahl verstanden. Diess bestiligt auch unsere Analysis, denn
es wird (ir solche Werthe von n der Bruch:

n _
m = + 2r,
gleich einer ganzen und geraden Zahl; wir wissen aber, dass in diesem Falle an die
Stelle der (15) eine andere Form trete, die keine beslimmten Integrale, sondern viel-
mehr zwei mit willkiiclichen Conslanten multiplizirte Produkte enthilt aus Exponentiel-

len in ganze Funktionen von x, und die man aus den Formeln (GO) und (66) §. 2 ab-
n+2
leitet, ;—durch & r ersetzend und zugleich xin x 2 verwandelnd, die jedoch auch in

der Formel (15) enthalten sind, und aus ibr abgeleitet werden konnen durch Entwick-
n n+?
lung der — mle" Potenz des Binomes (x 2 — A) mittelst der Binomiallormel,

und Berechnung der sodann zum Vorschein kommenden bestimmten Integrale. — Man
sieht also,dass die Riccarr’sche Gleichung am aller bequemsten auf den von uns einge-
schlagenen Wege integrirt werden kénne.

Es lassen sich nicht bloss Gleichungen des zweiten Grades von der Form der (1),
sondern auch viele andere hiheren Ordnungen angehirige, von dhnlichem Baue auf die-
selbe Weise mittelst der zwei [riiher gebrauchten Substitutionen, einzeln oder zusammen
genommen angewendet, hehandeln; z. B. folgende Gleichung der dritten Ordnung:

3 2
x! %331—{- x dd-)f_; (A, + B, x™ + x g—’;: (A, + B x" + € xzm) +

_|_ y (A" + Bu xm + Cu x2m + D" x3m) — 0,

die, wenn man x" =1 setzt, unmittelbar iibergeht in folgende Einfachere mit der unab-
hingigen Verinderlichen t, wean man genau so verfilrt wie bei der dhnlich gebauten
ileichung (1):
3 2
m ¢ d‘y 4+t
d [J

=5}

ﬁ(3(m—i)+Az+B2t)+

d 2
gy [0 -4+ m—1) A+ + (B,m—0D + B 1+6¢] +

+y@A +8B t+c":’+Dut“)=0,

Naturwi haftliche Abhandl
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und sich in eine nach unserer Methode integrirbare verwandelt, wenn
(18 (m—1) (m—2) + (m—D A + A =0,
und
AU = BU = 0
wird, welche aber auch noch mittelst der zweiten Substitution:
y=1tz
behandelt werden kann, wodurch sich die drei Bedingungsgleichungen auf zwei 2u-
riickziehen.

Um hier wieder ein einfaches Beispiel anzufiihren, wihlen wir die Gleichung :
1

(19 %{_ +axy =0,

die in der (16) als spezieller Fall enthalten ist, und aus ihr hervorgeht, wenn man
D=%ta,m=2A=B=C=A=8B=C=4A=8=0

setzt, somit durch die Substitution:

x =t
verwandelt wird in:
3 2
(20) 8tdY 4 23y +aty =0
dt dt

und um die Integration dieser letzteren handelt es sich jetzi.

Nun haben wir aber hier
U=12¢, U =8¢1ad,
U, 1 1
fﬁf‘dv = 7 log. 'Cil s B a’),
und zur Beslimmung der Integrationsgrenzen die Gleichung:

Ux T 1 8
(22 YV ELd =0

Die Waurzeln dieser letzteren kénnen bezeichnet werden mit :
T, T, T, J o}
die drei ersten davon deuten die Wurzeln der Gleichung:
¢ + 1 a =0
8
an, bei der vierten ist das obere oder untere Zeichen zu wihlen, je nachdem x positiv

oder negativ ist. Es kann daher das allgemeine Integral der Gleichung (20) auf fol-
gende Weise geschrieben werden:
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T o Lth r l.ldl
Cj‘ +Cf
1_|_1 7 d+1 3
PR v s et du
+Ca‘/0] @+C“£ m.

Die Constanten C , C,, C, C_ hingen durch die Bedingungsgleichung:
C,+¢C +C +C =0, @H
oder durch folgende andere:

b
O, +C+ G+ 0 =y 25

zusammen; ersteres, wenn der zweite Theil der Gleichung (16) wirklich Null ist, lets-
teres, wenn derselbe von Null verschieden und gleich einer Constante b wird. Der er-
ste Theil des viertheiligen Werthes von y, d. h. das Integral

T @ Ut dvu

f V 3 _|_ 1 s !
bietet mitunter die Unbequemlichkeit dar aus zwei Theilen, einem reelen und einem
imaginiren zu bestehen; dieser auszuweichen wird es gestattet seyn, demselben, wo
diess nothwendig ist, eines der folgenden zwei anderen Integrale zu substituiren:
— Ul duv @ eUl du

f VD + j;a_u-‘_%aa-

und die Constanten Jetzt so zu wilhlen, dass C1 willkiirlich, und
C, + C+C =0
wird. Endlich wird man noch x* anstatt t setzen, und so aus (23) das Integral der

Gleichung (19) erhalten; und so hitten wir den wieder mit dusserst geringem Hechen-
aulwande eine Differentialgleichung der dritten Ordnung allgemein integrirt.

LiovviLe hat im Journal de Uécole polytechnique eine Abhandlung verdflentlicht
iiber die Integration der Gleichung:

2
d .
sdd—’z'+(r+q)0'a¥+(p+nx+mx)y=0 20
X

durch Differentiale mit allgemeiner Ordnungszahl; er fingt damit an diese mittelst der
Substitution :

= p e @n

umzuformen in:
31*
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2
Sd—7;+[(2513+q)x+2as—|—r]£-7‘-—|—
(28) dx dx
+ [-\'2(513+{5q+I“)+X(2155+aq+ﬁr—|—n) + Saz-l—sﬁ—l-ra—l-p]z =0,
und withit sodann « und $ dergestalt, dass
s +pq+m=0
2afs8+aq+Br+n=0,
wird, und so die obige Gleichung in die einfachere:

2

dz
29 s : t +[(2sﬁ+q)x+2as+r d‘i+z{sa’—|—sﬁ+ra+p] =0
X

ibergeht, die er dann durch Differentiale mit allgemeiner Ordnungszahl integrirt. Ks
ist aber klar, dass die letzte Gleichung (29) ganz in den Bereich der durch unsere
Methode integrirbaren Formen falle, und so lassen sich denn Differentialgleichungen in
grosser Anzahl anfiihren, die simmtlich durch die in dieser Abhandlung auseinanderge-
setzte Methode integrirt werden konnen. Wir haben nicht im Sinne alle diese Formen
complet aufzuzihlen, begniigen uns daher zum Schlusse dieses Paragraphes noch aul
eine allgemein integrirbare Diflerentialgleichung von beliehig hoher Ordnung, und mit
ganz willkiirlichen, darin enthaltenen constanten Coeflizienten aufmerksam zu machen,

niimlich:

x" d_-v(a" + b, log-x) + x d__y (ay_, +b,_, log.x) + ...
dx" dx"?

30
+ x g_i (a, + b log. ) + (a + b log. x) y =0,

die durch die Substitution:
t = log. x, x = e
unmittelbar in eine hekannte Form wie:
u-1

ot ‘;—ﬁ(A" +By + YA, 4B, 0+ Ly @A+ =0
at :

verwandeit wird
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S. 4.

Integration der Differenzengleichungen vonder Form:
8"y (b0 F Gy +h0y 0 87y b (b0 8 b
+ (a“—l-b“x)y:O.

Dieselbe Integrationsmethode, die wir bei Differentialgleichungen, deren Coeffizien-
ten die unabhingige Variable nur in der erslen Potenz enthalten angewendet haben,
lisst sich auch beinahe unverindert zur Integration von &hnlich gestalteten Differenzen-
gleichungen beniitzen. Man setzt nimlich ein partiknlires Integral unter der Form:

y = f““eux Vdvu

voraus, und bekémmt, so & x = h gesetzt wird:
O oY% — UOHI L Ux _ Ux (U __ gy,
At &Y% = oV* (M — 17,
A V% — U (" — 1),

A" el}x _ eUx (ebh — 1)n,
somit allgemein

"’

A"y =f evx CeUh _Dn Vde

Setzt man also:

U =32, (" =" +a,, " =" +...4+2 (" =10 +3a

U =b, " —1)" +b,_, (""" =" +...+b (" —0)+ b,
und denkt sich den obigen Werth von y in die vorliegende Differenzengleichung sub-
stituirt, so erhilt man als Resultat offenbar:

S U +U e Viau=o,

eine Gleichung, die sich auch so schreiben lisst:
w

SO Vit U V=0

Nun gibt das Verfahren der theilweisen Integration:
fo‘eU"VdU=eUxU1V—jeU"d(UIV),
wodurch anstatt der Gleichung (6) folgende andere auftritt:

€))

@

@
@

)

®
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e 1, vf + f“”e"‘ [,vae—a @ w]=o,
u’ u’

der nun Geniige geleistet werden wird, wenn man erstens fiir V eine solche Funktion
der Verinderlichen v setat, dass identisch fiir jedes v:

U Vdu—d@U V) =0
wird, und zweitens die Integrationsgrenzen v’ u” so wiihlt, dass auch

e U v =0
aus(illt. Die Gleichung (8) oder was dasselbse ist, die folgende :
" dv _dY,
vi't-vV -

1 1

— __ef—dv

l
und es kann das im Exponenten der hier vorkommenden Exponentielle vorhandene Inte-
gral ohne sonderliche Miihe und andere Schwierigkeiten als diejenigen, denen das Zer-
legen gebrochener Funktionen in Partialbriiche unterliegt, jederzeit ermittelt werden,

=0

liefert integrirt:

. . . . Ul . ,
wiewohl der Bruch TJi eine Funktion der transcendenten Grisse e ~ — 1 ist. Man
1

selzt nimlich:

et =14 v,

vh = log. (1 + v),
_ dv

v =079

und wird offenbar durch Einfihrung dieser Werthe ein jedes Integral einer transcen-
denten Funktion wie:

S —1n av

zuriickfiihren auf ein algebraisches, namlich :

dv
Ji RS

hat man letzteres berechnet, und in die Gleichung (9), die auch so geschrieben wer-

den kann:
% lx+fU dU§
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substituirt, also v anstatt e’" — 1, somit IOL'(FJ anstatt v geselzt, und dasjenige,

was aus U und U, durch diese Substitutionen hervorgeht mit U, und u, bezeichnet, so

erhilt man anstatt der (12):

u dv v
30 ECERL fw% _o, €5))
v
oder
LN
30 - ej‘ T u+v)§ o, 14

v
diess ist die zur Bestimmung der Grenzen dienende Gleichung, ihre Wurzeln seien:

VoV Vo Vo

falls deren wirklich o + 1 an der Zahl aufgefunden werden kinnen, so sind die der

Gleichung (12):

" = log.(14v)) " = log. (1 +v,) " ___log‘. A+v) " g1 -tv,,,n)
1 h s 2 h ’ 9 h 3 e Unyg — h )

und es werden [olgende partikulire Integrale anstatt y gesetat, der Differenzengleichung

(1) Geniige leisten:

y =1, (x)fzeudeU,
"l

y=4® [ vy, (15
u‘l

u
y=4q (x)f eV de
Il'

Unter ¢, 9,0 ¢, - .- ¢, sind solche Funktionen von x zu verstehen, die sich nicht in-

. . e . . 2®x
dern, wenn man x in x 4+ h verwandelt, also periodische, so wie z. B. sin. 5

Es kinnen ferner einige der Werthe von y unbrauchbar werden, wenigstens in der
Form, in welcher sie in der Gleichung (15) erscheinen, weil die Funktion unter dem
Integralzeichen zwischen den betreffenden Grenzen ein oder mehrmal durch Unendlich
geht. Diess wird entweder durch eine andere Combination der Grenzen, oder wenn
eine solche nicht méglich wiire, durch eine solche Umlormung des bestimmten Integra-
les vermieden, die wir im vorhergehenden Paragraphe vorgeschlagen haben. Weil end-
lich die vorgelegte Differentialgleichung linear ist, so wird auch die Summe der ermit-
telten partikuliren Werthe derselben Geeniige leisten, und wir gelangen sohin zu fol-
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genden, n willkiirliche periodische Funktionen der unabhiingigen Veriinderlichen in sich
enthaltenden allgemeinen Integral:

ni1 Ux

y =4, (x)j:l?e”vau+¢z Of Va4t q;"(x)_/: v

wo

U
c .

V = U: er: dv
ist, diess jedoch unter der friiher schon erwiihnten Voraussetzung, dass man wirklich
n 41 Warzeln der Gleichung (14) aufgefunden habe. Es ist hieraus ersichtlich, dass
die Integration der Differenzengleichungen nicht gréssern Schwierigkeiten unterliege,
als die der Differentialgleichungen von ihnlichem Baue, und es wird das hiezu dienende
Verlahren folgendes sein: Man bilde zafdrderst die mit U, und U, bezeichneten Poly-
nome, indem man in der zu integriren vorgelegten Differenzengleichung die Grossen:

A"_y, A"“y, An'zy...y .

beziehlich in die Potenzen
E =, @, et L et =)
verwandelt, und die Summe aller derjenigen Glieder die kein x enthalten fiir Uu, die
Summe der iibrigen, mit dem Faktor x verkniiplten aber fiir U‘ x nimmt, dann

fP'_' dvu

1

suche man

und bilde aus dem gefundenen Werthe dieses Integrals den durch die Gleichung (11)
gegebenen Werth von V, ingleichen den ersten Theil der Gleichung (12), von der
man sich n 4+ 1 Wurzeln zu verschallen sucht, wenn sie deren so viele zuliisst, substi-
tuire die gefundenen Werthe in die Gleichung (16), so hat man das allgemeine Inte-
gral. Wiren aber von den erwihnten n 4 1 Wurzeln die der Gleichung (12) ihrer
Natur nach zukommen kinnen einige weggefallen, oder die ihnen entsprechenden partiku-
liren Werthe aus einer der [rither zur Sprache gebrachten Ursachen unbrauchbar ge-
worden, so hat man kein allgemeines, sondern nur ein partikulires mit der geniigenden
Anzahl willkiirlicher periodischer Funklionen nicht versehenes Integral gefunden, wel-
ches durch den Zusatz eines oder einiger neuen partikuliren Werthe vervollstindigt
werden muss, welche letzteren in Form von Exponentiellen oder Differentialquotienten
mit allgemeiner Ordnungszahl zuniichst erscheinen werden, und zwar: Wenn u, und 1,
cinen gemeinschaltlichen Faktor besitzen von der Form v—v,, durch welchen der

u .
Bruch —u—: abgekiirzt werden kann, so geht eine Wurzel v, der Gleichung (14) ver-

loren, und es entspricht derselben ein partikulires Integral :
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6, ) L+, (8
unter ¢, eine periodische, sonst aber ganz willkiirliche Funktion von x verstanden.
Kémmt der Faktor v — v, in u, und u; s-mal vor, so bekémmt man ebenso um s
Waurzeln der Gleichung (14) weniger, und denselben entsprechend, ein partikulires Jn-
tegral mit s willkiirlichen Funktionen:

A+ [0, +x6, 0 + 26, @+ ... +x "pm], )
wo abermals unter ¢, (), ¢, (0, ¢, () ..y (3 willkiirliche Funktionen verstan-
den werden, die nur die Eigenschalt besitzen miissen, ihren Werth nicht zu #ndern,

wenn x in x -~ h verwandelt wird.
Endlich werden auch diejenigen Werthe von U:’ die dem Ausdruck

U
eUx+fTJlT' du

einen unendlichen Werth ertheilen, wenn solche vorhanden sind, gerade wie bei den
Differentialgleichungen eine Reihe partikulirer Werthe liefern, welche in Form von
Differentialquotienten mit allgemeiner Ordnungszahl erscheinen, und gelegentlich, wo
diess erspriesslich ist, verwandelt werden kionnen, enlweder in bestimmte Integrale oder
Produkte aus Exponentialgrossen in endliche oder unendlicke Polynome, geordnet nach
absteigenden Potenzen von x. Es liisst sich in der That genau auf dieselbe Weise wie bei
den Diflerentialgleichungen im &hnlichen Falle nachweisen, dass, wenn V einen Faktor
v—v, im Nenner m + 1-mal enthilt, von welchem im Exponenten der in V enthaltenen
Exponentielle keine Spur vorhanden ist, ein partikulires Integral vorhanden sey)in Form
eines m- ten Differentialquotienten, nimlich :

dm % n + 1
gd— [t4+9" o—v)"" V]}; (209
v
AJ
1
dass aber der Ausdruck (19) unter der oben angedeuteten Bedingung, nimlich, dass
die Polynome u, und v, den gemeinschaftlichen Faktor (v—v,)° haben, der Differenzen-
gleichung Geniige leiste, lisst sich auch durch unmittelbare Substitution mit Hilfe der
folgenden allgemeinen Formel darthun:

A"PQ=Pa’Q 4 raP [a" @ + a'0) + LR AP[a" P Q420 0 + 4]
_l_rL‘L__;wA“p[A" 0432 Q+3A"‘Q+A'Q]+ ....o@n

Diese Formel ist nicht blos fiic positive Werthe der Zahl r, sondern auch fiic negative,
ganze und gebrochene, und allgemein fiir beliebige r brauchbar, wenn man nur iberein-
kémmt die Gleichung :

1 32

Naturwi lia(lliche Abh
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(22) Ar. ele — ell'x (el'h _ 1)1',
die sich fiir ganze und positive Werthe von r durch die direkie Operation des Dilleren-
zennehmens ableiten ldsst, fiir jedes r allgemein giiltig vorauszusetzen, und somit als De-
finition der Diflerenzen mit allgemeiner Ordnungszahl zu Dbelrachten. Um sie zu erwei-
sen, ist nur nithig, die heiden Faktoren des Produktes PQ durch ihre Entwicklungen in
eine Reihe von Exponentiellen zu ersetzen, also etwa:

@ P=8fac], @=8[s.",
somit :
D) PQ = 5 [A, B, "
und
(25) aPQ = § [Aa B, (L l)r]
zu setzen, [erner die letzte Gleichung zu schreiben wie folgt:
(26) At PQ -8 [A, Bp e(¢+ﬁ)x ((eﬁh _ 1) + (euh_ D ((eﬂh . 1) + 1))1-] ,
und die r-te Potenz des hier vorkommenden Ausdruckes mittelst der Binomiallormel zu

entwickeln, indem man in demselben e™ —1 als erstes und (e"' —1) ((eﬁh —1) 1) als

zweites Glied des Binoms ansieht, schliesslich aber zu bemerken, dass allgemein fiir he-
lichige Werthe von p und q:
D S[a B, e (" —pr @™ —1)] = aPP.aTQ

ist. Nehmen wir also diese Formel als erwiesen an und setzen:

Q=c", AQ=e"("-1,
somit:
Ar—1 Q + ArQ — Ux+b||( 1),_1
(28) r—2Q + 2Ar——1 Q + ArQ _ ebx+2lhc Uh 1)
r—3 Q ¥ SAr—2Q ¥ 3Ar—1 + AI‘Q — elx+8lh (.c uh I)r,_s
s0 wird e e
ATPQ = A".Pe™ =
" W . Ch r— 1 . th r—

0 = [P(eUI D traPe™ "= + (2 ) 72t ot 1y 4

+ }Wa pe 'iUh( u-_Df—3 + .. ]

Diess vorausgesetzt, denken wir uns in der Differenzengleichung (1) die abhingige

Verinderliche y durch das Produkt PQ ersetzt, ferner mit U U“, U . die suc-
cessiven Differentialquotienten von U, nach der darin enthaltenen Grisse e '—1 ge-

. . /
nommen, bezeichnet, und ebenso die dhnlichen Differentialqnotienten von U' durch U.’
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e
UY, U, ... angedeutet, so erhalten wir als Resultat der Substitution :

PU,+Ux) + e™aPU + Ux) + 16 a*P (U + U'%) + 30)
1 ! ! 4 i
+ me']vl AJI) (Uul—l-Ul X)+.. .

{Iaben nun die Polynome U, und U, den Faktor

v—v) = (" —1—v)

gemeinschaltlich, so verschwindet fiir v=v, nicht blos U und U, sondern auch die
successiven Diflerentialquotienten bis zum s—1{ten inclusive, und somit ist der Ausdruck
(30) identisch Null, wenn nur unter P eine Funktion verstanden wird, deren successive
Diflerenzen von der s-ten angefangen der Nulle gleich sind, also eine Funktion wie:
6,0 + x4, + X0+ -+ XTI, ) (1)

uater ¢ (x), ¢, (x).... ¢, (x) periodische Funktionen von x verstanden, die ihren Werth
nicht dndern, wenn x in x4 h ibergeht, wodurch denn die Giiltigkeit des Ausdruckes
(19) als partikulires Integral unter den entsprechenden Bedingungen nachgewiesen ist.
Wir sehen also, dass die Differenzengleichungen eine dhnliche Behandlung wie die Dil-
ferentialgleichungen zulassen, und im Ganzen nicht mehr und auch nicht weniger Schwie-

rigkeiten darbiethen wie diese.

§. 5.
Integration der completen Dilferenzen- und Differentialgleichungen.

Diejenigen Gleichungen, die wir bisher zu integriren versucht hatten, enthielten
simmtlich kein Glied,. das als eine reine Funktion von x ohne y erschienen wire; wir
wollen nun auch diejenigen betrachten, die ein solches enthalten, d. h. wir wollen sehen,
wie man die Integrale der Gleichungen:

n m
4y 450+ 8@ +b 0+ + g_-V(a‘ +b,0 +y@+bx =10,
d xn n h d xm i m X 0 ( )

oder
—2

a"yCa +b%) + (o, +b_ 08"y + (0 +b_ 0"y + ...
+ @ +boy =1 @

zu ermitteln habe, wenn man die Integrale derjenigen Anderen bereits gefunden hat, die
aus Diesem hervorgehen, wenn f(x) durch die Nulle ersetzt wird, oder mit andern Wor-
ten, wir wiinschen aus dem Integrale der reducirten Gleichung jenes der completen
abzuleiten.

Bekanntlich dient zu diesem Zwecke die Melhode der Variation der willkiihrlichen
Constanten, deren Wirksamkeit sich auf alle linearen Diflerentialgleichungen mit belie-

bigen Coeflicienlen erstreckt, vorausgesetzt, dass man in dem Besitze des allgemeinen
32%
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Integrales der reducirlen Gleichung ist. Diese Methode ist nun auch hier anwendbar,
da sie aber zu einem Systeme von so viel gewihnlichen Gleichungen des ersten Gra-
des fiihrt, als die Ordoungszahl der Dillerentialgleichung Einheiten in sich enthilt,
welche auflgelost werden miissen, so resulliren hier meist in Druchform erscheinende
dusserst complicirte Kormen, die man gerne vermeidet, daher denn die Melhode der
Variation der willkihrlichen Conslanten zwar ein allzemeines, jedoch nicht das be-
quemste Mittel ist, vom Integrale der reducirten Gleichung zu jenem der completen
iiberzugehen, wir schlagen daher selbst bei der einfachsten Sorte linearer Differential-
gleichungen, derjenigen nimlich mit constanten Coefficienten, gerne einen andern Weg
ein, nach Cavcny von der allbekannten Founier’schen Formel Gebrauch machend. Ist
namentlich eine Differentialgleichung von linearer Form und constanten Coeflicienten zu
integriren, die in symbolischer Form hingeschrieben so aussieht:

(3 F<%)y = f(x),
und man hat das allgemeine Inlegral der reducirten Gleichung
) F()y =o
bereits gefunden in folgender Form
(3 y = C1 e +C, o + .o F C" et
unter 0, 0,.... 0 die n Wurzeln der Gleichung
) F@®) =0

verstanden, so erhilt man offenbar das allgemeine Integral der Gleichung (3), wenn man
zu dem in (5) gegebenen Ausdruck noch eine Funktion von x, die gar keine willkiihrliche
Constante in sich su schliessen braucht, hinzufiigt, die der (3) Gem'ige leistet, und die
man auf folgende Weise finden kann. Man setze:

-+x Al —_
M y = %f f e TN V=1 o ga
p— lf

wo ¢ eine noch zu bestimmende Funktion von « und A bedeutet, man substituire die-
sen Werth von y in (3), wodurch

1 pt M S = X
= [ f{ F (eV=1) & ® V=1 5 dadr = (),
—_— l

erhalten wird, und in eine idenlische Gleichung iibergeht, wenn

g6y
® *TF v

ist. Das gesuchle allgemeine Integral sieht daher so aus:

M y=Ce®™ + C, e™ =... }C, ™ + 1_1‘” fw R e L ORIy
e e J_o i Flv)
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und es ldsst sich die Identitit desselben mit dem durch die Methode der Varialion
der willkiihrlichen Constanten gelieferten ohne Schwierigkeit dadurch nachweisen,
dass man in dem hier enthaltenen Doppelintegrale die Integration nach « wirklich voll-

bringt. Es muss zu diesem Behufe der Bruch in Partialbriiche zerlegt wer-

1
F (« V=)
den, deren einen wir mit

A
aV—1—8
bezeichnen wollen, und dem als Bestandtheil von y ein Doppelintegral :
A/ cayrm LA
—2_1!"/;,,, ‘/; e al/rl—edadxzs
entsprechen wird. Man bilde nun aus dieser letzten Gleichung

d

und bemerke, das der integrirende Fakior dieser Differentialgleichung
e—0x

sey, und man somit integrirend erhalte:
£ = Ae® fe_e" f(x)dx.

Einem jeden der friiher erwihnten Partialbriiche entspricht aber ein #hnlicher Be-
standtheil von y, es wird sich also der Werlh dieser Grésse auch so schreiben lassen :
y=C e +Ce% f+....... + C, ™ +
+ A [ + Ae T [ dx ...+ A, 6 () dx
und diess ist genau der Werth, den die Methode der Variation der Constanten liefert.

Der bisher ausser Acht gelassene Fall, wo die Gleichung

F©) =0

gleiche Wurzeln hat, wollen wir, da derselbe keinerlei Schwierigkeiten unterliegt,
hier zu erbrten unterlassen, und wenden uns allsogleich zu der Gleichung (1) oder
(2), deren allgemeines Integral offenbar auch aus zwei Theilen zusammengesetzt wer-
den kann, nimlich dem allgemeinen n willkiihrliche Constanten oder periodische Func-
tionen von x in sich schliessenden Integrale der reducirten Gleichung, und einer be-
sonderen Auflosung der completen. Wie erstere gefunden werde, ist im Laule dieser
Abhandlung gezeigt worden, lelztere aber kann mit Hille mehrerer Formeln von der
Natur der Fovrier'schen, ja durch die Foumiewsche selbst ermittelt werden aufl fol-
gende Weise:

Man setze
+o A

e ViU dadr

(10)

an

(2

ay

(19

(15)
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unter V eine Funktion von U, a und A\ verstanden, unter u/ und u/ aber schicklich
gewilhlte Integrationsgrenzen, so dass der Gleichung (1) durch diesen Werth von y
Geniige geleistet wird; es wird aber diese durch die Substilution des eben hinge-
schriebenen Werthes gebracht auf

(16) f f f (UL, + U,x) X VdUded) = (X)),

und durch Scheiden des hier vorkommenden bestimmten Integrales in zwei Theile, dem
ohne und dem mit dem Factor ‘(, und theilweises Integriren des letzteren auf

(17 gif j U, v dad:\; —j‘f j‘( V-—(UV))”"dUdadl:

=1 (X).

Nun nehme man V so an, dass

d

18 Uov_d_U_(Ulv.) =0,

also

o dU
a9 _ 9 f U
V= U, e
ist, wo ¢ eine nach U constante Griosse bedeutet, die aber noch immer « und A in sich
enthalten kan. Die Gleichung (17) geht hiedurch iiber in
|1 w’
1 +@o N Ux +./‘L—. du .

20 3§j; ‘/; pe dedr uI_f(x),

und es wird ihr Genuge geleistet, wenn man v/ = a V=i, u’ gleich einer beliebigen

Wurzel der Gleichung

; Y
21 ch+fU.du= 0,
und ¢ gleich einer solchen Function von @ und A nimmt, dass:
Uy
o du —eAV
22) rpgefv‘ } —e Mt
a5
wird, also
(28) p=¢ V7 3 - } (;
a5

die gesuchte besondere Aul‘l(‘iung i-t somit:

(24) _ j_ul/_ f j‘ Ux—u)\l/ 1+ ?fv d(JE _ Ei(j):—) AU da d),

und es wird hier offenbar vorausgesest, dass die erste der drei hier vorzunchmenden
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Integralionen, die nach U sey. Da man [ir u’ eine beliebige der Wurzeln der Glei-
chung (21) nehmen kann, und es sich sehr oft triflt, dass u/ = + oo "1 eine solche
ist, so wird man diese, falls sie vorhanden ist, allen anderen vorziehen, ist sie aber
nicht vorhanden, so wird man besser thun, um complicirten Erérterungen iiber den
Sinn eines bestimmten Integrales mit gemischt reelen und imaginiren Grenzen auszu-
weichen, die gesuchte besondere Auflosung hinzustellen als Differenz zweier bestimm-
ter Integrale, niimlich :

al” o Up . ¥
y = % 'f j' ”*—“‘/-“gfﬁ‘w%uy f%duaaax -

‘?tr‘j;f_:mf . U"_"/"‘*gf v 5 d O‘)dUdadx

eine Formel, die im Grunde mit der friiheren iiberemstlmmt, und im Wesentlichen
nur den Zweck erreicht, den etwa zweifelhaften Sinn eines solchen besimmten Integra-
les mit imaginiiren Grenzen niiher anzugeben. Und dieser eben gewonnene Ausdruk zu
dem allgemeinen Integral der reducirten Gleichung hinzugeliigt liefert das allgemeine
der completen.-

Es kann hier noch bemerkt werden, dass es nicht immer nithig sey, von der
Fourier'schen Formel Gebrauch zu machen, sehr oft und namentlich dann, wenn [(x)
sich auf eine constante reducirt, erhilt man das allgemeine Integral der completen Glei-
chung aus jenem der reducirten durch eine entsprechende Verinderung der zwischen
den Constanten der Integration stattfindenden Beziehungsgleichungen; so wird man
7. B. das Integral der completen Gleichung

d“

dx‘: +oaxy =1b
genau in derselben Form wie das der reducirten, nimlich durch die Formel (81) §. 1.
wiedergeben, nur wird zwischen den (n+ 1) Constanten nicht mehr die Beziehungs-
gleichung:

CH+C+CH+ .. + Cy=o,
sondern folgende andere

C+C+C+.... +C,,=)D
statifinden.

Dieselbe Dehandlung mittelst der Foumerw’schen Formel, die wir hier den
Differentialgleichungen angedeihen liessen, gestatten auch die Differenzengleichun-
gen und zwar, sowohl die mit constanten Coelficienten, als auch diejenigen, die wir
hier speziell der Betrachtung unterwarfen.

Und nun finden wir fir gut, diese Abhandlung iiber die Integration der linearen
Differenzen- und Differentialgleichungen, deren Coefficienten nach der unabhiingigen
Verinderlichen dem ersten Grade angehiren und derjenigen, die sich durch passende
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Umformungen aul solche zariickfiihren lassen, zu schliessen. Wir wenden uns zuniichst
zu anderen linearen Diflerentialgleichungen, die aufl die Form der hier betrachteten
nicht mehr zuriickgefiihrt werden kinnen; dann wollen wir auch die partiellen Diffe-
rentialgleichungen in den Kreis unserer Untersuchungen ziehen, und endlich zu einigen
Anwendungen der gewonnenen Resultate aul die Theorie des Lichtes iibergehen.

Es wird dem aulmerksamen Leser nicht entgehen, dass im Verlaufe dieser Ab-
handlung und zwar hauptsiichlich, um dieselbe nicht zu einer ungebiihrlichen Dicke
anschwellen zu lassen, vor der Hand manches ausser Acht gelassen oder nur mit we-
nigen Worten beriihrt wurde, was zur streng wissenschaltlichen Feststellung der ent-
wickelten Begrifle, bewiesener Formeln u. s. w. dienlich gewesen wiire; so wire man
im Grunde verpflichtet, bei jedem gewonnenen Integrale einer linearen Differentialglei-
chung, das man fiir ein Allgemeines hilt, zu beweisen, dass all die partikuliren Inte-
grale, aus welchen es zusammengesetzt ist, auch wirklich von einander verschieden
sind, und dass keines derselben aus den iibrigen durch Multiplikation mit gewissen
Constanten und Addition hervorgehe, ein Beweis, der nicht immer leicht zu fiihren ist.
Eben so hitten die Gleichungen mit gebrochener oder allgemeiner Ordnungszahl, der
darin vorkommenden Differentialquotienten einen cigenen Paragraph verdient; wir halten
es aber fiir besser, diese Feinheiten erst bei solchen Differentialgleichungen zur Sprache
za bringen, die die Auflisung eines physikalischen Problems in sich enthalten und eben
dadurch ein gesteigertes Interesse erregen, und zu sorgféltigerer Discussion veranlassen
kiunen, weil hierdurch nach unserem Bediinken mehr Klarheit erstrebt, und Wieder-

hohlungen vermieden werden.

D @ S——
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