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Rahmen der Reihe ""Geowissenschaftliche Mitteilungen!' einer breite-
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und die Begutachtung schulde ich o. Univ. Prof. Dr. K. Bretterbauer und
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programmen auf der Philips P 2000.

*) Genehmigung zur Verdffentlichung der Dissertation von der Technisch-
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KURZFASSUNG

Das Ziel der vorliegenden Arbeit war es, ein Verfahren zu finden,
das es erlaubt, die Betrdge von Refraktionswinkeln genau und ohne
Zuhilfenahme von Modellvorstellungen oder Hypothesen anzugeben.
Nach einer kurzen Darstellung der Problematik geodatischer Hohen-
bestimmungen, speziell jener der trigonometrischen Hohenbestimmun-
gen aus Raumstrecken und Zenitdistanzen, wird auf das physikalische

Phdanomen '"Refraktion!' ausfuhrlich eingegangen.

Die wichtigsten bestehenden Methoden zur Erfassung der VVertikalre-
fraktion werden gemeinsam mit den VVerfahren zur Minimierung der
Refraktionsfehlereinfllisse besprochen und vor allem unter den Ge-
sichtspunkten der Anwendbarkeit und der Genauigkeit beleuchtet. Der
anschlieBende Hauptteil der Arbeit stellt die "Methode des vertikalen
Vierecks! vor eine folgerichtige Weiterentwicklung der ''vertikalen

Dreiecke!" von Sanchez (1962, 1967).

Durch die vollstdandige Ausmessung eines solchen vertikalen Diago-
nalvierecks (elektronische Distanzen, Zenitdistanzen) und einige zu-
sdtzliche Messungen (Lotabweichungsbestimmungen, Pré&zisionsnivel-
lement) ist es moglich, aus rein geometrischen Bedingungen die Re-
fraktionswinkel in der MeRBanordnung voraussetzungsfrei zu bestimmen.
Das Verfahren ist nur fur groBe Héhenunterschiede (mehrere 100 m)
anwendbar und un_ter~|iegt enorm hohen Anforderungen an die Distanz-
meRgenauigkeit ( gil 10-6). Zum \Vorteil gereichen der Methode die
Beschrankung auf gewohntes geoddtisches Instrumentarium, die einfa-

che Berechnungsweise und die angeschlossene strenge Fehlertheorie. Je-

dem berechneten Refraktionswinkel kann sein mittlerer Fehler zugeord-

net werden, der sich aus den mittleren Fehlern der Messungsgroien
nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz flr korrelierte Beobachtungen

berechnet.



Die Brauchbarkeit der Methode wird anhand ausgedehnt er MeRreihen
in einem eigenen Testnetz in der Ndhe Wiens unter Beweis gestellt
(vertikales Viereck Hohe Wand). Mit betrdchtlichem zeitlichen,
instrumentellen und personellen Aufwand konnten die geforderten
hohen MeRgenauigkeiten erreicht werden. Im Schnitt lag die Genauig-
keit der berechneten Refraktionswinkel bei + 3°C. Bei den abgelei-
teten groBen Hohenunterschieden (bis zu 480 m) blieben die mittleren
Fehler durchwegs unter 1 cm. Da die Zenitdistanzen Uber 24 Stunden
beobachtet wurden, konnten Tagesgdnge der Refraktionswinkel ange-

geben und bemerkenswerte Refraktionsanomalien aufgedeckt werden.

Als Anwendung fur die Methode bietet sich vor allem die Verwendung
der absoluten Refraktionswinkel als VVergleichswerte fur Refraktions-
winkel aus meteorologischen Modellen an. Gerade bei groBen Hohen-
unterschieden ist ja die Ubliche Kontrolle durch Nivellements un-
durchfihrbar. Eine weitere, den hohen Aufwand der Methode recht-
fertigende, Einsatzmoéglichkeit, ist der hochgenaue Zusammenschluf

von Talnivellements mit fldchenhaften Gipfelhetzen in den Alpen.

AbschlieBend sei darauf hingewiesen, daR die mit derzeit gédngigen
PrédzisionsdistanzmeBgerédten (Tellurometer MA100, Mekometer
ME3000) nur mihsam einzuhaltenden Fehlergrenzen fur die Distanzen
in Zukunft ohne Schwierigkeit unterschritten werden kénnen, sobald
das - in Amerika bereits in Einsatz stehende - Dispersionsdistanz-
meRgerdt Terrameter auch bei uns zur VVerfugung steht (m—(;js 1. 10_7).
Gerdte zur Erfassung der Vertikalrefraktion auf Dispersionsbasis
sind weltweit leider noch immer nicht Uber das Laborstadium hinaus-

gekommen, was aber umgekehrt dem hier dargelegten Verfahren seine

Berechtigung gibt.
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ABSTRACT

This thesis describes the !''Vertical Quadrangle Method!" that has been
developed in consequence of the '""Vertical Triangle!" of Sanchez. After
preliminary determination of all spatial and zenith distances in the ver-
tical quadrilateral (completed by its diagonals) with additional measure-
ments of vertical deflections and precise levelling, the refraction angles
can be derived from geometrical parameters exclusively. The method

can only be applied in major differences of elevation (several 100 meters)
and it claims extreme precision in the measurement of the spatial distan-
ces (md/d = 1. 10—6). The advantages of the method are that it requires
none but the usual geodetic equipment and a simple mode of calculation
including a rigorous theory of errors. The mean square error allotted

to each refraction angle calculated, is derived from the mean square
errors of the measured parameters according to the law of propagation

of errors in correlated observations.

The efficiency of the method has been proved by means of extensive series
of measurements in a special testnetwork near Vienna (vertical quadrangle
"Hohe Wand!"). The required high standard of accuracy could be obtained
with considerable dedication of time, instruments and personal efforts. The
mean accuracy of the calculated angles of refraction was + 3cc. The mean
square errors of the deducted large differences of elevation were less than
1 cm. As the zenith distances have been observed over 24 hours, fluctua-
tions of the refraction angles during the day could be assessed and re-
markable anomalies of refraction were detected.

In particular the method may be applied to provide absolute refraction
angles as a basis of comparison with refraction angles from meteorologi-
cal models as especially in major differences of altitude the usual control
by means of levelling is impracticable. The highly accurate linking of
levelling lines in valleys with the vertical control network of mountain

peaks is a further application of the method that justifies its expenditure.
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1. PROBLEMATIK GEODATISCHER HOHENBES TIMMUNGEN

Die grundsdtzliche Schwierigkeit der Hohenbestimmung liegt darin be-
grindet, daB dabei nicht ein rein geometrisches Problem vorliegt, son-

dern ein geometrisch-physikalisches, und dies in zweierlei Hinsicht:

10 durch den Hohenbezug

2o durch die atmospharische Strahlenbrechung

1.1. HOHENBEZUG

Eine mathematisch geschlossen darstellbare, geometrisch bekannte
Bezugsfldche fur die H6henmessung ware ein bestimmtes Referenz-
ellipsoid. Die in der jeweiligen Ellipsoidnormalen gezdhlten, gerad-
linigen Abstdnde h von diesem Ellipsoid (Abbildung 1) haben als
ellipsoidische HO6hen Bedeutung zur fehlerfreien Reduktion
von gemessenen Distanzen bei Aufgaben der Landesvermessung und

Ingenieurgeodasie.

2 2
dlz B (hz"hl)

Abb. 1

sl

2R i
arcsin , o

0
]

Unsere an der Erdoberfldche angestellten Messungen beziehen sich
aber auf ein anderes System, ndmlich auf das Schwerkraftfeld der
Erde, weil wir unsere Meflinstrumente nach der Lotrichtung, d. h.
nach der Richtung der Schwerkraft orientieren. So stellen wir z. B.
die Zielachse eines Nivelliers senkrecht zur Schwerkraftrichtung

oder die Stehachse eines Theodolits in die Schwerkraftrichtung.



Das Bezugssystem unserer Messungen ist demnach das System der Lot-
linien der Erde. Dabei versteht man unter Lotlinie diejenige Linie, die
sich ergibt, wenn man, von einem beliebigen Punkt ausgehend, stets in

Richtung der Schwerkraft weiterschreitet. Dieses System der Lotlinien
ergdnzenwir nun durch das System der Niveauflachen W, die uUberall

senkrecht zu den Lotlinien stehen (Abb. 2).

dH

/ Lotlinie

—= Niveaufldachen Wi

Geoid Abb. 2

Aus der unendlichen Schar der Niveaufldchen greift nun GaufB die-
jenige heraus, die mit der mittleren Meeresoberflache anndhernd zu-
sammenfdllt. Diese spezielle Niveaufldche wird nach Listing als
Geoid bezeichnet und dient als naturliche Bezugsflache fir die Hohen-
bestimmung. Vom Geoid entlang der gekrimmten L otlinie gezdhlte Ab-

stdnde H heiBen Meereshodohen oder orthometrische Hoéhen.

Wird auf einer Niveaufldache W = const. eine Masse reibungslos verscho-
ben, so muB dazu keine Arbeit geleistet werden, da die Bewegung stets
senkrecht zur Richtung der Schwerkraft erfolgt. Bringt man eine Masse
von einer Niveaufldche auf eine andere so muB dazu eine bestimmte Ar-
beit geleistet werden bzw. wird eine bestimmte Arbeit frei, die nach

dem Energiesatz unabhdngig vom Weg sein muB3. Die Niveaufldachen sind
demnach Fldachen gleichen Arbeitswertes oder Potentials und werden des-

halb auch als Aquipotentialfldchen bezeichnet.



Wenn wir den differentiellen Richtungsvektor der Tangente an die L ot-
linie in einem Punkt P in Richtung zunehmender Meereshéhe H dff

nennen, so wird seine Lange

und seine Richtung entgegengesetzt der des Schwerkraftvektors Y@ sein,

der abwdrts weist. Weil das Skalarprodukt
4.d¢ = g.dH.cos(g,dg) = g.dH.cos180° = -g.dH

ist, und 12 der Gradient des Potentials W(x, Y, z) ist, wird die diffe-

rentielle Anderung des Potentials
dW = gradW.dg =/%.dt£

und es ergibt sich endgultig:

2
dwW = -g. dH bzw. = - SgdH
1

Diese fundamentale Beziehung stellt den Zusammenhang zwischen der
geometrischen GroRe ""Hohe!' und dem physikalischen Begriff "Potential
her und zeigt damit deutlich die am Beginn dieses Abschnitts angespro-
chene Problematik der Hohenbestimmung. Bedenkt man nédmlich, daf

die Schwerebeschleunigung g auf einer Niveaufldache nicht konstant

ist, sowird klar, dafl die Niveaufldchen keine Parallelfldchen sind:

dW = const.
=  dH # const.
g # const.

Durch die systematische Zunahme von g mit der geographischen
Breite konvergieren die Niveaufldachen zu den Polen, durch Massen-
unregelmdfigkeiten und Dichtespringe erleiden sie zusadtzliche lo-

kale Verformungen.



Das bedeutet, daf die Aquipotentialfldchen und speziell das Geoid als
Aquipotentialfldche in der Hohe 0 keine analytischen - also mathema-
tisch geschlossen darstellbaren - Fldchen sind.Das Geoid, die Bezugs-
flache fur die Meereshohen, ist demnach nicht nur unzugénglich, son-
dern auch in seiner Form zur Zeit nur sehr grob bekannt, da es sich

nur in kleinen Stiucken ndherungsweise analytisch darstellen 1aRt.

Ein weiteres Problem flir die Hohenfestlegung ergibt sich aus der be-
reits angesprochenen Nichtparallelitdt der Niveaufldchen. Am stiarksten
betroffen wird davon die im allgemeinen genaueste Methode der Hohen-
bestimmung, das Nivellement. Es |dBt sich nadmlich aus der Nichtparal-
lelitdt folgern, daB das unmittelbare Ergebnis eines geometrischen Ni-
vellements vom gewdhlten Weg abhdngig ist. Das kann man sich an

Abb. 3 sehr leicht plausibel machen (He Imert 1880).

Niveauflachen

\ Geoid

Abb. 3

Die Erhebung von C Uber der Niveaufldache wvon A wird ungleich der
Senkung von A unter der Niveaufldche von C sein: AA! # CC!

Ein Nivellement zwischen A und C gibt in der Regel weder den einen
noch den anderen Betrag. Indem das Nivellement die Bergeshohe all-
mdhlich ersteigt, wird mittels eingeschalteter Niveauflachen der Ab-
stand der Niveaufldachen von A und C weder in der einen noch in

der anderen Lotlinie gemessen. Es entsteht ein treppenférmiges Pro-

fil, mit dessen Gestalt sich auch das Resultat des Nivellements dndert.

(z. B.: Niv AC # Niv AB (durch Tunnel) + Niv BC)



Der tragische Umstand der Wegabhadngigkeit von Nivellements hat zu
einer Unzahl von Hohendefinitionen gefihrt (Vinal, Helmert, Nietham-
mer, Ramsayer, Ledersteger), von denen hier aber nur auf zwei be-

sonders wichtige eingegangen werden soll.

Grundséatzlich lassen sich vom Profil bzw. Weg unabhdngige Resultate
nur erzielen, wenn man die Nivellements unter Zuhilfenahme von Schwe-

remessungen dazu benutzt, Potentialdifferenzen abzuleiten:

g

W _ -Ww = - g. dH

C

A A

Wahlen wir nun den einen Puinkt auf dem Geoid (WO), so erhalten wir

sogenannte geopotentielle Koten C:

C

) § g.dH

-(W_. -Ww
< 0

(0]

Die geopotentiellen Koten haben die Dimension von Potentialen und
sind fur alle Punkte einer Niveaufldche gleich. Die (Nicht SlI-)MaBein-
heit ist die geopotentielle Einheit (1g.p.u. = 1000gal m). Seit 1954
werden die geopotentiellen Koten fur das europdische Nivellement-
netz verwendet. Zur Verwandlung von Potentialdifferenzen in Hohen
bzw. Hohendifferenzen hat Helmert (1880) zwei Methoden vorge-

schlagen.

Wenn man die geopotentiellen Koten C durch einen Mittelwert
der Schwerkraft (z. B. durch die Normalschwere in der Meeres-
hoéhe 0 und 450 Breite) dividiert, so ergeben sich die sogenannten

"dynamischen Hohen !y

=

=

H
YN Yag




Diese dynamischen Hoéhen sind zwar potentialtheoretisch einwandfrei,
denn sie ordnen allen Punkten einer Niveaufldache die gleiche Hohen-
kote zu, die Korrekturen an die rohen Nivellementergebnisse nehmen
aber so groBe Betrdge an (im Maximum 2,5 m auf 1000 m Héhenunter-
schied*)), daB diese H6hen zum praktischen Gebrauch ungeeignet sind.
Bedeutung erlangen sie immer dann, wenn ""Arbeit'gemessen werden

soll, also etwa bei der Planung von Druck- bzw. Verbindungsstollen

fur Wasserkraftwerke.

Der zweite von Helmert vorgeschlagene Weg ist die Ermittlung der
schon eingangs beschriebenen orthometrischen Hohen oder
Meereshdhen H, die unserer Hohenvorstellung am ehesten entspre-
chen. Auch diese H6hen lassen sich aus den geopotentiellen Koten ab-

leiten:

1
c —Sg.dH = H.= Sg.dH = H§

g = Mittelwert der Schwere entlang der Lotlinie zwischen Geoid und

Punkt.

orthom =H =

Da 5 im Erdinneren auftritt,kann es nicht gemessen, sondern nur durch
Reduktion des MeBRwertes g an der Erdoberfldache berechnet werden. Je
nachdem, ob bei der Rechnung nur die Bouguer - Reduktion oder auch
die topographische Reduktion angebracht wird, erhdlt man orthometri-
sche Hohen nach Helmert oder Niethammer. Eine weitere, wie
Ledersteger (1955) nachweisen konnte, auch im Gebirge genltigend
genaue Methode ist die von Mader (1954) vorgeschlagene Ermittilung von
g aus dem Mittel von g und der nach Poi hcare - P rey berechne-

ten Schwere g0 im zugehorigen Geoidpunkt.

Y45 A

*) Anm. : g dndert sich vom Aquator zum Pol um 5 gal; ODynKorr = S H

Yus
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Entscheidend ist aber, daB g immer mit der Unsicherheit der Dichte-

annahme im Untergrund behaftet ist, also nicht hypothesenfrei ermittelt

werden kann. Moritz (1967) gibt an, daR fur einen maximal zu erwarten-
den Dichtefehler von 0, 6 g/cm3 der Fehler auf 1000 m Hohenunterschied
25 mm ausmacht. Trotz dieses relativ geringen Betrages werden nur in
seltenen Ausnahmefallen Nivellements orthometrisch korrigiert, offenbar
wegen des groflen zusdtzlichen MeB- und Rechenaufwandes. Die Hohen der
staatlichen Nivellementfestpunkte (Gebrauchshdhen) geben daher nicht den
Abstand zum Geoid an, sondern enthalten nur eine behelfsmagige
lsphdroidische Korrektur !, bei der anstatt der tatsdchlich ge-
messenen Schwerewerte g die nach der internationalen Schwereformel
und dem theoretischen Freiluftgradienten errechneten Normalschwere-
werte y verwendet werden. Aber auch exakt ermittelte orthometrische
Hohen oder Hohenunterschiede weisen einen Mangel auf. Die orthome-
trische Theorie ordnet ndmlich Punkten auf einer zwischen

denen potentialtheoretisch kein Wasser flieBen kann, verschiedene Héhen-

koten zu!

Ebenso wie das geometrische Nivellement ist auch die trigonometrische
Hohenbestimmung von der Wirkung des irdischen Schwerefeldes betroffen,
beziehen sich doch die mit einem Theodolit gemessenen Zenitdistanzen
auf die Richtung der natirlichen Lotlinie. Diese weicht im allgemeinen

von der Richtung der Ellipsoidnormalen um einen kleinen Winkel £ ab.

§cosa + 7 sina

£ Geoid

Ellipsoid

Abb. 4



Dieser Winkel £ kann aber aus den astronomisch bestimmbaren Lotab-
weichungskomponenten ; , 17 einfach berechnet und an die gemessene
Zenitdistanz angebracht werden. Ein aus einer solchermaf3en verbesser-
ten Zenitdistanz und der gemessenen Schragentfernung ermittelter Hohen-

unterschied ist dann einellipsoidischer.

Nivellement und trigonometrische Hohenbestimmung beziehen sich also
auf verschiedene Bezugsflachen, ersteres auf das Geoid, letztere auf

das Ellipsoid.

Der Zusammenhang zwischen Meereshdhe H und ellipsoidischer Hohe h

ist Uber den jeweiligen Abstand der beiden Bezugsfldchen, die Geoid-
*

undulation N, gegeben .

Nach Pizzettis: Niveauflache
durch Standpunkt A

Abb. 5

Geoid W=WQ

N Ellipsoid

Die Ander‘ung der Geoidundulation dN entlang des Wegelementes ds
im Azimut der Visur wird mit der Lotabweichung £' am Geoid ausge-

drickt zu:s

dN = - €'ds

]
€' unterscheidet sich von der an der Erdoberfldche aus Messungen

bestimmbaren Lotabweichung €& um den Betrag der Lotkrimmung (€-&').
dN = - €ds + (£-€")ds

*) Anm. : Die Geoidundulationen sind abhingig vom gewdhlten Referenz-
ellipsoid (geod. Datum) und erreichen in bezug auf das mittlere
Erdellipsoid Betrdge von + 70 m.
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Durch Integration der Lotabweichungen entilang des Weges s:

S S S -
AN = - §eds+ [ (6-€Yds = - § €as - E,
0] 0 0

Das Korrekturglied E wegen Lotkrimmung ist mit unbedeutenden VVer-
nachldassigungen identisch mit dem orthometrischen Korrekturglied O

beim Nivellement (HeImert, 1880)

AH AH .+ O O = E
Niv
Damit |dRt sich jetzt das Theorem von Villarceau anschreiben:
Ah = AH+ AN = AHNiV-Séds (1,2)

Der ellipsoidische Hohenunterschied A h ist also gleich der Summe
aus nivelliertem Hohenunterschied AHNiv und dem unmittelbaren Er-
gebnis - SE ds des astronomischen Nivellements.

Das Integral wird ndherungsweise durch numerische (graphische)
Integration der in diskreten Punkten des Visurprofils gemessenen
Lotabweichungen £ geldst. Sein Wert entspricht der Abstandsidnde-
rung AN! der lokalen Niveaufldache W = WA gegenuber einer Paral-
lelflache zum Ellipsoid durch A.

Sind zwei Lotabweichungsbestimmungen in so geringem rdumlichen Ab-

stand voneinander erfolgt, daB das Niveauflachenprofil zwischen den

Stationen als Kreisbogen angenommen werden darf, so ergibt sich AN! als:

E.+E&.
AN = I i1 s (1, 3a)
I, el 2 i,itl ’

und in der Summe Uber alle Stationen eines Profils:

n=B £, +€£.
AN - S5 i+l
A ol 2 "I, i+ (1, 3b)

Die Abstande si " sollen im Gebirge nicht groBer als 1 km sein
(Niethammer, 1939).
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1.2 ATMOSPHARISCHE STRAHLENBRECHUNG

Zu den in 1.1 beschriebenen Schwierigkeiten der Hohenbestimmung
wegen der Wirkung des irdischen Schwerefeldes tritt noch eine zwei-
te physikalische Problematik auf, ndmlich die schwache Krimmung des
Zielstrahles in der Erdatmosphare. Jeder Lichtstrahl wird auf Grund
der verschiedenen Brechkraft der durchlaufenen L uftschichten mehr-
fach gebrochen und tduscht daher das Ziel an einer falschen Stelle vor.
Da die Schichtung der Luft in der Hauptsache vertikal verldauft, kommt
die Abweichung des Zielstrahls vom geradlinig gedachten VVerlauf, die
sogenannte Refraktion, fast ausschliellich in einer vertikalen VVer-
schiebung der Zielabbildung zum Tragen. Die Refraktion beeinfluf3t
wegen der langen Zielstrahlen im besonderen die trigonometrische
Hohenbestimmung, aber sie kann auch durch systematische Fehleran-

haufung Nivellementergebnisse deutlich verfalschen.

Abb. 6 Abb. 7

Dies ist vor allem bei Nivellements in steilem Geldnde zu erwarten,

wo der Visurstrahl zur hoheren Latte bodennah verlauft und die Bre-
chung eine andere sein wird als zur tieferen Latte. Im Extremfall kann
es zu Anomalien wie in Abb. 7 kommen und der FehlereinfluBR - durch
die hohe Anzahl von Aufstellungen bei groRen Steigungen - zu weit Uber

der MefRgenauigkeit liegenden Betrdgen anwachsen.
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Da auch andere Fehlereinflisse (fehlerhafter Lattenmeter, L attennei-
gung wegen L ibellendejustierung) bei solchen Nivellements einer syste-
matischen Anhdufung unterliegen und das Aufstellen des Gerédtes oft zeit-
raubend ist, ist das Nivellement flr Hohenbestimmungen im Gebirge un-
geeignet. Es gilt also, das VVerfahren der trigonometrischen Hohenbe-
stimmung vor allem in Hinsicht auf Minderung des Refraktionseinflusses

weiter zu verbessern, um auch in schwierigem Geldnde genaue Hohen er-

mitteln zu konnen.
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2. TRIGONOME TRISCHE HOHENBESTIMMUNG AUS RAUMSTRECKEN
UND ZENITDISTANZEN

Seit bestimmte elektromagnetische Wellen zur direkten Ausmessung des
rdumlichen Abstandes zwischen zwei Punkten nutzbar gemacht worden
sind, steht dem Geod&ten eine ungeheure Fllle neuer MeBpraktiken offen.
Grofle Entfernungen, die bis dahin nur aus den - mihsam durch Triangu-
lation und Basismessung ermittelten - Koordinaten von Triangulierungs-—
punkten abgeleitet werden konnten, sind seither direkt und rasch meflbar.
VVom ersten AGA-Geodimeter NASM1 im Jahre 1952 bis zum modernen
Wild-Distomat 20 hat sich ein stetiger Reichweiten- und Genauigkeits-
gewinn, begleitet von einer enormen VVerklrzung der Mefzeit und volliger
Automation des MefRablaufs vollzogen. Eine der unzdhligen Anwendungen
der neuen Technologie ist die Bestimmung trigonometrischer Hohenunter-
schiede aus Zenitdistanzen' und den direkt gemessenen Schrédgstrecken
gewesen und hat in der Literatur reichhaltigen Niederschlag gefunden.
Die in den letzten Jahren entwickelten Préazisionsentfernungsmefgeraéte,
wie das Plessey Tellurometer MA100, das Kern Mekometer ME3000, der
Wild Distomat D120, vor allem aber das Terrameter, lassen mit ihrer
inneren Mef3genauigkeit den Griff nach dem Millimeter in der Distanzmes-
sung immer realistischer erscheinen. Damit ergeben sich auch neue Még-
lichkeiten der Hohenbestimmung - teilweise sogar unter VVermeidung der
refraktionsbehafteten Zenitdistanzbeobachtungen - die hier im weiteren
untersucht werden sollen. Die Distanzen werden dabei aus spater noch
genauer zu erlduternden Grinden (Fehler der atmosphdrischen Entfer-
nungskorrektur wachst proportional der Distanz, Reichweite von ME3000,
MA100 < 3 km, Distanzbeschrédnkung durch Forderung nach moglichst
steilen Visuren) auf 3 km beschrankt. Alle in dieser Arbeit abgeleiteten
Formeln und Erkenntnisse haben also in Strenge nur fur diesen Ent-

fernungsbereich Gultigkeit!
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2.1, THEORETISCHE GRUNDLAGEN

25 15 1 DIE REDUKTION DER GEMESSENEN ZENITDISTANZ AUF
DEN ELLIPSOIDISCHEN ZENIT

Jede beobachtete Zenitdistanz ¢ * bezieht sich auf die Richtung der na-
turlichen Lotlinie im Standpunkt. Durch das Horizontieren des MefRge-
rdtes wird ja die Blase einer Libelle in die Tangentialebene an die
Niveauflache im Standpunkt gebracht und die natirliche Lotlinie, die
normal auf diese steht, enthdlt somit die Stehachse des Theodolits.

Zur Ableitung ellipsoidischer Hohenunterschiede ist aber eine Reduk-
tion der gemessenen Zenitdistanz auf die Ellipsoidnormale notwendig,

also vom astronomischen auf den ellipsoidischen Zenit.

£ Ziel

Niveauflache W=W

p
Abb. 8
Geoid W=Wg
Ellipsoid
c ¥
Der kleine Winkel (im aligemeinen < 1) zwischen der Ellipsoidnor-

malen und der Richtung der Tangente an die natlurliche Lotlinie im
Standpunkt wird die Lotabweichung (genauer: Oberfldchenlotab-

weichung) v+ genannt.

*) Anm. : Abhdngig von Topographie und von der Lage des benutzten
Referenzellipsoids zum Geoid; also immer relative LA, nur
wenn auf mittleres Erd ellipsoid bezogen: absolute LA
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Abb. 9

Abb. 9 zeigt die Verhdltnisse anhand der um den Standpunkt geschlage-
nen Einheitskugel. Mit dem sphdrischen sin-cos Satz und unter Be-
achtung, daB +} und der von § und § * eingeschlossene Winkel sehr

klein sind, ergibt sich fir die Korrektur der beobachteten Zenitdistanz
5%

E =8-1% =4, cos (a-a.) (2.1)

Die Formel (2, 1) zeigt die aus der Anschauung erwartete Abhdngigkeit
der Korrektur von der Differenz der Azimute des Ziels und der Lotab-
weichung. Fallen die beiden Richtungen zusammen, so geht die Lotab-
weichung mit ihrem vollen Betrag in die Korrektur ein. Das ist beson-
ders bei Visuren zu erwarten, die vom gegeniuberliegenden Hang zu

einem Gipfel zielen (Abb. 10).
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Erdoberfldache
Geoid

Ellipsoid

Abb. 10

Da im unteren Drittel des Hanges nach Helmert (1880) auch das Maxi-
mum der Lotabweichung auftritt, wird klar, daB bei Vernachldassigung
der Lotabweichungskorrektur Fehler von mehreren Zehnersekunden
durchaus moglich sind. Dies soll nur unterstreichen, dafl eine Zenit-
distanzbeobachtung zum Zwecke genauer Hohenfestlegung ohne anschlie-
Bende Bestimmung der Lotabweichung streng genommen wertlos ist.

Alle Uberlegungen, welche Hohenunterschiede sich bei diesem oder
jenem Niveaufldchenverlauf im Azimut der Visur ergeben (Helmert,
1880, Finsterwalder 1937, Hofmann 1955, Gleinsvik 1960,
Brunner 1972), scheinen in einer Zeit, da eine Lotabweichungsbe-
stimmung mit dem Zeiss-Astrolab und einer Stoppuhr rasch (<< lh) und
einfach durchgefihrt werden kann, nicht mehr zeitgemd@gf! Mit Hilfe der

erwdhnten Gerdte wird die Richtung der Tangente an die natlrliche Lot-
linie im Standpunkt (50*, A *) nach der '"Methode der gleichen Héhen!"
astronomisch festgelegt. Aus den Differenzen zu den Ellipsoidkoordi-
naten (3"' A), die die Richtung der Ellipsoidnormalen angeben, ergeben

sich die Lotabweichungskomponenten ¢ und 7 (Heiskanen/Moritz,

1967):
§ = ¢*p (2, 2a)
-2 )cos&: (2, 2b)

3
i
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§ und ?7 hangen mit der Lotabweichung Y in folgender Weise zu-

sammen:
§ = ﬂcosa# (2, 3a)
7 = Vsina,, (2, 3b)
Die letzten beiden Gleichungen (2, 3) in (2, 1) eingesetzt geben endgul-
tigs
E = §cosa +175ina (2, 4)
C= 3%y £ (2,5)

€ ist die im Azimut a der Visur wirksame Komponente der Lotab-
weichung +» . Einempositiven £ entspricht ein Niveaufldchengefél le

in Visurrichtung (siehe Abb. 8).

Zur Bestimmung des mittleren Fehlers m ¢ differenzieren wir die Glei-
chungen (2, 2) und (2, 4) und durfen dabei die geodétischen GroBen ¢,

und a im VVergleich zu den astronomischen Parametern 3:* und L ¥ als

fehlerfrei betrachten,
dé = dfcosa + d7sina dy = dl*cosso

Nach Anwendung des Fehlerfortpflanzungsgesetzes finden wirs:

(2, 4a)




= '20 -

2.1.2 DIE BERECHNUNG EL L IPSOIDISCHER HOHENUNTER-
SCHIEDE

2.1.2.1 GRUNDFORMEL FUR EINSEITIGE ZENITDISTANZ

Die Ableitung des ellipsoidischen Héhenunterschieds Ahlz zweier Punk-

te P_ und P _ folgt im wesentlichen der Vorgangsweise von Hubeny

1 2
(1975).
%)
Abb. 11
R
a
M
O rewems o o oo T e Zentriwinkel der Ellipsoidnormalen
§ = §*+£...... .ellipsoidische Zenitdistanz
Lo atmosphédrisch reduzierte Schradgdistanz
R e eeneee. ann. Krimmungsradius des Ellipsoids im Azimut a
a der Visur
U e s oo durch Kugel R =R ersetztes Ellipsoidstick
h] , hz ........... ellipsoidische Héhe% der Punkte P] , Pz
Ah1 2=h2—h1 ..... ellipsoidischer Hohenunterschied
8 e unbekannter Refraktionswinkel
= Winkel zwischen Tangente an Lichtkurve in PI
und geradliniger VVerbindung PIPZ
s2 .............. horizontale Seite in Hohe von Pz

*) Anm. : Abbildungsebene parallel zu den beiden windschiefen Ellip-
soidnormalen
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Der Unterschied der Ldnge des gekriummten Lichtstrahls d aus der

Entfernungsmessung und der geradlinigen VVerbindung PIPZ ist voll-
stdndig zu vernachldssigen. Eine Abschatzung fur einen kreisbahnfér-
migen Verlauf der Lichtkurve zeigt, daB die Differenz der beiden Lan-

gen erst bei d = 36 km 1 Millimeter erreicht.

3

. - d <
d—F’lF’2 = i 2 1 mm >d
241 1176R

A

36 km

r fur Lichtwellen ~ 7R

Die analoge Abschédtzung fur S5 = s'2 = Imm ergibt d =10 km.

In der Abb. 11 gilt nun:

s
d. si + =gl = + . Si = + . Si
sm(§ 5) s) (Ra hz) sin 6 (Ra hz) sin (R )
a 2
2
Mit sin6 = 0 = —— (6 sehr kleiner Winkel) ergibt sich:
(Ra+h2)

Nach Taylor entwickelt:

d.sin§ +d.cos{.$ =s, (2, 6)

Fur den ellipsoidischen Hohenunterschied finden wir aus dem Dreieck

(2,7)

Der Cosinus des kleinen Winkels 6 wird in seine Reihe entwickelt und
alle Glieder ab der 4, Ordnung fortgelassen; fur s2 wird das Haupt-

glied der Formel (2,6) gesetzt:

2 2 . 2
s, d’sin” ¥

(Ra+h2) (2, 8)

2
2. R h
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Nach Taylor: cos({+§) = cosl -sin{.$ (2,9)

(2,8) und (2,9) in (2,7) eingesetzt fiihren zur Formel:
2 2
d sin §

§ —
2. (R +h
. (a 2)

und mit R +h_ = R ergibt sich schlieflich:
a 2 a

d< sin2§'

2R
a

Ah = d.cos¥ —d.sin{.ﬁ + (2,10)

Dies ist die Formel fur den ellipsoidischen Héhenunterschied bei gemes-
sener Schrédgdistanz und einse tig beobachteter Zenitdistanz, wenn der
Refraktionswinkel § bekannt st. Die Formel enthdlt die angegebenen
Vernachldssigungen, ist aber vor allem fur den untersuchten Distanz-

bereich - hinreichend genau.

Bei Annahme eines kr‘elsbogenf!or‘mlgen Visurstrahlverlaufs (51= £2=ZT
L
und unter Einflhrung des Ausdrucks

Refraktionskoeffizient k = (2,11)

r 2

dls MaRB fur das Verhdltnis des Erdradius Ra zum Lichtbahnradius PI_

wird aus Formel (2, 10):

dzsin2§
Ah = d.cos? e (2,12)

2R
a

Filr diesen, im weiteren als Kreisbahnforme | bezeichneten,
Ausdruck hat Brandstdtter (1981) eine ebenso einfache wie elegante
Ableitung gefunden, die die geometrischen Zusammenhdnge der drei Sum-

manden sehr anschaulich zeigt. Er bedient sich dabei einer geschickten
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Vereinfachung, indem er den Hohenunterschied Ah nicht in der Ellip-
soidnormalen des Zielpunktes Pz, sondern in jener durch den Stand-

punkt Pl z&dhlt. Da der Winkel 6 , den die beiden Normalen miteinander
einschlieBen, ein sehr kleiner ist (s[km] = 6 [C] , also 6 s 3 1s.S.15)), ist
die Differenz Ah.cos 6 - Ah fur den untersuchten Distanzbereich stets

vernachldssigbar;

Ah.cos 6 - Ah = 0,1 mm  fir Ah =1000m und s £ 3000m

Wir fUhren ein lokales Koordinatensystem ein:

Zentrum,...... PI
h-Achse...... Ellipsoidnormale durch F’l , positiv nach oben
s-Achse...... normal auf h, positiv in Visurrichtung

Der RefraktionseinfluB und die Wirkung der Erdkrimmung lassen sich

nun als Kreisbogenabrickung von der Tangente darstellen:

R +h =R
a 1 a
s =d.sing PEE
Abb. 12 _
SZ
Aus der Figur ist direkt abzulesen: Ah =d.cosy —— +
2r 2R
L a
also wie vorhin:
2
dzsin§ d sfnz{
Ah=d.cos§-2R k+"?R—'—‘ (2,12)

a a
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2.1.2.2 DER KRUMMUNGSRADIUS Ra

Die Kriummung R des Ellipsoidesim Azimut o der Visur wird durch
a
den Satz von Euler angegeben:

2 Sl'nza
cos a
= +
R M N okl
a
Darin bedeutet M = % den Meridiankrimmungsradius
Vv
und N = 5 den Querkrimmungsradius im Standpunkt.
a2
c = _b ..... Polkriummungsradius
2
a -b
b2

Je nach dem Azimut o liegt Ra zwischen den Extremwerten M und N,

In unseren Breiten betrdgt der Unterschied zwischen M und N rund 20 km.

¢ MCkm] N L[km] R =
46°  6367,8 6388, 4 6378, 1
47°  6368,9 6388, 8 6378, 8
48°  6370,0 6389, 2 6379, 6
Der nach der Formel R = = Cz berechnete Radius der

Gaufl'schen Schmiegungskugel fur ei\r< bestimmtes Vermessungsgebiet
kann also bis zu 10 km vom tatsadchlichen Ellipsoidkrimmungshalb-
messer Ra abweichen. Eine Fehlerabschdtzung fur das letzte Glied
der Formel (2,12) zeigt, daB der begangene Fehler bei dR = 10 km

und s = 3 km bereits 1 mm erreicht.



& 5 4

[N

S

dAh(Ra) = - . dR

[

2R
a

Es ist daher nétig, bei unseren Betrachtungen Ra zu verwenden, wenn

die volle Genauigkeit erhalten werden soll.

2.1.2.3 FEHLERBETRACHTUNGEN zu 2.1, 2.1

Zur Erfassung der Auswirkung von Ungenauigkeiten der verschiedenen
MeR- und Rechengrofen auf die Genauigkeit des Hohenunterschiedes
wird die Formel (2, 12) partiell differenziert und danach auf mittlere
Fehler Ubergegangen. Glieder hoherer Ordnung, die keinen Einflufl

haben, werden unterdrickt.

EinfluB der Ungenauigkeit der gemessenen Schragdistanz:

mAh (d) =+ cosg. m,

Der EinfluB wdchst also mit der Steilheit der Visur (Diagr. 1)

S N ST L m=%10 mm

Diagr. 1

100 90 80 70 60 ¢
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EinfluB der der beobachteten Zenitdistanz
mcc
) g
+d.sin{.
- 0 cc

Der Fehler des Hohenunterschiedes wachst demnach mit der Schrag-
distanz zum Zielpunkt und nimmt mit zunehmender Steilheit der Visur
ab - er ist also proportional der horizontalen Entfernung und es gilt

die Faustformel (§ = 809) :

- +1,5 mm/km. m?c analog wirkt sich der

EinfluB der Unsicherheit des Refraktionswinkels

cc
m
cc
aus: = +d.sinl. - + 1,5 mm/km.m
s occ 5
EinfluB eines fehlerhaften Krimmungsradius Ra
dzsin2§'
m (R)=+—"—"7"T 0
Ah 2
a 2R
a
Da Ra streng berechenbar ist, darf mRa = 0 gesetzt werden und der

Einflul verschwindet.

Die einzelnen Fehlereinflisse nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz
zusammengefaft filhren zur Fehlerformel fur den ellipsoidischen Hohen-

unterschied nach 2.1.2.1.

2 2 2,2
L + cos ;.md+d sin” (. (2,13)
Diese Fehlerformel setzt voraus, daB die Zenitdistanz und die Schrag-
strecke auf die Bodenpunkte bezogen sind. Zu kldaren ist demnach noch

die Wirkung von Fehlern in den diversen Ziel- und Instrumentenhochen

oder sonstigen Exzentrizitaten.
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2.1.2.4 DIE ZENTRIERUNG DER MESSDATEN AUF DIE
BODENPUNKTE

Die Bezugspunkte der Zenitdistanzmessung und der Streckenmessung
werden im allgemeinen nicht identisch sein. Es hat daher eine Hohen-

zentrierung der MefBRwerte auf die Bodenpunkte zu erfolgen. Die Zentrier-

elemente sind dabei:

. Instrumentenhdhe des Theodolits
. Zielhohe der Zieltafel

T
7400 ¢
G. ... Instrumentenhohe des Entfernungsmefgerdtes
R

. Zielhohe des Reflektors

Fur die Zentrierung wirksam sind die folgenden zwei Differenzen die-

ser Elemente:

e = G-R+2-T f = R-G

Abb. 13 zeigt die Verhdltnisse fur Theodolit und Entfernungsmefgeréat

auf dem gleichen Punkt:

Abb. 13

Gemessen sind 5” und d!
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Fir Theodolit am Standpunkt und Entfernungsmeflgerdt am Zielpunkt
behalten alle Formeln ihre Giltigkeit, wenn man das \VVorzeichen von
G und R &andert.

Aus Abb. 13. entnehmen wir die folgenden Beziehungen, in denen der

EinfluB des kleinen Refraktionswinkels & unbeachtet bleiben darf:

Ag",A{’ kleine Winkel: sin - arc

d'sing'
g
R =i
a
S' = gn "'AS" A;u = -(%.sin(g'" -5),99 (2, 14a)
(2, 14b)
(2, 14¢)

Die Konvergenz 6 der Ellispoidnormalen braucht nur bei héchsten
Genauigkeitsanspruchen (Kap. 4.) beachtet zu werden. Eine einfache
Abschédtzung zeigt, daB die Vernachldssigung von 6 bei Distanzen

Z3km und e bzw. f = 2 m (realistisch!) durchaus gerechtfertigt ist.
dayn = dAl < 0,1°°
dd < 1 mm

Wir diurfen also ohne Genauigkeitsverlust schreiben:

Ay =2 singn. ¢ (2, 15a)

g (2, 15b)

A{' .sin{'.q

1

2
d'2 + f -2d'fcos g' (2, 15¢)

a
n
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Daf die Zenitdistanzreduktion auf die Bodenpunkte in zwei Stufen aus-
gefuhrt wird, hat den einfachen Grund, die zur Distanz d! zugehori:ge
Zenitdistanz §' Zu gewinnen.

Die direkte Reduktion auf die Bodenpunkte lautet

Mit Hilfe von Taylorentwicklung und kleinen Vereinfachungen liefe sich

auch zeigen:
= =AT7 (2,16)

Zur Ableitung der Genauigkeit der auf die Bodenpunkte zentrierten Ze-

nitdistanz setzen wir in (2, 16) mit gentigender Schérfe: d = d!'.

2-T

§g=2qn+ - singn

Nach Bildung der einzelnen Differentiale und VVernachlassigung kleiner

GroBen erhalten wir durch Anwendung des Fehlerfortpflanzungsgesetzes:

Das mittlere Glied kann wegen der Kleinheit von m (<10 mm) keinen

EinfluB ausiben. Somit lautet die endglltige Fehlerformel fir die auf

die Bodenpunkte zentrierte Zenitdistanz:

5 sinzg"‘

m-(:,” + d,z (2,17)

= +

Diese wichtige Formel lehrt, daf die Bestimmung von Instrumenten- und
Zielhohe mit groBer Sorgfalt zu geschehen hat, will man - vor allem bei kur-

zen Distanzen - die MeBgenauigkeit m_ . nicht empfindlich verschlechtern.

5”
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Diagramm 2 zeigt den Verlauf des 2. Gliedes der Formel (2,17) in Ab-
hangigkeit der Distanz d' und der mittleren Fehler mT und mZ. Die

Zenitdistanz ist dabei mit ;‘“ = 80g angenommen worden.

Es zeigt sich, daf, wenn man eine Reduktionsgenauigkeit von + lccan—
strebt, die Instrumentenhdhenbestimmung bei Distanzen < 1 km auf
besser als + 1 mm Genauigkeit ausgefuhrt werden mu3. Wie das zu
geschehen hat, wird in Kap. 4. 4, 3. 1/2 Aabgehandelt.

Die aus Rollmeter- oder Lotstabablesungen zu erwartende Genauigkeit
von + 5 mm ist jedenfalls, wie das Diagr, 2 zeigt, fur eine saubere Re-

duktion véllig unzureichend. Ein in Formel (2, 13) verwendetes m.{ muf3

nach (2, 17) berechnet werden.

500 - - 1000 2000 3000 d'Cml

Diagr. 2
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Im folgenden soll die Genauigkeit einer auf die Bodenpunkte reduzierten
Distanz in Abhdngigkeit von Instrumenten- und Reflektorhdhe abgeleitet

werden:

Die Formel (2, 15c) fur die reduzierte Distanz lautet nach Einsetzen

von (2, 15a):

Nach Taylor entwickelt und auf das Glied 1. Ordnung beschréankt ist:
cos (" + sin{") = cos{" - sinzg"
Damit ergibt sich
? (2, 18)

Die Differentiale lauten:

fcos{n
dd(d!) = ildd' ~ — !
d d
d;n d;"
d! ef
dd(n) = —f " /N =—gp — N ——
€ =3 o o
f d! e 2
= - - — 1] -_— i n
dd(f) 3 df 3 cosI"df + " singndf
dd(e)
7
Mit = 1 und unter VVernachldssigung aller Glieder mit % bzw. E

wegen ihrer Kleinheit folgt nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz:

mz "

2 2 2 2 2
= + + f7si " "
m sin ; + cos ; mf

d! 92
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Das 2. Glied unter der Wurzel erreicht erst bei My ¥ 3° 1 mm und

.. . 2
darf daher fortgelassen werden. Fur m? wird m + m gesetzt,

2
R

- (2,19)

Diese Formel fur die Genauigkeit einer auf die Bodenpunkte reduzierten
Distanz zeigt gemeinsam mit dem nachfolgenden Diagramm 3, daf die ge-
wohnte Erfassung von Instrumenten- und Reflektorhéhe auf + 1 cm Ge-
nauigkeit schon bei wenig geneigten Visuren Fehler im mm-Bereich
bewirkt. G und R mussen daher - vor allem bei steilen Visuren - mit

mm-Genauigkeit erfalBt werden!

————— 42-_ B

m .. =t 1 he eres ot o .,v.,‘i‘
G=‘ I'!"Ir,:z mnm ) .

100 90 80 70 60 . v

Diagr. 3
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Jetzt bleibt noch die Wirkung einer horizontalen Exzentrizitdt, wie sie
z. B. bei von innen beleuchteten Zieltafeln (siehe 4. 4.3.2) oder bei der

Anzielung bestimmter Reflektoren auftritt,zu untersuchen.

Horizontale Exzentrizitdt der Zieltafel:

AZ E. coty™ (2, 20a)

Z'+AZ (2, 20Db)

N
]

I
Abb. 14 ‘

Der EinfluB wachst mit der Cotangente der Zenitdistanz und kann als Zu-
schlag AZ zur Zieltafelhohe Z verstanden werden. Da E eine Instru-
mentenkonstante ist, istAZ fur jede Zenitdistanz 3’“ fehlerfrei berechen-
bar. Das VVorzeichen ergibt sich durch die Cotangensfunktion immer rich-
tig.

Horizontale Exzentrizitdt der Zielmarken auf Reflektoren:

Abb. 15

Wird bei der Zenitdistanzmessung ein Reflektor angezielt, dessen Ziel-
marke eine horizontale Exzentrizitdt E aufweist, so kann ein Hohenfeh-
ler in Abhdngigkeit der Ausrichtungsungenauigkeit B und der Zenitdis-

tanz T " auftreten.

Abb. 16

sinB
= 2,21
- Az Esingu (2, 21)
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Nehmen wir als Beispiel die gebrduchlichen Reflektoren der Firma
Kern mit E = 40 mm, und setzen wir [!' =80 g, so erreicht AZ
bereits bei einem Ausrichtungsfehler von 8 =1,5g 1 mm! Ein Feh-
ler von B =10 g, wie er bei der Anzielung mit Kimme und Korn durch-
aus vorkommen kann, bewirkt bei fehlerfrei gemessener Zenitdistanz
g" ein AZ von 6,6 mm!

Dieser FehlereinfluB, der sich besonders bei der Aneinanderreihung
trigonometrischer Hohenunterschiede in der Art eines trigonometrischen
Nivellements systematisch zu einem beachtlichen Gesamtfehler anhdaufen
kann, ist bis jetzt in der Literatur noch nicht bedacht worden und. min-
dert die oft sehr optimistisch angegebene Genauigkeit des trigonometri-
schen Nivellements.

Da der Fehler nur durch Anbringung einer besseren Zieleinrichtung
(Winkelskala, Diopter) auszuschalten ist, wird bei den vorliegenden
Untersuchungen immer eine Zieltafel in der Art von Seite 33 vorausge-

setzt.

2.1.2.5 FEHLERFORMEL FUR DEN ELLIPSOIDISCHEN
HOHENUNTERSCHIED NACH 2.1. 2.1

Unter Beachtung der Ergebnisse des vorangegangenen Abschnitts a3t

sich (2, 13) jetzt schreiben:

Das Glied mit mRa taucht nicht auf, weil Ra fehlerfrei berechenbar ist
(mRa = 0). Der letzte noch zu beachtende FehlereinfluB3 ist die Ungenau-
igkeit in der Komponente & der Lotabweichung. m wirkt wie mg und

mg und somit erhalten wir endglltig nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz:

(2, 22)
"ah ’
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2.1.2.6 ABSCHATZUNG FUR m

Fdr d' = 3000 mund ¢" = 809, was einem ellipsoidischen Hohenunter-
schied von Ah ~ 1000 m entspricht, wird nun mAh nach Formel (2, 22)
berechnet. Dabei werden fur die einzelnen MeRfehler mi die folgenden

Erfahrungswerte eingesetzt:

m =4+ 5mm (PrézisionsdistanzmeBgerat)

da!
cc
m, =+2 (Sekundentheodolit, mehrere Séatze)
s cc R .
My, ™= + 1 (Astrolab, zwei Sédtze zu je acht Sternen)
m_ =m_=m_=m_=+ 1mm (Nivellier)

Bezeichnet man jetzt die einzelnen Fehlereinflisse in (2, 22) mit Mi’ so

steht:

mAh (ohne RefraktionseinfluB) = +

Md' = +1,6mm

Mgu = +9,0mm

ME = ia,Smm mAh = 110,3mm

MG, R - + 0,1 mm

MT,Z = +1,3mm
Der GesamteinfluB aller Me3fehler bleibt also fur 1000 m Héhenunter-

m
-5

schied bei. 1 cm! Das entspricht einem relativen Fehler =1.10 .,

DaR die Ergebnisse in der Praxis fast durchwegs um eine halbe bis ganze
Zehnerpotenz schlechter ausfallen,. deutet mit Nachdruck auf die Unsicher-
heit der Refraktionswinkel hin. Das von Gauf3 angegebene Genauigkeitsmaf
von 25 % des Refraktionskoeffizienten kG = 0,13 ist nur fir sehr ausge-
dehnte MefRreihen glaubhaft; Einzelbeobachtungen unterliegen einer wesent-
lich hdheren Unsicherheit. Verbesserungen der Ergebnisse von trigonome-

trischen Hohenbestimmungen kénnen also nur durch die sichere Bestimmung

von & erreicht werden)
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3. REFRAKTION

3.1 DAS PHYSIKALISCHE PHANOMEN
(Gerthsen, 1971;, Perntner-Exner 1922; Past 1965;
Levallois, 1969; Bahnert, 1970)

Im homogenen Medium breitet sich jede Lichtwelle geradlinig aus. Die
Fortpflanzungsgeschwindigkeit c¢ der Phase ist abhdngig vom Medium,

und der optische Weg ist durch das Fermat'!sche Prinzip
B
( nds = min (3,1)
A

festgelegt. Der Parameter n wird Brechungsindex genannt und

gibt das VVerhédltnis der Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes im

Vakuum zu jener im Medium an.

c
-2
c
Beim Ubertritt in ein Medium anderer Lichtgeschwindigkeit (also mit
anderem Brechungsindex) dndert ein Lichtstrahl mit der Fortpflanzungs-
geschwindigkeit im allgemeinen auch seine Richtung. Diese als Bre-
chung oder Refraktion bezeichnete Erscheinung wird fur optisch-
* %%
isotrope ) Stoffe durch das Brechungsgesetz von Snellius ) be-

schrieben, das eine direkte Konsequenz des schon vorher angesproche-

nen Fermat'!'schen Prinzips ist.

*)  Anm.: Das Licht hat im brechenden Medium nach allen Richtungen
die gleiche Ausbreitungsgeschwindigkeit; Gegensatz: Stoffe
mit Doppelbrechungs-, Polarisationseigenschaften.

**¥) Anm.: Von Snellius selbst nie verdffentlicht, sondern nur ex-
perimentell festgestellt, daher besonders in der franzosi-
schen Literatur hdufig Descartes zugeschrieben.
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Abb. 17

oder

Einfallender Strahl, Einfallslot und gebrochener Strahl liegen dabei in
einer Ebene. In einem Medium mit rdumlich verdnderlichem Brechungs-
index tritt durch fortgesetzte Brechung eine Krimmung des Lichtstrahles
auf. Ein solches Medium ist die Erdatmosphdre und man kann die Trenn-
flachen von Schichten mit differentiell verschiedenen Brechungsindices

in erster Ndherung als konzentrische Kugelflachen auffassen, die die Er-

de umschliefBen.

sini o
sinfB r'1i+1
sin{. T
sinB (o

Abb. 18
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Aus Abb. 18 und mit den angeschriebenen Proportionen erhalten wir

das Sphadrische Brechungsgesetz von Snellius:

n..r.. 5 = ni+1'r‘i+l'smzi+l = ,..=const. (3, 4)

Diese auch als "Strahlgleichung" bekannte Beziehung besagt,
daf fur jeden Punkt der Lichtkurve im angenommenen kugelsymmetri-
schen Feld das Produkt aus Brechungsindex n, Mittelpunktsabstand r
der zugehorigen Schicht und dem Sinus der Zenitdistanz { des Strahls

konstant ist!

Wenn man nun ein differentielles Stuck der Lichtbahn durch einen Kreis-
bogen annédhert, so ist die zugehérige Krimmung im Polarkoordinaten-

system (r, 6 ) gegeben durch:

32

2 2
1
('“2 tr 2) (3, 5)
r+2r!t -p.rtt
d
rt =46 r.cotg (3,6)
dzr‘ dr il
r‘"=—2 _d6c°t»{_ 5 36 (3,7)
dé6 sin g‘

Abb. 19



- 390 -

Partielle Differentiation der Strahlgleichung (3, 4):

dr

d6 (3,6) eingesetzt gibt:

r dn
d6 = -1 - n dr (3, 8)

Mit den Ausdricken (3,6), (3,7), (3,8) und dr = dh ergibt sich nach
einfachen trigonometrischen Umformungen aus (3, 5) die Krimmung der

Lichtkurve im betrachteten differentiellen Bereich-zu:

*)
1 dn |
= _ndh smz (319)

Da n =1, kénnen aus der Formel (3, 9) folgende wichtige Erkenntnisse

gewonnen werden:

Die vertikale Kriummung des Zielstrahls wird einerseits
physikalisch bestimmt durch die Anderung des Brechungsindex
der Luft mit der Hohe :—: und andererseits

geometrisch festgelegt durch die Neigung g’ der Visur zu den

Flachen mit gleichem Brechungsindex.

*) Anm.: In einer verallgemeinerten Ableitung, etwa nach Moritz
(1962), tritt anstelle des Faktors 3—2 der Gradient von n auf.

Da aber gewohnlich die Horizontalkomponente der Refraktion
gegeniuber der Grofdenordnung der VVertikalrefraktion vollstdn-

dig zu vernachlédssigen ist, darf man sich auf eine rein verti-

kale Luftschichtung und damit auf die Vertikalkomponente %%

beschranken.
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Der Brechungsindex n jedes Gases, also auch des Gasgemenges L uft,
ist nach dem Gesetz von Gladstone - Dale von der Dichte abhdn-
gig:

mi=l = const. =c (c...Refraktionskonstante) (3,10)

1
Da die Luftdichte, mit Ausnahme der bodennahen Luftschichten, im all-
gemeinen mit der Hohe abnimmt, wird % im Normalfall negativ sein
und der Zielstrahl seine hohle Seite der Erdoberflache zuwenden.
Unabhdngig vom numerischen Wert von % wird die Kridmmung bei Vi-
sur in den Zenit (wegen sin & = 0) zu Null - der Strahl durchdringt die
Schichten mit unterschiedlichem Brechungsindex ungebrochen.

d
Maximalen Einflul Ubt 'a-a- im Horizont (sin g’ = 1) aus.

Die Luftdichte @ steht nach der allgemeinen Zustandsgleichung fur
ideale Gase (Boyle-Mariotte - Gay-Lusac'sches Gesetz)
mit den Parametern p (Druck) und T (absolute Temperatur) in direktem

Zusammenhang:

o = 2 (3,11)

R steht fur die universelle Gaskonstante der Luft bei po =1013, 226 mb

-1 -
und To = 273, 2° K (R =286,8 [ngrd s 2] )

dn
dh und in der Folge dh und R sind demnach Funktionen von Druck,

Temperatur und den Anderungen dieser Parameter mit der Hohe.

(3,12)

Die empfindlichste Abhdngigkeit besteht dabei vom vertikalen Tempera-

t dient o
urgradienten
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3.2 DIE ERFASSUNG DER REFRAKTION
3.2.1 MITTLERE REFRAKTIONSKOEFFIZIENTEN

Die einfachste und am haufigsten gebrauchte Annahme Uber die Ziel-
strahlkrUmmung ist die Hypothese von Biot-Bouguer  (Tardi,
1951). Dabei wird willklrlich ein Kreisbogen, also konstante Krim-
mung fur die Lichtkurve vorausgesetzt. Der, das MaB der Kruimmung
festlegende, mittlere Refraktionskoeffizient k, (s.2.1.2.1),

ist dann durch die zusadtzliche Messung der Gegenzenitdistanz 3’21 be-

stimmt.

le, 3'21 «ot E“lF)S(?IdISChe
Zenitdistanzen

d

S12=83 =d= 20 (3,19)
L

R
k=_a (2,11)

6 = .9 (3, 14)

oder ZZI (unkritisch)
Abb. 20

Mit dem AuBenwinkelsatz der ebenen Trigonometrie finden wir aus Abb. 20

die Beziehung:

2oo-{lz-glz+zoo-{21-52]=zoo-6 (3,15)

200 - 0\ =8, + 0 =848, =28



= b=

(3, 16)

Sk ist der dem Kreisbogenverlauf des Zielstrahls entsprechende Re-
fraktionswinkel.
Die Formeln (3,13), (2,11) und (3, 14) in die Beziehung (3, 15) einge-

setzt fUhren zu:

R +{,_ . -200)
k=siny - da. fi2 92' (3,17)

Dies ist die strenge Formel fur den mittleren Refraktionskoeffizienten,
wie sie fur stark geneigte Visuren angewendet werden muf.
Fur flache Visuren (sin ; = 1) geht (3, 17) in die bekannte Ndherungs-

formel Uber:

(Y, + .. -200)
Kow 1, M2 62' (3, 17a)

Mit (3, 17a) sind in der Vergangenheit eine Vielzahl von k-Bestimmungen

#
durchgefuhrt worden, ) Als Ergebnis einer Ausgleichung von 28 k-Wertten
aus gegenseitigen Zenitdistanzen, die im Mittelgebirge in Hannover be-

obachtet wurden, fand Gau B 1823 den Mittelwert:
kg =+0,1302 + 25%, (3,18)

der im deutschsprachigen Raum zur H6henbestimmung nach Formel (2,12)
verwendet wird. Andere Ldnder verwenden, aus dhnlichen Beobachtungs-
serien abgeleitete k-Werte, die im Mittel zwischen 0,10 = kK 50,16 lie-

gen (Levallois,1969; Bomford, 1980).

*) Anm. : Natiurlich ist 6 damals Uber die horizontale Seite s (aus
Koordinaten)- berechnet worden.
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Wir wollen nun den Zahlenwert des GauB'schen Refraktionskoeffizienten

kG benutzen, um eine Faustformel fur die GroBe des Refraktionswinkels

§ bei kreisbogenférmigern Visurverlauf zu finden:

CccC
gcc _ d eer _s gl Q . z _
ZPL.? ZRa.y R ) 0,1 k=kg =013
§°° =6,5°°/d [km3 (3, 18a)

(3,18a) gibt den Betrag des mittleren Refraktionswinkels nach Gauf

prokm Zielweite an.

In der Praxis treten jedoch sehr groBe Abweichungen von diesem Nor-
malbetrag auf; aus der Erfahrung von unzahligen Beobachtungen weif3
man, daB ein konstanter Refraktionskoeffizient k nicht sondern
daB k zwischen betrdchtlichen Extremwerten schwankt. Schrankt man
die Variationsbreite von k auf das Intervall -1 Sk £ +1 ein, so liegt
nur noch eine verschwindende Anzahl von tatsdchlich aufgetretenen

k-Werten auBerhalb (Bahnert, 1970).

Die Grinde furdie Abweichungen von kG =0, 13 sind meteorologischer
Natur und werden im ndchsten Abschnitt eingehend behandelt. Dort wird
auch angegeben, unter welchen Umstdnden kG = 0, 13 tatsdchlich zutref-

fen kann.

Zum praktischen Wert des Gauf3'schen Refraktionskoeffizienten kann nur
gesagt werden, daf bei der uUberwiegenden Mehrzahl trigonometrischer
Hohenbestimmungen eine andere Moéglichkeit als die Verwendung von kG
aus wirtschaftlichen Grinden vollkommen ausgeschlossen ist. Unter VVor-
wegnahme erst spdter folgender Erkenntnisse |4Bt sich aber feststellen,
daB, bei Vermeidung von bodennahen Visuren und Beobachtung um die
Stunden des friuhen Nachmittags, relativ geringe (iO, 5) Abweichungen

von kG zZu erwarten sind.
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3.2.2 DIE ABHANGIGKEIT DER REFRAKTION VOM MOMENTANEN
ZUSTAND DER ATMOSPHARE

In Abschnit 3. 1. haben wir den Zusammenhang der Lichtstrahlkrimmung

in einem beliebigen Punkt der Kurve mit dem dort herrschenden Verti-

kalgradienten des Brechungsindex hergestellt (3, 9) und im weiteren

dessen Abhdngigkeit von den Druck- und Temperaturverhdltnissen an-
-3

gedeutet. Diese Abhadngigkeit soll nun scharf formuliert werden.

Dazu differenzieren wir das Gesetz von Gladstone-Dale (3,10):

dn

o (3,19)
und die allgemeine Zustandsgleichung flr ideale Gase (3,11):
dg ) dp _p__ dT -
dh R. T  dh R‘Tz'dh ’
Gemeinsam mit der statischen Grundgleichung:
dp = -g. 9. dh (3, 21)

(g9....Schwerebeschleunigung)

und (3, 11) findet man aus (3, 19) und (3, 20):
Die Abhdngigkeit des VVertikalgradienten des Brechungsindex von den

d
meteorologischen Parametern p, T und dh :

dn c

p
., —_— (3, 22)
dh R 2
T

*) Anm.: Zum gleichen Ergebnis kommt man auch durch Differentiation
der Formel von Barrel + Sears bei Unterdrickung von e.
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Mit der eben gefundenen Formel (3, 22) und dem Krimmungsgesetz (3, 9)

|aRt sich jetzt der, fur ein differentielles StUcdeer‘ Lichtkurve giultige,

lokale Refraktionskoeffizient 2 = -2 anschreiben:
r
L
R
X = & S,E—-,(g+ﬂ) S (3, 23a)
N R TZ R dh

Nach Einsetzen mittlerer numerischer Werte fir n, ¢, R, ¢, Ra

folgt die Fundamentalformel:

x=6,71 (3,42+7).siny (3, 23b)
T

o fr=dT

p inmmHg (Torr), T in K, dh in OC/IOO m

d
Past (1965) gibt fur den EinfluB der Parameter p, T und gg" auf

die Proportion an:

de(p) dx(T) dx(g:) =+ 2 23

Wie schon zu Ende des Abschnitts 3.1 vorweggenommen, hat demnach

dT . " .
der vertikale Temperaturgradient -d_h— den weitaus starksten Einfluf®

auf die Bahnkrimmunag.
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3.2.2.1 ATMOSPHARISCHE SCHICHTUNG
(Bahnert, 1970; Past, 1965; Keppke 1968; Tegeler
1971; Lepuschitz, 1981)

Nach den umfassenden Untersuchungen von Brocks (1939) und
Levallois (1969), die eine Vielfalt meteorologischer Beobachtun-
gen, besonders aber Sondenaufstiege, ausgewertet haben, scheint
folgender Aufbau der unteren Atmosphidre (= Troposphdre, h £ 10 km)
gesichert:

Es lassen sich drei Luftschichten, tageszeit- und wetterabhdangiger

Machtigkeit und Temperaturcharakteristik, unterscheiden:

1°  Bodennahe Schicht 0 <h = 20 Cm]
2°  Zwischenschicht 20 = h = 200 [m] (nachts 500 m)

- - U icht
3° Polytrope Schicht 1500 = h = 10.000 EmJ< Refoarngsgeihieh

Dabei kénnen die angegebenen Schichtgrenzen (20, 200, 1500 m) je nach
Jahreszeit und Wetterlage um etwa die Hadlfte ihres Wertes variieren.

o
ad 1 : Die bodennahe Luftschicht ist tagsiber durch eine starke Tem-

peraturabnahme und Dichtezunahme mit der Hohe gekennzeich-
net. Die Temperaturabnahme kann im untersten Bereich

0 <h <« 2m bei starker Sonneneinstrahlung den Grenzwert
daT
dh
% = 0) und sogar unterschreiten (Zielstrahl von Erde wegge-

= -3, 420/100m erreichen (geradliniger Zielstrahlverlauf,

krimmt, & < 0). Das groBe Temperaturgefdlle entsteht durch
die Aufheizung des Bodens bei Sonneneinstrahlung. Die Aus-
bildung der Schicht beginnt etwa 1,5 Stunden nach Sonnenauf-
gang; die maximale Ausdehnung (20 - 30 m) wird um die Mittags-
zeit erreicht. Der Zustand der Schicht wird als '"labil" be-
zeichnet, weil das hohe Temperaturgefdlle zu einer turbulenten
Bewegung der Luftteile, der sogenannten Konvektion fihrt. \Von

der Mittagszeit an erfolgt ein langsamer Abbau, der sich gegen
Sonnenuntergang bis zur volligen Aufldsung der Schicht beschleu-

nigt.



- 47 -

Das Temperaturgefdlle der bodennahen Luftschicht kann nach
Brocks . (1949) sehr gut durch eine logarithmische Funktion
des Bodenabstandes h angendhert werden.

Nachts bildet sich hdufig eine Inversionsschicht (Temeraturzu-
nahme mit der Héhe, Zielstrahl stark zur Erde gekrimmt) aus,
deren Machtigkeit 20 m erreichen kann. Der Grund dafur ist,
dafB sich der Boden nach Sonnenuntergang rascher abkuhlt als
die freie Atmosphdre. Die untersten Luftschichten Uber dem
Grund werden von dieser Abkuhlung erfalt und es kommt zu
einer Temperaturzunahme mit der Hohe, die sich wieder loga-
rithmisch darstellen |1aB8t. Der Zustand wird als !lstabil! be-
zeichnet, weil die Turbulenzen sehr gering bleiben (aufsteigen-
de Luft gelangt in warmere,absinkende in kdltere UiImgebung
und wird so in beiden F&llen gezwungen, in die Ausgangslage
zurickzukehren). Die Schichtausbildung beginnt schon vor Son-
nenuntergang, das Ausdehnungsmaximum wird gegen Mitternacht
erreicht. Gegen Sonnenaufgang wird die Inversion rasch abge-

baut.

ad 2 : Die Uber der bodennahen Luftschicht gelagerte Zwischenschicht
ist vom Zyklus der Sonneneinstrahlung und der Ausstrahlung des
Erdbodens wesentlich weniger betroffen. |hre Ausbildung be-
ginnt mit dem Stagnieren der Hohenausdehnung der boden-
nahen labilen Schicht am Morgen (Sonnenhdhe ~ 300 Uber Hori-
zont) und die maximale Obergrenze von etwa 200 m Hoéhe wird
noch vor Mittag erreicht. Kennzeichnend fur die Schicht ist ein
schwdcheres Temperaturgefdlle, das hdufig den adiabatischen
Grenzwert von g—: =-0, 980/100m annimmt. Dann ist die Atmosphdre
im 'indifferenten Gleichgewicht!', d.h. Luftteilchen kénnen ohne
Zufuhrung von Warme auf- und absteigen. Der Grenzwert

7 =-0,98"/100m trennt den stabilen Zustand (7 >- 0, 980/100 m)
a

vom labilen Zustand ( T < -0, 980/100 m).
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Der Abbau der Schicht ist noch vor Sonnenuntergang beendet

und es beginnt die Ausbildung einer i sothermen Zwischen-

schicht (im unteren Bereich noch leichte Inversion) mit bis

zu 500 m Machtigkeit um Mitternacht.

ad 3 : In Hohen Uber ~ 1500m ist das Temperaturgefdlle im allge-

meinen konstant mit T =-0, 650/100m und die zugehorige

Schicht eine '"polytropel!l,

Zu zwei Zeitpunkten innerhalb eines Tages, ndamlich 1,5 Stunden nach

Sonnenaufgang und 1, 5 Stunden vor Sonnenuntergang, reicht der konstan-

te Gradient der polytropen Atmosphdre bis zum Boden. Dies sind die zur

Entfernungsmessung am besten geeigneten Zeiten, weil dann die an den

Streckenendpunkten erfalten meteorologischen Daten als fur den Zustand

der dazwischen liegenden Atmosphdre reprdsentativ angenommen werden

k 6nnen.

*

Tabelle 1 zeigt die beschriebenen VVerhadltnisse auf einen Blick:

T (°c/100m]

-3,42<T<-0,98
= -0,98
-0,98 < T <-0,65

X

<0
=0
0 < & <<O0,14
=0,14
0,14< << 0,16
=0,16
0,16<<2< 0, 20
= 0, 20
=0, 20

= 0,13 (k)

Krimmung atm. Zustand

v. Erde weg

Gerade labi |

I (Uberadiabatisch)
zur Erde neutral (adiab.)
zur Erde stabil

zur Erde stabil

zur Erde stabil

zur Erde stabil (isotherm)
zur Erde stabil (Inversion)

o

¥) Anm. : FeuchteeinfluB unterdriickt, sin¢g =1, t=15", p =720 mm
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3.2.2.2 DIE PHYSIKALISCHEN BEDINGUNGEN FUR EINEN KREIS-
BOGENFORMIGEN VERLAUF DER VISUR

Aus den Erfahrungswerten Jber die unterschiedliche Schichtung der
unteren Atmosphdre kann man schon folgern, daB besonders bei stark
geneigten Visuren die Krimmung der Lichtkurve nicht konstant sein
wird. Zu erwarten ist statt dessen verschiedene Krimmung innerhalb
jedes Schichtbereiches, wobei der Ubergang von einer Krimmung zur
folgenden im Bereich der (fiktiven) Schichtgrenzen rasch bis sprung-
haft vorstellbar ist. Aber selbst der kreisbogenférmige Verlauf inner-
halb einer Schicht mit j—: = const. (polytrop) ist wegen der Abnahme
des Luftdrucks mit der Hohe an einen ganz bestimmten Zahlenwert fir
3: gebunden. ®)

Dieser Wert T 4Bt sich bestimmen:

In Formel (3, 9) wird der Einfachheit halber n und sin{ = 1 gesetzt,

Damit steht fur die Krimmung des differentiellen Kreisbogenstiicks:

Der Ausdruck (3,23a) fur 3—: wird differenziert:

p dT+ dp

0 = -2._.
szh dh

Daraus ergibt sich

dT T dp
dh  2p  dh

*) Anm. : Andere, gleichwertige Voraussetzungen und Ableitungen fir
den Kreisbogenverlauf einer Lichtwelle:
a) Lineare Abnahme der Luftdichte mit der Hohe (Past, 1965)
b) Lineare Zunahme der Fortpflanzungsgeschwindigkeit mit
der Hohe; Variationsrechnung (Bau | e, 1943)
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und mit (3, 11) und (3, 21) weiter:

dT g o
s = - - + 1
. o 1,71°/100m (3, 24)
Nur fir ein konstantes Temperaturgefdlle T = - 1,710/100m kann die

Krimmung des Visurstrahls konstant werden. Der zugehorige lokale
Refraktionskoeffizient errechnet sich aus (3,23) zu: =+ 0, 10 (konstant

entlang des Kreisbogens, daher auch k = + 0, 10).

Folgerung:

o
Daein T =- 1,717 /100 m im allgemeinen nur bei starker Sonnenein-
strahlung in der bodennahen Luftschicht auftritt, dort aber eine logarith-
mische Temperaturabnahme beobachtet wird, ist streng genommen ein

Kreisbogen als geometrischer Ort fur die Lichtkurve gar nicht moglich!

In Tabelle 1 ist auch der zum Gauf3'schen Refraktionskoeffizienten

kG =+ 0,13 (hier als Ilokaler Refraktionskoeffizient betrachtet) gehorige

Gradient T angegeben.
% =+0,13 T =-1,19°/100 m

k =+ 0,13 ist also nur bei einem polytropen T von - 1, 190/100m mog-
lich. Die geometrische Ermittlung von 0, 13 aus dem Kreisbahnmodell

widerspricht aber (siehe oben) der physikalischen Bedingung
Y =-1,71°/100m,

so daB die Anwendung eines k einen Modellfehler bedingt.



- 51 -

Waéare der Temperaturverlauf in der Atmosphédre stetig und % aus (3, 23)
in jedem Punkt der Lichtkurve bekannt, konnte der Refraktionswinkel §

nach der

Formel von Fearnley § = — S < 2 dx (3, 25)
R 0 d !

aufsummiert werden. (Auch Brocks, 1939; Dufour, 1952).

Abb. 21

Wie schon aus der Anschauung her zu erwarten, haben die Brechungs-
verhdltnisse in Standpunktndhe (x klein) den stidrksten Anteil am Ge-
samtbetrag von 8 Die Anwendung der Formel (3, 25) scheitert vorerst
daran, daB & bestenfalls fur die Endpunkte der Visur bekannt sein
wird. An eine in-situ Erfassung der bestimmenden Parameter T, T und
p durch Befliegung des gesamten Zielstrahls kann ja aus Kostengrinden
normalerweise nicht gedacht werden. Derartige Versuche sind aber im
Rahmen von Universitdatsforschungsprojekten sowohl mit Flugzeugen
(Schrefl, Gerstbach, Rdssler, 1981) als auch mit Modell-
hubschraubern (Univ. Stuttgart) erfolgreich durchgefuhrt worden; aller-
dings besonders in Hinblick auf die meteorologische Reduktion von Ent-
fernungsmessungen. Desgleichen lassen sich auch Verbesserungen der
Endpunktsdaten mit Ballonaufstiegen und Gradiententlirmen erreichen
(Schmid, 1977; Lepuschitz, 1981). Im Streben nach einer wirt-
schaftlichen Losung sind um 1950 Gedanken entwickelt worden, mit Hilfe
von Modellvostellungen der Atmosphédre, die Parameter 7T, T undp fur
diskrete Abschnitte des Zielstrahls aus meteorologischen Messungen am

Standpunkt abzuleiten.
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3.2.3 METEOROLOGISCHE MODELLE

Die grundlegenden Gedanken uUber die zeitlich-rdumliche Temperaturver-
teilung in der Atmosphdre haben Levallois und Masson d!'Autume
(1953) formuliert. Ausgangspunkt flir ihre Theorie waren die empirisch ge-
wonnenen GesetzmdfRigkeiten in Aufbau, Héhenabhdngigkeit und zeitlicher
Verdnderung von Temperaturfeldern in jenem Bereich der Atmosphére,

der fur geoddtische Messungen in Frage kommt:

'o Die Temperatur ist von der Hohe und der Zeit abhangig.

o
2 Der Tagesgang der Temperatur ist einer Sinusschwingung dhnlich.
o

3 Die Amplitude dieser Schwingung nimmt von einem Maximum in
Bodenndhe mit der Hbhe exponentiell ab (rasch geddampfte Schwin-
gung).

4 Die Temperaturmaxima bzw. - minima treten mit zunehmender
Hoéhe mit wachsender VVerspdtung auf (Phasenverschiebung nimmt

zu).

o o
SchluBfolgerung aus 1 bis 4 :
Die vom Erdboden zuriickgeworfene Warmestrahlung der Sonne (85 % der
atmosphadrischen Erwdrmung) breitet sich nach oben hin in Wellenform

*
langsam aus, wobei die Schwingung rasch gedampft wird.

Die von LLevallois angesetzte Form fur T = T (h, t) lautet:

h-h
o

) + & (t) (3, 26)

T(h,t) ='TO +7%.(h—ho)+AA(h).f(t- v

*) Anm.: Formale Ubereinstimmung mit einem aus der Fourier'schen
Differentialgleichung der Warmeleitung gefundenen Ausdruck
fur T = T(h, T) (Past, 1965).
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Parameter der Formel (3, 26):

T .... Temperatur in der Hohe h zur Zeit t
To ....Mmittlere regionale Temperatur am Boden
(HBhe ho)

50 mittler‘gr‘ konstanter Temperaturgradient
(% -0,5 /100 m)

A(h) . ... HOhenverdnderliche Amplitude mit Maximum
am Boden

f(t) ....periodische Funktion der Zeit zur Beschrei-
bung der Temperaturschwingung

h-h
v 2 . Phasenverzogerung
\VJ ....Ausbreitungsgeschwindigkeit der Tempe-
raturwelle (0,3 - 0, 5 km/h)
h—hO
A(h). f(t = ~ ).... Leitungsglied
o (t) ....Strahlungsglied (Direktwirkung der Sonnen-

einstrahlung, héhenunabhdngig; Gang und Am-
plitude aus Beobachtungen bekannt)
Die Amplitude A(h) stellt Levallois durch eine exponentiell abneh-

mende Funktion der Amplitude A(ho) am Boden dar:

A(h) (3, 27)

wobei er per definitionem A(ho) =1 setzt.

Der Dampfungskoeffizient I<2 variiert nach der Erfahrung aus vielen
Sondenaufstiegen in Abhdngigkeit von der Zeit ( f(t)) zwischen den
Grenzen 4,5 und 1, 5. Eine leichte Veranderlichkeit von kz mit der
Luftfeuchtigkeit ist zwar beobachtet, aber noch nicht formuliert worden.

So findet man bei Levallois die empirische Beziehung:

2
kK = 2,00 - 0, 20. (t)
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Die fundamentale periodische Funktion f(t) wird aus Temperaturmessun-

gen am Boden (T(ho, t)) mit der Beziehung (3, 28) gewonnen:
flt) = T(h ,t) - (T _+(t)) (3, 28)

U T(h,.t) (beobachtet)
T,+9(t) (Annahme)

Abb. 22

Durch ausgedehnte Beobachtungsreihen wei3 man, daf die beiden Kur-
ven T(ho, t) und To+¢(t) in Abb. 22 sich innerhalb eines Tages zu zwei
bestimmten Zeipunkten schneiden:

etwa um IOh und l7h im Sommerquartal bzw.

gegen Hh und 16h wdadhrend Fruhjahr und Herbst.

Fir diese, natlrlich regional und jahreszeitlich korrekt zu ermittelnden

Zeiten, gilt also:

T(h ;1 T + ¢ (1)
o o

was gleichbedeutend ist mit

f(t)

n
o

Zur praktischen Ermittlung der Werte von f(t) verschiebt man am ein-
fachsten ein tranparentes Graphikum von To+d>(t) in Ordinatenrichtung
gegen die Graphik von T(ho, t) bis sich die beiden Kurven zu den rich-
tigen Zeitpunkten schneiden (f(t) = 0). f(t) kann dann als jeweilige

Differenz der Ordinatenwerte abgelesen werden.
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Damit ist der Ausdruck (3, 26) vollstdndig bestimmt:

h-h

2
-k“(h-h ) Ft - _v_° )+ P(t) (3, 29)

T(hyt)=T + T .(h-h ) +e
o o o

(3, 29), nach der Hohe differenziert, liefert den Temperaturgradienten:

2 h-h h-h
v _K (h_ho). [kz.f(t— ). %/; fl(t-;v_o)] (3, 30)

FC'(h, t) =

~
h-h

.. o
Dabei ist f! die Anderung der Fundamentalfunktion f(t _V—) mit der

Zeit t.

Die Anwendung der Formeln (3, 23) und (3, 25) in Verbindung mit dem
Ausdruck (3, 30) hat bei Hdhentriangulationen in Frankreich recht plau-

sible Ergebnisse flur die Refraktionswinkel geliefert (Levallois, 1969).

Ihrer theoretischen Ableitung nach gilt die Levallois'sche Formel (3, 30)
eigentlich nur flir die Atmosphdre Uber einer wdrmestrahlenden, ebenen
Flache der Hohe ho' Die gute Ubereinstimmung gerechneter und beobach-
teter Refraktionswinkel auch bei unruhigem Geldandeprofil erreichte
Levallois durch die Interpretation der GrofRe h—h0 als jeweiligen Bo-
denabstand der Visur. Diese Modellvorstellung paft natlirlich nicht

mehr bei groBen Hhenunterschieden, weil dann f(t) nicht flir alle Bo-

denpunkte gleich vorausgesetzt werden kann.

Fur den nach 3. 2. 2 bodennahen Bereich gilt nach (Best, 1952;
Kukkaméaki, 1938) eine logarithmische Temperaturdnderung,
die durch die umfangreichen Messungen von Brocks (1949) bestédtigt

worden ist.

b
log T= loga + b.logh bzw. T=a.h (3, 31)
a.... emperaturgradient in 1m Hohe
b....Exponent,im Mittel = -1

h....Hohe Uber Boden
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a ist eine Funktion der Tageszeit; tagsuber negativ, nachts positiv.

Das entsprechende Temperaturgesetz lautet

h
T(h,t) = T0 + a(t). lnh (3, 32)
o
und speziell fur h0 =1m
T(h,t) TO + a(t). Inh (3, 32a)

Auf Basis der Temperaturgesetze (3, 29) und (3, 32) hat Wunderlin
(1979) in zehnjdhriger Arbeit ein umfangreiches Computerprogramm
(TGREFR) zur Refraktionswinkelberechnung entwickelt, das durch
Einbeziehung zusédtzlicher Parameter eine respektable Anndherung an
die tatsdchlichen atmosphdrischen VVerhdltnisse zur Beobachtungszeit

erreicht.

Wunderlin berechnet aus dem Datum, der geographischen Breite
und der Meereshohe den Grundwert ’Uo des Temperaturgradienten fur
den Beobachtungsort. Die untersuchte Visur wird entsprechend der
markanten Knickpunkte des in digitaler Form erfafBten Geldndes in Ab-
schnitte konstanter Lichtstrahlkrimmung unterteilt. Flr diese Abschnit-
te wird der krimmungsbestimmende Temperaturgradient als Funktion
von To,der‘ mittleren Visurhéhe h Uber Grund, dem Wetterfaktor W
und der Levalloi stschen Fundamentalfunktion f(t) berechnet. Dabei
wird der Wetterfaktor W aus den meteorologischen Angaben Uber Be-
wolkung, Luftfeuchtigkeit und Windstdrke ermittelt. Die Grundlagen
fur die Bestimmung von f(t) sind W, die AbstrahlungsgrdBRe A und der
Einstrahlungswinkel 6 zwischen Sonnenrichtung und Geldndenormaler.
A wird spekulativ als von TO abhdngig angenommen.

Die Berechnung des Temperaturfeldes T(h,t) erfolgt durch numerische
Integration der Gradienten T (h,t). Die so erhaltenen Modelltemperatu-
ren und Gradienten kénnen anschlieBend mit Hilfe beobachteter Tempe-

raturen (Standpunkt, Zielpunkt, Sonden) verbessert werden, um eine

Anpassung an die momentanen atmosphdarischen \Jerhédltnisse zu erreichen.



- 57 -

SchlieBlich werden fur die Abschnitte mit ungefdhr konstantem T die
Krimmungen ermittelt und der Refraktionswinkel § wird nach der

Formel von Fearnley (3,25) aufsummiert.

Einen von Wunderlin noch ungekldrt beschriebenen Einflufl stellt
die jeweilige Bodenbeschaffenheit des Geldndes in ihrer Wirkung auf
W und A dar. Inh gemischt bewachsenen Geldnde sind jedenfalls plau-
sible Resultate erzielt worden, deren Genauigkeit von Wunderlin

cc
aus mittleren Abweichungen zu etwa +15 abgeschatzt wird.

Fur den Bereich der bodennahen Luftschichten in labilem Zustand las-

sen sich die Refraktionsverhdltnisse durch das Monin-Obuchow!'!sche
Turbulenzmodell kléren (Lepuschitz,1981), Als wichtige zusé&tzliche
Parameter zu Temperatur, Luftdruck und Feuchte gehen der turbulente
Warmestrom und die Windgeschwindigkeit ein. Der turbulente Warme-
strom wird dabei gewdhnlich aus den Gliedern der Warmehaushaltsglei-
chung errechnet, deren Betrdge teilweise gemessen (Effektivpyranome-
ter, Heat-Flux-Platten, Psychrometer, Anemometer) und teilweise em-
pirisch oder unter Annahme von Hypothesen bestimmt werden. Die Re-
fraktionswinkelberechnung erfolgt dann in dhnlicher Weise wie beim

Levalloislischen Modell.

Beide Modelle sind jedoch erfahrungsgemdf empfindlich gegeniber Ab-
weichungen von der angenommenen Schichtung der Atmosphdre (Wun -

derlin, 1979, Seite 207; Lepuschitz, 1981, Seite 143).
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3.2.4 REFRAKTIONSKOEFFIZIENTEN AUS UBERBESTIMMUNGEN

In trigonometrischen Hohennetzen kann nach Hradilek (1980) unter

bestimmten VVoraussetzungen der wirksame Refraktionskoeffizient ki.i

fuir jede Visur PiPJ. aus den vorhandenen Uberbestimmungen abge-
leitet werden.

Die primdre Voraussetzung besteht darin, daB alle Beobachtungs-
stationen des Netzes entweder auf markanten Bergspitzen oder #m Tal
auf Turmen mit etwa 12 m H6he angelegt sein missen (Hradilek, 1968).
Dann bleibt ein anomales Refraktionsverhalten einer bestimmten Visur
im Regelfall aus und die ki' far die von einer Station ausgehenden Ziel-
strahlen kénnen durch eine Kombination zweier Funktionen ausgedruckt

werden.

k,, = f(Pi) + g(Pi,PJ.) (3, 33)

\Von den zahlreichen von Hradilek erprobten Funktionen f und g
soll hier nur jenes Paar angegeben werden, das auf einen VVorschlag

von (lzotov-Pellinen, 1955 ) zurickgeht:

Stationsfunktion f(PI,) = ki

ki o=k +=— (3, 34)
< : H

Visurfunktion g(P,,P ) =
7 1

i

Der Ansatz (3, 34) ist von der Vostellung bestimmt, daB fur Standpunk-
te auBerhalb der besonders gestorten Schicht die Zielstrahlen ein vom
Azimut unabhdngiges, einheitliches Refraktionsverhalten ki zeigen und
begrenzte Unterschiede in den kij von der mittleren Hohe der jeweili-
gen Visur Uber dem Bodenprofil (dquivalente Hohe _}:‘-ij) abhdngig sind.
Die Unbekannten ki und cl, konnen im Ausgleich fur jeden Netzpunkt Pi
berechnet werden. Damit ki und ci tatsdchlich konstant angenommen
werden diurfen, mudssen natlrlich alle Beobachtungen von einer Station

aus rasch hintereinander gemessen werden.
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Trifft die Bedingung des gleichen Refraktionsverhaltens zu, so missen
auch gleiche (bzw. |dngenproportionale) Refraktionsdnderungen A kij
bei allen von einem Standpunkt aus gemessenen Ziellinien auftreten.
Dies priuft Hradilek durch zwei Wiederholungsmessungen im Ab-
stand von jeweils zwei Stunden. Weicht eine Visur aus dem empirischen

Fehlerband 2 m (m aus Tabelle Hradilek, 1980 in Abhdngigkeit der

k k
Visurldnge) deutlich aus, so muB sie im Ausgleich entweder unterdrickt
(sehr kleines Gewicht) oder mit einem speziellen Ansatz fur kij (zuséatz-

liche Unbekannte) versehen werden (Abb. 23).

oS
T

+
~O
[
~n

,
<L
=)
+

Abb. 23

Die Hradilek!sche Methode ist in zahlreichen Hohennetzen ein-
gehend getestet worden und hat ‘gesamtheitlich sehr viel versprechen-

=+2 - 3cm bei Visurldangen von 3 - 7 km) erbracht
*)

de Resultate (mh

(Hradilek, 1968).

*) Anm.: Um die oben genannte Genauigkeit einhalten zu kénnen, muis-
sen je nach Netzausdehnung in einer bestimmten Anzahl von
Netzpunkten (Tal und Berg) die ellispoidischen Héhen (aus
geometrisch-astronomischen Nivellements) und die Lotabwei-
chungen (aus astronomischen Ortsbestimmungen) vorliegen.
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GrofRe Bedeutung hat die Methode vor allem fur die Dreidimensionale
Geoddsie (Raumtriangulation) und fir die Lotabweichungsbestimmung
aus Zenitdistanzmessungen nach dem VVerfahren von Finsterwalder

(1937).

Der Hradilek'sche Ansatz versagt bei Beobachtungen aus der bo-
dennahen Schicht (also Turme Uber den Talpunkten unbedingt notwen-
dig) und bei Sonne-Schattenverhdltnissen (in engeren Gebirgstilern

mit steilen Flanken leider oft unvermeidlich), weil dann ki nicht mehr
vom Azimut unabhdngig ist. Es werden zusdatzliche Unbekannte zur Re-
fraktionsdarstellung noétig, die natlrlich die Anzahl der Uberbestimmun-

gen im Ausgleich empfindlich verringern.

3.2.5 DIE DIREKTE BESTIMMUNG DES REFRAKTIONSWINKELS
MIT HILFE DER DISPERSION

In den bisherigen Abschnitten des Kapitels 3 haben wir stillschweigend
n als unabhdngig von der Wellenldnge A des Lichtes betrachtet. . Tat-
sdchlich steht aber der Brechungsindex in Funktion der Wellenldange,

also:
n = n(A) (3, 35)

Den Effekt, daB verschiedenfarbiges Licht auch verschieden stark ge-
brochen wird, bezeichnet man als Dispersion. Dabei wird kurz-
welliges Licht (UV-Bereich) stidrker gebrochen als langwelliges Licht
(Infrarot-Bereich) (Abb. 24). Die - allerdings sehr kleine - Erschei-
nung der Dispersion tritt z. B. bei unkorrigierten Linsen in Form der

chromatischen Fehler auf.
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2

A, = S(-E0) (3, 36)

Abb. 24

Nacheiner ldee von Nahbauer kann man sich den Dispersionseffekt
zunutze machen, um den Refraktionswinkel zu bestimmen. Zwei stark
gebundelte Lichtstrahlen unterschiedlicher Wellenldange mit dem Ur-~
sprung B erzeugen in einem optischen System in A zwei (durch die
Kleinheit des Dispersionseffektes nur differentiell) verschiedene Bild-
punkte. Gelingt es, den sehr kleinen Abstand dieser beiden Bildpunkte
(bzw. den Dispersionswinkel direkt) auszumessen, so kann der Re-
fraktionswinkel §()) nach folgender Formel (Tengstrdm, 1967)
berechnet werden:

(n @ (3, 37)
o

no(l) ist dabei der flr die jeweilige Wellenlange A nach der Formel
von Cau chy berechnete Vakuumbrechungsindex.
Q bezeichnet ein Korrekturglied wegen Luftfeuchtigkeit, das in der

Regel vernachldassigt werden kann.

Ndhbauer scheiterte bei seinen praktischen Versuchen daran, daR
er keine Lichtquellen zur Verfligung hatte, die monochromatisches
Licht mit grofBBer Intensitat und starker Blindelung aussenden konnten.
Das Lichtproblem ist seit der Erfindurng des L asers befriedigend ge-
|6st. Weiterhin problematisch bleibt jedoch die Messung des kleinen
Dispersionswinkels, bzw. die Ausmessung des Abstandes der beiden

Bildpunkte flr A 1 und KZ'
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Tengstrédm (1967) undPrilepin (1981) arbeiten mit einer inter-
ferometrischen Methode*), Brein (1968) mit Filtern und photographi-
schen Platten und schlieBlich Williams (1981) mit einem optisch-
elektronischen Kompensationssystem. Vor allem mit der Konstruktion
von Williams konnten wiederholbare gute Absolutgenauigkeiten bei

cc
Messungen im Feld erzielt werden ( = + 6 ).

Die Hoffnung nach einem Seriengerdt solcher Bauart ist aber praktisch
gleich Null; zu kostspielig sind die Grundbausteine (zwei Laser, ein
Cassegrain Fernrohr) und zu aufwendig die notwendigen Zusatzappara-
turen, um die systematischen Fehler bei der Messung des Dispersions-
winkels auszuschalten (drehbares 3-Tripelprismensystem).

Fur einen gebraduchlichen Unterschied in den verwendeten Wellenlan-
gen AA =200nm ist der zu messende Winkel AS? nur ungefahr 1/60
des Refraktionswinkels, also im Bereich von wenigen Zehntelneusekun-

den pro km.

Die Tendenz geht zur Zeit zu einem theodolitartigen Gerdt (Williams,
1978; Glisssmann, 1978),' das mit Hilfe eines Systems von zwei
Optiken den Abstand der Bilder zweier verschiedenfarbiger Lichtquel-
len am Zielpunkt genau dann zum Verschwinden bringt, wenn das Fern-
rohr in die refraktionsfreie Richtung (geradlinige Verbindung A-B)
weist. Leider ist noch kein Zeitpunkt bekannt, wann ein solches Ge-

rdt erwartet werden kann.

*) Anm.: Probleme, weil lo) durch Szintillation (kurzperiodische Ande-
rungen der Refraktion) keine deutlichen Interferenzen zustande
kommen und 2 ) die Interferenzen des blauen Lichtes Uberhaupt
sehr schwach sind (starke Extinktion in der Atmosphére fur
blaues Licht); &hnlich bei Fotoabbildung: Szintillation erzeugt
statt deutlichem Punkt verschwommenes Scheibchen.
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3.2.6 SPEZIELLE MESSANORDNUNGEN ZUR VERRINGERUNG,
AUSSCHAL TUNG ODER BESTIMMUNG DES REFRAKTIONS-
EINFLUSSES

Wann immer sich dem Geoddten eine Aufgabe stellt, bei der mit einem

schwer erfaBbaren FehlereinfluB auf eine MegroBe gerechnet werden

muBl, versucht er, spezielle MeBanordnungen zu finden, die den Ein-
fluB minimieren, ausschalten oder bestimmen lassen. Solche Anord-

nungen in Hinblick auf den RefraktionseinfluBR werden im folgenden

beschrieben.

3.2.6.1 GEGENSEITIG UND GLEICHZEITIG GEMESSENE ZENIT-
DISTANZEN

Die einfachste Moglichkeit die fehlerhafte Wirkung des unzureichend be-
kannten Refraktionseinflusses zu verringern, ist die Messung gegen-

seitig-gleichzeitiger Zenitdistanzen. Das Mittel ARIZ aus den nach

Formel (2, 12) berechneten Héhenunterschieden Ahlz und —Ah21 ist

nicht mehr mit der Unsicherheit der einzelnen Refraktionswinkel £ be-

12~ 521 genauig-
keitsmdBRig ab. Es kann demnach eine Genauigkeitssteigerung um V?

haftet, sondern hdangt nur mehr von ihrer Differenz §

gegenuber einer einseitigen Hohenunterschiedsbestimmung erwartet
werden. Die gleichzeitige Messung der beiden Zenitdistanzen erhoht
die Wahrscheinlichkeit, daf Xlzund 5'21 moglichst wenig voneinander

abweichen.

Abb. 25
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Die Erdkrimmungsglieder fallen bei der Bildung von AF heraus; A-t;

ist daher unabhdangig vom gewahlten Ra-

Mit (2,10) und sing’]2 = sin[zlz

Mit analog:
d.sin_( d.sin{
— - + ————
PON G ) 173
Faustformel:

Da die Distanz meist einseitig gemessen wird, gilt fur md aus 2.1.2.3:

mAE(d) = t+ cos{. md

2 2 2 2
d"sin { m.{+m8
= ¥ cos g’ m +

"ah

*) Anm. : Wenn man sich nicht aus meteorologischen Beobachtungen
Ndherungswerte fur 5 -§ beschaffen kann, wird das
ganze Glied gleich Null gesetzt (Biot- Boug uer).
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3.2.6.2 HOHENBESTIMMUNG AUS GEMESSENEN DISTANZEN

Hradilek hat 1958 als erster auf die Mdglichkeit hingewiesen, bei
der Bestimmung grofRer Hohenunterschiede vollig auf die unsicheren
Zenitdistanzen zu verzichten und statt dessen elektromagnetisch ge-

messene Distanzen als Parameteir heranzuziehen.

d. ...gemessene Schragdistanz

S. ...aus Koordinaten abgelei-
tete horizontale Seite in
Hohe von Pi

P. 0. ...Zentriwinkel zwischen den
; ik . )
Ellipsoidnormalen von Pi
und P
R + hi k
Ahik' .. Ellipsoidischer Hohenun-

terschied

Abb. 26

Mit den GroBRen aus Abb. 26 ergibt sich unter Verwendung des Cosinus-

Satzes eine quadratische Gleichung fur den ellipsoidischen Hohenunter-

i Ah e
schied ik
= s sin Gik + 2 <:os2 6'k (3, 40)
ik 2 ik g ’
Das VVorzeichen der Wurzel ist fur 3’ << E positiv, fur f = E nega-
tiv zu wahlen. Bei der Untersuchung der Fehlereinfllisse von md und mS
auf mAh setzen wir ohne Genauigkeitsverlust:

sin I cos =1
2
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Mit der Beziehung sik = dik' sin{ik und unter Vernachldssigung kleiner

GroRen gibt das Fehlerfortpflanzungsgesetz:

(3,41)

DemFehlerausdruck (3, 41) ist sofort abzulesen, daB Formel (3, 40) fur
eine horizontale Visur unbestimmt wird und Uberhaupt bei groen Zenit-
distanzen nicht vorteilhaft anzuwenden ist. Fur grofe Hohenunterschiede
jedoch kann die Anwendung von (3, 40) nur zweckmdRig sein. Wie die Ge-
nauigkeit von (3, 40) mit abnehmender Zenitdistanz wéchst, ist in Dia-
gramm 4 fir drei verschiedene mittlere Fehler m der elktronisch gemes-

senen Distanz d und der horizontalen Seite s dargestellt.

Diagr. 4

90 80 60
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Das Hradilek'!'sche Verfahren ist, da rationell anwendbar, ein ech-
tes Verfahren fir die Praxis. In einem bestehenden, bereits ausgegli-
chenen Triangulationsnetz brauchen nur mehr die besonders steilen
Distanzen elektromagnetisch dazugemessen werden, um die Hohengenau-
igkeit der Hochpunkte effektiv zu steigern. Grundvoraussetzung dafur

ist aber eine sehr hohe Punktlagegenauigkeit im Netz, weil der mittlere
Fehler der aus Koordinaten abgeleiteten Horizontaldistanz s fast ebenso
stark in die Héhengenauigkeit eingeht (siehe Diagramm 4) wie der mittlere
Fehler der neugemessenen Schrdgdistanz d. Der Zusammenhang zwischen
m_ und dem mittleren Richtungsfehler mR sowie der Genauigkeit der
Lotabweichungen m . ist in der Dissertation von Zeger (1978) sehr
ausfuhrlich behandelt. Liegt eine hohe Punktlagegenauigkeit (= + 10 mm)
im Netz vor, so kann man sich recht einfach die Grenzwerte der Zenit-
distanzen verschaffen, ab denen fir vorgegebenenDistanzfehler md und
geschdtzten Refraktionsfehler mg eine Genauigkeitssteigerung bei An-

wendung der Hradilek'schen Methode zu erwarten ist. Fur diese

Abschatzung gebraucht man gliinstigerweise den relativen mittleren Dis-

md #
tanzfehler | —|.
d
m
d
m  (d) =+
Ah - cosg’

Durch Gleichsetzen der beiden Ausdricke folgt: sin2{

m

d +1 mm/km | +5 mm/km | +10mm/km | +15mm/km

“2 91,98 ‘ e =

+ 5 —
+10°€ 9599 7820 - P
Tab. 2 +15°¢ | 9793 8650 6797 -
+20°¢ 9870 8997 7890 5976

*) Anm.: Nach 2. 1.2.5 ist ja der stdrkste FehlereinfluB die Unsicher-
heit des Refraktionswinkels. Es dlirfen daher flur die Abschéat-
zung alle anderen GrofBen fehlerfrei gesetzt werden.
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Zeger (1978) zeigt in seiner Dissertation eine Erweiterung des Hradi-
lek'schen Verfahrens zu einer Uberbestimmten MeBanordnung, indem er
einen Gipfelpunkt von drei Talpunkten aus mit elektromagnetisch gemes-

senen Schrdgdistanzen verbindet.

Abb. 27

Aus den gemessenen Richtungen, die mit den in allen Punkten bestimm-

ten Lotabweichungen reduziert werden, rechnet Zeger uber die im

Tal mit méglichst wenig Hohenunterschied gemessenen Distanzen PIPZ

und P2P3 die drei Horizontaldistanzen nach P'o . Da sich bei den

Dreiecksauflésungen PZPC') zweimal unabhdngig ergibt, liegen drei

Uberbestimmungen fiir die Hhe von Po vor. Gleichung (3, 40) kann dem-
nach viermal angewendet werden und die Einzelresultate konnen einer

gewichteten Mittelung zugefihrt werden.

Zeger empfiehlt bei Anwendung der Methode eine Schranke von §< BO'g

bzw. ; = 120g einzuhalten.
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3.2.6.3 VERFAHREN VON MAL KOVSKIJ
(Bahnert, 1970)

Malkovskij stellte 1968 ein Verfahren vor, bei dem durch Beobach-
tung eines eingefluchteten Hilfspunktes Z etwa in der Mitte der Visur

1-2 (Abb. 28), die Refraktionskoeffizienten kl auf F’l und k2 auf Pz

berechnet werden konnen. VVoraussetzung ist die Annahme kreisbogen-

formiger Strahlienverldufe und die lIdentitdt der wirksamen Koeffizienten

zum Zielpunkt und zum Hilfspunkt.

Abb. 28

Der HoéhenschluB des Dreiecks 122 lautet:

Ah]Z-Ahzz = Ahlz (3,42)

Fur die Ahik setzt man Formel (2,12) und zerlegt:

Damit wird (3, 42) zu:
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Die Kombination der Ahi'k gibt den Widerspruch w:

(3,43)

Der mittlere Refraktionskoeffizient 'l-<- fur die Visur 1-2 berechnet sich

nach (3, 17):

und weiter

In (3, 43) eingesetzt und umgeformt:

(3, 44)

Malkovskij gibt bei seinen Versuchsmessungen eine Genauigkeits-
steigerung von 75 % gegeniber VVerwendung eines konstanten Refraktions-
koeffizienten an. Aus den in Abschnitt 3. 2. 2 besprochenen Grinden er-
scheinen aber dem VVerfasser die von Malkovskij getroffenen VVor-
aussetzungen problematisch, vor allem wenn der vertikale Abstand des
Hilfspunktes Z zur Visur 1-2 groB3 wird. Dariuber hinaus ist Formel
(3, 44) leider auch numerisch ungiunstig, weil kl aus dem Quotienten
zweier sehr kleiner Werte errechnet wird, was nach der Regel von
Lallande Unsicherheiten mit sich bringt. Bei ruhig verlaufendem
Bodenprofil und geringem Abstand zwischen Z und 1-2 kann jedoch
durchaus mit einer Minderung der Refraktionsunsicherheit gerechnet

werden.



= ]l =

*
3. 2.6.4 DAS VERTIKALE DREIECK (METHODE VON SANCHEZ) )

Beim Hzeme Symposium de Géod€sie a trois dimensions! 1962 in Cor-
tina d'Ampezzo berichtete der Argentinier Sanchez Uber die ersten
Ergebnisse von Refraktionswinkelbestimmungen mit Hilfe der '"Methode
des vertikalen Dreiecks!. Dieses VVerfahren ist bemerkenswert einfach;

sein Erfolg hdangt hauptsdchlich von der erreichten Distanzmefgenauig-

keit ab.

7
/

/ 8

Tang. a. d.
‘naturl!. Lotricht.

Abb. 29
Wenn bei zwei hohenmdafig zu bestimmenden Hochpunkten 2 und 3 der

MeBpunkt 1 im Tal in der Vertikalebene der beiden Hochpunkte gewdahit

wird, so bilden diese drei Punkte ein vertikales Dreieck. Werden in

diesem Dreieck die drei Schrdgdistanzen (dlz’ d]3, d23) mit sehr hoher

*) Anm.: Da dem Verfasser eine ausfiihrliche Arbeit von Sanchez
Uber das Problem des vertikalen Dreiecks leider nicht zu-
ganglich gewesen ist, sind die nétigen Formeln und Zusam-
menhdnge nach VVortragsberichten (Sanchez, 1962, 1967)
selbst abgeleitet worden (Wunderlich, 1980). In beschrdnk-
tem MaB sind daher Abweichungen zu den Uberlegungen von

Sanchez moglich.
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Genauigkeit bestimmt, dann konnen aus ihnen Uber den Cosinus- oder

den Halbwinkelsatz die refraktionsfreien Dreieckswinkel (a, B, y) er-
rechnet werden. In den Differenzen dieser Winkel mit den aus den be-
obachteten Zenitdistanzen Slk) gebildeten, refraktionsbehafteten Win-

keln (a*, B*, y*) sind jeweils zwei der sechs gesuchten Refraktions-

winkel (Sik) in einer Linearkombination enthalten.

Diese Zusammenhdnge lassen sich in folgenden drei Gleichungen aus-

dricken:

2 2 2
dy5%dy13793

2d

|
[

(3, 45a)

= = % * =
1//1 o a arccos ({] 2+zl 3)

12d13

2 2 2
d,  +d d
12

23 13
Y = B -B¥ arccos ({* —g’* ) =
2 2d|2d23 21 23

|
o

|
o

(3, 45b)

2 2 2
d13%92379 2 (1 g% )
2d, 4d, . 317§32

|
o

arccos (3, 45¢)

]
<2
|
=2
]

1’”3 31

Eine zweite Gruppe von drei linearen Gleichungen fur je zwei Refraktions-
winkel § ik &Rt sich leicht finden, wenn man mit Hilfe je zweier gegen-
seitiger Zenitdistanzen und des von den Tangenten an die naturlichen Lot-
linien eingeschlossenen Zentriwinkels 6 i*k den Schnittwinkel w K der
beiden Tangenten an die Lichtkurve berechnet (Abb. 30). (\Vergleiche 3. 2. 1)

g % * %*
— ~ — -~ —
ale 200 +5}2 q12+;2]) 512+521 (3, 46a)
- 9 % % " .
W = =
5 2007 + 6%, (§I3+{3I) 8]3+£3] (3, 46b)
g %* %* %*
w = = —
23 208 +623 ({23'*132) 523'F£32 (3, 46c)
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w =4

ik

(AuBenwinkelsatz)

Abb. 30

Mit (3, 45) und (3, 46) liegt ein System von sechs linearen Gleichungen

fir die sechs unbekannten Refraktionswinkel 8 vor:

ik
Sz +013 =¥
§21 ~623 = 2
31 83 = Vs

8,41 = Y12

8135 =3

523+532 = “23

(3, 47)

Wie leicht zu erkennen ist, liegt bei (3,47) eine lineare Abhdngigkeit

vor, denn:

= W -
Yot ¥t ¥a 127 %13 " %23
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Die Unbestimmtheit des Systems ist geometrisch unschwer einsehbar

(Wunderlich, 1980):

Abb. 31

Das durch (3,I47) mathematisch formulierte Problem besteht namlich
geometrisch darin, in einem fest vorgegebenen Dreieck drei bekannte,
durch ihre Schenkel materialisierte,Winkel (a*, 8%, v*), so um ihre
Zentren (1, 2, 3) zu verdrehen, daB ihre gegenseitigen Schnittwinkel
und w werden. Fir jede vorgegebene Lage eines

w
12’ 13 23
Winkels (z.B. o*) gibt es nur eine einzige Lage der beiden restlichen

gleich co

Winkel (B*, y*), die diese Bedingung erflllt. Da aber die Ausgangs-
lage des Winkels a* beliebig ist, sind auch die Lagen von B* und y*

unbestimmt (vergleiche:Orientierungsunbekannte).

Zur Beseitigung der Unbestimmtheit von (3, 47) bieten sich die verschie-
densten Formen von Zusatzbedingungen an.Sanchez stellte die folgen-
den beiden Hypothesen zur Wahl:

lo Kreisbogenannahme nach Biot - Bouguer (siehe 3.2.6.1) fur

den Visurstrahl zwischen den Gipfelpunkten 2 und 3.
(3, 48)
Ein Kreisbogenverlauf ist awar nach 3. 2. 2 fraglich, die beiden Re-

fraktionswinkel konnen aber bei ausgesetzten Gipfelpunkten mit nicht

zu unterschiedlicher Hohenlage durchaus gleich grof3 erwartet werden.
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Von (3, 47) verbleiben jetzt funf Gleichungen fur die restlichen vier

unbekannten Refraktionswinkel:

a’SU]
23
831 =¥+t
= W
12
W
13

mit der Vertrdglichkeitsbedingung:

Aus den letzten vier Gleichungen (3, 49) gewinnt man:

W
23
§,, =Y, +
21 2 x
“a3
831 =¥3t
w
23
= QJ == -
glz 12~ Y2~ 2

Mit der Rechenprobe: Sl 5 + & 13 = Y/l

(3, 49)

(3, 50)
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o - - .
2 Annahme gleichen Refraktionsverhaltens fur die beiden vom Tal-

punkt ausgehenden Visuren 1-2 und 1-3.

= = const. =cC (3, 51)

Diese Hypothese scheint bei allen Fallen, wo zur Beobachtungszeit
keine deutlichen Licht-Schattenverhédltnisse (etwa: 1,2 im Schatten,
3 in der Sonne) herrschen, berechtigt. Sie empfiehlt sich besonders
dann zur Anwendung, wenn ein betrédchtlicher Hohenunterschied zwi-

schen den Gipfelpunkten 2, 3 die Annahme von (3, 48) in Frage stellt.

Aus (3,47) ergibt sich mit (3,51) ein System von sechs Gleichun-

gen fir funf Unbekannte:

c.<§2]+ c.83] = V/]
§a1 §3 =¥,
§ -8, =¥
31 32 3 & 53)
(°+')"§z1 “12
(c+1).c§3] = Q13

S
8yt 432 23

wieder mit der VVertrdglichkeitsbedingung (3, 50):

(@54 + = W
12 13 23

Zur L 6sung addiert man die Gleichungen fur ar12 und w*13

und setzt deren Summe in die Gleichung fur 1’/] ein.



Dann folgt:

und weiter:

und als Re—

chenprobe:

=77 =

i<

12

13
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3.2.6.4.1 DIE ABWEICHUNG DES VERTIKALEN DREIECKS
VON EINER VERTIKALEBENE

Wenn zu Beginn dieses Abschnitts von drei Punkten gesprochen wurde,
die in der gleichen VVertikalebene liegen sollen, so ist das unter \Ver-
nachldssigung der Tatsache geschehen, daB eine solche Anordnung in
Strenge gar nicht moglich ist.

Schon zwischen zwei Punkten in nicht spezieller Lage auf dem Ellip-
soid sind ja bekanntlich zwei Vertikalebenen (Normalschnittsebenen)
definiert, und zwar jeweils durch einen Punkt und die Ellipsoidnormale
im anderen Punkt. Da zwei Ellipsoidnormale im allgemeinen windschief
zueinander stehen, fallen die beiden VVertikalebenen gewodhnlich auch
nicht zusammen, sondern schlieBen einen sehr kleinen Winkel mitei-
nander ein. Dieser Winkel |4Rt sich nach bekannten Formeln (Jo r‘dan/
Egger t/Kn eissl, 1969) berechnen, ist aber bei den GréBen der

betrachteten Mefanordnungen jedenfalls zu vernachldssigen.

Festgehalten werden mufl aber, daB die drei Punkte der vertikalen MeR-
anordnung eine Ebene festlegen, die mit keiner der sechs durch sie de_
finierten Normalschnittsebenen im allgemeinen exakt zusammenfallen

wird.

Geht man bei dieser Betrachtung nun vom Ellipsoid zum Erdkoérper Uber,
so wird die Windschiefe der Lote noch durch die Lotabweichungen ver-
groBert. Es wird klar, daB der Talpunkt gar nicht streng zwischen den
beiden Bergpunkten eingefluchtet werden kann.

Es ist daher zu untersuchen, ab welchem Ausweichen des Talpunktes

aus der Flucht, meBbare Anderungen der Distanzen und Zenitdistanzen

auftreten wurden.

Bei den Distanzen reicht eine triviale Abschdtzung mit einem rechtwin-

keligen Dreieck aus.

sCm] x[m1l ds = 1mm
° 500 1

1000 1,4

1500 1,7

’
Abb. 32 2000 2
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Die Grenzen, ab welchem Ausweichen M der Lotrichtung aus der Ver-
tikalebene des Zielpunkts eine Zenitdistanzanderung d{ = lcc auftre-
ten wirde, hat Rosenthaler (1982) untersucht. Auf der GauB'schen
Einheitskugel stellt ZP die Zenitdistanz { in der Vertikalebene des
Zielpunkts, Z'P die Zenitdistanz ({ + d{) in der Vertikalebene des

Standpunkts dar.

Abb. 33

Mit dem Cosinus-Satz der spharischen Trigonometrie ergibt sich:

Mit Taylor und der Reihe fur cos M

d?

cosy - sin;? =

und es steht schlief3lich:

(oo ; cc
M =+ - d¥ Lo
ec . 1 .
dy =1 wird erreicht bei:
4 7 Tab. 4 18Rt deutlich erkennen, daf bei
cl. .cc
95g 40 22 realistischen Betrdgen der Lotwindschie-
e ._ce
907 28 35 fe (wenige CC) bzw. des dadurch verur-
Gl ICE
80g 19 80 sachten Ausweichens aus der Flucht
g c_.cc -
70 1581 keine merkbare Anderung der Zenitdi-

stanz zu er rten ist.
Tab. 4 wart ISt
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Zur Untersuchung, ab welchem Ausweichen aus der Flucht eine mef3-

. ce
bare Anderung (d; = 1 ) in den Zenitdistanzen auftritt, greift man

am einfachsten zu folgender geometrischen \Vorstellung:

s + ds

21

2!

Abb. 34

Wir fragen vorerst nach der Exzentrizitdt ds der horizontalen Seite s,

die eine Anderung der Zenitdistanz um d{ = lcc bewirkt. L&Rt man

anschlieBend die gefundene Seite s + ds den Basiskreis eines Kegels

mit Spitze in 2 beschreiben, so ist die, dem jeweiligen ds entsprechen-

de,F luchtabweichung E aus einem rechtwinkeligen Dreieck abzulesen.

g
< Im ‘95 90 80 70
- 2 & 500 |[1,0 3,2 0,5 2,3[0,3 1,6[0,2 1,4
sinzg %
1000 (2,0 6,3 1,0 4,5(0,5 3,3(0,4 2,8
Sl oS 1500 |3,0 9,5 1,5 6,8|0,8 4,9(0,6 4,2
ds E ds E ds E ds E
[cm]l [m]
Tab. 5

Es ist daher durch Fluchtungsungenauigkeiten von wenigen cm keine Un-

genauigkeit in den Zenitdistanzen zu erwarten.
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3.2.6.4.2 DIE VORAUSZUSETZENDE GENAUIGKEIT DER
SCHRAGDISTANZEN

Die Distanzmessung ist der heikelste Punkt der Methode von Sanchez.
Mit ihrer Prazision steht und fallt der Erfolg der Refraktionswinkelbe-
stimmung. Wie im folgenden gezeigt wird, ist eine ungeheuer hohe Mef3-
genauigkeit notig, um die aus den Distanzen abgeleiteten Soll-Dreiecks-

winkel mit Sekundengenauigkeit zu erhalten.

In einem ebenen Dreieck mit den Seiten a, b, c errechnensich die Win-

kel a, B, Yy nach dem Cosinus-Satz:

2 2
a = b2+ c -=-2bccosa

(B, Y durch zyklische Vertauschung)
Abb. 35

Durch Differentiation:

Za.da = Zb.db + Zc.dc - Zccosa.db - Zbcosa. dc + Zbc sina

a b
.da + . + . d

bcsina) a (bcsma ECE (bcsma <
L——\,—/ 2

© C @

a b c

m® = 4+ Qcc Gl m2 + Cz. m2 + Cz. m (3,53)
a - a a b b c c

Formel (3, 53) erlaubt die Berechnung des mittleren Winkelfehlers ma
aus den mittleren Fehlern ML, ), W der gemessenen Distanzen.
Zu Zwecken der Genauigkeitsabschdtzung fur vorgegebene Dreiecks-

formen ohne Interesse des Mafstabs empfiehlt sich aber der Ubergang

md
auf den mittleren relativen Distanzfehler _d e
m m m '
cc cc 2 2 a 2 2 2 b 252 c.2
+ - + —)+c C (—
ma S aca(a) be(b)c c(c)
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Vg 2 st & Ta
a b c d olgt:
cc cc = 2 2 2 2 My
m = + i +b°CT+cC (3, 54)
a a o d

Diagramm 5 schafft Klarheit Uber den Zusammenhang zwischen ma und
der Form des vertikalen Dreiecks.

Ein, der Einfachheit halber gleichschenkelig gewédhltes,Dreieck wird
in seinem Abstand Spitze-Hypotenuse (AH) kontinuierlich gedndert.
Dabei tritt der starke EinfluB von sina im Nenner von (3, 53) deutlich
zutage. Bei zu stumpfem Winkel q, also im Verhdltnis zur Ldnge a
kleinem AH wird ma unerlaubt gro3. Das Diagramm zeigt den VVerlauf
von ma in Abhdngigkeit von AH fur zwei verschiedene mittlere relative
Distanzfehler, worunter jeweils die innere (Instrumenten-)Genauigkeit
verstanden werden soll. Die, wegen diverser anderer Unsicherheiten
sicherlich etwas groéBeren, mittleren Fehler (siehe 4. 4. 3.1) als MaR
der duBeren Genauigkeit missen also Uber diesen untersten Grenzen
gesucht werden. SchlieBlich ist noch unter Benltzung eines dritten
Diagranmmeinganges die Kurve der entsprechenden Zenitdistanzen

(V= %) aufgetragen, die es gestattet, bei jeglichen Ablesungen des
Hauptdiagramms niemals den Bereich realistischer Zenitdistanzen zu

verlassen.

Schon auf den ersten Blick ist dem Diagramm zu entnehmen, daf Di-
md -5
stanzmeBgerdte gdngiger Natur ( T 21.10 ) fur die Methode keiner-

lei Bedeutung besitzen, da m immer unzuldssig hoch erwartet werden
a

muf.

Mit PrazisionsdistanzmeBgerdten der Klasse MA100, ME3000 und viel-
m
] -6 ]
leicht DI20 (-—(-j--— 21.10 ) kann das Verfahren zu guten Ergebnissen
fihren, wenn bei den Messungen peinlichste Sorgfalt angelegt wird

(siehe 4.4. 3. 1) und mehrere Wiederholungen durchgefuhrt werden.
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Diagr. 5
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Mit unzweifelhaft sicheren Ergebnissen darf man bei Einsatz des
Terrameters (d29 =, 10_7) rechnen, dessen innere Genauigkeit
fast ident mit der duBleren sein soll, da das Mehrfarbenlaserinstrument
mit Hilfe der Dispersion die meteorologischen Einflisse auf die Distanz-
messung fast vdllig ausschaltet (Huggett, 1981).

Weitergehende Untersuchungen des Verfassers haben ergeben, daf es
bei stumpfwinkeligen Dreiecken (a >lOOg), wie sie bei der MefBanord-
nung eines vertikalen Dreiecks eigentlich ausschlielich zu erwarten
sind, ausreicht, ma zu bestimmen. mB und mY sind immer kleiner als
ma, weil die lange Seite a bei (3,53) fur ma im Zahler, fur mB und m
aber im Nenner steht. Weiters kann ausgesagt werden, daf beschrankte

Symmetrieabweichungen der Dreiecksform von der speziell gewdhlten

gleichschenkeligen nur geringen Einfluf auf ma zeigen.
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3.2.6.4.3 GENAUIGKEITSANFORDERUNGEN FUR DIE
ZENITDISTANZEN

Da die beobachteten Zenitdistanzen linear in den Formelapparat (3, 47)
eingehen, mussen ihre mittleren Fehler geringer vorausgesetzt werden
als die gewunschten mittleren Fehler der Refraktionswinkel. Erfahrungs-
geman ist ein mr von + ICC anzustreben. Dieser Wert (innere Ge-
nauigkeit) kann durch sechs rasch aufeinanderfolgende Zielungen (in
beiden Kreislagen) auf gut einstellbare Zielmarken im Mittel zumeist
eingehalten werden (Ramsayer, 1971; Wunderlich, 1979). Der_
Uberaus sorgfaltigen Zentrierung und Instrumenten- bzw. Zielhdhen-
feststellung (siehe 4. 4. 3. 2) kommt, wie bei der Distanzmessung, ent-

scheidende Bedeutung zu.

3.2.6.4.4 DIE BESTIMMUNG DER NATURLICHEN LOTRICHTUNGEN

ik
tungen (sz?‘, l?‘) in den Dreieckseckpunkten eingeschlossenen Zentriwin-

In (3,46) treten Terme 6:* auf. Diese, von den natlrlichen Lotrich-

kel, werden aus astronomischen Beobachtungen abgeleitet. Zum Ein-
satz kommen dabei Prismenastrolabien in Verbindung mit der

"Methode der gleichen Hohen! (siehe 2.1.1).

Bei nicht zu groBem Ausweichen der Lote aus der Ebene des vertikalen
Dreiecks lassen sich die 6 ?‘k durch die inneren Produkte der Richtungs-

einheitsvektoren genligend genau errechnen:

* * * *
cos g cosli cossakcoslk
% _ Kei ) K o) X
c056ik cos g smli cossoksmlk (3, 55)
sinsa?‘ sinsai
" * * *
cosﬁ“< L + cosypcosy fcos Akik

Bei Verwendung eines Taschenrechners ist wegen der Kleinheit vonAXl
und 6 das Ex-Produkt zu benutzen, um numerischen Ungenauigkeiten

vorzubeugen.
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Da im Hochgebirge die topographischen Anteile der Lotabweichungen die
systematischen im allgemeinen Uberwiegen (He Imert, 1880), und durch
die MeBanordnung normal zum Tal- bzw. Bergkettenverlauf (siehe Abb. 10)
zu erwarten ist, daf die topographischen Komponenten anndhernd in das
Azimut des vertikalen Dreiecks fallen, ist die Anwendung von (3, 55) zu-

meist unproblematisch.

Eine Kontrolle stellt die Berechnung des Winkels & ik nach (3,14) dar.
Mit Formel (2, 4) fur den EinfluB & der Lotabweichungskomonenten §+9
im Azimut a gilt dann:

* = -
6ik 6ik 5i+ Ek (3, 56)

d, .si i
arcsin 15 Sm;ik diksmrik (3,57)
ik ' Rth, R+h, s ’

O
i

Diese Ndherungsformel ist vollig ausreichend. Will man O'ik sekunden-
genau erhalten, so genugt es dik auf + 10 m, ; auf + O, 7g und R auf + 20 km

zu kennen. Es ist klar, daB der Widerspruch w = 6:* + 6% - 5;“ wegen

ik ki !
Verkantung der Normalschnittsebenen bei einer Berechnung nach (3, 56)
zumindest fUr die betrachteten Punktabstdnde (<<3km) zu O wird. Der
Verfasser ist aber der Ansicht, daB die Bestimmung nach (3, 55) vorzu-
ziehen ist: Der Widerspruch w ist schlieBlich Ausdruck der physikalisch-
geometrischen Realitdt und (ohne weitere Abschdtzungen komplizierterer
Art) ein MaB fur die Verkantung. Uberdies ist es wahrscheinlich (Be-
stdtigung im Testnetz '"Hohe Wand"), daB die Betrdge sehr klein (<O, ZCC)
bleiben und dadurch auch in den spater berechneten Hohenunterschieden
die Widerspriche O, 1 mm nicht Uberschreiten.
Im folgenden soll nun der Zusammenhang gesucht werden, ab welchermn
Winkel X zwischen Normalschnittsebene > ; und Gegennormalschnitts-
ebene Zk sich ein nach (3, 55) berechneter Zentriwinkel 6?‘k um 1€ von
seiner Projektion 6;“k' inZi unterscheidet.
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3.2.6.4.4.1 DER WINKEL ZWISCHEN NORMALSCHNITTS- UND
GEGENNORMALSCHNIT TSEBENE

Als '"Normalschnittsebene!" wird hier zum Unterschied vom herkémmli-
chen Sprachgebrauch jene Ebene betrachtet, die durch die Tangente
an die naturliche Lotrichtung im Standpunkt und den Zielpunkt aufge-

spannt wird. Der Winkel, den sie mit ihrer Gegennormalschnittsebene

einschlieft, heifle X.

Abb. 36
* * % * H .
cossaicosli cosykcoslk S|n3’iksmaik
- o) K n Koi ) % ' = .
i cos ! sun?xi zlfck cosyksmlk ' sing . cosa.,
sinso?‘ singzi cosy.,

L A dg! i i i i .
o un ?ik sind Raumrichtungseinheitsvektoren

Axi, A’ck geben die natlrlichen Lotrichtungen bezogen auf das geozentri-
sche Koordinatensystem an.

épi'k gibt die rdumliche Richtung zum Zielpunkt in einem lokalen karte-
sischen Koordinatensystem an, mufl also noch mit Hilfe der Drehmatrix
Rg,— in das geozentrische Koordinatensystem transformiert werden

(Rinner, 1967).

fik=dir'ekte Zenitdistanz zwischen Pi und Pk.

aik=n6r‘dliches Azimut der Richtung Pipk .
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Abb. 37 zeigt den Zusammenhang der beiden Koordinatensysteme:

Geozentrisches Koordinatensystem (X, VY, Z):

Zentrum
X,Y Ebene
X,Z Ebene
z

- Schwerpunkt der Erde
- Aquator‘ebene

Meridianebene von Greenwich

Rotationsachse der Erde

Lokales kartesisches Koordinatensystem (x, vy, z):

Zentrum

z

x,Y Ebene

y

y,Z Ebene
X

- Standpunkt

- Lotrichtung im Standpunkt

normal auf z durch Standpunkt

zeigt nach Norden

Meridianebene

Abb. 37
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Mit den Drehwinkeln 100 - g2 und 100 + A ergibt sich die rdumliche

Drehmatrix Rg,2 2zu:

-sind* -sins’f‘cos}\,,* cossf.*cos)f

i i i [ i

* . k. A% Ao %

R¢A cos}\.i -smyism;\,i cossaisml.I
0 COSS";* sin ff:‘

Jetzt kann der Zielpunktvektor éo’ik im geozentrischen Koordinatensys-

tem angeschrieben werden.

COSSi COS&Ji

k k

cosgiksmwik

Da die Vektorldnge bei rdaumlichen Drehungen eine Invariante ist, so ist

auchép,ik ein Einheitsvektor.

Aus den Raumr*ichtungseinheitsvektor*enx.v(_,,m|< und éoik formulieren sich
i

die Normalvektoren %l und 1/1«2 der beiden Ebenen Zi undz'< zu:

u =i ik 4 ki
' ko e =%

Da der gesuchte Winkel X sehr klein zu erwarten ist, beniitzt man zu

seiner genauen Bestimmung statt des Skalarproduktes besser das

duBere Produkt der beiden Normalvektoren und gewinnt so den Sinus X

X = arcsin (3, 58)
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3.2.6.4.4,2 DIE AUSWIRKUNG DER WINDSCHIEFE DER LOTE AUF DIE
BERECHNUNG DES ZENTRIWINKELS

Zur Berechnung der Differenz 6 iT< - 6’:“2 wegen X wé&hlt man glnsti-

gerweise ein spezielles Koordinatensystem mit der x-Achse in der VVer-

bindung PiP und der Nor*malschnittsebenezi als x, z-Ebene.

Kk
z
Abb. 38
A’(,"( ... Orthogonalprojektion von vck auf’Zi
cos§ik —cos{ki _cosgki
= AL = i i Al = (0}
xxi 0 L sm{kismx g
sin?, ) .
ik smfkicosx sm{kicosX
2— 2— 2 . 2= . 2
= = 1 - 1 = — =
Imil loe, | 1 IAXkl cos ;’ki+sm ¥\ €OS X= 1-sin ¥ ;sin X=n

Mit diesen VVektoren kann nun der Zentriwinkel 6§ ?k und seine Projektion

6 fk' in Zi berechnet werden:

1 ¥*
g o - oty i cos('5ik
ik N N
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Wir setzen nun die Differenz an:

2 s 2 ¥* 2 e
= [ Q = i — =
cos 6ik cos éik cos 6”(.( > 1)
n
2
cos 6%
ik - S
= 2 (Y -1+ sin g isin X) =

w 2= 2
cos O_Tksm j’kism X

e %

1 - sin ;kism X
Da 6 und X sehr kleine Winkel sind, ndhert man:
2* -

2%1
S ik o ik

% * _
6'k-6ik' = (3, 59a)

und findet schlief3lich den relativen Fehler:

. .
6% -6%! L S ( X )2 (3, 59b)
* . iy |

6 2 Oik

Fur einen horizontalen Punktabstand von 1 km (6 = lc) und ? = go*
zeigt die Abschadtzung, daR X > ISCC werden muBte, damit die Berech-
nung von 6;"'( um mehr als lccverfélscht wiirde. Eine Anderung der Lot-
abweichungskomponente normal zum Azimut eines 'vertikalen Dreiecks in
einem solch groBen Ausmalf ist nicht zu erwarten und wurde auch im Test-

netz '""Hohe Wand'" nicht erreicht.
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3.2.6.4.5 DIE VERTIKALEN DREIECKE VON TOLOMBON UND ALPACHIRI

Sanchez hat seine Methode in zwei verschiedenen Gegenden Argentiniens

selbst erprobt. Zum ersten Mal im April 1962 im
Vertikalen Dreieck Tolombdn.

Das Messungsgebiet liegt im Gebiet des Calchaqui-Tales in der trockenen

Provinz Tucumdn.

4568 m
37,9 km

Abb. 39

1750 m

Die Distanzen wurden mit einem Tellurometer MRA2 mehrfach zu ver-
schiedenen Wetterlagen und immer zu den Zeiten der Schichtausbildun-

gen (Mitter, 1976) ausgefuhrt. Die innere Genauigkeit lag etwa bei

my -6

“('j"' = 2.10 (Bestdtigung der Genauigkeit des MRA2 bei Draheim,
1963). Dem entspricht nach Formel (3, 54) ein m(1 von + 25CC.

Wenn man nun bedenkt, daB der Normalrefraktionswinkel (3, 18a) fur

d = 19 km etwa 125°°C ausmacht, so betrdgt die Unsicherheit eines
nach (3, 49) abgeleiteten Refraktionswinkels fur dieses Beispiel etwa
ein Funftel seines Betrages. Zieht man auBerdem noch die relativ hohen
mittleren Fehler der astronomischen Messungen auf den extremen Berg-
punkten (bis ilscc) und die Beobachtungsfehler bei der Zenitdistanz-
messung in Betracht, so durfte me auf mehr als + 3OCC anwachsen.
Aber selbst - = gz erweist sich noch als eine recht passable Genauig-

keit bei Refraktionsuntersuchungen Uber die von Sanchez gewdahlten gro-

Ben Entfernungen und Hohenunterschiede.
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Ein Beispiel fur in Tolombdh nach (3, 49) berechnete Refraktionswinkel,
das Sanchez beim Symposium Figure of the Earth and Refraction 1967
in Wien mitgeteilt hat:

11. April 1964, 15h30

CcC
= - +
823 532 176
CEC CC
3]2 = 3 821 = +108
CE CC
813 = + 56 831 = +139

in einem weiteren Testnetz, dem
Vertikalen Dreieck Alpachiri,

fihrte Sanchez ein geometrisches und ein astronomisches Nivellement
zwischen den Punkten 3 und 1 aus, um die refraktionsfreie Zenitdistanz

§l3 aus dem Hoéhenunterschied zu ermitteln.

4365 m

50, 7 km

380 m 30,1 km

3 869 m

Abb. 40
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So konnte er fur einen Tag im Juli die Refraktionswinkel errechnen:

CcC CC
= + =
823 306 832 +435
CcC CC
812 = +151 821 = + 93
CC CC
813 = +170 83l = +253

Die Genauigkeiten lagen wieder ungefidhr bei jenen von Tolombdn.

Nach einem VVorschlag von Prof. Bretterbauer wurde nun der VVersuch
unternommen, die Methode von Sanchez in Osterreich zu erproben,
und zwar bei wesentlich geringeren Punktentfernungen ( = 3km), wie
sie bei uns fur die trigonometrische Hohenbestimmung ublich sind. Zu
diesem Zwecke wdhlte ein Diplomand, Herr Rosenthaler, gemeinsam
mit dem Verfasser, ein vertikales Dreieck im Gebiet der Hohen Wand

slidlich von Wien aus.

3.2.6.4.6 DAS VERTIKALE DREIECK "HOHE WAND"

Das vertikale Dreieck '"Hohe Wand!'" Uberspannt das Einbruchsbecken
der '""Neuen Welt" vom Steilabfall der Hohen Wand bis zu den Fischauer

Vorbergen (Abb. 41-43).

926 m
3
Abb. 41
447 m
Hohe Wand Neue Welt Fischauer VVorberge

Es weist Seitenldngen bis 2,3 km und Hohenunterschiede bis zu 480 m auf.
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U407
S

Abb. 42



- 96 -



- 97 -

Gegenuber tief eingeschnittenen Tdlern im hochalpinen Teil Osterreichs,
die zweifellos geometrisch ginstigere (siehe 3. 2. 6. 4. 2) Dreiecksformen
zugelassen hédtten, ergibt sich beim gewé&hlten Messungsgebiet der Vorteil
der schnellen Erreichbarkeit (~1 Stunde) von Wien aus. Diesem Argument
wurde aus den leidigen Kostengrinden absoluter \Vorrang eingerdaumt. Da-
riber hinaus wurde als glinstig erachtet, daB einer der MeBpunkte (3 =
Hubertushaus) bereits durch einen Pfeiler stabilisiert und an das staat-
liche Prazisisonsnivellement angeschlossen war.Dieser Punkt gehoért zum
Testnetz des Instituts fur Landesvermessung und Ingenieurgeoddsie,

Abt. Landesvermessung, der TU Wien. Sowohl| Punkt 3 als auch Punkt 2
(Kienberg) liegen auf ausgesetzten Felsnasen, so daR die Zielstrahlen ins
Tal sehr rasch Abstand vom Geldnde gewinnen. Das bringt flir alle Re-
fraktionsuntersuchungen den VVorteil, daf ''"mormales!' hohen-, tageszeit-
und wetterabhdngiges Refraktionsverhalten studiert werden kann und keine
Refraktionsanomalien wegen zu geringen Bodenabstandes beflirchtet wer-
den muUssen (vergleiche Punkt Murs im Netz der IGN, Levallois, 1969).
Der Talpunkt liegt, durch einen massiv einbetonierten Bolzen vermarkt,

inmitten von Weizenfeldern und Wiesen.

Bezuglich der Ergebnisse der Refraktionsstudien anhand der Methode

Sanchez verweise ich auf die ausfuhrliche Arbeit von Rosenthaler (1982).

Das groBe Problem bei der Anwendung der Sanche z -Methode im verti-
kalen Dreieck '""Hohe Wand'" liegt darin, daB das Winkelausmaf des Re-
fraktionseinflusses wegen der geringen Entfernungen ( £ 3 km) sehr ge-
ring ausféallt (SG fiir 2,3 km = lr?'(;c). Es ist:aher‘ eine ungeheure
Prédzision in der Distanzmessung (—a— = 1.10 ) vonnéten, will man
sichere (mg = + Scc). Refraktionswinkel ableiten. Das ist eine Distanz-
meRgenauigkeit, wie sie nur das Terrameter garantieren kann. Bei
VVerwendung derzeit verfligbarer Pradzisionsdistanzer wie dem Telluro-
meter MA100 oder dem Mekometer ME3000 sind eine Reihe von Wie-

derholungsmessungen unter immer anderen atmospharischen Bedingungen

nicht zu umgehen.
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Aber selbst bei aller Akribie und allem Aufwand bleibt das unangenehme
Gefuhl fir den Geoddten zurlck, daB diese Messungen unkontrolliert sind
und die abgeleiteten Refraktionswinkel damit nicht bewiesen werden kon-
nen! Dieses geoddtische Unbehagen gemeinsam mit der kritischen Frage,
wann die Einfuhrung der Bedingung (3, 48) oder (3, 51) zur L&sung des
Systems gerechtfertigt ist, fihrte den VVerfasser zu einer Weiterent- .

wicklung der Methode von Sanchez.

Im folgenden Abschnitt werden die Gedanken erldutert, wie man von einem
vertikalen Dreieck zu einer (distanz-)kontrollierten MeBanordnung ge-
langt und wie die willkurliche EinfUhrung von Bedingungen durch zusatz-
liche Messungen umgangen werden kann. AnschlieBend werden die Ergeb-
Nnisse einer 24-Stunden Dauer-Zenitdistanzmessung aufgefuhrt, analysiert

und diskutiert.



4. DAS VERTIKALE VIERECK

Eine eindeutige Bestimmung der Refraktionswinkel 188t sich erreichen,
wenn man das gegebene vertikale Dreieck zu einem Viereck erweitert.
Durch die Einfluchtung eines zweiten Talpunktes (4) und die Messung der
drei zusdtzlichen Distanzen erzielt man eine einfache Uberbestim-
mung des vertikalen Distanznetzes. Damit ist eine echte Genauigkeits-
kontrolle flur die Distanzen gegeben. Die Unbestimmtheit des - jetzt um
sechs Zenitdistanzen erweiterten - Systems zur Bestimmung der zwolf
Refraktionswinkel bleibt aber bislang bestehen. Um die Unterbestimmung
zu beseitigen, ohne eine willklrliche Bedingung einzufihren, genlgt es,
ein geometrisches Prazisisonsnivellement zwischen den beiden Talpunkten
zu fidhren. Dieses liefert zusammen mit dem Ergebnis eines astronomischen
Nivellements den ellipsoidischen Hohenunterschied der beiden Talpunkte,
aus dem die refraktionsfreien Zenitdistanzen zwischen ihnen rickgerech-
net werden konnen. Dadurch ist dann die "Orientierung!' der restlichen

Zenitdistanzen gegeben.

Abb. 44

Wird die MeBanordnung nicht zum Zwecke von Refraktionsuntersuchun-
gen benitzt, sondern wird nur eine prdazise Hohenbestimmung der beiden

Gipfelpunkte angestrebt, fallen natirlich die Zenitdistanzmessungen weg.
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4.1 DAS VERTIKALE VIERECK ALS MESSANORDNUNG ZUR
VORAUSSE TZUNGSFREIEN ERMITTLUNG VON REFRAK-
TIONSWINKELN

4.1.1 BEDINGTER AUSGLEICH DES VERTIKALEN DISTANZNETZES

Da im vertikalen Viereck auch die beiden Diagonalen gemessen werden,
liegt eine einfache Uberbestimmung vor, die in einem Ausgleichsverfah-
ren verarbeitet werden kann. Als Algorithmus erweist sich der bedingte
Ausgleich nhach ReiBmann (1980) wegen seiner einfachen Berechnungs-
weise als besonders geeignet. Dazu wird in einem Eckpunkt des Vierecks

eine 4009-Winkelsummenbedingung aufgestellt.

Abb. 45
urspringliche (fur =1 gilt i-1 =3)
3 T i L
i-1 i i g
= > arccos __ _  -400° =0 (4,1)
— 2r, ..r.

umgeformte
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Koeffizienten:

- ) ("i-rc°s°‘i'"i i1 °sai+1'"i) 0
r: r*'__].r*,.smai r‘i Pi+|.S'nai+l
s
df i
asI ds, r. ,.r..sina, ?
i i-1 i i
3 r‘l2 1 +r*I —s'
= Z arccos —4009 =
2r,
i=1 i-1 i
3
SR Nt
i
] ] cc
Einheiten: al /mm] v [mm]
T 1
Av +w =0 v = P_Ak

> AP'Ak+w = Nk +w =0

(4,3)

(4, 4)

(4,5)

(4,6)

(4,7)

(4) 8)

Die Gewichtung der Messungen erfolgt nach den Genauigkeitsangaben

der Herstellerfirma des jeweiligen Prazisionsdistanzmef3gerdtes unter

Berucksichtigung der Fehlerformel (2, 19) fur die Zentrierung auf die

Bodenpunkte.

m,, tmml = c, Cmm] +c2Emm/km] .d[km]

(4,9)

(2,19)

(4,10)
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Die Genauigkeit der ausgeglichenen Distanzen errechnet sich aus:

(4,11)

m = m . (4,12)

Die Werte ﬁi sind als MaR dafir anzusehen, ob die geforderte hohe
Genauigkeit (siehe 3. 2.6. 4. 2) tatsdchlich eingehalten wurde. Ein all-
falliger Maflstabsfehler des Prdzisionsdistanzmefgerdtes kdonnte durch
den Ausgleich nicht entdeckt werden. Ein solcher Fehler ist aber voll-
kommen auszuschlieBen, da ja eine gut Uberbestimmte Ermittlung von
Reflektor/Instrumentenkonstante und MaBRstabsfaktor auf einer Invar-
drahtbasis ohnehin unerldflich ist. Ld@Bt man auch bei der Messung von
Instrumenten- und Reflektorhdhen die nétige Sorgfalt (siehe 4. 4. 3. 1)
walten, so kann ein Genauigkeitsverlust gegeniber den Werksangaben
nur eintreten, wenn die Mittel der meteorologischen Daten von Stand-
und Zielpunkt nicht fur den ganzen MefRstrahl reprdsentativ sind. Durch
wiederholte Distanzmessungen zu verschiedenen Tageszeiten und Wetter-
lagen kann aber wohl gehofft werden, daf diese Fehler im Mittel nur mehr
im stark verminderten Ausmaf auftreten! Bei Einsatz eines Prézisions-
distanzmeBgerdtes auf Dispersionsbasis (Terrameter) fallt diese Fehler-

quelle vollig weg.
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4.1.2 DIE BESTIMMUNG DER REFRAKTIONSFREIEN ELLIPSO-
IDISCHEN ZENITDISTANZ Zi4

Niveaufldche Wl

I Ellipsoid

Abb. 46

(4,13)

Der vom RefraktionseinfluB3 auf die Zenitdistanzmessung unabhangige
ellipsoidische H6henunterschied (Ah) der beiden Talpunkte 1 und 4 148t

sich nach dem
Theorem von Villarceau Ah-= AHNiV+AN' (1, 2)

aus dem direkten Ergebnis eines Prédzisisonsnivellements (AHNEV) und

dem Anstieg bzw. Gefidlle (AN') der Niveaufldche Wl von 1 nach 4 er-

mitteln. Aus diesem Ah kanndanndie refraktionsfreie ellipsoidische
Zenitdistanz 214 aus (2, 12) gerechnet werden, wobei im Erdkrimmungs-

glied K wegen dessen Kleinheit statt z die gemessene Zenitdistanz

14
;’1“4 eingesetzt werden darf.

d2 sin ¢/
= it K = ¢ m (4,14)
= arccos d mi oR ,

14 a
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Da der Abstand der Punkte 1 und 4 nur einige hundert Meter betragen
wird, kann das Profil der Niveaufldache W] als Kreisbogen angenom-
men werden. Den Anstieg AN'! gewinnt man dann aus den Lotabweichungs-

komponenten El in 1 und El& in 4 nach Formel (1, 3a).

Zum Zwecke der Abschédtzung, welche Genauigkeit der einzelnen For-

melgroBen vorausgesetzt werden muf3, um z sekundengenau zu erhal-

14
ten, schreiben wir (4,14) nochmals an:

d,, .sin

cosz = UG
14 2Ra

Nach Differentiation und Anwendung des Fehlerfortpflanzungsgesetzes

ergibt sich, schon vereinfacht (Sinzll& = sin§’l°‘4):
cc mz
S 12 .2 £ & 2 _goe
S14 AHyy 2 Usy4-d1g dig4 :

Die Fehlereinfllisse von ;’:‘a und Ra sind in (4, 15) schon weggelassen,

weil sie keinen beachtenswerten Beitrag zu mZ liefern kénnen.

Es ist:
d  (1*)
214714
d .sin{
14 14
d (R) = - dR
zZ14 a 2R2 a
a

5’1"4 brduchte nur auf einige Gon und Ra auf einige 100 km bekannt

zu sein, um in Zi4 die Sekunde zu sichern!
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Das ist bei der vorliegenden Arbeit immer der Fall, weshalb mr und
Mg samt ihren Koeffizienten in Formel (4,15) unterdrickt worden sind.
a

Gleichzeitig ist damit gezeigt, daR das Ersetzen von 214 in K durch

die Ndaherung STZ& gerechtfertigt war.

Ausschlagggebend fur die Genauigkeit von 214 sind also mAH14’ mg

und m . Fir eine AnnahmeAH_ , =50 m, d., = 500 m erreicht m
e dig 14 14 zZ14

+1 , wennm =+ 0,8 mm oder m =+I,Itccoder‘m =+ 8mm
- AHyy  ~ CH— dig -~

wird. Diese Werte sind bei einiger Sorgfalt sicherlich einhaltbar. Die
Distanzmefgenauigkeit muB3 schon wegen der hohen Anforderungen aus

Kapitel 3.2.6.4.2 besser als die hier benétigte sein.

Die Genauigkeit von 5”;‘4 beeinfluBt schlieBlich entscheidend die Genau-

igkeit des Refraktionswinkels 514’ der sich aus

(4,16)

ergibt.

4.1.3 DIE BESTIMMUNGSGLEICHUNGEN FUR DIE ZWOLF
REFRAKTIONSWINKEL IM VERTIKALEN VIERECK

Abb. 47

Skizze zum Prinzip der Indexvergabe
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Analog zu 3. 2. 6.4 werden wieder die Differenzen zwischen refraktions-
behafteten Winkeln ajikik (gebildet aus Zenitdistanzsummen oder Dif-
ferenzen) und refraktionsfreien Winkeln ajik (aus Distanzen errechnet)
gebildet. Zu diesen ”gJ—G|eichungen” treten entsprechend Seite 72 die
1ew-Gleichungen!! der Schnittwinkel der Visurtangenten. Insgesamt las-
sen sich elf voneinander unabhidngige Gleichungen formulieren. Die aus
dem vorhergehenden Kapitel schon bekannte Unterbestimmung der Aufgabe

wird nun durch Anfligen von (4, 16) als zwdlfte Gleichung behoben.

d?z*“?a'dza c
* - ———— * P
e Va2 = %32~ %312 areeos a4, SEPREETEY 2% s
2 2
a2 +d® -d
1679137 %4
- -a® = * * =
I. Yir3 413" %413 ancees = g4, nde (74 - 473 §167 &3
d2 +d2 -d2
- - x - rccos ‘—2La ( x ;‘ ) g - s
oL ¥i24 G124 " %124 - 2¢. d §a1 " %24 21~ %24
12926
2 2 2
d_ + -
S 2479237934 et - g% St
oz Yuzs = %423 ™ %23 €oS  24..d Y54~ %23 24 " %23
2423
2 2
a2 +d®_-d
13792372 .
= - a* = —_— - *® - S
¥aa a3 T %231 agcees S0k a (13- 132 §31 7 %32
13923
d2 +d2 —d2
. 1379347 %4 e i) s g
. Yiss = %yas " %13e - °7°°°% 2d d {3 = {m 3~ %3
1394
2 2 2
. 34" 9247923 T e 2] § .8
- - = —_— +
Y342 G342 " %342 arccos T4 4 Sa3 ™ a2 a3t Sa2
3494
d2 +d2 -d2
* — za 14 ‘2 ( * - * ) 8 - 8
3. Vour = %241 " %241 S e {am ~ $a2 RIS
- 9 « _ (y¥ *
= “2 2007 + 65, - (37, * 53¢ §12% 80
- 9, 6%, - (¢ * §13% 83
Z “I3 2009 + 63, - (¥ + 83
= 9 ® _ (v* * g‘a + 641
&L “Na 200% + 6%, - (774+ Lar)

(6,18)
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Beginnend mit der Berechnung von § aus Gleichung Xll. konnen die

14
restlichen elf Refraktionswinkel aus den Gleichungen I. - XI. trivial

ermittelt werden.

St = Py 814

Saz = i Yam " b4

S43 = ~iat Yoar T Vaazt $14

$13 = Si4- Vars

§31 = “I3t Va3 9y,

32 = “at Yy VYo ~ Sig L)
S3s = “at Varat¥ias Saa

S12 = Vaz* Yara~ S14

01 = Y12 Va2 Varzt Gia

S = “i2- V312~ Yara~ Vizat9ia

823 = @127 V312" Vars " Viza ~Vazz* S1a
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4.1.3.1 DIE MITTLEREN FEHLER DER ZWOLF REFRAKTIONS-
WINKEL IM VERTIKALEN VIERECK

Bei der Bestimmung der mittleren Fehler der einzelnen Refraktionswin-
kel § muB beachtet werden, daR ein Teil der in (4, 19) vorkommenden
MessungsgroBen - ndmlich die sechs Distanzen - durch den vorangegan-
genen Ausgleich untereinander korreliert sind. Es gelangt daher das
allgemeine Fehlerfortpflanzungsgesetz zur Anwendung. Die Streumatrix

588 ergibt sich nach (ReiBmann, 1980; Wolf, 1979) aus:

(4, 20)

Dabei bedeutet Ag die Koeffizientenmatrix und S“ die Streumatrix der
Beobachtungen, die im Bereich der Distanzen auch auBerhalb der Haupt-

diagonale besetzt ist.

mz 0 0 0 L T T 0 T R 0
AH][,
s e A 'Ea?)‘ll
| . .
9 | ™3 "1323™3"n Ti3-aMe™ s il
| .
(1) | PIJ-JImlJm:V‘ "'y. ry‘_z,,my‘mm || .
: R
2 I
] .
0 | rl3—?3m|3m?.3r3lo—?.3myam23 mm ....... : .
| . R :
| e (4, 21)
S - P 1=
0 0 -0 0
2
0 m .
Im .
o 2
(o] ‘m_....0
‘E‘l 2
(o JE T R | T 0O .- .m
£

4

Die Korrelationskoeffizienten P'k lassen sich aus den Gewichtsrezipro-
I .

ken aii und Kofaktoren Qik des Distanzausgleiches berechnen:

(4,22)

* o . : - . = =
) Anm. : vereinfachte Bezeichnungsweise mdik Mmoo Pik-k.i
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Der strichliert umrandete Bereich in Sll ist nur der Anschaulichkeit

halber mit Hilfe der Korrelationskoeffizienten r, angeschrieben; im

ik
Zuge der praktischen Aufstellung der S“ wird hier direkt die Matrix

2
mo Q (4,11) aus dem Distanzausgleich eingesetzt. Die Seiten 112 und

113 zeigen die vollstandigen Matrizen A 5 und S“ , aus denen dann

S s8 (4, 20) berechnet werden kann.

4.1.3.2 AUFSTELLUNG DER KOEFFIZIENTENMATRIX A 5

Durch Differentiation der Bestimmungsgleichungen (4, 19) erhalten wir

die Koeffizienten fur die Fehlerrechnung. Ausgegangen wird von der

Gleichung fur 814:

14 =

Das Differential lautet:

ds. =

14
dz]4 ist das Differential der Gleichung (4, 14):
cc ?CC.AHla ! :
= - ——.daH,,6 + .dd, = =, @ e dE
s14 14 514'd14 14 2 1 2 4
—— N
A B

VVernachldssigt wurden dabei die Glieder mit dy’;‘a und dRa. wegen ihrer

Kleinheit und zur weiteren VVereinfachung sinz14 = sir‘x{’;‘4 und
dl4' sinzla = s14 gesetzt. Mit den Abklirzungen A und B finden wir
endglltig:

(4, 23a)
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Logisch fortgesetzt wird mit der Differentiation der Gleichung fur 841:

= - Sy

Dabei bendtigen wir noch dw’la aus

Jetzt muB noch dGT aus (3, 55) abgeleitet werden:

4

Durch Differentiation, Anwendung von Addidtionstheoremen und mit

cosso’;‘ = cosyz & cosso* sowie cos(}\Z— X’;‘) =1 finden wir:
sin(yz = 37’;‘). dg;’]" = sin(yz L ,YT)' dgz
+ coszso* sin(hz-k’;‘). d)«,’;‘-coszso* sin(AZ-)\.T). d)&z

Mit den weiteren VVereinfachungen sin(g’z - 8:’;‘) = Alf'i"a,

sin(lZ— 7\’1“) = A?l’l“a und sin6*, = 6% steht schlieBlich nach der Um-

14 14
formung:
*
2914
*®
S 14
(S
= % =ci * *
cosA”‘ SmAll& )

Unter Beachtung der Beziehungen aus 2.1.1 ergibt sich vorerst

und endgultig:

*) Anm: Das Azimut a wird von hier ab mit A*bezeichnet, um Ver-

wechslungen mit den Dreieckswinkeln ajik zu vermeiden.
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Somit lauten dCJllt und d641:

(4,23b)
Es ist vorteilhaft, im Anschluf dgaz zu bestimmen:
also:
Dabei war yzm:
Im Differential:
tritt da auf, dessen Bildungsgesetz schon aus (3, 53) bekannt ist:

241

Damit 18Rt sich d842 bereits anschreiben:

Bei der Bildung der restlichen neun Refraktionswinkeldifferentiale treten
nur mehr formal gleichartige Koeffizienten auf. Daher kann hier auf ihre

Ableitung verzichtet und direkt auf ihre Anschreibung in (4, 23) verwiesen

werden.



dAaH

Koeffizientenmatrix AS

dd

dd

(1. Teil)

dd

dd

14 13 34 23 12 14 dd,,

€. -A ] 0 +B 0

a,, VA 0 o o o = e

a5, A 0 0 0 -C, ,(241) —(B+C”(2hl)) -cu(zzn)

a5, _A 0 _..C“(gl.z) 'CZJ(:“Z) »n-clz(zu) +(B+c”(2u)) + (C2~(20|)+C2‘(3k2))
d8'3 _A ‘C|3(“3) _C3h(“3) 0 0 +(B—C”(H3)) o

ds 5, A +C, ,(413) +C,, (413) o Y -(B8-C, ,(413)) Y

af +A HC, ,(413)-C S(231)) +C,, (413) -c,,(231 -C, (231 -(8-C, (413)) 0

ds§ 5 +A +(c'3(h|3)+c'3(|u)) +(c3.(~|3)ncu(|3h)) 0 0 —(B—C”(“Zi)—C”(':"l” 0

a5, +A4(C, (a13)eC ((312)) +C 4, (413) +C,,(312) 1C,,(312) -(B8-C, (413)) g

o, -A  -(c, ,(13)+C, (312)) -C,, 413 -C,,0312) -C,,312) +B-C, (413)) 0

% -A  -(C, (413)+C ((312)) -C,, 413 ~C,,(312) -(C,,(312)+C ,(124)) HB-C, (413)-C, (124)) -C,,(124)

d§ 28 -A -(c'J(uahclJ(alz)) ~(cu(413)+c“(423)) ~(C23(312)&C23(h23)) -(C|2(312)+C'2(12h)) + B-C“(H3)—C"(l2h)) —(Cu(iuhcza(hza))

(8, 23)

[



(2. Teil)

tenmatrix A s

izien

Koeff

dEz (lEJ dE[i

d(;‘a df'

* * L4
dtZIt dtaz dr3h

dr;l! dggz

arh

(l{';"

*
13 dle

dg"

3
d;‘lz d(ZI

+1/2
+1/2
/2
-2
v1/2
-12
Ry

0o

_1/2
-1/2
-1/2

/2

0o

dSlA
(15'[”

0o

o

% 42

0o

%43

d$|3

98 59

-1/2

(o]

32

d§

ds

34
dS'Z

11/2

+1/2

+1/2
+1/2
11/2

(o]

d82|

(o]

0o

d
526

0o

23

d§

(4, 23)
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4.1.4 DIE BERECHNUNG DER ELLIPSOIDISCHEN
HOHENUNTERSCHIEDE

Sind die zwolf Refraktionswinkel Sik ermittelt, gewinnt man die ellip-

soidischen Hijhenunter‘schiedeAhik im vertikalen Viereck aus (2, 10):

Dabei sind die ellipsoidischen Zenitdistanzen nach (2, 5) gegeben aus:

Da die Uberbestimmung im Distanznetz durch einen Ausgleich verarbeitet
worden ist und die Refraktionswinkel einem vollstdndig bestimmten Sys-

tem entstammen, ist es klar, daB keine Widerspriiche zwischen den ein-

zelnen Hohenunterschieden, bzw. ihren Summen und Differenzen auftre-

ten konnen!

In jedem Teildreieck des vertikalen Vierecks muf3 gelten:

(4, 24)

Ebenso fur die Summe aus hin und ruck:

(4, 25)

Mittlere Fehler von Hohenunterschieden bzw. Punkthodhen im vertikalen
Viereck kdénnen dementsprechend nicht aus Uberbestimmungen oder Wi-
dersprichen errechnet werden, sondern sind nur durch die abgeleite-

ten Fehlerformeln (4, 29) zu erhalten.
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4.2 DAS VERTIKALE VIERECK ALS METHODE ZUR REFRAKTIONS-
UNBEEINFLUSSTEN ERMITTLUNG GROSSER HOHENUNTER-
SCHIEDE

Interessieren die absoluten GroBen der Refraktionswinkel Sik in der
MeBanordnung nicht, sondern sollen nur die Hohenunterschiede zu den
beiden Bergpunkten méglichst genau (d. h. ohne Verwendung refraktions-
fehlerbelasteter Zenitdistanzen) bestimmt werden, so kdnnen alle Zenit-
distanzbeobachtungen §?‘k aus 4.1 unterlassen werden. i Die zur Be-
rechnung der ellipsoidischen Hohenunterschiede Ahik notwendigen re-
fraktionsfreien ellipsoidischen Zenitdistanzen Zik sind ja durch das
Uberbestimmt ausgemessene vertikale Distanznetz und das geometrisch-
astronomische Nivellement zwischen den beiden Talpunkten 1 und 4 fest-
gelegt. Formel (4, 14) liefert 214 und damit die "Orientierung' der durch
die sechs Distanzen uUberbestimmt erhaltenen Winkel a im vertikalen Dia-
gonalviereck. Die zum Ubergang von den Zenitdistanzen zik auf ihre
Gegenzenitdistanzen z, ., notwendigen ellipsoidischen Zentriwinkel 6i

ki
sind durch die Ndherungsforme! (3, 57) immer genau genug gegeben

k

(siehe 3.2.6.4.4). Seite 116 zeigt - unter Benutzung der gleichen VVor-
gangsweise wie in (4,19) - die zwdlf Bestimmungsgleichungen fur die re-
fraktionsfreien ellipsoidischen Zenitdistanzen zik (4, 26). Daneben sind

gleich die Differentiale dzi (4, 27) zur spdteren Fehlerrechnung ange-

k
schrieben. Die Glieder d6ik sind dabei schon unterdrickt, da sie bei
der Genauigkeit der in 6ik auftretenden Grofen keinen Beitrag zu dzik
leisten kdnnen. Die aus (2,12) mit k = 0 zu berechnenden ellipsoidischen
Hohenunterschiede sind naturlich durch die geometrischen Abhdngigkei-

ten im Sinne von (4, 24) und (4, 25) widerspruchsfrei.

*) Anm.: Hier gilt die Einschrdankung, daB zur Reduktion der gemesse-
nen Distanzen auf die Bodenpunkte (2, 15c) gendherte Zenitdi-
stanzen (aus einem Satz oder aus Ndherungshéhen) gebraucht
werden. Wegen 2. 1. 2. 4 darf deren fehlertheoretischer Ein-
fluB auf die dik aber vernachlassigt werden.



dz,, = dz,, -da,,, = 92, - da g,

= dzls - daq, - da, .,

B . - - d
dz,, = da,, 3~ 933157 Cizg

- (4, 27)
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4.2.1 DIE MITTLEREN FEHLER DER ELLIPSOIDISCHEN
HOHENUNTERSCHIEDE

Zur Ermittlung der mAh wird das Differential der Formel (2, 12) ge-
ik
bildet, wobei das Erdkrimmungsglied unbeachtet bleibt, da es flr die

Fehlerrechnung wegen seiner Kleinheit unwirksam ist.

= dd d, sinz dzik (4, 28a)
= COS Y%k T Yk k' o WaoE
= 2
Die dzi in (4, 28a) entnehmen wir (4,27) und setzen fur die da wie-
der die Differentialausdricke der Form (3, 53) ein. Die sich so er-

gebenden Fehlergleichungen fur die dAhik sind auf Seite 119angeschrie-
ben. Sie enthalten gegeniber den Fehlergleichungen fur die Refraktions-
winkel Sik aus 4.1. 3. 2 nur mehr Koeffizienten fur dAHla’ die entspre-
chenden ddi , sowie dE] und dEa. Bedenkt man, daB in den Koeffizien-
ten z;, = rik = {?‘k ausreichend genau ist, so |48t sich unschwer die
notwendige ldentitdt der hier aufgeflihrten Fehlergleichungen mit jenen
erkennen, die fur die in 4. 1.4 aus (2, 10) berechneten Hdéhenunterschie-

de gelten. Mit den schon bekannten \Vernachldssigungen lautet das Dif-

ferential eines aus (2, 10) gewonnen ellipsoidischen Héhenunterschieds:

(4, 28b)

In diese Formel werden die jeweiligen Ausdricke fur dgik mit ihren
Koeffizienten aus AS eingesetzt. Die Terme mit df?‘k heben einander
auf, ebenso jene mit dEi fir i # 1 oder 4. : Die Koeffizienten von dE]
und dE4 lauten wie in (4, 27) beide + 0,5 oder beide - 0, 5, je nach dem

ob die Zenitdistanz in das - zur Berechnung der Ei einheitlich gewdhlte -

Azimut A’:‘aoder* in das Gegenazimut weist.

*¥) Anm.: Diese Tatsache ist natiirlich trivial, da ja die §. im Prinzip
aus den Differenzen der z, und ff‘ + £i gebild‘et worden
sind, was aber aus dem Formelsystem (4, 18) nicht unmittel-
bar ersichtlich ist.
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Die Koeffizientenmatrix AAh (4, 28) kann zur numerischen Rechnung
sehr einfach aus der Koeffizientenmatrix AS (4, 23) gewonnen werden:
Dazu ist vorerst die Koeffizientenmatrix Az (4,27) aufzustellen. Sie
entsteht aus A § » wenn die Spalten 8 - 19 (df?‘k) sowie 21 (dfz) und
22 (d£3) gestrichen werden und in den Spalten 20 (dE1) und 23 (dEA)

der Koeffizient + 0,5 (Azimut von z, = Azimut von & i) oder - 0,5 (Azi-

k

mut von zi = Azimut von Ei + 2009) gesetzt wird. Az ist jetzt mit

k
einer Diagonalmatrix D zu multiplizieren, die mit den Faktoren -

S.

besetzt ist. Addiert man vor dieser Multiplikation in jeder Zeile den
Ausdruck
= - . cos zik
zum Faktor desjenigen dd‘k’ das die gleichen Indices wie dAhik tragt,
i

so ist mit der Produktmatrix D'Az bereits AA gefunden.

h

Unter Anwendung des allgemeinen Fehlerfortpflanzungsgesetzes ergibt

2
sich die Matrix SAhAh der mittleren Fehlerquadrate mAhik nach;
T
AAh . AAh (4, 29)

Dabei ist naturlich S” um die Spalten (und Zeilen) 8 - 19, 21 und 22

vermindert.



fur die - - Hohenunterschiede

———

d =
Ahl”

1 1
== ~AdAH - _ _ = B 413)- - 4 - L
dAhZI‘ ( dA 14 (C‘3(1H3)+C'3(3|2) )dd‘3 C34M|3)dd36 C23(312)dd23 (C'2(312)+C‘2(12h) ) dd‘2 + (B Clh( ) C'a(lzll))dd”‘ + (F24 CZ’\(ZH))ddZIJ + Zdel + 2 dEa)

- (—AdAH'a - (C13(1H3)+C|3(3|2))dd'3 - (034(613)&0:““23) )ddal‘ + (F'—'2~_,—C23(3I2)-C23(1023))dd23 = (C12(312)+C|2(l2b))dd‘2+ (B-C”.(lll:i)—cla(lzll))ddla -

Die Koeffizientenmatrix der Fehlerglelchungen wird mit AAh bezeichnet. (a4, 28)



Koeffizientenmatrix AZ

daH, dd, 5 dd,, dad, . ad,, dad, , ad,,
e, -A 0 0 0 0 +B 0
jza| +A o V] 0 0 -B 0
12, A 0 0 -C, ,(281) -(B+C, ,(241)) -C,,(281)
2, -A 0 +C,,(342) +C,4(382) +C, (281) +(B+C,(241)) + (C,,(281)+C, (342))
jz‘a ~-A -c‘3(4|3) -C:M(MJ) 0 0 +(B'cm(“3” 0
1131 +A +CI 3(41 3) 4C34(M 3) 0 0 _(B.cl a(tn 3)) 0
sz, +A  HC (M 3)-c‘ 5(231) +C3A(M 3) -C 23(2:n) -C, 2(231) -(B—cM(al 3)) Y
125, +A +(cl 3(41 3)+c'3(|3a)) +(c34(413)+cu(|3u)) 0 0 —(B-CM(M 3)-(:I 4(134)) o
1z, +A  +(C 4(813)+C| ,(312)) +C,,(813) +C,4(312) +C (3 2) -(B-cM(ala)) 0
. -A  -(c ,B13)+C, (312)) -C,, (41 3) -C,,(3 2) -C,,(312) +(B-C,,(413)) 0
z,, -A —(c|3(413)+c|3(312)) -CM(M 3) -c23(312) —(0'2(3|2)+c‘2(| 24)) +(B—CM(4|3)-CM(|24)) -CZA(IZA)
32, -A -(c'3(413)+c‘3(3|2)) -(CM(MJHCM(Azs)) -(023(312)+c23(a23)) -(clz(312)+c|2(120)) «‘(B-CM(Ma)—CM(lza)) -(Cza(lza)ocza(hzs))

(4, 27)

dE

+1/2
-1/2
-1/2
+1/2
+1/2
-1/2
-1/2
-1/2
-1/2
+1/2
+1/2
+1/2

d€
4

+1/2
-1/2
-1/2
+1/2
+1/2
-1/2
-1/2
-1/2
~ /2
+1/2
+1/2
+1/2
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Matrix O
o o ] o o ] (o] o o (o]
(o] o o (/] ] (V] (o] ] (V]
(/] o ] o o (o] o (o] o
(o] o o (/] (V] o o o (V]
(o] o o o o ] (/] o (o]
(o] o (o] o ] (o] (/] o (V]
0 o (o] o (V] o (V] ] (V]
o o o (o] o (/] o ] (o]
(o] o ] o o ] o (o]
(o] o (] o (V] ] ] (/] ]
24
(o] o (o] o (/] ] o ] o ?
o o (] o o o o ] o o
Matrix F
0o o 0 0 0o 0o 0o 0
0o 0o 0o 0o 0o —Flh 0 0o 0o
0 0 0 0o 0o 0o —th‘ 0o 0o
0o 0o 0 0 0o 0o 0o 0o
0o 0o 0o 0 0o 0o 0
0o -F'J 0o 0o 0o 0o 0o 0o 0o
0o 0o 0 _FZJ 0 0o 0 0o 0o
0o 0 ”:34 0 0 0 0o 0o 0o
0 0o 0o 0o 0o 0 0 0
0o 0 0o 0o 0o 0 0 0
0 0o 0 0o 0 'de 0 0o
0o 0o 0o +F23 0o 0o 0 0o 0o

*) Anm.:Da s . =s

Ii ik

lust F| =—F,
ust Ki i

k

und cos Zki = -cos z, ist, darf man ohne Genauigkeistsver-

Kk
setzen. Speziell gilt: F“. + -B
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4.2.2 DIE GEWINNUNG DER NIVELLEMENTHOHENUNTERSCHIEDE

Die Nivellementhdhenunterschiede AHik(Niv) zu den Bergpunkten des
vertikalen Vierecks werden durch Kombination der ellipsoidischen Ho-

henunterschiede Ahi mit den Niveaufldchenundulationsdifferenzen AN;

k k

nach dem Theorem von Villarceau (1,2) berechnet:

Bei Annahme eines kreisbogenférmigen Niveaufldchenanstieges kon-

nen die ANi'k Uber die Lotabweichungskomponenten Ei ermittelt werden.
(1, 3a)
Die ANi'k in fehlertheoretische Uberlegungen einzubeziehen, erscheint

nicht sinnvoll, da der zu ihrer Berechnung angenommene kreisbogenfor-
mige Geoidverlauf bei den geringen Punktabstdnden im vertikalen Vier-
eck wohl erwartet, aber nicht ohne weitere astronomische Messungen

gesichert werden kann,

Fiur den Ubergang auf echte Meereshdhendifferenzen AHik wdren daruber
hinaus gravimetrische Messungen zur Berechnung der orthometrischen

Korrektionen notwendig.
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4,3 DIE VORAUSZUSETZENDEN GENAUIGKEITEN DER
MESSGROSSEN

Die Genauigkeitsanforderungen an die Bestimmungsgrofen im vertika-
len Viereck sind duBerst hoch. Sie sind bereits in den Kapiteln 3. 2.6. 4
und 4. 1. 2 besprochen worden, sollen aber der Ubersichtlichkeit halber

an dieser Stelle noch einmal zusammengestel It werden.

. . . . . cc .
Um einen mittleren Fehler in den Refraktionswinkeln von ~ + 3 einzu-

halten (dem entspricht ein m__von ~ + 5 mm/1000m Ah), sind in etwa

Ah
folgende mittlere Fehler bei den MefgroRen einzuhalten:

A

Distanzen d,, : m + 1mm
ik dlk
Nivellement AH,,: m £ +0,5mm
14 AH]L]. - e
Zenitdistanzen {?‘k: m{?‘k g +1
.3 . %, = < e
naturl. Lotrichtungen ga?‘,zi, my?‘ = m?L?‘ & $0, 7

Fir die notwendige Reduktion der gemessenen Distanzen und Zenitdi-
stanzen auf die Bodenpunkte sind die Instrumenten-, Ziel- und Reflektor-

héhen auf besser als + 1Tmm zu erfassen (siehe 2. 1. 2.4)!

Auf die Realisation der Genauigkeitsvorgaben in der Praxis wird in 4. 4

ndher eingegangen.
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4.4 ERPROBUNG DES VERFAHRENS

Zur praktischen Erprobung des VVerfahrens wurde das vertikale Dreieck
"Hohe Wand!' (siehe 3. 2. 6. 4. 6) durch Einfluchtung eines vierten Punktes
zu einem vertikalen Viereck erweitert. Der neue Punkt konnte so gewéahlt
werden, daf die von ihm zu den beiden Bergpunkten ausgehenden Strek-
ken fast genau die gleichen Langen aufwiesen, wie die beiden vom ersten

Talpunkt wegweisenden. Die Abb. 48 und 49 zeigen die neue MefRanordnung.

Vertikales Viereck '"Hohe Wand?"
3 (926m)

(448m)

Abb. 48

Abb. 49
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Abb. 50
(Visur 4-3)

Abb. 51
(Visuren 3-2, 3-1, 3-4)
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4.4.1 BESCHREIBUNG DER MESSPUNKTE

Punkt 1: Zweiersdorf Feld (H = 448 m)
Der Punkt liegt etwa in Talmitte auf einem, einem Feldweg folgend-
den,Rain. Das umgebende Terrain ist durchwegs eben bis leicht an-
steigend. Im Bewuchs herrschen Wiesen und Weizenfelder vor. Die
Stabilisierung besteht aus einem massiv einbetonierten Bolzen, der

in der Mitte mit einer feinen Kérnung versehen worden ist.

Punkt 2: Kienberg Irmafelsen (H=643m)
Der Irmafelsen ist eine, wenige Meter unterhalb des Kienberggipfels
aus dem Hang hervortretende, Felsnase mit etwa 2 x 2 mz Flache. In
den Felsen ist ein Gasrohr (@ = 2 cm) einbetoniert, in dessen Zentrum
eine Kérnung in den Beton geschlagen worden ist. Der Kienberg ist,

von einigen Felswdnden abgesehen, vom FuBl bis zum Gipfel dicht be-

waldet (Mischwald).

Punkt 3: Hubertushaus Pfeiler (H=926 m)
Der MefBpunkt, ein Beobachtungspfeiler des Instituts flir Landesver-
messung und Ingenieurgeoddsie, Abt. Landesvermessung, der TU Wien
steht am Rande des Steilabfalls der Hohen Wand unweit der Schutzhdtte
Hubertushaus. Der Bereich hinter dem Pfeiler ist stark bewaldet; die
Felswand selbst, die etwa 5-7 m vor dem Pfeiler scharf abbricht, ist
wegen ihrer Steilheit fast vegetationslos. Erst ihr etwas sanfter ab-

fallender FuB tragt dann wieder starken Nadelbaumbewuchs.

Punkt 4;: Zweiersdorf StraBe (H=486 m)
In der gleichen Art und Weise stabilisiert wie Punkt 1, liegt der
Punkt 4 unmittelbar neben der L andesstraBe durch Zweiersdorf. Die
engere Umgebung zeigt ein unterschiedliches Bild. In Richtung Hohe
Wand beginnt sofort nach der AsphaltstraBe dichter Wald, in Richtung
Kienberg wechseln einander Wiesen und Felder ab. Bedingt durch die-

ses uneinheitliche Umfeld ist bei diesem Punkt ein anomales Refrak-

tionsverhalten erwartet worden.
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4. 4. 2 BESCHREIBUNG DER VISUREN

Profile 1 -6 (Abb.52-57)
Bei der im Testnetz '"Hohe Wand!' gefundenen Konfiguration des verti-
kalem VVierecks bieten sich die sechs Visuren in fast idealer Weise zu

Refraktionsuntersuchungen an:

o
1 Die Visuren 1-2, 1-3, 4-2, 4-3 sind, mehrere Hauptschichten der

brechenden Atmosphdre (siehe 3. 2. 2) durchlaufende, Steilvisuren.
Da sie dariber hinaus paarweise gleiche Langen aufweisen
(1-2, 4-3 =1,0 km; 1-3, 4-2 =1,4 km), lassen sich sofort direkte

VVergleiche anstellen.

2 Die Visur 2-3 ist eine typische flache Gipfel-Gipfelvisur mit groRem

Bodenabstand Uber ihre gesamte L dnge.

3 Die Visur 1-4 schlief3lich ist ein markantes Beispiel flir eine boden-

nahe Visur.

Es besteht also im vertikalen Viereck die Méglichkeit und
das Refraktionsverhalten aller drei Grundtypen von
Visuren zu studieren. Dies ist umsomehr von Bedeutung, als nicht nur
die relativen der einzelnen Sichten wahrend einer be-
stimmten Zeitspanne verglichen werden kénnen, sondern sich auch die
(nach (4,18) ermittelten) absoluten GrdRen der einzelnen Refraktionswin-

kel betrachten lassen.

Da alle Visuren in beiden Richtungen beobachtet werden und alle zwolf
Refraktionswinkel aus dem Formelsystem (4, 18) vorliegen, kénnen auch
Aussagen Uber das Verhalten von gleichzeitig und gegenseitig gemesse-

nen Zenitdistanzen getroffen werden.

SchluBendlich besteht auch noch die Gelegenheit, das Refraktionsver-
halten der 3 - von jeweils einem Standpunkt in einer VVertikalebene be-

obachteten - Visuren untereinander zu vergleichen.
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4.4,.3 DIE MESSUNGEN

Mit dem 3. Juli 1980, an dem die Einfluchtung des Talpunktes 1 von
den beiden Bergpunkten 2 und 3 aus vorgenommen wurde, begann eine
ausgedehnte Reihe von Messungen ver*schiédenster* Art (Distanz-, Ze-
nitdistanzmessungen, Nivellements, astronomische Beobachtungen, me-
teorologische Aufzeichnungen). Ein groBer Teil dieser Messungen wa-
ren Datenmaterial fur die Diplomarbeit ""Refraktionsuntersuchungen in
einem vertikalen Dreieck!" von Dipl. -Ing. J. Rosenthaler, ausgeflihrt am
Institut flir Theoretische Geoddsie und Geophysik, Abt. Theoretische
Geoddsie, der TU Wien, und diente gleichzeitig als Grundlage und
wertvolle Erfahrungssammlung fir die vorliegende Arbeit. In die Be-
rechnungen zum vertikalen Viereck haben allerdings nur die Messungen
hoéchster Genauigkeit Eingang gefunden. Die letzten Messungen wurden

am 17, Dezember 1981 abgeschlossen.

4.4. 3.1 DISTANZMESSUNGEN

Da die Genauigkeitsauflagen flir die Distanzen im vertikalen Viereck
enorm hoch sind (siehe 4. 3), ist von Anfang an der Versuch unternom-
men worden, jedem nur erdenklichen FehlereinfluB bei den Messungen
wirksam zu begegnen:

o
1  Zum Einsatz gelangten nur die, derzeit als die prdzisesten geltenden,

verfligbaren, elektronischen Entfernungsmefligerdte Tellurometer

%

MA 100 und Mekometer ME3000. )
Innere Genauigkeit: MA100 my = % 1,5 mm + 2mm/km
ME3000 m, = +0,2mm#t 1mm/km

*¥) Anm.: Ein Terrameter (siehe 3.2.6. 4.2), das auf Dispersions-
basis eine noch um eine Zehnerpotenz bessere Genauigkeit
erreicht, ist derzeit erst in den USA im Einsatz und konnte
deshalb begreiflicherweise nicht beschafft werden!
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Abb. 58a

(Der Verfasser bei der
Messung mit dem MA100)

Abb. 58b

(Tellurometer MA100.
am Standpunkt Zweiersdorf Feld)
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Ein Tellurometer MA100 befindet sich im Besitz des Institutes fur
Landesvermessung und Ingenieurgeoddsie, Abt. Ingenieurgeodasie,

der TU Wien und konnte so sehr haufig zu Messungen herangezogen
werden. Leider ist die Reichweite des Gerdtes mit 2 km beschrankt,
weshalb ein zweites MA100 mit groBerer Reichweite fiir die Messung

der Distanz 2-3 von den Osterreichischen Donaukraftwerken entlie-

hen wurde. Fur eine weiter MeBRkampagne konnte das ME3000 der Il lkraft-
werke gemietet werden, das von dem zustdndigen Werksangestellten,

Herrn Dipl.-Ing.Sefzik, selbst bedient wurde.

Alle verwendeten Prazisionsentfernungsmefgerdte wurden vor,
manchmal auch wahrend den jeweiligen MeBkampagnen auf Basisstrek-
ken geeicht. Durch vermittelnden Ausgleich ergaben sich jeweils die
Instrumenten/Reflektorkonstante c und ein allfdlliger MaBstabsfehler m

des untersuchten Geradtes.

Datum Basis E-Gerét Reflektor clmm] mlmm/km]
79-12-19 Linz MA100 (DOKW) AGAI13 (DOKW) -69,8 -7,8
80-08-06 Wien MA100 (I1G) AGA13 (1G) -68,5 0
AGA19 (LV) -67,2 0
81-05-04 Aarau ME 3000 (IKW) KERNS3 (IKW) - 0,9 +0, 2
81-07-07 Neue Welt ME3000 (IKW) KERN3 (IKW) -3 5*)
81-10-08 Neue Welt MA100 (IG) WILD11(ROST) -68,7 0

Zur erfolgreichen Ausschaltung von Aufstellungsfehlern wurden E-Ge-
rdt und Reflektor mit Hilfe eines WILD Nadirlotes Uber den Bodenpunk-
ten zentriert. Diese Vorgangsweise sichert eine Zentriergenauigkeit

im Zehntelmillimeterbereich.

*) Anm. : Persoénliche Mitteilung von a. o. Prof. K. Peters, Institut fir

Landesvermessung und Ingenieurgeoddsie, Abt.L andesver-
messung, TU Wien.
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4 Die zur spateren Reduktion der gemessenen Schradgstrecken auf die
Bodenpunkte notwendigen Instrumentenhdhen G und Reflektorhéhen R
sind, entweder mit dem Nivellier oder mit dem RollmaBstab, jeweils
auf besser als + 1mm Genauigkeit erfaBt worden. Bei Verwendung
des RollmaBstabes war eine Zerlegung der zu bestimmenden Hohen in
Teilabschnitte unvermeidlich, um nicht die vorgeschriebene Schran-

ke von + 1 mm zu Uberschreiten.

a, b... Gerdtekonstanten

CcC.... gemessen

T
G=a+

Abb. 59

5 Bei jeder Messung wurde eine Aufheizzeit des Entfernungsmefgerdétes
von ungefdahr 30 Minuten eingehalten, um die Frequenzkonstanz wirk-

lich sicherzustellen.

6 Die meteorologischen Daten zur atmospharischen Streckenreduktion
sind an den beiden Endpunkten aus Psychrometer- und Barometerab-
lesungen gewonnen worden. Da aber das Mittel der Endpunktswerte
nur selten fur die tatsdchlichen Verhdltnisse entlang der MeRstrecke
reprdsentativ ist, ist von der atmosphdrischen Reduktion her der
stdarkste FehlereinfluB auf die Distanzmessung zu erwarten gewesen.
Dieser Genauigkeitsminderung konnte durch mehrere Wiederholungs-
messungen zu anderen Jahres- und Tageszeiten und zu verschiedenen
Wetterverhdltnissen erfolgreich begegnet werden. So konnten in den
endgiltigen Mitteln die Genauigkeitsvorschriften aus (3, 54) durchwegs
eingehalten werden (siehe Kapitel 3. 2. 6. 4. 2).

Die Tabellen 7-11 zeigen die Ergebnisse einschlieBlich aller vorgenommenen

Reduktionen: 1) Atmosphédrische Reduktion nach Barrel and Sears
2) Anbringung von c und m.
3) Zentrierung auf die Bodenpunkte nach (2, 14c) — d



Reduktion der

Distanzen

H o
o o A
G [m) t.’ [c t.: ra P, {Torr) EDM-Ger &t
Datum Zeit MeBwert [m] a N Wetterlage d' [m] dlm
R [m) t Q) wea p, (Torrd Reflektor
k k k
00 15 0, 397 10,4 7,4 680, 0 stark bewdlkt MA100 (1G)
80-07-03 1377 -13 1397,7303 1397, 6849 1398, 0862
1,572 14,9 11,9 718,7 windig AGAI13 (1G)
15 25 0; 397 10,6 7,6 679, 8 stark bewdlkt MAT00 (1G)
13 -13 1397,7310 1397, 6859 1398, 0872
1,572 15,1 12,1 718,7 windig AGAI13 (1G)
30 40 0, 397 10,7 7,7 679,8 stark bewdlkt MAI100 (IG)
13 -13 1397,7326 1397, 6875 1398, 0888
1,572 15,0 12,0 718, 7 windig AGAI13 (1G)
10 20 1,606 13,6 10,6 718, 2 stark bewalkt MA100 (1G)
17 -17 1007, 0870 1007,0329 1007, 0341
1,600 12,4 9,4 700, 5 windig AGA19 (LV)
50 o 1,606 14,1 11,1 717,9 stark bewoikt MA100 (I1G)
17 =17 1007,0870 1007.0334 1007, 0346
1,600 12,5 9,5 700, 7 windig AGA19 (LV)
25 30 1,606 14,1 1,1 717,6 stark bewdlkt MA100 (I1G)
17717 1007, 0877 1007, 0341 1007, 0353
1,600 12,5 9,5 700, 9 windig AGAI19 (LV)
20 30 0, 396 15,3 9,8 691,8 MA 100 (DOKW)
80-09-03 127212 1397,6772 sonnig 1397,6162 1398, 0863
1,773 16, 4 10,9 730, 8 AGAIl 3 (DOKW)
25 & 0, 396 15,6 10,2 691,8 MAI00 (DOKW)
12 7 -12 1397,6763 sonnig 1397,6157 1398, 0859
1,773 16,8 1,3 730,8 AGAI 3 (DOKW)
10 25 0, 396 15,7 10, 2 691, 2 MA100 (DOKW)
14 -14 2319,1345 windig 2319, 0876 2319, 2725
1,914 16,6 10,9 713,2 AGAI3 (DOKW)
a0 48 0, 396 15,1 10,2 691, 1 MAI100 (DOKW)
14 -14 2319,1338 windig 2319,0862 2319, 2711
1,914 16,5 1,0 713,3 AGAI13 (DOKW)
55 10 0, 396 14,2 10,0 691,0 MA100 (DOKW)
1477215 2319, 1359 windig 2319, 0874 2319, 2710
1,903 16,6 1,2 713,4 AGAI 3 (DOKW)
i o 0, 396 14,2 10,0 691,0 MA100 (DOKW)
15 -15 2319,1342 windig 2319,0857 2319, 2692
1,903 16,6 11,0 713,3 AGAI13 (DOKW)

Tab. 7



Reduktion der Distanzen

P. G tml a1 u’cl p, ITorr) EDM-Ger it
Datum Zeit MeBwert [m] ° ° Wetterlage d' [m} d [ml
1
Pk R (m] tk (o] !k[ Cl] P (Torrl Reflektor
45 00 1 1,810 18,1 12,2 730, 2 MA100 (DOKW)
80-09-03 15 -16 1007,1135 windig 1007, 0475 1007, 0295
2 1,903 16,2 10,9 713, 1 AGA13 (DOKW)
00 15 1 1,810 17,8 12,1 730,0 MA100 (DOKW)
16 -16 1007,1165 windig 1007, 0504 1007,0268
2 1,932 16,3 1,1 713,2 AGAI 3 (DOKW)
— 1 1,572 16,4 10,6 726,8 bewslkt mit MA100 (IG)
80-10-02 10 -10 1007,1293 Aufheliungen 1007,0724 1007,0331
2 1,775 13,2 9,0 709, 8 schwach windig AGA13 (I1G)
sz 50 1 1,572 16, 8 10,5 726, 8 bew Ikt mit MA100 (1G)
10 -10 1007,1283 1. 775 Aufhe ltungen 1007,0718 1007, 0325
2 ' 13,6 9,1 709, 8 schwach windig AGA13 (1G)
50 00 1 1,572 16,6 10,9 726,8 bewdlkt mit MA100 (1G)
107 -1 1007, 1287 Aufheltungen 1007,0723 1007,0330
2 1,775 14,0 9,3 709, 8 s chwach windig AGAI13 (1G)
00 05 1 1,579 14,6 9,8 727,0 bedeckt MA100 (I1G)
15 -15 1397,7156 boiger 1397, 6662 1398, 0873
3 0, 346 10,1 7,6 685, 3 Westwind AGA13 (IG)
09 13 1 1,579 14,4 9,8 727,0 bedeckt MA100 (I1G)
15 "-15 1397,7154 boiger 1397, 6659 1398, 0870
3 0, 346 10,0 7,6 685,0 Westwind AGAI13 (I1G)
- " 1 1,579 14,3 9,8 727,0 bedeckt MA100 (1G)
15'7_152 1397, 7156 bsiger 1397, 6661 1398, 0872
3 0, 346 10,0 7,6 685, 0 Westwind AGAI13 (1G)
% 05 1 1,709 15,2 6,6 721,2 wolkenlos MA100 (1G)
81-04-22 127 -13 1007, 0969 1007, 0406 1007, 0207
2 1,812 11,6 4,6 704, 4 windig AGAI13 (1G)
o7 1 1 1,709 15,0 6,4 721,0 wolkenlios MA100 (I1G)
13 -13 5 1397, 6600 1397,6138 1398, 0867
3 0,324 10,2 4,8 680, 0 windig AGA13 (1G)
: 4 1,655 22,6 15,8 724,3 sehr heiB MA100 (1G)
SN P 1403, 5392 Wolkenfetzen 1403, 4967 1403, 4986
2 1,638 21,7 14,0 711,5 leichter Wind AGAI13 (1G)
4 1,655 22,0 15,6 724,3 sehr heif MA100 (I1G)
14201423 1403, 5404 Wolkenfe tzen 1403, 4976 1403, 4995
2 1,638 21,9 14,4 711,5 leichter Wind AGA13 (IG)

Tab. 8



Reduktion der Distanzen

P, Gml t °c t (°cl  p, [Torr) EDM-Gerit
Datum Zeit MeBwert [m] 5 o Wetterlage d' [m) d[m
F’k R m] tk [ A !"< [C] Py [Torr) Reflektor
M 1,655 21,4 15, 4 724, 3 MA100 (1G)
25 30 i ’ 4 ’ Sonne
_05- -1 1403, 5390 1403, 4958 4
G059 sy B 2 g 1,638 21,8 14,3 71,5 verschwindet AGA13 (1G) ' 1403, 4977
s 1,655 20,7 13,9 724, 3 MA100 (1G)
’ hselnd
14451455 1403, 5391 ;’:;;:t n 1403, 494 1403, 4963
2 1,638 20, 2 13,9 711,5 AGAL13 (IG)
5 a0 A 1,655 21,2 13,9 724, 3 = MAI100 (1G)
157215 1403, 5385 o 1403, 4953 1403, 4972
2 1,638 22,0 15,6 7,5 AGA13 (IG)
s a0 A 1,655 20, 3 15,4 724, 3 wechselnd MA100 (1G)
147714 408, 5153 bew 8kt 408, 4527 408, 4462
1 1, 585 21,4 15,4 727, 4 AGA13 (IG)
A 1,655 21,4 14,8 724, 3 MA100 (1G)
h
15401445 408, 5160 ::\zéls:t'"d 408, 4534 408, 4469
1 1,585 20,0 14,5 727, 4 AGA13 (IG)
s 0 A 1,659 21,6 15,0 726, 8 wechselnd MA100 (1G)
17217 408, 4998 s 408, 4373 408, 8AA3
1 1,584 20, 2 16,6 723,7 AGAI13 (1G)
% 4 1,659 21,2 15,3 726, 8 T TR T MA100 (1G) N —
17%°-17 408, 5009 —— y 108, 4451
1 1,584 20,2 16,6 723,7 AGAI13 (1G)
ol 4 1,655 21,8 15,4 724,3 e MA100 (1G)
15" eslis 1007, 7131 e e 1007, 6650 1008, 2461
3 0, 322 17,2 n,s 688, 4 AGA13 (IG)
&5 Mo s 1,655 21,2 14,9 724, 3 wechselnd MA100 (1G) |
15°°_16 1007, 7120 = 007, 6632 1008, 2443
3 0, 322 16, 2 1,2 688, 4 AGAI13 (IG)
S 1 1,659 21,2 15,2 726, 8 ey MA100 (IG)
16°%-16 1007, 0733 - 1007, 0225 1007, 0266
2 1,638 21,9 15,5 711, 5 AGA13 (I1G)
00 05 1 1,659 21,5 14,9 726, 8 wechselnd MA100 (1G)
17°°-17 1007, 0738 =i 1007, 0233 1007, 0274
2 1,638 22,3 15,6 711,5 AGA13 (IG)

Tab. 9



Reduktion der Distanzen

8¢

o
P. G [ml - I °c p, [Torr] EDM-Gerit
Datum Zeit ' MeBwert [im) o e Wetterlage d' (m1 d [m)
RI t '
Pk m) K L QA 'k [a Py [Torr] Reflektor
2 30 3 0,3752 20,0 - 688, 0 ME3000 (IKW)
81-07-06 n<n 1007, 6770 dunstig. 1007, 6679 1008, 2450
4 1,6990 22,0 - 726,0 KERN3 (1IKW)
0 40 3 0,3752 20,0 - 688, 0 ME3000 (1KW)
1> n 1397, 6804 dunstig 1397, 6682 1398, 0873
1 1,6023 24,0 - 728,0 KERN3 (IKW)
B b 3 0,3752 20,0 = 688, 0 ME3000 (1KW)
oo 2319, 1266 dunstig 2319, 1097 2319, 2674
2 1,6680 21,0 - 712,0 KERN3 (IKW)
4 1,6248 22,0 - 725,0 ME3000 (IKW)
Sonnen-
1330_43%° 1007, 7331 . 1007, 7365 1008, 2496
einstrahlung ’
3 0,4478 20,0 = 687,0 KERN3 (1KW)
4 1,6248 22,0 = 725,0 ME3000 (IKW)
b S ’ ’ ’ -
130_13°0 408,4517 fit:\r:::;‘hlun _ 408, 4511 408, 4490
1 1,6017  24.0 - 727,0 = KERN3 (IKW)
4 1,6248 22,0 - 725,0
00 ’ ’ ' Sonnen- ME3000 (IKwW
13°%14 1403, 5042 e ol (1kw) 1403, 5021 1403, 4973
2 1,6680 21,0 - 712,0 9 KERN3 (IKW)
o T 1 1,5221 25,0 = 727,0 ME3000 (IKW)
15 °-15 1397, 7211 Quellwolken 1397, 7255 1398, 0923
3 0,4478 23,0 - 686, 0 KERN3 (IKW)
o = 1 1,5221 25,0 - 727,0 ME3000 (IKW)
15 ~-15 408, 4673 Quellwolken 408, 4660 408, 4496
4 1,6988 23,0 - 725,0 KERN3 (IKW)
o 30 1 1, 5221 25,0 - 727,0 ME3000 (IKW)
15°% 15 1007, 0567 Quellwolken 1007, 0548 1007, 0266
2 1,6680 23,0 = 712,0 KERN3 (IKW)
" &5 2 1, 5951 23,0 - 711,0 zunehmende ME3000 (1KW)
167 -16 2319, 1367 Bewdlkung 2319, 1411 2319, 2808
3 0,4478 24,0 - 686, 0 leichter Wind KERNS3 (IKW)
e 2 1, 5951 23,0 - 711,0 zunehmende ME3000 (IKW)
16716 1403, 4936 Bewdlkung 1403, 4858 1403, 4973
4 1,6980 24,0 - 724,0 lelchter Wind KERN3 (IKW)
50 . 00 2 1,5951 23,0 - 711,0 zunehmende ME3000 (IKw)
16°-17 1007,0314 Bewdlkung 1007, 0269 1007, 0282
1 1,6018 27,0 Ll 727,0 leichter Wind KERN3 (IKW)

Tab. 10



Reduktion der Distanzen

o
P. G [m) t, 11w °c1 p, (Torn) EDM-Gerit
Datum Zeit MeBwert [ml o o Wetterlage dt m] d (m
ty
Pk R [m) tk L C) k[ C] Py [Torr Reflektor
—— 1 1,601 19,2 15,6 720, 0 bewdlkt MA100 (1G)
81-10-07 15 -15 1007,1074 klar 1007,0563 1007,0286
2 1,744 17.6 13,8 702,8 leichterWestwind WILDI1 (ROST)
0 . 40 ] 1.601 20,4 16,4 720,0 Sonne MA100 (1G)
157 -15 1007, 1072 . 1007,0567 1007, 0290
verschieiert
2 1,744 1% 7 13,7 702, 8 wILDI11 (ROST)
s5 05 4 1,761 17,9 14,5 717,0 Sonne weg, MA100 (IG)
15 -16 1403, 5399 fast 1403, 4951 1403, 4970
2 1,744 16,7 13,7 702,5 windstill wiLDI1 (ROST)
05 15 4 1,761 17,5 14,5 717,0 Sonne weg, MA100 (1G)
16 -16 1403, 5401 fast 1403, 4949 1403, 4968
2 1,744 16,5 13,6 702, 5 windstill wIiLDI1 (ROST)
o i 4 1,663 17,4 13,0 723,0 Sonne MA100 (IG)
81-10-08 14 " -14 0 408, 5414 wolkenlos, 408, 4775 408, 4524
1 1,394 17,2 12,8 726, 2 leichter Nordwind WILDI11 (ROST)
& X 1 1,552 17,0 12,8 726, 3 Sonne MA100 (1G)
15 -15 408, 5110 wolkenlos 408, 4468 408,4512
4 1, 505 16,3 12,8 723,0 leichter Nordwind WILDI11 (ROST)

Tab. 11
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4.4, 3. 2 ZENITDISTANZMESSUNGEN

Die geometrische Refraktionswinkelbestimmung nach der Methode des

vertikalen Vierecks bedingt eine duBerst genaue und moglichst gleich-

zeitige Beobachtung der zwolf, in der MeBanordnung auftretenden, Ze-

nitdistanzen. Die Bewadltigung dieser Erfordernisse stellt sehr hohe

Anforderungen - sowohl an die verwendeten Theodolite und Zieleinrich-
#*

tungen als auch an die Operateure ) - und mufBlte deshalb reiflich uber-

legt werden.

Sollen gegenseitig-gleichzeitige Zenitdistanzen beobachtet werden, so
mUssen die Zieleinrichtungen (zur Vermeidung jeglicher Umbauten) am
Theodolit selbst angebracht sein. Sie mussen so weit uber der Kipp-
achse liegen, daB (vor allem fur die Visuren von den Berg- zu den Tal-
punkten) zu keiner Zeit der Beobachter das Ziel mit seinem Kopf verdek-
ken kann. Daruber hinaus mufR eine solche Zieleinrichtung symmetrisch
zur Kippachse gefertigt sein, damit sie, wenn das Fernrohr durchge-
schlagen wird, in gleicher Weise weiter am Ziel bleibt. SchlieBlich be-
steht noch die Forderung nach einer wirksamen inneren Beleuchtung, um
auch die Beobachtung bei Nacht oder schlechter Sicht zu ermdéglichen.
Ein Satz von vier identen Zieltafeln, die den vermehrten Forderungen
gerecht werden, wurde von einer Wiener Feinmechanikwerkstadtte (Fa.
Mirna) nach Angaben des Autors angefertigt. Diese Zieltafeln lassen
sich wie Reiterlibellen direkt auf die VVerkleidung der Kippachse aufsetzen.
Fur die Beobachtung bei Tageslicht sind sie durch grellgelben Anstrich
mit je einem dicken roten Streifen am oberen und unteren Rand sehr gut

anzielbar; bei Nachtmessungen |dft sich ein mit Mattglas abgedeckter

*) Anm. : Es soll hier nicht unerwéhnt bleiben, daB die im folgenden be-
schriebenen L 6sungen und Vorgangsweisen erst im Zuge der
zahlreichen Beobachtungen zu der Diplomarbeit von Rosen -
thaler (1982) in mihsamem Erfahrungszuwachs gefunden
werden konnten.
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Schlitz in der Mitte von innen mit zwei Halogenlampchen beleuchten
(Abb. 60). Bei der Reduktion der gemessenen Zenitdistanzen auf die
Bodenpunkte mufB3 natlurlich die horizontale Exzentrizitat E der Ziel-
tafelfldche vor der Kippachse in der Art von (2, 20) berlcksichtigt wer-
den. Ein weiterer wesentlicher \Vorteil der Spezialzieltafeln ist, daRB
die Differenz Zielhéhe-Instrumentenhohe jetzt eine im Labor bestimm-

bare Konstante ist.

Das Problem der gegenseitig-gleichzeitigen Messungen ist aber trotz
dieser Zieleinrichtungen noch nicht vollstdndig gel 6st, denn es muifRten
ja eigentlich pro Standpunkt je 3 derartige Beobachtungen gleichzeitig
durchgefihrt werden, was natlrlich nicht méglich ist. Das ist einer der
beiden Griunde, warum ein' '""momentaner!" Refraktionswinkel bei der Me-
thode des vertikalen Vierecks nur aus Zenitdistanzbeobachtungen '"end-
licher Zeitdauer! abgeleitet werden kann. Der zweite Grund ergibt sich
aus der Tatsache, daB die Genauigkeit eines Satzes (Zenitdistanz in bei-
den Kreislagen) nicht ausreichend ist, also mehrere S&tze zur Gewin-
nung eines sicheren Mittels gemessen werden missen. Damit werden zwei
Fragen aufgeworfen:
1) Uber welchen Zeitraum hinweg kann die Refraktion als unverdndert
angenommen werden?
2) Wie viele Sé&tze sind zur Erzielung eines mittleren Fehlers des Satz-
mittels von + ICC- ZCC notig?
Auf beide Fragen gibt es in der Literatur Antworten (Bahnert, 1970;
Ramsayer, 1971; Hradilek, 1968), die mit den Erfahrungen aus
friheren Arbeiten (Wunderlich, 1979) und den Ergebnissen dieser
Arbeit recht gut Ubereinstimmen:
Von den beiden Zeitpunkten der schnellsten Anderung der Brechungsver-
héltnisse - frihmorgens und abends (siehe Kapitel 3. 2. 2) - abgesehen,
kann durchaus mit einer Refraktionskonstanz von 20-30 Minuten an Tagen
mit nicht ununterbrochen wechselnden Sonne/Wolke/AJerhiltnissen ge-

ce ,cc
rechnet werden. Zur Erzielung eines mittleren Fehlers von + 1 -2
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im Satzmittel werden im allgemeinen 6 Sdtze ausreichen, wenn man zu-
dem die Ablesefehler durch zweimaliges Koinzidieren und Ablesen ver-

mindert.

Durch Einsatz immer des gleichen Operateurs auf jedem der Standpunkte
konnte im Laufe mehrerer MeBreihen die Ubung so weit gesteigert wer-
den, daB in der erwdhnten Zeitspanne von 20-30 Minuten 6 S&dtze mit
zweimaliger Ablesung zu je drei Zielen tatsdchlich laufend erreicht wur-

den (das entspricht 36 Zielungen und 72 Ablesungen!).

Operateure: Punkt 1 W. Schrutka
2 Th.Wunderlich
3 J.Rosenthaler

4 P,Stix

Als MeBgerdte kamen vier Theodolite der Type KERN DKM2A zum Ein-
satz, die mit ihren ausgezeichneten automatischen Héhenkreiskompensa-
toren einen hohen Beitrag zu der erreichten Mef3genauigkeit geliefert
haben. Die Zentrierung erfolgte mittels des optischen Lotes im Oberbau
mit hoher Genauigkeit. Dazu wurde nach dem gendherten Aufstellen des
Gerdtes der Lotstock aus dem Stativ herausgeschraubt. Die Ziel- und
damit Instrumentenhdhen wurden mit einem Nivellier auf besser

als + 1 mm bestimmt.

Um Aussagen uber den Refraktionszyklus treffen zu kénnen und um VVer-
gleiche mit den Ergebnissen aus dem TGREFR-Programm von Wunder ___
lin (1979) anstellen zu vermdgen, sind Zenitdistanzmessungen Uber 24
Stunden etwa alle zwei Stunden durchgefuhrt worden.

Um ein Einsinken der Stativbeine zu verhindern, wurden bei den Tal-
punikten massive Holzpflocke eingeschlagen, auf denen die Stative auf-
zustellen waren. Mit Hilfe des Nivelliers konnte die Zielhdhe vor und

nach jedem Durchgang kontrolliert werden, wobei durch zusatzliche Be-
obachtung eines Referenzpunktes der Instrumentenhorizont des Nivelliers

regelmagRig Uberpriuft wurde.
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In den Tabellen 12 - 15 sind die Zenitdistanzbeobachtungen (Mittel der
einzelnen Durchgdnge) der 24 Stundenmessung von 81-11 -04/05 mit
ihren mittleren Fehlern aufgeflihrt. Die Tabellen 16 - 19 zeigen dann
die auf die Bodenpunkte zentrierten Werte. %)

Die Diagramme 6 - 9 geben ein anschauliches Bild von den Zenitdistanz-
dnderungen Uber die 24 Stunden und erlauben zuséatzlich, durch die

standpunktsweise Auftragung,das Verhalten der drei, von einem Stand-

punkt ausgehenden,Visuren zu studieren.

4.4,.3.3 DIE METEOROLOGISCHEN BEOBACHTUNGEN

Zum Zwecke der anndahernden Beschreibung der atmospharischen Zu-
stdnde wdhrend der 24-Stundenmessung wurden laufend meteorologische
Beobachtungen durchgefuhrt. Auf jedem Standpunkt wurden Trocken-
und Feuchttemperatur (Psychrometer, + 0, ZOC) und Lu ftdruck (Baro-
meter + 2 Torr) abgelesen , sowie Windgeschwindigkeit und

Bewodlkungsgrad geschatzt.

Unter Benutzung dieses meteorologischen Datenmaterials war es dann
Herrn cand. ing. Wallnéfer im Rahmen seiner Diplomarbeit (1983) mog-
lich, mit dem Programm TGREFR von Wunderlin Modellatmosphdren-

Refraktionswinkel zu berechnen (siehe auch Kapitel 3. 2. 3).

In den unteren Teilen der Diagramme 6 - 9 ist der VVerlauf der Trocken-

und Feuchttemperatur und des Luftdrucks fur jeden Standpunkt aufgetra-

gen.

*) Anm: Wegen zu schneller Anderung der Brechungsverhéltnisse wurde
der MeBRdurchgang 655 fur den Standpunkt 4 in zwei Durchgédnge
mit je 3 Sdtzen aufgeteilt!
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Abb. 60

(KERN DKM2A mit aufge-
setzter Spezialzieltafel)

Abb. 61

(Standpunkt Irmafelsen
auf dem Kienberg)
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Abb. 62
(Visuren 2-1,2-4,2-3)

Abb. 63

(Visuren 1-4, 1-3)



Zenitdistanzmessungen im "Wertikalen Viereck" 1981-11-04/05

-

Beobachter: Schrutka Schreiber: Wallnéfer Standpunkt: =1,6366m 2Z =1,8065m E =2,25cm
%y * %*
Zeit ti°1 v°1 plTorrl 1 91 mSECCJ 5,: 9 m;ECCJ §1;[g] m, °
20 .00
197 -20 6,5 6,2 726,4 77,84572 +3,0 94,05762 +6,6 87,60565 +4 5
10 40 9,0 8,5 726,4
21 -21 8,0 7,5 726,2 77,84572 +2,9 94,05660 +4,3 87,60606 +3,6
03 40 11,0 9,0 726,6
23 -23 7,6 7,0 726, 8 77,84551 +2,9 94,05678 +2,9 87,60590 +1,7
12 43 6,6 6,2 726,8
3 -3 4,8 4,7 726,0 77,84537 +3,9 94,05707 +3,3 87,60551 +3,2
05 35 5,2 5,0 725,8
5 -5 4,2 3,9 725,5 77,84588 +1,8 94,05825 +2,6 87,60619 +3,9
4,5 4,4 725,6
645— 720 9,0 8,4 725,8 77,84572 +3,6 94,05804 +4,8 87,60652 +4,2
15 _30
8 -8 11,0 8,9 725,9 77,84607 +1,6 94,05897 +1,9 87,60727 +2,3
11,0 9,0 726, 1 _
1000—1030 14,0 10,6 726,0 77,84590 +1,3 94,05900 +0,9 87,60714 +1,5
12,1 9,4 726, 4
1200—1230 12,5 9,5 725,5 77,84613 +1,9 94,05906 +1,1 87,60670 +2,4
30 00 12,0 9,8 725,3
14 -15 12,4 9,3 7241 77,84648 +2,5 94,05875 +2,1 87,60723 +2,1
20 35 12,0 9,0 724,0
16 -16 11,8 9,2 723,9 77,84649 +1,4 94,05950 +4,6 87,60678 +3,6

Tab. 12

oy



Zenitdistanzmessungen im '"Wertikalen Viereck!" 1981-11-04/05

Beobachter: Wunderlich Schreiber: Taubenschuss Standpunkt: 2 | =1,5510m 2Z = 1,7210m E = 2,25cm
Zeit t [o] t! [°] plTorr] Z:'I' [g] mz[c'cl {:Z [g] m;[cc.] f:.; [g] mI[CC]
1920—1956 13,2 10,0 714,0 112,37777 +2,1 107,12281 +3,0 92,24809 +1,9
2100—2123 13,8 9,5 713,0 112,37857 +1,4 107,12386 +1,3 92, 24812 +1,8
2300—2339 13,5 8,9 712,0 112,37845 +1,4 107,12374 +1,9 92,24826 40,5
310— 338 12,9 7,9 711,5 112,37818 +1,5 107,12341  +1,4 92, 24788 +1,1
506— 535 11,1 7,7 711,5 112,37789 +1,1 107,12279 +1,5 92,24738 +1,3
630— 702 11,1 8,3 711,5 112,37856 +1,2 107,12368 +1,7 92, 24826 +1,8
815— 847 11,1 8,2 711,0 112,37867 +0,4 107,12425 +1,0 92,24786 +0,6
955—1030 11,0 8,7 711,0 112,37853 +1,1 107,12424 +1,2 92,24811 +1,0
1200-1230 11,3 8,4 710,0 112,37840 +1,2 107,12413 +0,6 92, 24805 +1,0
1430—1502 11,5 8,4 709, 0 112,37883 +0,7 107,12416 +0,6 92,24806 +1,4
1620—1630 10,3 8,3 709, 0 112,37883 +1,9 107,12399 +1,9 92,24764 +0,9

Tab. 13

LY



Zenitdistanzmessungen im '"Wertikalen Viereck' 1981-11-04/06

Beobachter: Rosenthaler Schreiber: Obex Standpunkt: 3 I =0,2150m 2 =0,3850m E =2,25cm
Zeit t>1 X1 plTorrd. ;:'2' 91 mrfcc] ;:']' 93 m§[CC] ;:Z %3 m, (5]
195 20" 11,0 8,6 689,0 107,76006 +2,0 122,14799 +1,4 128,66620 +0,7
2199_22°° 10, 3 7,6 689,3 107,76058 +2,4 122,14925 +1,6 128,66589 +1,2
2390_23%° 9,4 7,3 688,7 107,76011 +0,7 122,14859 +0,7 128,66593 +0, 7
399 3°° 8,9 6,2 688,2 107,76018 +0,7 122,14854 +1,5 128,66618 +1,1
5% 5Pt 8, 8 6,5 688, 1 107,76019 +1,3 122,14838 +1,2 128, 66620 +1,1
620 720 7,8 7,2 6881 107,76056 +0,7 122, 14846 +2,4 128,66636 +1,1
g0 g°° 7,6 6,9 688, 1 107,76040 +0,8 122,14891 +0,6 128,66659 +1,0
1000—1035 8,7 7,3 687, 8 107,76051 +1,0 122,14894 +1,5 128,66640 +0,7
12991233 8,3 6,7 6871 107,76073 +0,8 122,14869 +1,4 128,66666 +1,7
1430—1505 7,8 6,8 685, 8 107,76048 +0,8 122, 14901 +1,6 128,66632 +1,4
16 016" 6,8 6,4 685,5 107,76003 +9, 0 122,14847 +9 0 128,66665 +9 0

Tab. 14

8%



Zenitdistanzmessungen im '"Wertikalen Viereck!" 1981-11-04/05

Beobachter: Stix Schreiber: Isep Standpunkt: 4 =1,6140m Z =1,7840m e =2,25cm
*1 *n *n
. o o g cc g cc cC
f
Zeit t[] t'[] plTorr] §42[ ] m;[ ] ZAI[ ] mZ[ ] §43[ my L]
20 12
19" -20 9,1 8,9 725,0 92,86885 +2,8 105,88958 +5,2 71, 31991 +2,0
12 00 11,4 10,0 725,0
21 -22 11,4 9,5 724,1 92,86974  +2,7 105,88881 +2,8 71, 31961 +1,0
40
2300—23 10,7 8,6 724,0 92, 86926 +2,1 105,88962 +2,4 71,32002 +1,1
1
3 2. 355 8,8 7,1 723, 1 92,86964  +4,2 105,88904 +1,9 71,32020 +1,1
500— 542 8,0 7,0 723,2 92, 86989 +2,2 105,89009 +1,4 71,32056  +1,6
3
652— 623 ;8 752 723, 2 92,86922 43,0 105,88983 +5,7 71,32019 +3,1
6 -7 11,3 8,9 723, 1 92,87124  +2,7 105,89040 +3,6 71,32056 +1,8
820— 855 12,3 9,0 723, 3 92,87177 +1,2 105,89099 +1,4 71,32179 +1,7
1005—1047 13,0 9,7 723,3 92,87156  +1,5 105,89159 +2,2 71,32163 +1,5
1203—1245 12,6 9,2 722,3 92,87202 il 7 105,89125 +1,1 71,32165  +1,1
1430—1500 12,9 9,3 721,2 92,87122 +0,9 105,89107 +1,1 71, 32151 +0,7
1630—1635 11,2 9,0 721, 2 92,86985 +9,0 105,89093 +9,0 71,32090 49,0

Tab. 15

6v
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zentrierte Zenitdistanzen
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4.4.3.4 DIE ASTRONOMISCHEN MESSUNGEN

Die Messungen zur Festlegung der natlirlichen Lotrichtungen (5"*’ A*)

in den Punkten 1, 2 und 3 wurden im Herbst 1980 von den Diplomingeni-
euren E.Flicker und H. Ronacher mit einem Zeiss NI2-Astrolab aus-
gefihrt. Die Beobachtungen auf dem Punkt 4 folgten dann im Herbst 1981,
durchgefuhrt von cand. ing. T. Matausch. Zur Auswertung nach der Metho-
de der gleichen Héhen lag dann folgende Anzahl von S&dtzen zu je 16 Ster-

nen vor.

Punkt Anz. d. Satze

2
3
2

& wN

1

Die Ergebnisse dieser Auswertung finden sich in den Tabellen 20 und 21,
ebenso die Komponenten g, 7 der Lotabweichung in den 4 Punkten. Die
Lotabweichungen beziehen sich auf das Bessel - Ellipsoid. Zur Berech-
nung der ellipsoidischen Koordinaten Sa,l aus den GaufB-Kruger Koordi-
naten x, y des &sterreichischen Gebrauchsnetzes wurde als Ldangenunter-
schied Ferro-Greenwich AX = 17040'00}' 0 verwendet. In Abb. 58
sind zur Anschauung die Lotabweichungen ** im vertikalen Viereck nach

(S
Richtung und Betrag aufgetragen; Maf3stab: 1 cm £10 .
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Astrolabmessungen (inkl. pers. Gleichung)
Beobachter Flicker Ronacher
Punkt 1: so*=47°ae-29;'56 +0139 30*=47°48'29:'74 10}'52

A*=16°03102)197 +0)'62  A*=16"03'03)'59  +0!'65

pond. Mittel  ¢*=47°4812962 +0Jl09  A*=16°03'03427  +O031

f= - 1053 =-47"72 n =+ 12024 = + 37,78
P = 385 07 ay = 107791
Punkt 2: p*=47748117002  +052  p*=47"48118)11  +0N24

1
%216°03 44134 +0177 A *=16"03'44)30  +0}41
’ = 7 ’ =
Punkt 3: o *=47°48143)197 +0p24  ¢*=47"48'43)188  +0}17
1*=16°021091186 +0/'36 A*=16202'09/165 +01127

pond. Mittel  ¢*=47"48143)91 +0}104 A*=16°02109)73  +0110

§
¥

_ 41158 = - 14,14 7 =+ 15002 = + 46, 36

48, 47 ay = 118785

Tab.20

Astrolabmessungen 1981-10-08 (inkl.pers. Gleichung)

Beobachter Matausch
Punkt 2: ¢ *=47748118)25 +0)122
A*=16°03145183 +030

pond. Mittel  ¢*=47"48118)116 +0#07  A*=16°03'4521  +0}'53
(Fli/Ron/Mat)

E =+0J105 =+0, 15 7 =+ 11128 = + 34; 82
P =34 82 ay = 99773

Punkt 4: g*=47748133186 +0j121  1*=16"02'48}163  +0132
b = - 2166 = - 8, 21 1) =+ 1440 = + 44 44
P = 4519 a, = 111763

Tab. 21
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Abb. 64
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4.4.3.5 DIE PRAZISIONSNIVELLEMENTS

Die Methode des vertikalen Vierecks verlangt die hochgenaue Bestim-
mung des Nivellementhchenunterschiedes zwischen den beiden Talpunk-
ten 1 und 4. Dazu wurde am 17. 12,1981 ein Prazisionsnivellement mit
dem Koni 007 von Zeiss Jena und 3m-Prazisionsnivellierlatten aus-
gefiihrt. Da der Boden schon gefroren war, konnten, um ein Einsinken
zu vermeiden, als Umsteller keine Frosche verwendet werden. Statt
dessen wurden stabile Holzpflocke eingeschlagen, in deren Hirnholz
Torstahlschrauben mit kalottenférmigem Kopf eingeschraubt waren. Die

Ablesungen auf jedem Stand erfolgten nach der bekannten Methode:

rick - linke Teilung
vor - linke Teilung
vor - rechte Teilung
rick - rechte Teilung,

um ein allfdlliges Einsinken des Nivellierstatives erfassen zu kénnen.

Das Hinnivellement wurde von cand. ing. Stix, das RUlcknivellement vom

VVerfasser selbst beobachtet.

AH,, (Niv) 37,92540 m

AHIA(NIV) + 37,92410 m

Mittel AHIQ(NN) + 37,92475m + 0,65 mm

Die gendherte Meereshohe des Punktes 1 wurde von cand. ing. Rosen-

thaler mittels Prédzisionsnivellement zu 447,9480 m ermittelt.
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4.4.4 BERECHNUNG
4.4.4,1 DISTANZMITTEL

Aus den zentrierten und reduzierten MeRergebnissen der Tab. 7-11
werden jetzt die Mittel fuir jede der sechs Strecken berechnet. Dabei
wird eine Gewichtung der Messungen nach den Fehlergesetzen der Pra-

zisisonsdistanzmefgerédte unter Beachtung von (2, 19) vorgenommen:

Mittlere Fehler der auf die Bodenpunkte zentrierten

Distanz fkm1 {1 m_(MA100) [mm] m_(ME3000) [mm]

1-4 (0,4) 94,1 +2,3 +0,6
1-2 (1,0) 87,6 +8,5 +1,2
4-3 (1,0) 71,3 +3,6 +1]8 (mG=mR=ilmm)
1-3 (1,4) 77,8 +4,3 +1,7
4-2 (1,4) 92,9 +4,3 +1,6
2-3  (2,3) 92,2 +6, 1 +2,5
Tab. 23

Gewichte der zentrierten -

2
mo
p = ——5 mo =+3mm
d
Distanz p(MA100) p(ME 3000)
1-4 1,70 25,00
1-2 0,73 6, 25
4-3 0,69 5, 33
1-3 0, 49 3,11
4-2 0, 49 37,52
2-3 0, 24 1,44
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Zusammenstell der zur
Distanz: 1-4 = 408,4490m +0,5mm

Datum: p - d

81-05-19 1,70 408, 4462

1,70 , 4469
1,70 , 4443
1,70 , 4451
81-07-06 25, 00 , 4490
25,00 , 4496
81-10-08 1,70 , 4524
1,70 , 4512
Distanz: 1-2 = 1007,0286m +0,8mm
Datum: p d
80-07-03 0,73 1007, 0341
0,73 , 0346
0,73 , 0353
80-09-03 0,73 , 0295
0,73 , 0268
80-10-02 0,73 , 0331
0,73 , 0325
0,73 , 0330
81-04-22 0,73 , 0207
81-05-19 0,73 , 0266
0,73 , 0274
81-07-06 6,425 , 0266
6,25 , 0282
81-10-07 0,73 , 0286
0,73 , 0290

Distanz: 4-3 = 1008,2471m +1,3mm

Datums; p d

81-05-19 0,69 1008, 2461
0, 69 , 2443

81-07-06 5,33 , 2450

5, 33 , 2496
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Distanz: 1-3 = 1398,0886m +0,8mm

Datum: p d
80-07-03 0, 49 1398, 0862
0, 49 , 0872
0, 49 , 0888
80-09-03 0, 49 , 0863
0,49 , 0859
80-10-02 0, 49 , 0873
0, 49 , 0870
0, 49 , 0872
81-04-22 0,49 , 0867
81-07-06 3,11 ,0873
3,11 , 0923

Distanz: 4-2 = 1403,4974m +0,2mm

Datum: p d
81-05-19 0, 49 1403, 4986
0, 49 , 4995
0, 49 , 4977
0, 49 , 4963
0,49 , 4972
81-07-06 3,52 , 4973
3,52 , 4973
81-10-07 0, 49 , 4970
0, 49 , 4968

Distanz: 2-3 2319,2733m +2,7mm

Datum: p d

80-09-03 0,24 2319, 2725
0,24 , 2711
0, 24 , 2710
0,24 , 2692

81-07-06 1,44 , 2674
1,44 , 2808



Ponderierte Distanzmittel:

1-4
)
4-3
1-9
4-2
2-3

dlm]
408, 4490
1007,0286
1008, 2471
1398, 0886
1403, 4974
2319, 2733

-162 -

mittlere Fehler
der Mittel

md[mm]
40, 6
+0,8
+1,3
+0, 8
+0, 2

+2,7

Tab. 25

Gewichte aus den mittl.
Fehlern d. Mittel mit
m =+1mm

) s

p
4,000
1,563
0, 592
1,563

25, 000
0, 137
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4.4, 4.2 BEDINGTER AUSGLEICH DES VERTIKALEN
DISTANZNETZES

Unter Verwendung der Bezeichnungsweisen und Ausdricke aus 4.1. 1;

r‘l = 1398,0886 m s] = 1007,0286 m
r, = 1008,2471 m s, = 408,4490 m
rS = 2319,2733 m s. = 1403,4974 m
3 3
w = +0°726 0,640 0 0 0 0 0 -0, 987
b 0 1,600 0O 0 0 0 +0, 685
0 o 7,290 0 0 0 +0,313
0 0 0 0,680 O 0 +0, 881
0 0 0 0 0,250 0 +1,799
AT 0 0 0 0 0o 0,080 -!,182
-0,987 40,685 +0,313 +0,881 +1,799 -1,182 | -0,632 +1,158 +2,282 +0,564 +0,450 -0,047  +3,492
ATR-! APTA - N
3,492.k + 0,726 =0 >k = -0, 208 [mm2/ 3
und mittlere Fehler:
+0, 131 0, 311
-0, 241 0,505
-0, 474 1,051
VImml = VTPV = + 0,151 m [mm]=+
-0,117 ’ d -1 0,31
-0,094 e 0,194
m = + -

+0,010 0,078
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Mittlere Fehler der ausgeglichenen Distanzen:

0, 525
0,210
0,415
0, 102
0,082
0,009

0,210
1,306
-0, 757
-0, 188
-0, 150
0,016

0,415
-0, 757
5,799
-0, 370
-0, 293
0,030

0,102
-0, 188
-0, 370

0, 549
-0,073

0,008

0,082
-0, 150
-0, 293
-0,073
0,192
0, 006

0,009
0,016
0,030
0,008
0, 006
0, 039

0, 2&32\I
0, 444 |
0,936

-+

m [mm]=*%
d 0, 288

0, 170
0,077

Ausgeglichene Distanzen und ihre mittleren Fehler:

d]3 = 1398,0887m + 0,3 mm

dza = 1008,2469 m + 0,4 mm

d23 = 2319,2728 m + 0,9 mm

d1 5 = 1007,0285m + 0,3 mm

dM' = 408,4489m + 0,2 mm

d24 = 1403,4974 m + 0,1 mm
Tab. 26

Es ist also bei allen sechs Distanzen gelungen, die zur Anwendung der

Methode vorauszusetzende Genauigkeit von m

d = +1 mm zu erreichen.
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4.4.4. 3 BERECHNUNG DER WINKEL a IM DIAGONALVIERECK

Aus den ausgeglichenen Distanzen werden mit dem Cosinussatz die in

(4, 18) benétigten Winkel im Diagonalviereck errechnet:

Ay = 165740792
a5 = 16,28745
Qy,, = 525994
Apos = 14,91768 Tab. 27
Q,y = 14,41446
a5, = 653792
Gy, = 164,12994
Gy 13, 04469
> = 400,00000

4.4, 4.4 DIE BERECHNUNG DER ZENTRIWINKEL 6 ?‘k

Mit (3, 55) und den Werten sof“, A * aus 4.4. 3.4, ergeben sich die Zentri-
i i

winkel 6 ¥

Tk zwischen den natlrlichen Lotrichtungen zu:

6%, = 93,86 6%, = 213-28
5’1"3 = 119, 42 534 = 126, 90 Tab. 28
OTQ = 33’ 05 6’;4 = 86, 39
Kombiniert man die 6?"( nach der Form: 5?‘k+ 6;:|—6;°‘| = w, so blei-

ben die Widerspriche w durch Verkantung (siehe 3. 2.6.4.1) der Ebenen,
in denen die 6* gezdhlt werden,stets = ¥ 0::;1 und werden bei den wei-
teren Berechnungen ignoriert! Die Winkel X zwischen Normal- und Gegen-
normalschnittsebenen bleiben - wie in 3.2.6.4.4.1 und 3.2.6.4.4.2 an-
geklndigt - stets so klein, daB bei den Differenzen 6?"( = G?k' + O?CZ nicht
uberschritten wird.

Bsp. : ¥ = 9% 623 - =0, 2
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4.4.4,5 DIE LOTABWEICHUNGSKOMPONENTEN £i IM AZIMUT A*
DES VERTIKALEN VIERECKS

Fur das Nordazimut A*= 3272 (Punktreihenfolge 2-1-4-3) lauten die Ei

nach Formel 2. 4:

£, = -31:67 £, = -43 88

Tab. 29

Die mittleren Fehler me ergeben sich aus Formel (2, 4a):
!

CcC cC ccC

m_ =+ 1, 01 m. =+0, 60 m =+ 0, 66 m
Ez El 54 53
Tab. 29a
4.4. 4,6 DIE DIFFERENZEN DER NIVEAUFLACHENUNDULA -
TIONEN IM 'VIERECK

Unter Anwendung der Formeln (1, 3a,b) finden wir den mittleren An-

stieg der Niveaufldache vom Kienberg zur Hohen Wand:

AN:‘ZI = +5,30 cm
AN%4 = +2,56 cm Tab. 30
ANZ‘3 = +6,55 cm
3
SAN'=+14, 41 cm AN = +14,42 cm
2

Die bemerkenswert gute Ubereinstimmung der Summe der Einzelundu-
lationen von Punkt 2 nach Punkt 3 mit der direkt zwischen den beiden
Punkten berechneten Undulation beweist die berechtigte Anwendung der

Nédherungsformel (1, 3a).
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4.4.4.7 DIE REFRAKTIONSWINKEL IM VERTIKALEN VIERECK
HOHE WAND WAHREND DER 24-STUNDEN ZENITDI-
STANZMESSUNG 1981-11-04/05

Nach der Berechnung des Winkels § nach (4, 16) ergeben sich die

14
restlichen Refraktionswinkel gik aus den geometrischen Bedingungen
des Formelapparates (4, 18). Die numerischen Werte sind mit den zuge-
hérigen mittleren Fehlern (nach (4,20)) in Tabelle 31 fur jeden mittle-
ren Zeitpunkt der elf MeBdurchgdange aufgefihrt. Die Diagramme 10 - 21
zeigen die Anderungen jedes der zw&lf Refraktionswinkel Uber 24 Stun-
den. Als Vergleichswerte wurden die aus den meteorologischen Daten
der vier Standpunkte von Wallndfer (1983) nach Wunderltlin (1979)
berechneten physikalischen Refraktionswinkel eingezeichnet. Beide Li-
nienzige wurden nach dem VVorbild von Wunderlin mit Absicht nicht
gegldttet. SchlieBlich gibt in jedem Diagramm eine Parallele zur T-Ach-

se den Normalrefraktionswinkel der jeweiligen Visur fur den Gauf3!'schen

Refraktionskoeffizienten (3, 18a) an.

geometrische Refraktionswinkel aus
vertikalem Viereck

physikalische Refraktionswinkel nach
Wunderlin

Gauf3'sche Refraktionswinkel aus kG =0,13

Die beiden Wetterkarten der Zentralanstalt fur Meteorologie und Geody-

namik auf Seite 175 zeigen die zur MefRzeit herrschende GroBRwetterlage.



h
Refraktionswinkel sik im vertikalen Viereck "iHohe Wand'" wihrend der 24 -~Zenitdistanzmessung 1981-11-04/05 [
45 3 3 35 0
19 21%° 23%° i 520 6> 8 102 12'? 1443 160

812 421,3 45,2 +17,2 +4,4 +18,8 +3,1 +22,7 t4.1 +15,9 +4,7 +12,6 14,9 + 5,1 +3,4 + 6,4 43,0 +10,8 +3,5 + 55 +3,3 110,0 +4,4

52' +27,5 3,5 +19,5 +3,1 +20,7 +3,1 +23,4 13,1 +26,3 +3,0 +19,6 13,0 +18,5 +2,8 +19,9 +3,0 +21,2 3,0 +16,9 12,8 116,9 43,3

813 +21,2 +3,7 +21,2 43,6 +23,3 13,6 +24,7 14,5 +19,7 +2,8 +21,2 4,2 +17,7 42,7 +19,4 +2,5 +17,1 +2,9 +13,6 +3,3 +13,5 +2,6

53' +15,5 +2,6 + 2,9 12,7 + 9,5 +2,3 +10,0 +2,6 +11,6 +2,5 +10,8 _+_3,.2 + 6,3 12,2 + 6,0 +2,6 + 8,5 +2,6 + 8,5 +2,7 +10,7 +9,3

$ +12,3 +6,7 +22,5 +4,4 +20,7 +3,1 +17,8 +3,5 + 6,0 +2,8 + 8,1 +4,9 - 1,2 42,2 - 1,5 +1,4 - 2,1 +1,6 41,0 +2,4 - 6,5 14,7

'4 ’ — _ ’ = ) —_ — - —_ 1] I ] ’ — % ’ (U
1+18,5 5,8

§ +21,0 +5,3 +28,7 +3,0 +10,6 42,6 +26,4 +2,2 +15,9 +1,8 + 6,9 +1,8 + 0,9 +2,5 + 4,3 +1,6 + 6,1 +1,6 + 7,5 49,1

41 - - - = = +12,8 +3,8 = = - 2 - Y =7

823 +20,7 +3,0 +20,4 +3,0 +19,0 +2,4 +22,8 +2,6 +27,8 +2,7 +19,0 +3,0 +23,0 +2,4 +20,5 +2,6 +21,1 12,6 +21,0 +2,7 +25,2 +2,5

532 +18,4 +2,9 +13,2 13,2 +17,9 +2,2 +17,2 42,2 +17,1 42,5 +13,4 +2,2 +15,0 +2,3 +13,9 +2,3 +11,7 +2,3 +14,2 +2,3 +18,7 19,2

524 +29,5 +3,7 +19,0 12,6 +20,2 42,9 +23,5 +2,6 429,7 +2,7 +20,8 +2,8 +15,1 42,5 +15,2 +2,5 +16,3 +2,3 +16,2 +2,3 +17,7 42,9
+23,8 +3,6

$ +27,5 +3,4 +18,6 +3,4 +23,4 +2,9 +19,6 +4,7 +17,0 +3,0 - 1,7 2,3 + 0,8 +2,5 - 4,2 +2,6 + 3,8 +2,2 +17,5  +9,2

42 k = = = = = + 3,6 13,4 - - = = '

g“ + 4,6 +2,9 + 7,7 13,0 + 7,3 #2,9 + 4,8 +3,0 + 4,6 +3,0 + 3,0 3,0 +0,7 #3,0 + 2,6 2,9 0 +3,3 + 3,4 13,1 + 0,1 +9,4
+24,5 +4,2

Fy +27,3 13,4 +30,3 +3,0 +26,2 +3,0 +24,4 +3,0 +20,8 +3,2 : s + 8,5 +3,3 +10,1 * 43,2 + 9,9 +3,0 +11,3 +2,9 +17,3 49,4

43 = ’ = = = - +20,8 43,3 - - = = -

Tab. 31
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aoionn A = Hochdrucklage

Metior 300 NG VOrhes Qe

I

Die GroBwetterlage stellt sich entscheidend um. An der Riickseite eines iiber den
Nordmeer liegenden Sturztiefs std8t Kaltluft gegen den Kontinent vor. Bereits morgen
wird im Gebirge eip Temperatursturz erfclgen, ab Freitag wird dann such im Flachland
ksltes Wetter herrschen.

Wettersussichten fir den 5. lloveabe- 1281:

Bei verdnderlicher Bewdlkung a3 Alpennordrand héufig, sonst srtlich Reegenschauer.
Schoeefallgrenze an der Alrennordseite unter 1000 m sinkend. Im Usten und Siden auch
einige sonnige Abschritte. Lebhafter, am Alpenostrand auch stiirmischer liordwestwind.
Frihteaperaturen 5 bis 12 Grad, infolge Kaltluftzufuhr keine nennenswerte Tageserwar-

wung.

RIOWETTER hewte
i_uu-. i EME

r

Wto

a2 e _et
o 0 -
P

D 2 = Nordwestlage mit Frontdurchgang

Die milde Wetterperiode ist abgeschlcssen. Uber Skendinavien liegt ein Tiefdruck-
gebiet. Seine Front hat Usterreich bereits erfaBt. An ihrer Riickseite gelanat nun
wegentlich kilhlere Luft als zuletzt in unser Land.

Wetterausaichten fir den 6. licvember 1981:

Verdnderlich bewdlkt, 2n der Alpeannordseite lokale Schoeeschauer. \uflebende
Winde aus West bis Nord. Friihtemgersturec 1iinus 2 tis plus 5, Tegeshéchstitenpernturen
5 bis 9 Grad.

Kr

S
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Fahrt man eine Mittelung der erreichten mittleren Fehler fir jede Vi -
sur Uber 24 Stunden hinweg oder fir jeden Beobachtungsdurchgang uber
alle zwolf Visuren durch, so zeigt sich, daB im Schnitt die Refraktions-

winkel im vertikalen Viereck auf

genau ermittelt werden konnten. Das beweist die Einhaltung der ange-
strebten Fehlergrenzen bei den beobachteten GréRen und ist ein ent-

scheidender Hinweis auf die Tauglichkeit der Methode!!

Da der Berechnung der mg eine strenge Fehlertheorie (4.1.3.1) zu-
grunde liegt und der einzige vorerst unwadgbare Fehlereinflul, die me-
teorologische Reduktion der Distanzen, durch den Distanzausgleich
(4.1.1) im Griff ist, stellt die "Methode des vertikalen Vierecks! das
erste Verfahren dar, welches in der Lage ist, zu den ausgewiesenen
Refraktionswinkeln auch deren mittlere Fehler in aller Strenge anzu-

geben.

Beim VVergleich der voraussetzungsfreien geometrischen Refraktions-
winkel mit jenen aus dem physikalischen Modell zeigt sich nur bei den
langen, bodenfernen Visuren (2-3, 3-2, 3-1) eine befriedigende Uber-
einstimmung (wenige Sekunden). In den meisten anderen Fallen gibt

das Modell Wunderlin zwar recht gut die Systematik des Refraktions-
verlaufes an, bleibt aber in den Amplituden fast durchwegs zu gering
(vergleiche Wunderlin, 1979, Seite 234 ff.). Dies gilt besonders fur
die Nachtstunden, wo durch die ausgeprdgten Inversionsverhdltnisse die
Strahlen im geringen Geldndeabstand erstaunlich stark zur Erde gekrdmmt
waren. Am stidrksten ist dieser Effekt an der Visur 4-3 zu beobachten,
die eine ldangere Strecke Uber dichtem Wald hinwegstreift, der nachts
seinen grofRen Wd@rmevorrat abgibt. Tagsiuber ndhern sich dann mit we-
nigen Ausnahmen (3-4, 4-2) die physikalischen Refraktionswinkel den

geometrischen an. Die Visur 3-4 streift wegen ihres extrem steilen
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Verlaufes in Standpunktsndhe die bodenndchsten Luftschichten, was die
bemerkenswert geringen Refraktionswinkel wdahrend des sonnigen Tages
verstdandlich macht. Die extreme Refraktionsanomalie bei der Visur 4-2
bedarf einer grindlicheren Untersuchung. Vorerst fallt auf, daB,wah-
rend die bodennahe Visur 4-1 selbst zur Mittagszeit noch positiv gekrimmt
ist, die daruber liegende Visur 4-3 schon seit dem VVormittag negativ ge-
krimmt verlduft. Das widerspricht der konventionellen VVorstellung vom
Verlauf des Temperaturgradienten in den untersten Luftschichten (ver-
gleiche Kapitel 3. 2. 2). Eine Erkldrung ergibt sich durch die genaue Be-
trachtung der Standpunktsumgebung und aus Beobachtungen von Herrn Stix

(Beobachter auf Standpunkt 4).

3
\
\
\
____.’—2
StraBRe T T~

Abb. 65

Zundchst bemerkte Herr Stix bei einer Routinekontrolle der Instrumen-
tenhéhe mit dem Nivellier zufédllig, daB er nicht mehr Uber die in etwa
zwei Drittel Stativhohe vorbeifihrende Strafe sehen konnte. Dies ist
eine bekannte Erscheinung auf sonnenbeschienen Asphaltstrafen und
weist auf die mit stark negativem Temperaturgradienten verbundene ne-
gative Strahlkrimmung hin. Diese ganze Luftplatte negativer Brechung
dirfte durch die Abschiussigkeit der StraBe und leichtem Wind aus SW
von der Strafle abgerutscht sein. Dabei blieb sie aber einige Zeit Uber
jenen Luftschichten liegen, die fur die Strahlbrechung von 4 nach 1 ent-

scheidend waren.
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h
Bedenkt man die enorme Differenz der Refraktionsbetrdge von 6 fruh
h
und 12 mittags, namlich fast 30CC, so wird wieder einmal klar, mit
welch beunruhigender Unsicherheit eine konventionelle trigonometri-

sche Héhenmessung auch bei kurzen Visuren (1, 4 km) behaftet ist!

Ungefahr gleich grofle Refraktionswinkel an beiden Enden einer Visur,
wie sie die Theorie der gegenseitig-gleichzeitig gemessenen Zenitdi-

stanzen postuliert, stellen sich eigentlich nur nachts ein (siehe Tab. 31).
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4.4.4,8 DIE ELLIPSOIDISCHEN HOHENUNTERSCHIEDE IM
VERTIKALEN VIERECK HOHE WAND

Durch Anbringung der Refraktionswinkel Sik und der Lotabweichungs-

komponenten £ ., nach 4. 1.4 an die gemessenen Zenitdistanzen §;°‘k oder

k

durch direkte B'erechnung gemdR 4. 2 erhalten wir die refraktionsfreien
ellipsoidischen Zenitdistanzen Zik' * Die bei der Berechnung nach 4, 2
eingehenden ellipsoidischen Zentriwinkel Gik sind nach (3, 57):

6., 98- 48 6,4 22945

& = 130, 97 624 139, 02

014 = 40, 54 034 90, 43

Tab. 32

refraktionsfreie ellispoidische Zenitdistanzen z_, :

ik
z,, = 87261694
z,, = 112,39291
2, = 77,79098
24, = 122,22212
z,, = 94,07843
z,, = 105,92562
2,5, = 92,21529
z,, = 107,80766
z,, = 107,13207
z,, = 92,88093
z,, = 128,76004
2,5 = 71,2490
Tab. 33

cc
*) Anm. : Minimale Differenzen (= 0,1 ) zwischen den Ergebnissen der
beiden Berechnungsarten sind in den VVerkantungen der Normal-
schnittsebenen begrindet,
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Mit den zik aus Tab. 33 und den dik aus Tab. 26 ergeben sich schliel-
lich nach (2, 12) und k = 0 die widerspruchsfreien (siehe 4. 1. 4) ellip-

soidischen Héhenunterschiede Ahik

Ahlz = —Ahzl = +194,7234 m +4,0 mm
Ah13 =—Ah3] = +478,0372 m +4,4 mm
Ahla =—AhM = + 37,9504 m + 0,7 mm
Ah23 = -Ahaz = +283,3138 m +7,6 mm
Ah24 =—Ah42 = -156,7730 m +4,2 mm
Ah34 = —Ah43 = -440,0868 m +4,1 mm
Tab. 34
*

Die mittleren Fehler mAhwer‘den aus (4, 29) ) gewonnen; die Betrdge
bleiben trotz der groBen Hohenunterschiede deutlich unter 1 cm. Da-
mit ist die Genauigkeit sogar hoher als jene, die man von einem Nivelle-

ment Uber derartige Hohenstufen erwarten kann.

*) Anm. : Matrizen A im Anhang S. 187, 188

Ak Y SAh Ah
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4.4.4.9 DIE NIVELLITISCHEN HOHENUNTERSCHIEDE IM
VERTIKALEN VIERECK HOHE WAND

Durch Kombination der ellipsoidischen Hohenunterschiede Ahik aus
Tab. 34 mit den DifferenzenANi'k der Niveaufldachenundulationen aus
Tab. 30 nach dem Theorem von Villarceau (1, 2) kénnen auch die nivel-

angegeben

litischen (nichtorthometrischen!) Héhenunterschiede AHik

werden:

AHIZ = —AHZl = +194,7764 m

AH 4 = -OHy, = +477,0461 m

AH”‘ - —AHM = + 37,9248 m

AH23 = —AHsz = +283,1697 m

AHZ4 = _AHI&Z = -156,8516 m

AH:‘,‘4 = —AH43 = -440,0213 m
Tab. 35

Die Nivellemenththen (gendherte Meereshdhen) der Punkte 1,2, 3,4 sind
Tab. 36 zu entnehmen. Der NivellementabschluB erfolgte Uber die Punkte
1 und 4 an einen Punkt des staatlichen Prazisionsnivellements am Maut-
haus der Hohen Wand Strafe. VVergleichswerte fur die Hohen stammen
aus Préazisisonsnivellements (Punkt 2: Rosenthaler, Punkt 3: Studenten
des Institutes fur Landesvermessung) und einem umfangreichen Zenit-
distanzausgleich (ohne Lotabweichungsreduktion) des Instituts fir Lan-
desvermessung (Punkt 3) im Testnetz '""Neue Welt" und des BAfEuUV

(Punkt 2).
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Hohe [m] aus

Punkt V4 Prdz. Niv. Z.D. Ausgl.
1 447,9480 447,9480
2 642,7244 642, 7326 642, 712
*
3 925, 8941 925, 8355 ) 925, 891
4 485, 8728 485, 8728
Tab. 36

*) Anm. : Die groBRe Differenz zum Ergebnis des studentischen Prézi-
sionsnivellements kann nur durch Wiederholung dieses Ni-
vellements gekldart werden.
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4.5 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Durch Weiterentwicklung der Sanchez'!schen MeBanordnung zu
einem vertikalen Diagonalviereck und die Bestimmung des ellipsoidi-
schen Hohenunterschieds Ahm im Tal mittels Prdzisionsnivellements
und astronomischen Nivellements konnte die einfache Unterbestim-
mung des Formelapparates von Sanchez behoben und gleichzeitig
eine Kontrolle fur die Distanzmessungen geschaffen werden. Damit
wurde erreicht, daB die Einfuhrung fragwtlirdiger Bedingungen (siehe
3. 2. 6. 4) vermieden werden und den berechneten Refraktionswinkeln
streng abgeleitete mittlere Fehler zugeordnet werden konnten. Trotz
der kleinen Refraktionsbetrdge wegen der geringen Punktentfernungen
(d < 3km) wurde in einem praktischen Beispiel (vertikales Viereck
I"Hohe Wand!'!) mit dem beschriebenen VVerfahren eine Genauigkeit von
durchschnittlich + 3CC wdhrend 24 Stunden erzielt. Nur zu den Zeiten
der raschesten Refraktionsdnderung frihmorgens und spatnachmittags
verschlechterten sich die mittleren Fehler wegen der endlichen Dauer
(20 Minuten) der Zenitdistanzbeobachtungen. Die starke Szintillation
der beleuchteten Ziele wahrend der Nachtstunden schlug sich nicht in
den mittleren Fehlern nieder, was nur ein neuerlicher Beweis fur das
ungeheure Integrationsvermogen des menschlichen Auges ist! :

Die Genauigkeit der abgeleiteten ellipsoidischen Hohenunterschiede
(im Maximum 480 m) ergab sich besser als + 1cm. Das Verfahren eig-
net sich daher besonders gut zur Verbindung von Talnivellements mit
flichenhaften Gipfelnetzen in den Alpen. Gerade der Ubergang von der
Talsohle zu den Gipfeln ist ja laut Untersuchungen von Zeger (1978)

im bestehenden Triangulationsnetz mangelhaft..Da fir diese Zwecke die

*) Anm.: Die Dispersionsverfahren zur Refraktionswinkelmessung un-
terliegen einer bisher noch nicht iUberwundenen Genauigkeits-
cc . . Sy
schranke von i 4 wegen der Szintillation (Williams, 1981).
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diskreten Betrdge der Refraktionswinkel nicht von Interesse sind, wir-
den zur genauen Festlegung der H6henunterschiede nur die Prazisions-
distanzmessungen, die astronomischen Beobachtungen und das Prazisions-
nivellement im Tal ausreichen. Die Lotabweichungen kénnten dann tUber-
dies fur das Osterreichische Geoidprojekt verwendet werden. Fur Ver-
gleichszwecke mit meteorologischen Refraktionsmodellen ist der zu-
sdtzliche groBe Aufwand an vier MeRBpartien zur simultanen Zenitdistanz-
beobachtung sicherlich gerechtfertigt, zumal eine nivellitische Kontrolle
schwer durchfuhrbar, unsicher (systematische Refraktionsfehler bei

steilen Nivellementlinien) und gleichermafen kostspielig ist.

Bis zur serienmdBigen instrumentellen L osung des Refraktionsproblems
auf Dispersionsbasis kann jedenfalls die '"Methode des vertikalen Vier-
ecks!! bei groBen Héhenunterschieden voraussetzungsfreie Re-

fraktionswinkel mit hoher Genauigkeit liefern.
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-1.56539 0.00000
0.00090 0.00309
J.030Jy J.0000N0
1.56539 0.0Gd0u
0.0U000 7.00000
0.00000 0.0000Q
1.55539 0.30000
0.03G000 0.30000
-1.00000 7.00000
-1.56539 7.00000
0.00000 0.00000
0.03000 ).,00000
-1.5653¢9 4.41330
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J.0044 0.00300
7.42600 3.,30000
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0.60000 J.00000
U.J43933 J.00000
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J.6G1000 J.00000
0.90000 -1.00000
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0.00080 0.00009
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J.00uou 0.00000
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0.00900 0.C00000
-1.56559 5.374843
0.70000 0.00000
1) .:)003J J.d0uUuy

3.00909
.00000
0.00000

0.00000
N.00000
0.1:000

0.30003
0.00000
0.00000

-1.34872
N.00000n
-1.00303

-4.4417Y)
1.60300
0.00001

4.,48170
-1.009000
0.004005

4.44170
6.0900300
1.30000

6.12665
0.09000
J.00n000

4.44170
0.00000
0.00000

-4.44170
0.00000
J.00000

-4.44170
0.00090
0.00000
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Matrix /\S
0.00000  11.00090
-1.02000  0.90000
-).50000  0.65000
0.09000  2.20000
0.00000 -1.30000
-0.50000  0.30000
0.00000 =-5.49619
0.00000  0.0N000
-0.50000 0.30000
1.95357 5.49619
0.00000  0.50904
0.53900  0.00007
9.00000  0.09000
n.00000  5.03000
-1.513C0  0.n0900
7.,07009  9.19990
3.00000 0.92000
-0.5003C¢ 0.00030
V.83684 -0.16071
0.00000  9.10000
-0.50090 0.C0!9)
0.00000  9.00000
0.00000  0.90000
-3.50000  0.00000
2.02836 -1.92733
0.00000 N.0000Q
2.500380  0.20000
-2.02336 1.92733
0.00930 0.001900
n.50003 -1.000900
-2.02836 -1.21140
0.90000  0.90000
0.50000 -1.00000
-1.2246A8  -1.21940
$§.N00000  9.37001
1.59029 - 1.05000

7.14534
0.0464000
1.00020

-3.14534
2.00000
n.nez0d

-5.41590
1.03000
0.00000

5.41590
0.00000
1.33:909

=4.0139
0.03980
7.00000

4.713N
3.0000C0
1.0000)

4.0159M
7.00000
1.486900

5.813217
0.00019
1.910300

4,.01391
0.00000
3.00nian

-4.01391
0.n0000
J3.90190%

-5.24315
0.000C0
J.50009

-6.24315

-1.000030

0.300460

n.nonon

N.00000
C.501000

3.009309
0.00000
J.510009

5.47744
1.39000
7.510000

-7.37752
0.301000
-7.53000

7.2101000
1.18000
n.snann

Mor BN
0.00000
-0.5900n0

0.00600
-1.30000
-0.500G00

1.920000
h.00200
-0.50009

2.04a060
3.32000
-.59000

0.1ne010
0.00900
7.,50000

2.13261
n.N1N00Jn
1.50700

1.46452
0,907
1. 5004)

0.03907°
0.00040

0.30000
n.30900

N0.30090
0.00000

0.90000
2.00400

n.193ane
0.279900

D 00000
7.00390

HESHD IR
A0

G.000600
.0000n0

-1.00000
0.03000

0.5004a0
0.0000

1.00000
-1.00009

0.00004
1.09103
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T 165667

i, 84299

-7.45:82

TFATD
RSPy

T. §92T2

—1.0485230

3. 32710

~1.26099

LG a7 To0

~1.24079
-Z.3814534

-7, 34209
~T. 47594

1.02209
3.293%5

0.85557
12. 33980

—-1.,03E83
=& TE900

-1, 009%4

-4.91727

-1.92787
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Matrix Sgg
(12'5)

0, 400094
1.05774

-1.,24079
~1.029%9

- RN

=.377349
—3.78457

44427
7HEIR

-%.44487 8.97%02
T. 99434 T.12802

2.567989

2.58690 -5.68137

~3.475%9% -2 3T989

F.91802

~4,78947

G112
Qb5 1

-7.45182
3.45130

-Z.21484

—£.39980 -4, P1727

3.99484
6. 11727

12802

5. 42069

— . E0&0A 4 99217
1 24953

4. OORTI

-4 ,47307
-4.139732

-%.99918
=4, 44507

-9. 7232
-3.30178

- 47594
-4, 82757

29594

A2TE

2 57989
4 34954

n. D054

1.02209

.21918

S.993532

~-4.,1377C

~1.G&EsS2T

S1201

~Sp OO

-3, 99918

4.21919

I2710

)
.

4 H0947

-4.78945%

—4. 46507
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Matrix AAh

1.50000 0.00009 0.00000 0.00000 0.n0000 n.n000Y J.N09000 -1.31941
-U.31941

-1.4900U0 0.03000 0.00000 (}.00000 9.00009 0.0901)9 0.0000n 0.31941
U.31341

-3.42947 0.00090 ).00000 0.00000 12.74110  11.86529 %-11.8A8840 1.0954
1.09541

2.25155 0.0000yU 3.07370 -2.78363 =-7.83163 -7.71722 10.51253 -0.71245%
-J.712456

3.23057 -3.77645 9.16656 0.01000 0.00999 3.29371 1.00000 -1.032145
-1.03158

-3.23457 3.77625 -9.16656 3.00000 0.0000C -3.28371 0.080006 1.132137%
1.03143

-5.66017 18.72160 15-16.26040 <3.14319 3.13449  %-14.,51360 n.n1100 1 e
21 1.80791

-2.23056 3.77623 -9.10654 1J.08000 0.J0033 -3.28346 0.0G6300 1.71246
J.71246

-2.42945 9.92473 -6.39343 -3.14797 3.18446 -6.22951 1.00000 0.77599
0.77599

2.42945 -9.92473 6.89343 3.14797 -3.13462 5422951 1.000n09 ~N.77599
-0.77599

3.42947 %-14.01000 9.73092 4.44375 0.46095 13.67760 -4.89350 ~1.0954
-1.09541

5.66017 %-23.12270 19.13120 4.55018 0.76077 22.57410 -5.29530 -1.80G7°%
-1.30791
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Matrix

SAhAh

7.50367 -0.50367 =-1.72732 1.12346 1.62714 -1.62714 =2.35095 =1.12346
-1.22364 1.22364 1.72732 2.850385
-0.50367 0.59367 1.72732  -1.12346 -1.62714 1.62714 2.35085 1.12346
1.22364 -1.22384 -1.72732 -2.85085
-1.72752 1.72732 19.13920 %-11.02920 %-12.57060 12.57050 29.74299 10.3%7
20 17.17140  %=17.17150 5-13.81230 #%-25.64830

1.12346 =1.12346 %=11.02920 16.90600 17.93410 %-17 .334300 %-27.51880 5-14
.71050 -9.63434 9.68441 10.71680 27.42090

1.62714  =1.62714 %-12.57960 17.33410 19.60930 %-19.50970 %-30.72130 %-17
L9250 %=-11.11100 11.11113  12.8073C  30.79660
-1.62714 1.62714 12.57050 %-17.83400 %-15.60970 19.60960 30.721190 17.932
500 11.11100 %-11.11120  %-12.30720 %-30.79650
-2.85085 2.,95085 29.74290 %-27.51330 *%-30.72137 39.72113 54.31150 a7
30 27.28890  2%-27.28920 %-30.32351 %-53.18870
-1.12346 1.12346 10.333290 %-16.71050 %=17.98250 17.98250 27.370%0 16.75%
J0  9.89734 -9.8R742 %-11.07990 %-27.945640
-1.22364 1.22364 17.171640 -9.5634346 %=11.11192 11.11100  27.23890 9,677

16.17710  %=-16.17720  %=17.49540 %-27.39080

1.22364 =1,22364 3%-17.17150 9.68441 1111115 %=11.11100 %-27.29910 -9,
8742 %-16.17720 16.17730 17.49550 27.391017

1.72732 -1.72732 %-18.81230 19.71630 12.387319 %-12.,30720 %-30.30350  %-1i
07990 %-17.49543  17.49550 19.33180 30.48600

2.35085  -2.3%085 %-29.64340 27.42050 30.7966U0 %-30.79650) %=53.18870 %-27
L94560  %-27.3908)  27.372100  32.48600 53.45310
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