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KURZFASSUNG

Ein digitales HShenmodell als Darstellung einer Geldnde- oder irgendeiner anderen
Oberfldche in Form von digitalisierten Werten und einer Vorschrift zur Ridckge-
winnung einer kontinuierlichen Fl&chenbeschreibung wirft die Frage nach seiner
Darstellungsgenauigkeit auf. Die Antwort auf diese Frage ist einerseits fir die
Planung der Datenerfassung und -verarbeitung und andererseits fir Qualitdtsaus-
sagen Uber die Folgeprodukte eines digitalen HShenmodells von Interesse.

In dieser Arbeit wird ein Verfahren zur Genauigkeitskontrolle basierend auf der
Konzeption der Spektralanalyse fir &dquidistante Digitalisierung von Profilen und
Fladchen untersucht. Die Zusammenhdnge zwischen der Genauigkeit des digitalen
H6éhenmodells und den geometrischen Eigenschaften der Oberfl&dche, dem Intervall,
in dem die H6hen gemessen werden, einem zufdlligen MeBfehler sowie der Rekon-
struktionsvorschrift werden theoretisch ausgefihrt. Die einfachen Schétzformeln,
die Abtastintervall und Rekonstruktionsvorschrift mittels Ubertragungsfunktion
und die Eigenschaften der Oberfldche sowie des MeBfehlers als Spektrum berick-
sichtigen, werden experimentell an synthetischen Daten Uberprift. Infolge der
Kenntnis sowohl des vollstédndigen Verlaufs der Testprofile und -fldchen als auch
der Uberlagerten HOhenmeBfehler, kdénnen die geschdtzten Genauigkeitswerte den
tatsdchlichen Werten gegenibergestellt werden. Durch Variation aller EinfluB-
faktoren ist eine empirische Beurteilung des Verfahrens sowie eine anschauliche
Ergdnzung der Theorie mdglich.

Die Genauigkeit eines digitalen HOhenmodells hdngt entscheidend von der Grd&Be des
Abtastintervalls in Relation zur Oberfldchenvariation ab; im Vergleich dazu kommt
der Rekonstruktionsvorschrift nur eine untergeordnete Bedeutung zu. Praktikable
Regeln zur Abschdtzung dieser Einflisse und auch der Auswirkung eines zufédlligen
MeRfehlers in Abhdngigkeit von der Rekonstruktionsvorschrift sind angegeben. Fir
die praktische Durchfihrung sind weiters die festgestellten Anzeichen interessant,
daB eine Profilanalyse giltige Schlisse auf die Genauigkeit der Flédchendarstel-
lung zul&Bt. Die Anwendung der Genauigkeitsschdtzung flir Planungsaufgaben sowie
zur Beurteilung von Folgeprodukten ist umrissen und sie ist in eine Betrachtungs-
weise eingebettet, die auch anderweitige Qualit&tsaussagen gestattet.

ABSTRACT

A digital elevation model represents a topographic or other surface in terms of
sampled values, and includes a rule for regaining a continuous description of
the surface. Estimation of the quality of this representation is important for
planning the sampling and reconstruction and also for evaluating the accuracy of
products derived from the digital elevation model.

The investigated approach towards accuracy assessment is based on the concept of
spectral analysis. The influence of sampling density and the method of reconstruc-
tion on the accuracy of the digital elevation model is characterized by the
transfer function; the properties of the surface and the measuring error are
described by the respective amplitude spectra. The derived estimation formulae

are applied to artificial, computer-generated data. Knowing the entire test
surfaces and test profiles as well as the superimposed measuring errors, it is
possible to compare the estimates with the actual accuracy of the representation.
By varying all influencing factors, an empirical evaluation and demonstration of
the procedure is reached.



The accuracy of a digital elevation model essentially depends on the size of the
sampling interval in relation to the variability of the surface; in comparison
the method of reconstruction is of less significance. These influences and those
arising from the effect of a random error can be assessed simply and quickly.

The results of the investigation have furthermore indicated that profile analyses
allow estimating the accuracy of the surface representation. Application of the
estimation procedure for planning purposes and evaluating products derived from
the digital elevation model is outlined. In addition to assessing the accuracy,
the spectral approach permits the determination of other - more differentiating -
measured for the quality of a digital elevation model.
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1. EINLEITUNG

Beglinstigt durch den hohen Entwicklungsstand der digitalen Technologie, vor allem
in der Photogrammetrie und Kartographie, haben digitale H&henmodelle zur Dar-
stellung von (Gelédnde)oberflachen mittlerweile weitgehendes Interesse gefunden.
Digitale H6henmodelle (DHM) werden nicht nur zur Herstellung von Orthophotos,

zur automatischen Schichtlinienzeichnung, zur Kartierung der Neigungsverhédltnisse,
zu Optimalisierungszwecken flir ein breites Spektrum von Bauvorhaben und anderen
Planungsaufgaben verwendet, sondern bilden ein Grundelement eines tibergeordneten

geographischen Informationssystems.

Arbeiten auf dem Gebiet DHM haben sich in den letzten Jahren auf die Methoden-
entwicklung und -erprobung in den Bereichen Datenerfassung und Datenverarbeitung
konzentriert. Obgleich die Entwicklung in diesen Bereichen noch keineswegs abge-
schlossen ist, so ist doch der dritte Aspekt eines DHM, die Qualitdtsbeurteilung,
das offene Problem in der praktischen Anwendung. Wie gut wirdt die Geldndeober-
fldche durch das DHM beschrieben? Die Antwort auf die Frage ist aus zweierlei
Gesichtspunkten von Interesse: Fir die Planung eines DHM (Punktabstand und MeR-
genauigkeit bei der Geldndeaufnahme) und flir Genauigkeitsaussagen lber Produkte,
die aus dem DHM abgeleitet werden (z.B. Orthophotos, Schichtlinienplédne, Volumen-

angaben) .

Dem zentralen Problem, ndmlich der Beurteilung der Genauigkeit eines DHM, ist

diese Arbeit gewidmet. Die Zielsetzung ist, ein Verfahren auszuarbeiten, mit dem

die Zusammenhdnge und Abhdngigkeiten verdeutlicht werden kdénnen, die die Genauig-

keit eines DHM beeinflussen. An ein Verfahren zur Qualitdtsbeurteilung lassen

sich die folgenden Anforderungen stellen:

- Minimum an vereinfachenden Annahmen;

- méglichst keine zusétzlichen Messungen;

- keine aufwendige Datenanalyse und

- getrennte Erfassung der verschiedenen Fehlereinfliisse in einem geschlossenen
System, wodurch Transparenz und eine gestufte, vielseitige Anwenclbarkeit ge-

wadhrleistet sind.

Nicht alle Wege zur Genauigkeitsschdtzung genligen diesen Anforderungen in gleichem
Mage. So hat die empirische Vorgehensweise als integrale Genauigkeitsbestimmung
aus Kontrollmessungen die Nachteile, daB zusdtzlicher MeBaufwand erforderlich und

dap eine isolierte Betrachtung der einzelnen Einfluffaktoren nicht mdglich ist.



Zwar flihrt die empirische Vorgehensweise zu Aussagen Ulber ein bestehendes DHM
und davon abgeleitete Grdéfen, ist aber zu Planungszwecken kaum geeignet. Experi-
mentellen Untersuchungen scheint jedoch eine groBe ﬁberzeugungskraft eigen zu

sein, worduch sie eine wertvolle Ergdnzung zu theoretischen Untersuchungen sind.

Theoretische Studien wurden bislang lberwiegend an Teilaspekten, wie etwa an
Interpolationsverfahren, durchgefihrt. Die analytische Schdtzung d=r Genauigkeit
einer Fldchendarstellung mittels des Fehlerfortpflanzungsgesetzes {2,11] bendtigt
vereinfachende Modellannahmen lUber das stochastische Verhalten der Geldndeober-
flache. Selbst wenn die Geldndeoberfldche stickweise homogen und isotrop wdare

und daridber hinaus sich auch noch etwa durch eine exponentielle Kovarianzfunktion
beschreiben liefe, so bliebe fur die praktische Anwendung noch das Problem einer
adequaten Datenanalyse zur Gebietsbegrenzung. Des weiteren ist die Fehlerfort-
pflanzung, die nur zur Bestimmung eines mittleren Fehlers ausgelegt ist, nicht

fir differenziertere Qualitdtsaussagen geeignet.

Wie genau eine Geldndeoberfldche durch ein DHM dargestellt wird, hdngt im wesent-

lichen ab von

- den geometrischen Eigenschaften des Gelédndes;

- dem Abstand zwischen den Punkten, die zur Beschreibung der Oberfldche ausge-
wdhlt und koordinatenmdfig bestimmt werden;

- der Bestimmungs- oder Mefgenauigkeit und von

- der Interpolationsmethode.

Die spektrale Betrachtungsweise, die in dieser Arbeit angewendet wird, ermdglicht,

die einzelnen EinfluBfaktoren getrennt theoretisch zu untersuchen und ein ein-

faches, fir die Praxis brauchbares Verfahren anzugeben, das die Qualitdtsbeurtei-

lung eines DHM in verschiedenen Verfeinerungsstufen zuldgt.

Eine zentrale Rolle kommt dabei der Ubertragungsfunktion zu, die den Einfluf von
Digitalisierung und Interpolation aufzeigt. Die Ubertragungsfunktion quantifiziert
die Darstellungstreue des DHM (15]. Ist die Ubertragungsfunktion bekannt und zu-
sdtzlich eine spektrale Zerlegung der Geldndefldche durchgefihrt worden, so ist

es mSglich, die Genauigkeit eines DHM als mittleren Fehler anzugeben (16). Auch
die Eigenschaften eines Meffehlers lassen sich durch sein Spektrum beschreiben,
womit die Auswirkung eines HOhenmefBfehlers auf die Genauigkeit des DHM bestimmt
werden kann. Dabei ist es prinzipiell unwesentlich, ob die Datenerfassung direkt
(Tachymetrie, APR, Radar, ...) oder indirekt (photogrammetrisch im Stereomodell,

Digitalisierung von Schichlinienkarten) ist.



Im Rahmen dieser Arbeit ist es nicht mdéglich, auf alle Aspekte der Genauigkeits-
schdtzung im Detail einzugehen. Zundchst werden die theoretischen Grundlagen aus-
gearbeitet, wobei eine Beschrdnkung auf dquidistante Digitalisierung und rein
zufdllige MeBfehler erfolgt. Obwohl die Konzeption des Verfahrens eine Gelédnde-
aufnahme in unregelmdfig verteilten Punkten niclt ausschlieft, so ergeben sich

- wegen der unendlichen Vielfalt unregelmdfiger Punktanordnungen - Schwierig-
keiten fir eine allgemeine Untersuchung. AufBerdem wird die Spektrumberechnung

bei regelmdfig verteilten Punkten wesentlich beschleunigt. Regelmdfige Punkt-
raster gewinnen im Hinblick auf die fortschreitende Automatisierung besonders

im mittel- und kleinmaBstdbigen Bereich der Photogrammetrie zunehmende Bedeutung.

Dienen digitale HOhenmodelle im allgemeinen zur Darstellung von Fldchen so lassen
sich damit selbstverstdndlich auch Profile beschreiben. Die Betrachtung eines
Profils, als zweidimensionaler Fall bezeichnet, statt einer Fl4che (dreidimen-
sionaler Fall) hat den Vorteil, daB die herzuleitenden Formeln Ubersichtlicher
sind, graphische Erlduterungen einfacher werden sowie der Rechenaufwand fir die
Untersuchungen geringer wird. Der Schwerpunkt in dieser Arbeit wird somit auf
den zweidimensionalen Fall gelegt; der dreidimensionale Fall wird weitgehend

als entsprechende Verallgemeinerung behandelt.

An Hand von tatsdchlichen Berechnungen sollen die Mdglichkeiten und Beschrinkungen
der vorgeschlagenen Genauigkeitsschdtzung aufgezeigt sowie die angestellten theo-
retischen Uberlegungen mit Zahlen belegt werden, ohne damit Gesetzmifigkeiten
aufstellen zu wollen. Abschliefend wird ein Ausblick auf die praktische Anwendung
gegeben, differenziert nach der unterschiedlichen Fragestellung beziiglich der

Genauigkeit eines vorhandenen DHM und der Planung eines zu schaffenden DHM.

2. THEORETISCHER ANSATZ

2.1. Genauigkeit einer Profildarstellung

2.1.1. Abtasten und Rekonstruktion

Faft man ein Gelandeprofil als ein kontinuierliches Signal f(x) auf, das die

GeldndehShen in Funktion der Lagekoordinate x angibt, so entsteht durch die Ge-

ldndeaufnahme ein diskretes Signal. Um aus der diskreten Geldndedarstellung eine

kontinuierliche zu erthalten, muf das Signal sozusagen rekonstruiert werden.



Die Rekonstruktionsvorschrift (RV), h&ufig Interpolationsmethode (IM) genannt,
ist - wenn auch austauschbar - ein wesentlicher Bestandteil des DEM. Der Unter-
schied zwischen dem urspringlichen Signal f(x) und dem rekonstruierten Signal
f(z) wird als Fehler e(xz) des DHM bezeichnet. Seine Varianz ist:
L
0% = é J e?(w)dx elz) = flx) - flx) (1)
0

Dabei ist vorausgesetzt, daB der Mittelwert des DHM-Fehlers auf dem Definitions-
gebiet (O,L) des Signals Null ist:

L
J e(z)dx = 0
0

S~

Die Geldndeaufnahme, also die Bestimmung der Hoéhe in vorgegebenen Punten

148t sich gedanklich in zwei Phasen trennen (Abb. 2.1):

ZI

1) Diskretisierung des kontinuierlichen Signals f(x), indem man nur die Werte
an den Stellen x=x%)betrachtet. Dieser Ubergang vom kontinuierlichen Signal
f(x) zum diskreten Signal fé(x)l) wird Abtasten genannt.

2) Messung des diskreten Signals f%(x). Das Ergebnis ist das digitale Signal
gi(x), das sich aus fé(x) und dem MeBRfehler mi(x) zusammensetzt. Der Mef-

fehler kann aus mehreren Komponenten bestehen.

Profil f(x)
H—-—_——J-
| . f.(x) .
Diskretes Profil ~~
s ~
Referenzdaten TTTOTS. .

[Rekonstruktionl

Profildaraiellung
Abb. 2.1: Schematische Darstellung f(x) — f(x)

DHinweis zur Notation: . ist ein Index, der die ganzen Zahlen durchlluft;
1 hingegen wird als Symbol fir eine diskreteo Iunklion
verwendet (impulsmoduliertes Signal).



Im Fall einer photogrammetrischen H&henmessung wird das Geldnde im Stereomodell
gemessen, wodurch mi(x) aufer einem zuf&lligen, unkorrelierten Anteil auch
korrelierte Komponenten aufweist (Abbildungsfehler, Instrumentfehler, Einpassungs-
fehler, etc.). Auf systematische Fehler jedoch soll hier nicht ndher eingegangen
werden. Bei den folgenden Ableitungen wird zun&chst von einer unendlichen Profil-

ldnge L ausgegangen.

Bei dquidistanter Diskretisierung, d.h. x,= L% i = oo o2 =1y 10 Ly 25 ...
148t sich das diskrete Signal als

; f(lbx) 8(x-1lbx) (2)

schreiben [6). Dabei ist 8(x) die Dirac Deltafunktion (siehe Anhang 3). Die Multi-
plikation von f(x) mit der Reihe von Deltafunktionen bedeutet, daf nur die Signal-

werte an den Stellen x = lAx dbrigbleiben. Durch die Messung ergibt sich:

g;(x) = f.(x) + m (z) (3)

Die Rekonstruktion eines kontinuierlichen Signals aus dem diskreten Signal gi(x)

148t sich als Faltung von gﬂ(x) mit einer Gewichtsfunktion af(t) formulieren:

| N o
| flx) = [ a(t) gi(x—t) dt (4)

| —00

Dies gilt fir alle jene Verfahren, die den rekonstruierten Wert aus einer Linear-

kombination der vorliegenden Referenzwerte ermitteln (siehe Anhang 1).

Beispiel 1: Sprunginterpolation alt)
(rekonstrukierter Wert

als Mittel der benach-

barten Referenzwerte) ~ =K ax
f(x)
% 5 —bx<t<bx
&) =15 t<-Az, t>Ax
AX

Abb. 2.2: Gewichtsfunktion und rekonstruiertes Sianal im Fall ciner Sprung-

interpolation.

Neben (6) kédnnen auch Lehrbicher udber Fourier Analyse und Informationstheorie

als Basisliteratur herangezogen werden.



Beispiel 2: Lineare Interpolation (LI)
;- 1tl

re
0 s

a(t)
alt). =

-ax ax
Abb. 2.3: Gewichtsfunktion und rekon-
struiertes Signal fir die

lineare Interpolation.

aAX

Fir andere (ebenfalls lineare) Rekonstruktionsverfahren, wie etwa die Interpola-
tion nach kleinsten Quadraten, die Spline-Interpolation, oder die Interpolation
mit finiten Elementen, lassen sich die Gewichte nicht auf einfache Weise als
analytische Funktion von ¢, dem Abstand zwischen interpoliertem Punkt und Refe-
renzpunkt, ausdricken. An Hand der Gewichtsfunktion lassen sich die Eigenschaften

von Rekonstruktionsverfahren analysieren, siehe [28).

Statt der Gewichtsfunktion eignet sich vor allem auch ihre Fouriertransformierte

©
A(v) = Fla(t) = J a(t) ¢ 2™t g4 ; (5)
—c0
fir theoretische Untersuchungen von Rekonstruktionsverfahren. Durch die Fourier-
transformation wird aus der Faltung im Ortsbereich (4) die Multiplikation im
Frequenzbereich (siehe Anhang 2):

| (6)

I 5 -
| F(v) = A(v) Gi(v)

In der Therminologie der Fourier- oder Spektralanalyse ist der Absolutbetrag
li(v)| das Amplitudenspektrum des Ausgangssignals f(x) und IGi(v)lrlF(gi(x))l

das Amplitudenspektrumdes Eingangssignals gi(x). Die Rekonstruktion, wie durch
(4) definiert, 1l&Bt sich als lineares, ortsinvariantes System auffassen, auf das
sich Eingangs~ und Ausgangssignal beziehen. Dementsprechend wird A{v) als System-
funktion (SF) bezeichnet. Die Gewichtsfunktionen der Udblichen RV sind gerade
Funktionen von t, d.h. a(t) = a(-t), somit sind die entsprechenden Systemfunk-
tionen reelle, gerade Funktionen der Frequenz v, wodurch A(v) gerade das Ver-

h&ltnis zwischen Ausgangs- und Eingangsamplituden angibt.



Beispiel 3: Systemfunktion der linearen Interpolation

Ax Ax
A(v) = J a(t) ¢ 92t g1 = 2 J (1 - é) coe (2nvt) dt
-Ax 0
. sin mvix 2
A(v) = Ax ( TNT)

Die Rekonstruktion gemdB (4) ist linear, da der Zerlegung des Eingangssignals

in g(x) =¢ gfx) +ec gg(x)‘die Aufspaltung des Ausgangssignals in

2
f(x) = clf;(x) + czfg(x) entspricht. Dabei ist f}(x) die Rekonstruktion aus
gl(x) und fé(x) die Rekonstruktion aus g2(x). AuBerdem ist die Rekonstruktion
ortsinvariant, d.h., daB eine Ursprungsverschiebung des Eingangssignals ledig-
lich dieselbe Ursprungsverschiebung des Ausgangssignals zur Folge hat. Das
Abtasten (2) hingegen ist zwar ein lineares, aber kein ortsinvariantes System.

Somit ist das Ausgangssignal von der Wahl des Koordinatenursprungs abhéngig.
2.1.2. Varianzschétzung

Eine Vorgehensweise zur Genauigkeitsschdtzung eines DHM ist die Durchfidhrung

von Konstrollmessungen. Eine M&glichkeit dabei ist, das Profil f(x) mit einem
Intervall Ax' abzutasten, das kleiner ist als Az. Den Fehler mé(x) der Kontroll-
messung wird man in der Regel kleiner halten als den MeBfehler mi(x) der Profil-
aufnahme fir das DHM. Aus den Unterschieden zwischen den Kontrollwerten und den
HShen aus dem DHM an den. Stellen x = lAx' 1l4B8t sich der mittlere Fehler ¢ des
DHM schétzen:

s n'Ax' =1L

’
F.lz) = t Fllox') 6(z~1bz')
t =0

[\
—
8
=
i

f%(x) + mé(x) - fé(x)

r

1 t
=4 | e’(lax')|? - 01%4, (7)

=1




Die Schatzung (7) im Ortsbereich (OB) gilt fir den Fall, daB mé(x) ein rein

zufalliger Fehler mit der Varianz 02, ist.

Auf Grund des Parsevalschen Theorems (6) 148t sich die Varianz des DHM-Fehlers,

die mit (1) definiert wurde, auch im Frequenzbereich (FB) bestimmen:

]

02 = J | E(v)|? dv (8)

=00

E(v) = F(e(m)) und |E(v)|? wird als Leistungsspektrum oder kurz als Spektrum von
e(x) bezeichnet. |E(v)|?und damit der mittlere Fehler ¢ des DHM sind durch die
SF, das Spektrum des Profils und das Spektrum des MeBfehlers festgelegt. Aus den
Eigenschaften des Fouriertransformation und den Beziehungen (1), (3) und (6)
folgt na&mlich:

E(v) = F(v) = F(v)

= F(v) = A(v) {Fi(v) + Mi(v)}
F(v) =F(f(z)) = Jf(:z:) g I3V,
F (v) = F(f ()
M (v) = F(m, ()

Unter der Voraussetzung, daB das Abtastintervall Ax so klein gewdhlt wird,

daB die hdchste Frequenz von f(x) kleiner ist als 1/2Ax, d.h.

(9)

ergibt sich aus (2), daB die Fouriertransformierte Fi(V) des abgetasteten Signals
ein periodisches Abbild der Fouriertransformierten F(v) des kontinuierlichen Sig-

nals ist (siehe Anhang 3). Die durch Ax vorgegebene Grenzfrequenz v, wird Nyquist

v
Frequenz genannt (6).



Ax Fi(V) s |v] <

F(v) = | | i (10.1)
0 vl > v
—‘VN ’VN N ’ - N
|Fi(v)|
_ 1 k

Fy0v) =5 ;f’w 2z’ (10.2)
0 2
aX 28X AX ax

Abb. 2.4: Illustration zur Fouriertransformierten von kontinuierlichem und

diskretem Signal.

Ist hingegen F(v) # 0 far |v| > vy

("aliasing"); Fi(V) ist dann nicht mehr ein periodisches Abbild von F(v), sondern

, ergibt sich ein Verflechtungseffekt

von'f(v), der verflochtenen Transformierten:

F(v - {% Lol <v
“le(v)l 0 s v > v

1 \

Dabei soll das Zeichen ;& andeuten, daf

die Summation symbolisch ist in dem Sinn,
- daB sich F(vo) aus Beitr&gen von F(vo),

i/ i
+ - — . -
F(vo ot ), F(vo o ), etc. zusammen
, setzt; dies fir - \)N< vo <vH.
0]
ax ax ax
Abb. 2.5: Illustration des
F.(v) = Plv - -
Verflechtungseffekts 7 nxe oL

Kk=—c

Ist Bedingung (9) nicht erfidllt, 148t sich F(v) nicht mehr aus Fi(v) zuridckge~
winnen, was gleichbedeutend ist mit des Aussage des Abtasttheorems, daB sich
f(x) aus fé(x) nur dann vollst&ndig rekonstruieren 14Rt, wenn Ax (9) genigt.
Unter der Voraussetzung (9) folgt fdr E(v):

Ax Fi(v) - A(v) Fi(v) - A(v) Mi(V)

E(v) = = A(v) F‘l:(V) -~ A(v) Mi(\))
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damit

s v < v
|E(v)|2 = d

A% (v) |Fi(v)|2 + A2(v) IMi(v)|2 s iv] > vy

Dabei wurde angenommen, daf der MefBfehler mi(x) nicht mit der gemessenen Grdéfe

fi(x) korreliert ist, also

|Gi(V)|2 = IF,I:(\))|2 & |Mi(v)|2

gilt. Diese Voraussetzung ist in der Regel bei stationdrem Messen im photogram-
metrischen Modell erfillt, nicht jedoch unbedingt bei dynamischen Profilmessungen.

Mit (10.1) ergibt sich sodann flir die Varianz des DHM-Fehlers

2 i \
e A(v)]2 |F(v)|2 dv + |Fi(\))|2 dv + 2‘[A2(v/ |h%(v)|2 dv,
0

wobei von der Eigenschaft Gebrauch gemacht wurde, daB das Spektrum einer reellen

Funktion eine gerade Funktion von v ist. Auf Grund der Periodizit&t von lFi(V)l

folgt o vN
2 2 _ N 2 k&, 2
JA (v) |F (v)|2 dv = J ZA (v + oo yy FOVNZ v,
vy vy k=1
somit

Aus (12) ist ersichtlicht, daB die Varianz des DHM-Fehlers aus zwei Komponenten

2
S

struktion und der Varianz oé , die die Auswirkung des MeBfehlers argibt.

besteht: Der Varianz o des Fehlers wegen Abtastung und (unzuldnglicher) Rekon-

A(v) = i% A(v) (12.1)

[+ ]

g2 2 J A2(v) |M.(v)]|2 dv (12.2)
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Mit (12.1) wird deutlich, daB eine vollstdndige Rekonstruktion - d.h. cg =

méglich ist, wenn (unter Voraussetzung (9)) flir die normierte SF ¢ilt:

A(v) =

Die entsprechende Gewichtsfunktion ist:

sin '3
Ax
mt

Ax

a(t) =

1ah)

0.S0

-0.50

Abb. 2.6.a: Gewichtsfunktion
der idealen Rekonstruktion
(—— Whittakers Interpolation)

und der LI (---).

Die LI, mit der normierten SF

ﬁ(v) 3

stellt eine ziemlich grobe Ndherung der idealen Rekonstruktion dar.

- c -
A
0.50
0
-0.50 . —~v
T ax 0

Abb. 2.6.b: Systemfunktion der
Whittaker (——) und der linearen

(===) Interpolation.

des Fehlers wegen Abtastung und Rekonstruktion ergibt sich:

n N

; = 4
“(SX;Af Z) } |F(v)|2 dv

Durch Normierung der Gewichtsfunktion, sodaB

(2=

I at)dt = 1 ,

-—C0

Als Varianz



erhdlt man als Auswirkung eines rein zufédlligen Meffchlers bei LI:

[+
0% =22 J == L
0

Wenn mi(x) ein rein zufdlliger Fehler ist, d.h. eine Folge unkorrelierter

GrdBen mit Mittelwert Null und Varianz o gilt ndhmlich fir sein Spcktrum [6):

2
M 7

2 - 2
IMi(v)I = bzxoy,

Anstatt Gber das Quadrat der SF zu integrieren, ist es einfacher, das Integral

- gestitzt auf das Parsevallsche Theorem - Uber das Quadrat der Gewichtsfunktion

(siehe Beispiel 2) zu rechnen:

oo @ Ax
2 I |F(act)) |2 dv:ZJ a?(t)dt = 2 J (8

A 2 SN
0 0

Daf der Beitrag eines rein zufédlligen MeBfehlers zur Gesamtvarianz im Fall der

LI gerade (d/&)oé ist, ist im Anhang 4 auch im OB hergeleitet.

Formel (12) gilt fir eine unendliche Profilldnge. Es ist zu erwarten, daB bei
endlichem I = nAx die tatsdchliche Auswirkung eines rein zufdlligen MeBfehlers

umso mehr von

abweichen kann, je kleiner die Anzahl n der gemessenen Werte ist. Die tatsdchliche

Auswirkung im einzelnen Fall 1&dBt sich nicht angeben, da bestenfalls lediglich

2

M

nicht aber mi(x) bekannt ist.

Um flr den mittleren Abtast- und Rekonstruktionsfehler (AR-Fehler) o, = oS(Ax)

S
einen einfacheren Ausdruck als (12.1) zu erhalten, ist es notwendig, statt der
SF A(v) der Rekonstruktion die Funktion /(v) einzufiihren. Im folgenden wird H(v)
als ﬁbertragungsfunktion (UF) bezeichnet; sie kann als SF von Abtasten und

Rekonstruktion (AR) aufgefaft werden.

M

2
= J (4 HOV) F) |2 dv (13)

vy

a

-
AN
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Fir (13) gelten die gleichen Vorraussetzungen wie fir die Formel (12.1), ndmlich
Erfillung der Bedingung (9) und unendliche Profilldnge.
Die UF im Fall der Rekonstruktion mittles LI ergibt sich als (14):

sinnvix _ (sinwvAm)z) o

H(v) =1 - 3 Sy

Ersetzt man in Formel (12.2) A(v) durch H(v) und IMi(v)l2 durch Axo@ , so erhilt

man als N&herung fir die Auswirkung eines rein zufdlligen MeBfehlers:

1
2hx
R 2 2
95 2AmoM J H%(v) dv
0
A; =R oé ; R=2 JHz(u)du 5 U= VAT (14)
0

Ist Bedingung (9) nicht erfiillt, enthdlt also f(x) Spektralkomponenten mit Wellen-
langen kleiner als das doppelte Abtastintervall (|1/v|§2Ax), so l4Rt sich Formel
(13) nicht mehr verwenden. Die Verformung der Transformierten Fi(V) durch die

- wegen des zu grofen Abtastintervalls - nicht richtig erfaBten Hochfrequenzen

|v|3y (Verflechtung (11)) kommt in (13) nich zum Ausdruck. Ist (9) nicht erfiillt,

N

so ist 0, nicht nur vom Leistungsspektrum IF(V)I2 abhdngig, sonderndariber hinaus auch

)
vom Phasenspektrums des Signals f(x). (Der Begriff des Phase wird in Abschnitt

2.1.3. behandelt). Vorl&ufige Untersuchungen haben gezeigt, daB die Phasenbeziehung
der miteinander verflochtenen Spektralkomponenten den AR-Fehler beeinfluft.

Nimmt man vereinfachend an, daf die Hochfrequenzen durch Abtasten mit Ax und

anschlieBender Rekonstruktion eliminiert werden, so erhdlt man als Schdtzvariable

fir das AR-Fehlerquadrat:

(15)

Qy
N
1]
—
—
~
|
s}
A
<
N—
Nt
N
5!
N
<
—
™
Qu
<
B
=
t
s}
=
<
N—
1l
S
Hh
et}
2§
<
| v
<
=

Auf den fir die praktische Anwendung interessanten Fall der endlichen Profil-
lange wird in 2.1.4. eingegangen.
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2.1.3. Ubertragungsfunktion

Das Konzept der Ubertragungsfunktion, die die Eigenschaften des Svstems AR im
Frequenzbereich beschreibt, wurde 1972 von Makarovi& in der photogrammetrischen

Literatur vorgelegt (15).

Geht man davon aus, daB sich eine auf dem Intervall (O,L) stetige Funktion f(x)
als eine Summe von harmonischen Sinuswellen darstellen 188t (Fourier Reihe), so
ist es auf Grund der Linearitdt des Systems AR (siehe Seite 7) m&c¢lich, das
Systemverhalten an Hand einer Sinuswelle zu untersuchen. Die Sinuswelle mit
Frequenz v, Amplitude pE und Phase ¢ wird durch AR in ein periodisches Signal
dbergefihrt, dessen Amplitude pA sich dber die mittlere Energie (Varianz) des
Fehlers wegen Abtastung und Rekonstruktion ausdricken 1&B8t (14):

(16)

Wird etwa das Signal f(x) = pEsin(vax+¢)mitAx = 1/2v abgetastet, so ist der
Fehler wegen Abtastung und Rekonstruktion gerade e(x) = pEsin(2wvx), wenn ¢ = 0

ist (Abb. 2.7.a). Die Varianz von e(x) ergibt sich als:

1/v

pZ
a2 = v J pg, 8in?(2wvx)dx = -
0

pfix) $fx)

0 Ax 0 AX
Abb. 2.7.a: Abtasten einer Abb. 2.7.b: Abtasten einer Sinuswelle
Sinuswelle der Frequenz v der Frequenz v mit Ax = 1/2v, wenn
mit Ar = 1/2v , wenn ¢ = 0. ¢ = m/2.

Das Verhdltnis pA/pE, der mit (16) definierten Amplitude des Ausgangssignals zur
Amplitude des Eingangssignals, charakterisiert das System AR analog zur Beziehung

(6). Das Amplitudenverhdltnis

= H(v,bx) (17)
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als Funktion der Frequenz v und des Abtastintervalls Ax, wird als UF bezeichnet.

Fir jede (lineare) RV (Bedingung (4)) 1&Bt sich die zugehdrige UF bestimmen.

Es zeigt sich, daB die zwei Variablen v und Ax als Produkt auftreten (15, 14),
somit durch eine neue Variable u = vAxr ersetzt werden kénnen. 1/u 1ldBt sich als
Abtastdichte bezeichnen, da 1/u das Verhdltnis der Periodenldnge 1/v der Spek-
tralkomponente zum Abtastintervall Ax angibt. Des weiteren ist die UF eigentlich
auch noch von der Phase ¢ abhdngig, worin die Eigenschaft des Abtastsystems zum
Ausdruck kommt, nicht ortsinvariant zu sein. Es gilt jedoch - zumindest fir

LI (14) - daB sich, wenn die Profilldnge unendlich ist, die Phaseabhdngigkeit der
UF lediglich als Unstetigkeit von H(u) an den Stellen u = 2/2 (7 =1, 2, ...)
zeigt. Abb. 2.7 veranschaulicht, daB ¢ = 7/2 zu einem wesentlich kleineren Fehler

wegen Abtastung und Rekonstruktion fihrt als ¢ = 0, wenn vAx = u = 1/2 ist.

Beschridnkt man den Definitionsbereich der UF auf |v|<1/2Am, so ist die UF eine

reele, stetige und gerade Funktion nur der Abtastdichte:
H(v,bx) = H(u) (18)

Vorausgesetzt ist dabei eine unendliche Profilldnge fir AR. Diese Aussage gilt

fir die meisten Rekonstruktionsverfahren (25].

Um die Art der Aussage der UF zu verdeutlichen, folgen drei Beispiele:
1) Fir ein System AR, das eine exakte Profildarstellung bewirkt, d.h.

f(x) = f(x), muB gelten:

H(u) = 1 p lu|<%

was sich unter Bedingung (9) mit Whittakers Interpolation erreichen 1l&dgt
(Abb. 2.6). Dazu missen alle - unendlich viele - Referenzpunkte fir jeden

zu interpolierenden Punkt herangezogen werden. Eine ideale Rekonstruktion
1
2v,
und Interpolation nach kleinsten Quadraten mit cos(vaOd) als Korrelations-

funktion (25, 29).

einer Sinuswelle mit Frequenz vo ist auch m&glich bei Abtasten mit Ax<

2) Flir ein ideales Filterungsverfahren, das die Spektrallkomponenten mit Fre-
quenzen kleiner als ein vorgegebener Wert v*_vollsténdig rekonstruiert und

jene mit |v|>v*_ unterdrickt (Tiefpaffilter), muf gelten:



3)

0.70
0.60
0.50
0.40

0.30
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1,
H(u) =
0
_ain(,
Dies 148t sich unter (9) mit der Gewichtsfunktion a(t) = P
367

erreichen, wiederum mit unendlich vielen Referenzwerten.

Reale UF (realisierbare Systeme, z.B. Interpolation mit einer (sehr) be-
schrénkten Anzahl von Referenzpunkten per interpoliertem Punkt) kommen den
idealen mehr oder weniger nahe. Sie geben an, in welchem Mag die einzelnen
Spektralkomponenten mit Frequenzen |v|< 1/3bx, aus denen sich das Signal jf'(a)
zusammensetzt, rekonstruiert beziehungsweise unterdrickt werden. So wird z.B.
bei vorgegebenem Ax, etwa Ax = & m (Abb. 2.8.a) die Komponente des Signals
f2 (siehe Abb. 2.11) mit der Frequenz v = (.06 zu ca 80% rekonstruiert; fir

die Komponente mit v = (.07 ergibt sich eine Amplitudenabschwdchung von ca 40%.

Andererseits 1&Bt sich aus der UF ablesen, was eine Anderung von Ax fiir einen
EinfluB auf die Rekonstruktion einer bestimmten Spektralkomponente hat. So wird
etwa, wenn Ar = 5§ m, die Komponente mit v = (.05 mit einer Glite von ca 80%

dargestellt (Abb. 2.8.a) und zu ca 95%, wenn Ax = 2 m (Abb. 2.8.Db).

t H(vax) tH{vax)

0.90

0.80

0.70

0.60

0.80

0.40

0.30 —

0.20

0.10

L] (=] <

Abb. 2.8.a: Ubertragungsfunktion der Abb. 2.8.b: Ubertraguagsfunktion der
LI und Spektrum des Signals fé; LI und Spektrum des Signals f2;

»

Abszigsenzuordnung fir Ax = § m. Abszissenzuordnung fdr Ax = 2 m.



Die Berechnung der UF fiir eine bestimmte RV erfordert keinerlei aufwendige
mathematische Ableitung. Die UF 1&Bt sich auf sehr einfache Weise numerisch
bestimmen, indem man als Eingabe fir das vorhandene Interpolationsprogramm eine
abgetastete Sinuswelle (statt der Referenzwerte eines Geldndeprofils) verwendet.

Aus den obigen Uberlegungen ergibt sich das Berechnungsprinzip:

H(u) muB fir eine hinreichend groBfe Anzahl von Werten uk berechnet werden, die
zwischen 0 und 1/2 liegen. Jedem Wert uk entspricht ein Interval Axk, mit dem
die Sinuswelle f(x) = sin(vaox) abgetastet werden muf. Per Intervallgréfe Ax
werden die abgetasteten Referenzwerte f(lAx), l=0, 1, ... n zur Interpolation

von q Zwischenpunkten pro Abtastintervall herangezogen:

5 g=he/bee’ ; J=1 8 ...nq ;3 T =1 24 ve. q

a; ist der Gewichtsvektor der verwendeten RV fir den iten Zwischenpunkt und g
der Vektor der Referenzwerte, die flir das jeweilige Abtastintervall bendtigt
werden (vergl. Anhang 1). Entsprechend der Genauigkeitsschédtzung aus Kontroll-

messungen [7) 148t sich der Schatzwert

nq
1 2 [ [}
e _Z ek(JAa:)
J=1

fir die Varianz des Fehlers wegen Abtastung und Rekonstruktion rechnen.
ek(x) ist der Unterschied zwischen f(x) und dem rekonstruierten Signal, das aus
der Abtastung mit Axk gewonnen wurde. Mit den Definitionen (16) und (17) erhdlt

man sodann den (geschitzten) Wert der UF fir uk = vOAxk:

(19)

Werte fir u # U lassen sich durch Interpolation bestimmen. Das entsprechende

FluBdiagramm ist in Abb. 2.9 skizziert.

Zur Parameterwahl fir den Berechungsprozef 1&dBt sich folgendes bemerken:

- Als Amplitude von f(x) l&Bt sich pg = 1 wdhlen, da die absolute GrdBe von Py
unwesentlich ist; als Phase genlgt ¢ = 0, da ¢ bei unendlicher Profilldnge und
u<1/2 nicht relevant ist.

- Der zu Grunde liegenden harmonischen Zerlegung von Signalen wegen sind Werte
uk = kvoAxO interessant. Dies ldBt sich realisieren, indem man Axo = 1 fest-
setzt, womit kAxO S Axk = k wird. Fir die Frequenz der Sinuswelle gilt dann

1
V, ¥ & » wenn ka= T, 2, .9 M-
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Die Wahl von vo bezw. die Wahl von m, der Anzahl 2zur bestimmender Uber-
tragungswerte H(uk),h&ngt von der erwlinschten Bestimmmungsgenauigkeit wvon
H(u) ab. Fir eine graphische Darstellung etwa (Abszissenintervall (1, 1/2]
auf 100 mm, Ordinatenintervall [0, 1) auf 100 mm) ist = 0.005 (m = 100)
vOllig ausreichend.

- Die Anzahl »n der Abtastintervalle fir eine bestimmte IntervallgrdBe Axk muf
- der geforderten unendlichen Profillénge wegen - so grof sein, daf mit nAxk
gerade ein ganzzahliges Vielfaches einer Halbperiode des Fehlers ek(x) erfaft
wird. Bel symmetrischen RV (z.B. Sprunginterpolation, lineare Interpolation,
Interpolation nach kleinsten Quadraten, ...) ist selbst ein Vielfaches der
Viertelperiode ausreichend. Fir eine Sinuswelle ist ndmlich des Integral (1)
diber eine Halb- bezw. Viertelperiode die kleinste, sich wiederholende Einheit.

Aus der Bedingung

=1 2, ... (20)

folgt nmax

- g, die Anzahl Kontrollpunkte per Abtastintervall, 148t sich als Funktion von k

= m, mit der obigen Festlegung von Axk.

oder als Konstante festsetzen. q = 10 erwies sich in den Experimenten (Ab-
schnitt 3) als ausreichend.
- Eine wiederholte Berechnung des Sinus fir ein und dasselbe Argument x l&Rt

sich durch Abspeicherung der Werte f(j/q), J = 1, 2, ... mq vermeiden.

Y Parameter der RV ;
- Schleife

=1 bis m

Berechnung der

Bestimmung von n (20)

Berechnung der f(l)
Schleife

1=0 bisn

Teilmenge g aus j"(l)

Teilmenge der q Soll-
werte aus f(j/q)

]
52 per Abtastintervall
Abb. 2.9: FluBdiagramm der Berechnung —

. = i 572( als Gesamtmittel
einer Ubertragungsfunktion.
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AbschlieBend sei darauf hingewiesen, daB der UF eine zentrale Bedeutung in der
Qualititsbeurteilung eines DEM zukommt. Sie eignet sich vorziglich zu verglei-
chenden Studien von Rekomstruktionsverfahren, wie auch zur Parameteroptimali-

slerung einer RV (25). Dariber hinaus ermdglicht die UF, die Gite eines rekon-
struierten Signals zu quantifizieren (15) und die Genauigkeit eines DHM in der

Fore eines mittleren Fehlers anzugeben (16, 26).
2.1.4. Leistungsspektrum

Zur Bestimmung des Spektrums |F(v)|2 eines Gelindeprofils stehen in der prakti-
schen Anwendung lediglich N abgetastete Werte des Profils von endlicher L&nge
zur Verfiligung. Bei 8quidistanter Digitalisierung mit dem Intervall A, d.h.

NA =L o,
bietet sich als einfachste und rechneriasch schnellste M&glichkeit der spektralen
Darstellung von f(x) die diskrete Fourier Transformation (DFT) an. Auf die Alter-
native, namlich der Berechnung des Spektrums als Fouriertransformierte der
Korrelationsfunktion von f(x) [6, 29], die rechnerisch wesentlich aufwendiger
ist, soll hier nicht eingegangen werden.

Die DFT F(k) 1&Bt sich mit Hilfe eines schnellen Algorithmus - als “Fast Fourier
Transform" (FFT) bekannt - berechnen, der sich selbst fir einen Kleincomputer

programmieren 148t [23).

Gegeben N Werte f(1) = flia) l 0, 1, ... N=1

liefert die FFT N Werte

F(k) =2 fi)ev? k=0, 1, ... 8-1. (21)

IF(i)]? i

(VN § —X/a

Abb. 2.10: Illustration zur DFT.



=20 =

Die Werte f(l), die als Vektor dem FFT-Programm eingegeben werden, entsprechen
den Profilhdhen an den Stellen x = I1A. |F(k)| ist die Amplitude der Spektral-
komponente mit der Frequenz v = k/L. Die Werte F(k), die man aus cder FFT fir

k = (N/2)+1, (W/2)+2, ... N-1 erhdlt (in Abb. 2.10 strichliert gezeichnet), sind
lediglich die konjugiert komplexen Werte zu jenen fir k = (N/2)-1, (N/2)-8, ... 1.
Durch die Umspeicherung F(N-1) = F(-1), F(N-2) = F(-2), etc., erh&lt man die
diskrete Fouriertransformierte von f(l), siehe Abb. 2.10.

|F(k)|? mit -N/2<k<(N/2)-1 soll |F(v)|? in Formel (15) ersetzen.

Eine willkirliche, stetige Funktion f(x) auf dem endlichen Intervall [0, L), lapt
sich durch eine (unendliche) Reihe von Sinuswellen mit harmonischen Frequenzen
(Fourier Reihe) darstellen, somit durch die (endliche) Reihe von Sinuswellen,

die durch die DFT definiert ist, approximieren:

0
flx) = p,* 2 pksin(Zkax + ¢k)
K=

Dabei gelten die Beziehungen: Ve = k/L, By = RF(0), Py = {4(RF(k)2 + IF(k)z)}%
und ¢k = arctan %g%%% . RP(k) bedeutet Realteil von F(k), IF(k) Imagindrteil von
F(k). Far x = 1A gilt f(x) = f(x). Nur wenn f(x) eine periodisches Funktion mit
der Periodenldnge [ ist und keine Frequenzen hdher als 1/2A aufweist, ist

|F(k)|? das Leistungsspektrum von f(x). Anderenfalls ist |F(k)| nur eine Niherung
fir |F(v)|. Je gréBer L und je kleiner A ist, umso besser wird die N&herung sein.
Je langer das Profil ndmlich ist, desto kleiner ist das Frequenzintervall der

DFT Vv, ; = Vg = 1/L und mit kleiner werdendem A wird die Verflechtung von F(k)

in zunehmenden Mafe vermieden. Die Kenntnis eines periodischen Signals Ulber seine

Periodenldnge ist gleichbedeutend mit der Kenntnis Uber eine unendliche Lénge.

Durch die DFT wird aus der Formel (15):

(z - H(uk)]2 |F(k)|2 ; (22)

Die Formel (22) stimmt mit der in (4) angegebenen Schétzvariablen flir das AR-

Fehlerquadrat tberein, wenn H(u) = 1 ist fir |u|<1/2.

Wichtig fir die Genauigkeitsschédtzung eines DHM sind die hohen Frecjuenzen des
Gelandeprofils. Eine gute Erfassung der Kleinformen ist nur mdglich bei hinreichend

kleinem Abtastintervall A zur Spektrumbestimmung (Bedingung (9)!). Darlber hin-
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aus wirde eine Abspaltung niederfrequenter Komponenten von f(l) einer genaueren
Bestimmung der hochfrequenten Anteile zu Gute kommen (6). Die empirischen Unter-

suchungen sollen jedoch zeigen, ob eine derartige Trendabspaltung notwendig ist.
2.1.5. Beispiel

Zur Untermalung der aufgezeigten Beziehungen soll der AR-Fehler fir eine perio-
disches Signal berechnet werden. Die in Abb. 2.11 gezeigten Profile mit der

Periodenldnge von L = 200 m sind Uberlagerungen von harmonischen Sinuswellen:

flx) =p, + 3

Durch entsprechende Variation der Parameter fir die Generierung von Zufalls-

werten fir die Amplituden p, ergeben sich die Signale f}(m), fg(m), fs(m) von
zunehmender Bewegtheit. Die Phasen ¢k sind ebenfalls Zufallswerte. Das gr&ft-
mégliche Abtastintervall nach dem Abtasttheorem (9) ist flr alle drei Signale

Ax = 5 m. Neben den Profilen sind in Abb. 2.11 ihre Spektren dargestellt.

se.8
“.0 1.0
2.0
.0 o —v
P . 2.8 gl
f2(l)
.8
1.9
0.0
8.0 —-X
t5ix) 0.0 ) i S
lgtv)l
.0
3.0 1.8
0.0 '—’l
- ] ]
- E_ - - e -

[ ]

s . .
8 L] 2 ] ]

Abb. 2.11: Drei periodische Signale fl‘ fos f3 und ihre Spektren.
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Die im OB geschdtzten AR~Fehlerquadrate (Formel (7), © = (0) sind in Tabelle

MI
2.1 fir fdinf verschiedene Abtastintervalle und LI angegeben. Mit Ausnahme von
Ar = 3 m sind die Werte 55B gleich mit den im FB geschdtzten Fehlerquadraten
6%8 (Formell (22)). Die Unstimmigkeit fir Ax = 8 m erkldrt sich daraus, daB

bei dieser Intervallgrdfe nicht das gesamte Profil erfaft wird.

£ Ty f3

2 2 2 2
s, ] rs a“ Bn aoa 8!!
0.000 0.000 | 0.003 0.003 | 0.002 0.002

1

2 | 0.003 0.003 | 0.041 0.041 | 0.035 0.035 0.40
3 | 0.017 0.017 | 0.197 0.196 | 0.171 0.170
"

5

0.051 0.051 | 0.582 0.582 | 0.496 0.496
0.115 0.11S | 1.309 1.309 | 1.097 1.097

0 AX
o N n
Tabelle 2.1: AR-Fehlerquadrate Abb. 2.12: AR-Fehler ensprechend
im OB und FB geschéitzt. Tabelle 2.1.

Abb. 2.12 zeigt deutlich einen nicht linearen Anstieg des AR-Fehlers mit gréBer
werdendem Abtastintervall. Weiters illustriert die Abbildung, daB der AR-Fehler
bei vorgegebenem Axr einerseits mit zunehmender Geldndebewegtheit (Verlagerung

der dominierenden Spektralkomponenten vom niederfrequenten Bereich bei fl zum
hochfrequenten Bereich mit fé , Abb. 2.11) und andererseits mit zunehmenden H&hen-
unterschieden steigt. fé zeigt zwar eine geringere Bewegtheit als fé , Jjedoch
grdBere HOhenunterschiede, d.h. die domierenden Anteile von f2 sind von niedri-
gerer Frequenz als jene von fé, aber die Amplituden von f2 sind insgesamt grdBer

als die von f3 (siehe Abb. 2.11).

Weiters deutet die Abb. 2.12 an, daB OS gegen Null konvergiert mit kleiner
werdendem Intervall Ax , was sich auch auf Grund der UF (Abb. 2.8) erwarten l&gt.
Das Beispiel demonstriert die Gliltigkeit der Formel (22) flir ein Signal mit

der Periode L, fir das die Bedingung (9) erfillt ist.

2.1.6. EinfluB eines zufdlligen MeBfehlers auf die Schdtzung des Abtast- und

Rekonstruktionsfehlers

In 2.1.4. wurde davon ausgegangen, daf f(x) ohne Fehler digitalisiert wurde. Im
folgenden soll abgeschédtzt werden, in welchem MaBe sich ein rein zufdlliger MeB-
fehler bei Verwendung der Formel (22) auf die Schdtzung des AR-Fehlers GS

auswirkt.
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Statt der Werte f(l) sind nur die Werte

bekannt. Unkorreliertheit von Nutzsignal f(l) und St&rsignal m(l) vorausgesetzt,

gilt fir das Spektrum von g(l):

|G(k)|2 = |F(k)|2 + |M(k)|?

2

D eines MeBfehlers:

Somit ergibt sich als EinfluB o

03 = (1 - H)? |Mk)|?
Fir 6§ folgt daraus:
N/2=1
62 = (1 - Hw,))? |G(k)|2 - 02
S K202 k D

jedoch eine reichlich unregelmidBige Folge |M(k)|2, deren
7 N/2-1
- |M(k)|2 aber dem Erwartungswert oé/ﬁVentspricht.

N
=N/2

Ersetzt man somit |M(k)|2 in (23) durch

(2 - H(wy))?

und als weitere Abstraktion

Ax
20
a2 - 2 O _ )
F % (1 - Hw))? du
. - N _ Az - Ax
Es gilt n&mlich: u_N/2—v_”/2Aw =g Ax =- 5 und Upwg = U = Wz—(vergl.

2.1.4.).

(23)

(24)

2.1.3.,
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Fiir Ax<A erhdlt man somit als Abschdtzung des Einflusses eines zulfdlligen

Fehlers m(1l):
Ax

24
J (2 - HwW)? du (25)
0

und fir Ax>A, da H(u) als Null angenommen wird far |u|:}/2 (Formel (15)):

52 = 02 (1 - & (1 - 1)) (26)

T ist definiert als

5
TAN? J (1 -HwW)? du (27)
0

und wird im folgenden als integrierte Varianzfunktion bezeichnet. Die Varianz-
funktion (1 - H(u))2 gibt die Varianz des Fehlers wegen Abtastung und Rekon-
struktion fiir eine Spektralkomponente mit der Frequenz v = u/Ax urd der Ampli-
tude 1 an. Die Formeln (25) and (26) geben einen Erwartungswert fir den Mef-

fehlereinfluB an. Je nach Profilldnge L wird der tatsdchliche EinfluB eines

2
S

2

rein zufdlligen MeBfehlers auf die Schédtzung von ¢ D

mehr oder weniger von §

abweichen.
2.1.7. Zweistufige Rekonstruktion

Als Zweistufige Rekonstruktion (ZR) wird ein Rekonstruktionsverfahren bezeichnet,
bei dem das urspringliche, oftmals durch unregelmdfig verteilte Punkte festge-
legte DHM zundchst zu einem engmaschigen Raster verdichtet wird, z.B. durch
Interpolation nach kleinsten Quadraten [10). Im verdichteten Raster wird sodann

ein einfaches Interpolationsverfahren, z.B. LI zur Geldndedarstellung verwendet.

Eine ZR, im Fall einer &dquidistanten Abtastung eines Profils, 1&Bt sich folgen-

dermaBen formulieren:
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flx) Signal
fk(x) = :E: fYEAxl)G(x S lel) —————— 1. Abtasten
9 =—co0 l
gi(x) = fi(x) + mi(x) ------ Messung
zg(x) = J al(t) gi(x-t) ad 0 === 1. Rekonstruktion
zi(x) = :E: z(EAx2)6(x - ZAxZ) ------ 2. Abtasten
L ==c0 l
Flx) = J a2(t) zi(x—t) & === - 2. Rekonstruktion

—-00

Dabei wird z;(x) (das sind die Werte im verdichteten Raster) als diskretes
Signal aufgefaBft, das sich durch Abtasten von 2z(x) mit Ax2<Ax1 ergibt. z(x)
ist das kontinuierliche Signal, das aus der ersten Rekonstruktion mit der

Gewichtsfunktion al(t) gewonnen wurde.

Das Gesamtsystem 148t sich somit in zwei aufeinanderfolgende lineare Systeme
zerlegen, das erste AR, durch Hl(vAxl) charakterisiert, und das zweite AR, durch
HZ(vAx2) beschrieben. Die Ubertragungsfunktion des Gesamtsystems, H(v) , ergibt
sich jedoch nur niherungsweise als Hl(v)Hg(v). Die UF beschreibt ndmlichdie Eigen-
schaften von AR flir ein Signal dessen Spektrum jenseits von 1/2Ax verschwindet.
z(x) aber hat im allgemeinen ein erst im Unendlichen verschwindenes Spektrum.
Denn Z(v) = Al(v)G;(v) und G.(v) ist ein periodisches Abbild von F(v) iberlagert
mit Mi(v). Al(v) schwingt flr die Ublichen RV mehr oder weniger geddmpft nach
Null (siehe z.B. Beispiel 3 in 2.1.1.). Durch das zweite Abtasten scheint Al(v)
in einer verflochtenen Version in der Schétzformel auf (siehe Anheng 5). Nur im
Extremfall &er idealen Rekonstruktion) wo‘Al(v) exakt Null fir |v|> ist,
kommt es zu keiner Verflechtung von Z(v), da 1/2Ax2>1/2Ax1 ist.

Dadurch gilt H(v) = Hl(v)Hz(v) = 1.H2(v), was jedoch gleichdeutend ist mit einer
einmaligen Abtastung von f(x) mit 0z, und der Rekonstruktion mit der Gewichts-

funktion az(t).

(28)
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Formel (28) liefert lediglich einen N&herungswert, der im allgemeinen zu pessi-
mistisch ausfallen wird, aber umso besser ist, je weniger sich die erste Rekonstruk-

tion von Whittakers Interpolation unterscheidet.

Zu einer genaueren Bestimmung des AR-Fehlers einer ZR kann man H(v) in analoger

Weise, wie in 2.1.3. beschrieben, berechnen. Fir jedes Verhdltnis Axl/AxZ ergibt
sich eine neue UF; die Umhillenden dieser Schar sind Hl(v) und H2(v)-
. 20 — )
HAxl(VAxl)]z'F(V)lz 5 |F(V)| = 0,|V|2_§ZE;' (29)
Aa:z

Als Beispiel dient das Signal f3(x) aus 2.1.5., das mit kubischer Interpolation
(KI) (Hl(u) in Abb. 2.13) im ersten Gang und mit LI (HZ(u) in Abb. 2.13) im

zweiten Gang rekonstruiert werden soll.

Im OB wurde OS fir drei F&dlle geschétzt (siehe Tabelle 2.2).
Zum Vergleich sind in Tabelle 2.3 die entsprechenden AR-Fehler fidr ausschlieB-
lich KI bzw. LI angegeben. Die im FB mittels (28) berechneten mittleren Fehler

sind aus Tabelle 2.4 ersichtlich, jenemit (29) gewonnenen Werte aus Tabelle 2.5.

bz, oz, ao' Tabelle 2.2:
2 1 0.070 AR-Fehler einer ZR, im OB
4 2 0.476 berechnet (Dimensionen: (m)).
5 1 0.817
os
oz, = b= Tabelle 2.3:
2 0.188  0.034 AR-Fehler bei linearer Interpolation
4 | 0.705 0.407 und kubischer Interpolation.
5 1.047 0.809

Az Az | 5

1 2_| ‘rs Tabelle 2.4:

i ; gggg AR-Fehler einer ZR, im FB mittels
5 1 0.837 (28) berechnet.

—f2 —la5

Az, |A= Az

! 28 digy2 Tabelle 2.5:

1 0.013 omo4‘ AR-Fehler einer ZR, im FB mittels
2 | 0.070 0.038 (29) berechnet.

3 | 0.211 o0.158

4 0.47% 0.414

s | 0.e67 o0.816
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0.90

0.80

0.7¢

0.60 Abb. 2.13:

0.50 ﬂbertragungsfunktionen der ZR
0.4 KI-1TI.

0.30

HS(u) in Abb. 2.13 ist die UF fir die 2R KI-LI bei einem Verdichtungsverhdltnis
Axl/sz = 6. In dem AbbildungsmaBstab ist H3(u) kaum von Hl(u) zu unterscheiden,

was sich auch in den geringen Unterschieden zwischen o, fir KI und der 2ZR

zeigt (Tabellen 2.2, 2.3). H4(u), die UF fir das Verdiihtungsverhéltnis 2%

liegt sichtlicht unterhalb von Hs(u); entsprechend sind die AR-Fehler grdRer

als diejenigen fir das Verdichtungsverhdltnis 5. Die Uberstimmung zwischen den im.
FB und jenen im OB berechneten AR-Fehlern (Tabellen 2.2, 2.5) ist im Bereich der
Rechengenauigkeit, wobei hervorzuheben ist, daB |F(v)| = 0 fuar |v|3_0.1. Die mit

Formel (28) errechneten Werte stellen nur Ndherungswerte dar (Tabelle 2.4).

2.2. Genauigkeit einer Flichendarstellung

2.2.1. Varianzschdtzung

Die Formeln flir den dreidimensionalen Fall lassen sich als entsprechende Verall-

gemeinerung der Beziehungen far den zweidimensionalen Fall aufstellen:

Die Geldndeoberfliche, als kontinuierliches Signal f(x,Yy) bezeichnet, das die
Geldndehdhe in Funktion der zwei Lagekoordinaten x und y angibt, wird durch AR

in f(x,y) dbergefihrt. Das rekonstruierte Signal }(m,y) ist die Darstellung der
Flache f(x,y) auf dem Gebiet LX.LY durch das DHM. Analog zu (1) wird die Varianz
des DHM-Fehlers definiert als:
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LY LX
1 .
o? = Ty Iy J J e?(x,y) dedy ; e(x,y) = flx,y) = flx,y) (31)
0 0

Durch die Geldndeaufnahme in einem Rechtecksraster mit der Maschengrébe Ax.AYy

werden die Referenzdaten gi(x,y) des DHM gewonnen:

Den Beziehungen (2) und (3) entsprechend gilt flir LX — «, LY — o: 2)
f(lxbx, lyby)s(x-lxbz, y-Llybdy) (32)
ly=-=

8(x,y) ist die bivariate Dirac Deltafunktion (siehe Anhang 3), m.(x,y) ist der
MeBfehler. Mit der Datenmenge g; (x,yY) und der RV des DHM ist die Flichendarstellung
F(x,y) festgelegt. Fir lineare RV ergibt sich f(x,y) als Faltung von g .(x,y) mit

der Gewichtsfunktion a(s,t):

I -0

© © |
~ |
flx,y) = J J a(s,t) gi(x-s, y-t) dsdt (34)
—o0 |
________________ — 1

Durch den ﬂbergang vom OB in den FB wird aus dem zweidimensionalen Faltungsinte-

gral (34) eine Multiplikation (siehe Anhang 2):

= [
| F(v,u) = A(v,u) Gi(v,u) | (35)

Die Systemfunktion der RV

® o
A(v,u) =F(a(s,t)] = J Ja(s,t)e_j(Zst + Zﬂut)dsdt y J = V-1 (36)
— —
gibt das Verhdltnis der Amplituden vor und nach der Rekonstruktion an.
|F(v,u)| = IF(f(x,y)]l ist das Amplitudenspektrum des rekonstruierten Signals,
lGi(v,u)I = |F(gi(x,y))| das Amplitudenspektrum des diskreten Signals gi(x,y).
A(v,u) ist eine reelle, gerade Funktion von v und u, wenn a(s,t) eine reelle,

gerade Funktion von 8 und t ist [A(v,u) = A(=-v,u) = A(v,=u) = A(-v,-u)).

2)

Hinweis zur Notation: Als Indices im OB werden lx und Zy verwendet die die
ganzen Zahlen durchlaufen; « e lxbdx, yz = lyhy. Im
FB dienen kx und ky als Indices.
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Beispiel 4: Gewichtsfunktion und SF einer Sprunginterpolation (Analogon zu

Beispiel 1, 2.1.1,):

a(s,t) = a_(8) a (t) gatsd
3 - x y |
%; -bx<s<Ax
ax(s) = 0; s<=Ax, s>Ax
k; —by<t<hy
ay(t) =
0; i

Abb. 2.14: Gewichtsfunktion einer Sprunginterpolation.

[+ ] o

_ -jamvs -jemut ,, _
A(vsu) = Jax(s)e db‘Iay(t)e dt = Ax(v) Ay(u)

-0 -0
Ax
_ _ ain(2nvix) -
Ax(v) =% Jcos(Zwvs)ds = A T, e S Ay(u) =
~Azx
t [
Abb. 2.15: Normierte Systemfunktion
= 1
Alvy,u) = LG A(v,u) einer Sprung-
interpolation fir Ax = 2, Ay = 3
und 0<v,u<1/2. & T

o

“p.00 0.10 0.20

2nudy

e'047

T P
0.30 0.40 0.50

Beispiel 5: Gewichtsfunktion und SF der bilinearen Interpolation (BLI) (Analogon

zu Beilspiel 2, 2.1.1.). Als BLI wird eine RV bezeichnet, bei der

zuerst linear in der x-Richtung und dann linear in der y-Richtung

(oder umgekehrt) interpoliert wird, was gleichbedeutend ist mit dem

Polynomansatz f(wx,y) = oo * YT *+ ¢, &Y per Rastermasche.
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a(s,t) = ax(e) ay(t) o
s
Jl = 'IA_xL » |sl<ax o
-— o
ax(s) =
\0 s |s|>bx -
1]
- <
a (t) = o
Y
0 s |t]>0y
Abb. 2.16: Gewichtfunktion der BLI. N R - Ly
“0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
A(vyu) = F(ax(s)]F(ay(t)) = 4,00 4 (v) =
(vergl. Beispiel 3, 2.1.1.)
Der mittlere DHM-Fehler 148t sich im OB analog zu (7) schitzen:
G = le'(lxax', lyny')|2 - oé, (37)
Dabei ist nx'Ax' = LX, ny'dy' = LY; Ax'<Ax, Ay'<dy und die Verianz eines
rein zufdlligen Fehlers bei den Kontrollmessungen.
Im FB ergibt sich, ausgehend von einem unendlichen Gebiet LX.LY:
=]
g2 = ” |E(v,u)?|dvdu (38)

-0

E(v,u) = Fle(x,y)) = F(v,u) = F(v,u)
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Geht man davon aus, daB

ol

26x L3OH

F(v,u) = 0 fir |v|3y~ =

dann ist die Fouriertransformierte Fi(V,u) des abgetasteten Signals f.(x,y)
ein periodisches Abbild der Transformierten F(v,u) des kontinuierlichen Signals

f(x,y) (siehe Anhang 3):

bdxAy F:(v,u) B
F(v,uw = (40)

Daraus folgt:

(axay - A(v,u))Fi(v,u) = Alvsu) Mo(v,u)

E(vsu) =
- A(v,u) F_-(V.»}J) 5

(azay - A(v,u))2|Fi(v,u)|2 + A2 (v, ) | Mi(v,u)|2 s |v|<vN, |u|<uN
|E(\),U)|2 =
AZ(V:U) IFi(\’:]J)Iz + AZ(V:U)I M,l:(\’:u)|2 5 |V|i\)N: |U|iu1v

Dabei wurde vorausgesetzt, daB der MeBfehler nicht mit der gemessenen GrdBe

korreliert ist.

Fir die Varianz des DHM-Fehlers erhdlt man somit:

o
0% = J (1 - A(v,w))2|F(v,u) |2 dvdu +

(41)

~-ao
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Ist mi(x,y) ein rein zufdlliger Meffehler, mit der Varianz oé, so folgt fir die
MeBfehlerauswirkung oé:

©

4JJ A2(v,u) dvdy ; (42)
0

Fihrt man die Ubertragungsfunktion H(v,u) ein, die das System AR beschreibt, so

2

ergibt sich fir die Varianz OS

des Fehlers wegen Abtastung und Rekonstruktion die

einfache Formel:

‘W

i
N
o2 = J J (2 - B(v,w))2 |F(v,u)|? dvdu (43)

Die Voraussetzungen fir die Giltigkeit der Formel (43) sind: Unendliches Gebiet
LX.LY sowie Erfiillung der Bedingung (39).

Verwendet man H(v,u) statt A(v,u) auch zur Bestimmung der Auswirkung eines rein

zufdlligen MeBfehlers, so erhdlt man einen Niherungswert:

S gi
20y 20x
oé = 4AxAycé I J H%(v,u) dvdu
0 0
¥
“; = ﬁoi! ; R= ¢ “ H2(u,v) dudv ; u = vbx, v = uby (44)
0

Fir den Fall der Rekonstruktion durch BLI z.B. ergibt sich (siehe Beispiel 5 und
Seite 12):

0}2? = 0’24 ZJA;(v)dv ZJA;(u)du
0 0
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Ist die Bedingung (39) nicht erfillt, so kommt es - wie im zweidimensionalen Fall
beschrieben - zu einem Verflechtungseffekt. Nimmt man jedoch vereinfachend an,
daB die nicht richtig erfaften Hochfrequenzen |v|lyN, |u|:yN nicht zu einer Spek-
trumverformung fdhren, sondern nur eliminiert weden, so erhdlt man die Schétz-

formel:

82 (1-H(v,u))2|F(v,u)|2dvdu mrtH(v,u)=0fﬁdvl:yN,lulsz (45)

9]

]
 —
— 8

2.2.2. 6bertragungsfunktion

Die Darstellung einer stetigen Funktion f(x,y) auf dem Gebiet LX.LY durch eine

Summe periodischer Funktionen - analog zum zweidimensionalen Fall

- 13Bt sich aim einfachsten in komplexer Notation schreiben:

00 (-] .
_ ) (ke wx+ky py). _ 2n
Fflx,y) = & a e/ Jw = R
kéi—m kégfw kxky LX

Dies entspricht einer (lberlagerung von bivariaten, harmonischen Sinuswellen des

Typs plsin(znum + 2muy + ¢1) und pzsin(vax - 2muy + ¢2).

Solange ausschlieBlich lineare RV betrachtet werden (Bedingung (34)) 148t sich
das Verhalten von AR and Hand einer Sinuswelle untersuchen. Die UF gibt das
Verhdltnis zwischen der Ausgangsamplitude und der Eingangsamplitude einer bi-

variaten Sinuswelle an:

(46)

Dabeil ist die Ausgangsamplitude entsprechend (16) definiert. Im Anhang 6 ist die
analytische Ableitung der OF f(r den Fall der BLI skizziert.
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Fiir die BLI sowie flir andere lineare RV, deren Gewichtsfunktion eine reelle, ge-

rade Funktion der Variablen 8 und t ist, zeigt die UF die folgenden Eigenschaften:

- Die Abhdngigkeit von v (Frequenz in der x-Richtung gez&hlt) und von Ax (Abtast-
intervall in der x-Richtung) scheint nur in Form des Produkts VvA: = u auf.
GleichermaBen 14Bt sich die Frequenz u (in der y-Richtuna gezdhlt) und das Abtast-

intervall Ay durch udy = v ersetzen:
H(v,bx,u,8y) = H(u,v) (47)

U,V sind die reziproken Abtastdichten in der x- bezw. y-Richtung,.

- Die UF ist eine gerade Funktion von u und v d.h. H(u,v)=H(-u,v)=l(u,-v)=H(-u,-v).
Dariiber hinaus gilt H(u,v)=H(v,u), wodurch H(u,v) nur fiir einen halben Quadran-
ten berechnet werden muf. Aus diesen Symmetriegrilnden ist es auch ausreichend,
die Sinuswelle vom ersten Typ, p sin(2mvx + 2muy + ¢) zur Berechnung heranzuziehen.

- Wenn sich AR auf ein unendlich groBes Gebiet LX.LY bezieht, &uBert sich die
Phasenabhdngigkeit der UF in Form von Unstetigkeitsstellen. Wird durch die RV
nicht noch zusdtzlich eine Ortsvarianz (zu der des Abtastsystems) eingebaut,
so treten die Unstetigkeiten an den Stellen (u = 1/2, v = 0), (u =0, v = 1/2)
und (u = 1/2, v = 1/2) auf. Beschr&nkt man somit den Definitionsbereich von
H(u,v) auf |u|, |v|<2/2, dann ist die UF eine Funktion nur der Abtastdichte
in der x- und y-Richtung.

- Im allgemeinen ist die UF nicht trennbar - d.h. H(u,v)#H(u)H(v) - selbst dann
nicht, wenn die entsprechende SF in zwei Komponenten zerlegbar ist. So gilt z.B.
fir die BLI A(v, u)=Ax(v)Ay(u), wobei Ax(") die SF der LI ist (siehe Beispiel 5).
Der Unterschied zwischen der UF der BLI und H(u,v)=H(u)H(v), wobei H(u) die UF
der LI ist, ist in Abb. 3.21 dargestellt. Der Unterschied zwischen H(u,v) und

H(u,v) ist maximal fir u=v; fir u=0 bezw. v=0 gilt H(u,v)=H(u,v).

Die Abweichung der trennbaren Funktion H(u,v) von H(u,v) ist zumindest fir die
in Abschnitt 3 verwendeten RV so gering, daB ﬁ(u,v) zur Genauigkeii:sschdtzung
v6llig ausreicht. Dennoch ist hier in Kiirze das Berechnungsprinzip fir H(u,v)

angegeben (vergl. Seite 17und 18):

Die Funktion f(z,y) = 8£n(2wvox + 2ruoy) wird nacheinander mit den MaschencrdBen
Axkx'Ayky abgetastet; kx = 0, 1, ... my, ky = kx, kx+l, ... m. Fir jede Maschen-
grdfe wird ein engmaschiges Raster interpoliert mit Ax’' = Axkx/q und Ay' = Ayky/q
Uber das Gebiet LX.LY; LX = nxAmkx, LY = nyAyky.
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Aus den Unterschieden zwischen den Werten der urspriinglichen Funktion f(x,y)
und den interpolierten Werten 148t sich die Varianz des Fehlers wegen Abtastung

und Rekonstruktion schédtzen:

S
nr ny q2

A2 -
kaky
Der Wert der UF fur Uben = vOAxkx N vky = quyky errechnet sich sodann als

(48)

Fir die in Abschnitt 3 verwendeten UF wurde die folgende Parameterwahl getroffen:

- — L. a -1
i) bxy = kz, Ayky = kys VS IS E )
ii) m = 100
v -V - (49)
iii) PP N nyAyky = oy N=1, 2, ...
o o
iv) q = 10

Das FluBdiagram entspricht jenem der Abb. 2.9, die Schleife fir k ist nun eine
Doppelschleife fir kx und Xy, die Schleife fiir . eine Doppelschleife fir lx und

ly.
2.2.3. Leistungsspektrum

Wie im zweidimensionalen Fall bietet sich die DFT zur Spektrumbestimmung an. Bei
dquidistanter Digitalisierung von f(x,Y) pro Koordinatenrichtung 188t sie sich
mit dem FFT Algorithmus berechnen. Erfolgt die Abtastung in einem Rechtecksraster
mit der Maschengro&Be Am'Ay’ dann gilt:

NA =LX, NA =LY
Gy yy
Die N.N Werte
x Yy

lx
ly

0, i, N -1
o, 1, nr;‘”-J

fllx,ly) = f(lx Ax,ly Ay);
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werden in N@”y Werte transformiert:

N -1 N -1
» ke | Ly ky
Flka,ky) = o fla,ty) 92T Tt (51)
xy Lly=0 y
kz = 0, 1, N -
ky = 0, 1, N‘y”-,z

|F(kx,ky)| ist die Amplitude der Spektralkomponente mit der Frequenz v = kx/LX
in der x-Richtung und u = kYy/LY in der y-Richtung. Um das diskrete Spektrum fir
—lekxiNl—l, —Nzikyjﬁg-l zu erhalten, muB die Matrix, die man aus der FFT erhilt,

umgespeichert werden (siehe Abb. 2.17):

2  F(-kx,ky) = F(Nx-kx,ky) ky
ke = 1, 2, v, ] [
ky = 0, 1, N -1
No
4 F(kx,-ky) = F(kx,IVy-ky) 0 %)
ky = 1, 2, NZ Kx
ke = 0, 1, N,~1 Ny
ky
3 F(-kx,-ky) = F(Nx—kx,Ny-ky)
ke = 1, 2, N, ©)
ky = 1, 2, v, k x
Ny
Dabei ist:

Abb. 2.17: Umspeicherung der bivariaten FFT

Nach der Umspeicherung gilt: |F(kx,ky)| = |F(-kx,-ky)| und |F(-kx,by)| = |F(kx,-ky) |
Durch die DFT sind die Amplituden und Phasenwinkel der (endlichen) Reihe ?(x,y)
von Sinuswellen festgelegt.‘?(x,y) stellt eine Approximation von f(x,y) dar (siehe

Seite 33 und Seite 20 zum Vergleich):

2 - 2 5
pz,kxky = ¢ (RF(kx,ky)? + IF(kx,ky) )
¢1,kxky 5 arctan(RF(kx,ky)/IF(kx,ky)]
p%,kxky S [RF(kx,-ky)z + IF(kx,—ky)z]

arctan (BF (ke,~ky)/IF (kz,-ky))

¢2,kxky
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Dabei gelten die folgenden Aussnahmen: Poo = RF(0,0), Poy = RF(O,N2),
= = 2
Pyo = RE(N,,0), py v = RE(N,N,).
1 12
Ist f(x,Y) eine periodische Funktion auf LX.LY mit harmonischen Frequenzen
v<1/2Ax, u<1/2Ay, dann ist |F(kz,ky)|2? gerade das Leistungsspektrum von f(x,y)
Anderfalls ist die DFT eine Ndherung fir F(wv,u).

Bei Verwendung der DFT wird aus der Schitzformel (45):

N N -1
2 - H(u, ,v, ))% |F(kz,ky)|? ; (52)
kax==N ky--N e ky

Da die Werte, die fir die Berechnung des Spektrums zur Verfiligung stehen, niemals
fehlerfrei sind, ist im folgenden noch der Einfluf eines rein zufdlligen MeB-
fehlers auf die Varianzschdtzung angegeben: Liegen statt f(lx,ly) die Werte

g(lx,ly) = f(lx,ly) + m(lx,ly)
vor, so gilt, wenn f und m nich miteinander korreliert sind:

|G(ke,ky) |2 = |F(ke,ky) |2 + |M(ke,ky) |2

Aus (52) wird dadurch:
1
52 = - 2 - g2 53
8% E: (2 H(ukx,vky)] Kz o (53)

Setzt man das Spektrum |M(kx,ky)|2 gleich seinem Erwartungswert - wenn m(lx,ly)
ein rein zufdlliger MeBfehler mit der Varianzoﬁ,ist - erhdlt man als Abschdtzung

des MeBfehlereinflusses:

N, -1
2
a
62 = Nfl‘vf (54)
xy ka::-IVl

FaBt man die Doppelsumme als Niherung eines Doppelintegrals auf, folgt weiter:

by
24 26
2 2 A_x_HA 4 N 2 (55)
85 = oy AEh J (1 - H(uyv))? duclv 5
by A
2h 24
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. _ _ A _ Ax
Denn es gilt: ukx+1 ukx “Ix " NxAx 5
=Ly
? 2h
Y

Fir szAx’ Ay:Ay ergibt sich somit (#(u,v) = 0 fur |u|3§ E TR

by Az
2 ¥ 2Ay 20, 1
62 = o2 m-‘yi ” (1 - H(u,v))2%dudv + J J dudv - [ dudv
¥ =iz -5 )
2 Zb
Y X
nn ) A A
8% = of (1 - (1-1)) (56)
ne - H(u,v))? dudv (57)

2.2.4. Beispiel

Um die AR-Fehlerschdtzung fir den dreidimensionalen Fall an Hand eines Beispiels

zu demonstrieren, sei die Funktion

flx,y)

gewshlt, die sich als Ubexlagerung von "Wellblechen" interpretieren 1&B8t. Jedes
einzelne "Wellblech" hat eine andere Richtung, Frequenz und Amplitude, wobei
unter "Wellblech" eine bivariate Sinuswelle mit der Frequenz 1/)A in der Richtung

B und mit der Frequenz Null in der dazu orthogonalen Richtung verstanden wird
(siehe Abb. 2.18).
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_ cos8B

8inp

Abb. 2.18: "Wellblech"

Parameterwahl:
O<x<LX = 2000 m
= 2000 m

[ —

Pys Py sind Zufallswerte zwischen 0 und 1

$75 ¢, sind Zufallswerte zwischen 0 und 2w
Die Werte fir p, mit den Indices {kx 0, 0 ky, kx 5, 10 ky} gowie fir ¢, mit den

Indices {0 0, 10 0, 0 §} sind Null.

Abb. 2.19: Signal f(z,y)-.
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Das Spektrum von f(x,y) ist in Abb. 2.20 dargestellt, die Funktion selbst als

axonometrische Zeichnung in Abb. 2.19.

10000 1 e - - g
5000 /// . . . -/,/ . . . -//’ . . . ‘/// . . . :/

1000
s00

100
S0

7 — kx
Abb. 2.20: Spektrum von f(ax,y).

Mit obigen Annahmen ergibt sich nach (39) als maximale Abtastintervallgréfe fur
ein Quadratraster Ax = Ay = A = 100 m. In Tabelle 2.6 sind die im OB und FB

geschédtzten AR-Fehler fir 5 Maschenweiten Ax = Ay = Axy und BLI zusammengestellt.

aay(m) | 8pp(m) ®rs °rB
40 0.325 | 0.325 0.332 Tabelle 2.6: AR~Fehler im OB und
80 1.17 1.17 1.20
100 1.69 1.69 1.74 FB geschitzt.
200 3.86 3.48 3.52
1000 6.18 4.57 4.57
GOB wurde nach (37) mit Oyr = 0 berechnet; aFB wurde nach (52) mit der UF der
BLI gerechnet und o ebenfalls nach (52) aber mit der trennbaren Funktion

. FB
H(u,v) (siehe Seite 34).

~

Der Vergleich von 603 mit GFB zeigt die Gultigkeit der Formel (52) fir ein
periodisches Signal, solange (39) erfillt ist. Die Maschenweiten 2CO0 m und 1000 m
sind fir die verwendete Flache f(x,y) zu groB, dementsprechend gibt. GFB nur mehr

ndherungsweise den AR-Fehler an. Der Unterschied zwischen OFB und EFB ist nicht

wesentlich gréBer als die Rechenungenauigkeit.

3. EMPIRISCHE UNTERSUCHUNG

Im folgenden wird eine Reihe von Experimenten beschrieben, die die Leistungs-
fdhigkeit des Verfahrens und die Grenzen der Anwendbarkeit der hergeleiteten
Sch&tzformeln aufzeigen sollen. Dariber hinaus sollen die Beispielrachnungen in
Ergdnzung zum theoretischen Abschnitt die Abhdngigkeit der Genauigkeit eines DHM

von den verschiedenen Einflupffaktoren verdeutlichen.
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3.1. Testdaten

Es wirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen, Gelindemerkmale wie etwa Bewuchs

und Bebauung in die Genauigkeitsuntersuchung einzubeziehen. Nur die geometrische
Geldndebeschaffenheit, Abtastintervallgr8fe, RV und ein zufdlliger Meffehler
werden als EinfluBfaktoren bericksichtigt.

3.1.1. Gelé&nde

Die Erfassung und Darstellung einer Gel#&ndeoberfldche ist an einen Mafstab
gebunden. Unter obiger Zielsetzung ist es jedoch nicht wichtig, welcher MaBstab
fir diese Untersuchung gewdhlt wird. Ziemlich willkirlich fiel die Wahl auf
eine Darstellung der Geld&ndehéhenverhdltnigse in mittlerem Magstab, n&mlich
1:50.000. Fir eine entsprechende HOhenlinienkartierung mit einem H&éhenlinien-
abstand zwischen 10 m und 50 m ergibe sich als Genauigkeitsanforderung an das
DHM ein mittlerer HShenfehler in der Grdfenordnung von etwa 2 m bis 10 m.

Algs Gr&ge eines Testgebietes wurde 8 x 12 kn?gew&hlt - eine Kartierung im Mag-
stab 1:50.000 f4llt gerade ein A4-Format.

Anstatt wirkliche Gel&ndefl8chen zu verwenden, wurde der Vorzug numerisch bestimm-
ten Fléchen gegeben. Ein von B. Kunji im Rahmen eines umfangreichen Simulations-
systems (7) enwickelter Algorithmus generiert HShen f in Funktion der Lagekoor-
dinaten x,y auf sehr komplexe Weise. Durch geeignete Parameterwahl antstehen
Flachen mit typisch geomorphologischen Kennzeichen. Drei der in (22) verwendeten
"Geladnde" dienen fir die folgende Untersuchung: Eine verhdltnismdfig glatte Fl&che
(T1), ein "hdgeliges Gel&nde" (T5) und ein gebirgig zu nennendes (T6). Die H8hen-
linienkarten der dreli Testgebiete sind als Abb. 3.2-3.4 gegeben. Abb. 3.1 zeigt
eine axonometrische Zeichnung des "welligen Geldndes" T1 mit Ubertriebenem
HohenmaBstab. Statistiken Uber die Neigungs- und Krimmungsverh&ltnisse in den
Testgebieten sind in [22, 26) zusammengestellt.

Es ist nich anzunehmen, daf die synthetischen Gel&nde mit irgendwelchen wirklichen
Gel&ndeoberflichen dbereinstimmen. So fehlt ihnen etwa ein gewisses Mikrorelief,
vielleicht auch die immense Formenvielfalt der Natur. Die H8hengenerierung f(z,y)
ist jedoch keineswegs auf die vorgeschlagene Spektralanalyse zugeschnitten.

Die erzeugten Fl&chen sind nicht etwa einfach eine ﬁberlagerung von harmonischen
Sinuswellen (wie im Beispiel 2.2.4.); sie weisen selbst Bruchlinien auf, wie

aus Abb. 3.1 und den Profilzeichnungen (Abb. i.';) zu ersehen ist.
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Abb. 3.1: Axonometrische Zeichnung T1

(Maschenweite 100 m)

Da f(x,y) bei einem synthetischen Geldnde fehlerfrei bekannt ist, k&nnen die im

OB geschétzten mittleren Fehler des DHM (Formel (7) bezw. (37) mit o,, = 0 und

MI
Ax" bezw. Ax'.Ay' hinreichend klein) als tatsdchliche Fehler aufgefaft werden.
Die synthetischen Geldnde erm&glichen somit eine eindeutige Beurteilung der

Schdtzung mittels Spektralanalyse. Die genau kontrollierbaren Experimente er-

fordern keinerlei MeRBaufwand.

Fir die Untersuchungen zum zweidimensionalen Fall wurde willkirlich ein Profil von
12 km Lidnge dem jeweiligen Testgebiet entnommen. Die Profillage ist in den Abb.
3.2-3.4 eingetragen, die Profile selbst - ebenfalls als T1, T5, T6 bezeichnet -

sind in Abb. 3.5 dargestellt. Die Spektren der Profile sind in Abb. 3.6-3.8 nur bis
zur Frequenz 60/12000 - also einer Wellenldnge von 200 m - gezeichnet, da die Ampli-
tuden der hdéheren Frequenzen flir den Abbildungsmafstab ohnedies zu klein sind. Die
Spektren der Fl&chen T1, TS5, T6 sind axonometrisch in den Abb. 3.9--3.11 darqge-

stel Lt (ebenfalls abgeschnitten).
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Abb. 3.2: "Geldnde" T1 (MaBstab 1:50.000, Aquidistanz 50 m)
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Abb. 3.3: "Gel&nde" TS5 (Mafstab 1:50.000, Aquidistanz 50 m)
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Abb. 3.4: "Geldnde" T6 (MaBstab 1:50.000, Aquidistanz 50 n)
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Abb. 3.6: Spektrum des Profils Tl
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Abb. 3.7: Spektrum des Profils T5
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Abb. 3.8: Spektrum des Profils T6
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2
|F(kx,kYH
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1—IS -10 =5 0
Abb. 3.9: Spektrum der Fl&che Tl
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1-25 -20 -15 ~-10 -5 0
Abb. 3.10: Spektrum der Fldche T5
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100
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Abb. 3.11.a: Spektrum der Flache T6
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Abb. 3.11.b: Blockdiagram

des Spektrums von T6.

3.1.2. Rekonstruktionsverfahren

3.1.2.1. Zweidimensionaler Fall

Vier Verfahren wurden gewdhlt, um den EinfluBf der RV auf die Genauigkeit cines
DHM zu demonstrieren. Die Methoden unterscheiden sich in bezug auf die Genauiy-
keitserwartung und auch hinsichtlich des Aufwands in der Datenverarbeitung. Die

UF der vier RV sind in Abb. 3.12 gezeichnet.

tHOU)

Abb. 3.12: Ubertragungsfunktion fiir
die Methoden:
0.720
LI (1)
KI (2)
0.50 KQ (3)

0.40 GM (4)

0.60
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Lineare Interpolation (LI): Ein Verfahren, das theoretisch und in der prak-
tischen Anwendung am einfachsten ist, dafir geringere Ccnauigkeit erwarten
148t als kompliziertere Methoden.

Kubische Interpolation (KI): Als N&herung fir kubische Splines (nur nédhe-
rungsweise stetige erste Ableitung in den Stitzpunkten) wird fur jedes Ab-
tastintervall AxZ ein Polynom 3. Grads bestimmt (anstelle eines Polynoms

1. Grads wie bei LI). Die Koeffizienten des Polynoms werden direkt aus den
Stiitzwerten f(xl—l)’ f(xl)’ f(xZ+1), f(xl+2) gerechnet. GemdR der UF (Abb.
3.12) ist flr KI eine hdéhere Genauigkeit zu erwarten als fir LI; dies auf
Kosten der Rechenzeit.

Die Methode liefe sich dahingehend variieren, daB man aus den vier Stitzwerten

die erste Ableitung in den Stuitzpunkten xz, xl vorgibt:

+1
f'(xZ+2) - f(xz)
20x

Dadurch wird auch die erste Ableitung Uber die gesamte Profilldnge stetig.

Die entsprechende UF weicht nur unwesentlich von der in Abb. 3.12 dargestellten
ab. Interessant ist diese Methode auch wegen ihres Analogons flir den drei-
dimensionalen Fall.

Interpolation nach kleinsten Quadraten (KQ): In Abwandlung der von Kraus (9)
vorgeschlagenen Methode wird eine Kovarianzfunktion verwendet, die nicht
gebietsweise auf das Eingangssignal abgestimmt, sondern im Sinne eines glei-
tenden Mittels festgelegt wird. Voruntersuchungen an den drei Profilen haben
namlich gezeigt, daB es bei einem punktweisen Vorgehen (d.h. Definition eines
zentrischen Stitzpunktfensters um den zu interpolierenden Punkt und Heranziehen
nur derjenigen Stitzpunkte zur Interpolation, die innerhalb des

Fensters liegen) glinstiger ist, eine parametrische Kovarianzfunktion zu ver-
wenden, die abhdngig ist von der auf die Gr&fe des Abtastintervealls bezogenen
Distanz t = d/Ax. Der Parameterwert ist nicht durch die Eigenschaften des
Eingangssignals bestimmt, sondern nur durch die Gr&Be des Stitzpunktfensters

in Einheiten von Ax. Die Testprofile sind deutlich nicht stationér, wodurch

- verzichtet man auf eine Trendabspaltung, die Uber eine Zentrierung der
Stitzwerte auf ihren Mittelwert hinaus geht - Kovarianzen in Funktion der Ab-
solutdistanz d und einem Parameterwert je nach "Geldnde" nicht fiir alle
AbtastintervallgréBen (im untersuchten Bereich von 10 m bis 1000 m) zu hdéchsten
Genauigkeiten fihren. AuBerdem 1l&8t sich durch diese Abwandlung ein direkter

Vergleich mit Kratkys Ansatz (9) anstellen und die Interpolatior. nach kleinsten
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Quadraten

aTg (61)

auf die gleiche Weise wie die Ulbrigen hier verwendeten RV in der Genauigkeits-
schatzung behandeln. Stellt man hingegen den Kovarianzvektor b und die Kova-
rianzmatrix B in Funktion von Absolutdistanzen auf, so &dndert sich die UF bei
ﬁnderung des Abtastintervalls, wodurch dann eine Schar von Ubertragungsfunk-
tionen zur Genauigkeitsschdtzung fir verschiedene Abtastintervallgréfen her-

angezogen werden mufte.

Im Gegensatz zu LI und KI missen bei KQ Parameter festgelegt werden. Mit Hilfe
der Ubertragungsfunktion (25] wurde - nach dem Kriterium best mégliche Genauiqg-
keit bei bescheidenem Aufwand zu erzielen - die folgende Wahl getroffen:

- GauBsche Kovarianzfunktion
2
b(t) =c e 1" (62)

- Stdtzpunktfenster von der GréRe 8Ax, d.h. r=8 Stiitzwerte flir jeden interpo-
lierten Punkt, also die Ldnge 8 fir den Vektor der Stitzwerte g in (61).

~Fo (1-10-6) um numerischen Problemen aus dem Weg zu gehen (8], ohne dadurch
spurbar zu filtern. Im Zusammenhang mit den Untersuchungen zur Auswirkung
eines zufdlligen MeBfehlers wird dariber hinaus die Methode nach kleinsten
Quadraten auch mit ausgeprédgter Filterung (KF) betrachtet, also mit einem
Wert co, der sich merkbar von Eins unterscheidet. In Abb. 3.14.a ist die
UF fir e, = 0.998985 und e, = 0.7 aber ansonsten gleichen Parameterwerten
wie fir KQ dargestellt.

-c; = 0.1 ergab sich aus den experimentellen Interpolationen der drei Profile
als bester Kompromif fir den untersuchten Bereich der Abtastintervallgrdéfen
bei r=8. Eine Bestdtigung dieses Werts 1&B8t sich auch - unabhéngig von ir-

gendeinem Testprofil - aus der Analyse der nach der Fehlerfortpflanzungs-

formel [11), errechneten Varianzen anfihren:

= (e —bI:B_le.) ¥ AJE 0, 2 a @ (63)

g o °F

Q.o

Fir jeden der q interpolierten Punkte in einem Intervall (xl’ xZ+1)

liefert die Formel (63) einen mittleren Fehler. Der Summe V auvs Nutz- und
Stérsignalvarianz kommt dabei die Wirkung eines MaBstabfaktors zu. Gq ist
der mittlere Fehler in den Intervallendpunkten, also in einem Stitzpunkt,

der mittlere Fehler im Intervallzentrum.
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Eine Anderung von cl in (62) bedeutet andere Matrizen b,B in (61) und (63),

somit andere Werte Bj. Dabei zeigt sich, daB solange ¢, <0.1 ist

1
(co = 0.999999, r=8), Bj nahezu gleich grof ist filir alle Zwischenpunkte
und langsam ansteigt mit wachsendem cz. Bei ¢; = 0.1 entsteht. ein augen-
fdlliger Bruch:fﬂzhat in etwa den Sollwert (Z-CO)V erreicht und Gq/2 wird
nun flir weiter wachsendes ¢q deutlich der Gréfte unter den Uj und steigt

sprunghaft an (siehe Abb. 3.13).

100000
V—

10000

1000

0
010 0
001 0

Abb. 3.13: Mittleres Fehlerquadrat 62, 62/

I _ & 6
/2 bei r=8, &l = d— 10,

Es ist selbstverstdndlich, daB eine andere Parameterwahl zu anderen Ergebnissen
fihren kann, somit kénnen die mit KQ und KF erhaltenen Resultate auch nicht als
allgemein giltig flr die Methode nach kleinsten Quadraten angesehen werden.
Erwdhnenswert ist noch, daf sich mit der von Kratky EQ) angegebenen Gewichts-
funktion (Gewichtsfunktion von Whittakers Interpolation (Abb. 2.6.a) abge-

schwdcht mit einer Gaufschen Funktion)

2
sinmt { d

a(t) = nt t = (64)

eine UF ergibt, die sich in Abb. 3.12 nicht von jener fiir KQ unterscheidet,

wenn c¢=8 gewdhlt wird bei r=8.



- 53 -

4. Gleitendes Mittel (GM): Als einfache Filterungsmethode wird ein gewogenes

.90

.80

.20

.60

.50

.40

.30

.20

Mittel der Stilitzwerte innerhalb eines Stitzpunktfensters zur Rekonstruktion
verwendet. Um eine steil abfallende, aber nicht unter Null sinkende UF zu
erhalten, wurde die folgende Parameterwahl getroffen:

- GauBsche Gewichtsfunktion

ct2

att) B e ;s t=-—-<4 (65)

d
Ax
- Stitzpunktfenster von riAx, r=§8.
-c=0.38

Wie fir KQ gilt auch fir GM, daf die Ergebnisse von der Parameterwahl abhdngen. In Abb.
3.14.a sind zum Vergleich neben der UF fir GM die UF fir zwei weitere Filte-
rungsmethoden dargestellt, die bei gleichem Stilitzpunktfenster in etwa zur

gleichen Filterungsrate fihren: KF mit e, = 0.7, ¢, = 0.1 und KM, ein glei-

1
tendes Mittel mit der Gewichtsfunktion

. ant?
odyidn it 2 : %= (66)

a(t) = 2Vt El & ’

Die Funktion (66) bietet sich als Verallgemeinerung von (64) an. Die Grenz-
frequenz v, ist 0.2 fir Abb. 3.14.a; der Wert von ¢ ist 8. Wahlt man vy = 0.12

so erhdlt man eine UF, die sich fast met derjenigen von GM deckt.

tHtu) tHlu)

0.20

0.50

0.40

0.30

Abb. 3.14.a: UF von drei Filter- Abb. 3.14.b: UF fir die Gewichtsfunktion
ansdtzen mit r=8. (66) mit zwei unterschied-
lichen Grenzfrequenzen bei

e=nl, r=4(.
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Der Vergleich von Abb. 3.14.b mit Abb. 3.14.a und Abb. 3.12 zeigt, daB ein

gleitendes Mittel mit der Gewichtsfunktion (66) durch ein gréferess Stitzpunkt-

fenster (und angepaftem Parameterwert ¢) glinstiger wird. Die UF der Abb. 3.14.b

kommen den idealen UF (Beispiele auf Seite 15) schon recht nahe.

3.1.2.2. Dreidimensionaler Fall

Zur Flacheninterpolation werden die entsprechenden Verallgemeinerungen der Ver-

fahren LI, KI und KQ eingesetzt:

1. Bilineare Interpolation (BLI): Die Gewichtsfunktion der BLI ist in Abb. 2.16

dargestellt, die UF in Abb. 3.15. Zum Vergleich zeigt die Abb. 3.17 die Ndheruncis-
funktion f(u,v) (siehe 2.2.2.).

Bikubische Interpolation (BKI): Anstelle eines vollstdndigen Polynoms 1. Grads
per Stuitzpunktrastermasche wie bei BLI, wird ein vollstdndiges Polynom 3. Grads
verwendet. Durch die Vorgabe des Funktionswerts, der ersten Ableitung in der

x- sowlie der y-Richtung und der gemischten zweiten Ableitung in jedem Raster-
punkt entsteht eine stetige Fldchemit einer stetigen ersten Ableitung in x wie in

y Uber das Gesamtgebiet LX.LY (27). Flir eine Masche lx, ly gilt:

f = XTCY K c = WZWT (67)
mit
X - X
SR P ER
g0 g -3\ A
Y=ngiyj, Y= sy
cC = [C’LJ] 5 1yd = 0.: 1: 29 3
) . ]

w =101 00 z = |ef1 f1 T2 w2 Fo=flmyes Hyer

|2 172 1 PP A ) R R AL PISE Yy

Die zwei ersten Ableitungen xf; yf und die gemischte zweite Ablritung wyf
in einem Stidtzpunkt werden aus dem Polynom 2. Grads gerechnet, das durch die

umliegenden neun Stitzpunkte bestimmt ist:
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_ CTY ERACTIE

Die Werte in den Ubrigen Eckpunkten der Masche ergeben sich analog mit einer entsprech-
enden Indexvariation. Die UF dieses bikubischen Pseudosplines ist in Abb. 3.16 dar-

gestellt, die entsprechende trennbare Funktion ﬁ{u,v) in Abb. 3.18.

Interpolation nach kleinsten Quadraten BKQ): Bei analoger Vorgehensweise zu
KQ wird folgende Parameterzuweisung benttzt:

- GauBsche Kovarianzfunktion

2
b(¢#) = c e clt 5 % = < (68)

Im Fall eines Quadratrasters (Ax = Ay = Axy) ist t = d/bxy, wobei d die Abso-
lutdistanz zwischen zwei Punkten (xl’yl) und (x2,y2) ist.
- Stitzpunktfenster mit der Ausdehnung 8Ax mal 8Ay, d.h. r=§ Stlitzwerte pro
Koordinatenrichtung (fdr BLI gilt r=2, fir BKI r=4 ).
e =1-10"°
o
- ¢, = 0.2. Sowohl die Varianzen, die mit Formel (63) fir verschiedene Para-

1
meterwerte cl gerechnet wurden, als auch eine beschrdnkte Anzahl von Inter-

polationen fir T1 und T6, deuteten darauf hin, daB der glnstigste Wert cl
bei 0.2 liegen miRte.

Abb. 3.21.a zeigt die Profile H(u,v=0) und H(u,v=u) der UF fiir BKQ, Abb.

3.21.b den Unterschied zwischen der UF der BKQ und der in Abb.

3.19 dargestellten Ndherung H(u,v) fir wu=v. H(u,v) = H(u)H(v), wobei

H(u) = H(u,v=0). Zum Vergleich ist in Abb. 3.20 die UF fir die Methode nach

kleinsten Quadraten mit einer hyperbolischen Kovarianzfunktion gezeigt; die

Parameter sind:
b(t) = +1, e=1 , r=28

Die Abb. 3.22-3.24 zeigen die Differenz zwischen der tatsdchlichen und der trenn-
baren UF fir BLI, BKI und die Interpolation nach kleinsten Quadraten mit. der

hyperbolischen Kovarianzfunktion.
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UF fir BKQ
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Abb. 3.19: Trennbare Funktion Abb. 3.20: UF H(u,v) der Interpola-
H(u,v) BKQ tion nach kleinsten Qua-
draten mit einer Hyperbel
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H(u,v)=H(u,v) BKQ
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Abb. 3.24: H(u,v)-H(u,v) der Interpolation
nach kleinsten Quadraten mit einer

Hyperbel
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3.2. Beschreibung der Experimente
3.2.1. Zweidimensionaler Fall

Die Berechnungen gelten den folgenden vier Aspekten:

i) AR-Fehler: Der mittlere HOhenfehler o der sich aus Abtasten der Profile

’
T1, T5, T6 und Rekonstruktion mit dersjeweiligen RV (LI, KI, XQ, GM) ergibt.
Dazu werden die 15 Abtastintervallgréfen {Ax: 10,20,30,40,50,50,80,100,120,
150,200,250,300,600,1000 m} betrachtet. Die im FB geschitzten AR-Fehler

(22) werden mit den im OB gerechneten (7) verglichen, womit ein Bild uber
die Hinl&nglichkeit der Schétzformel (22) gewonnen werden kann. Als MaR
wird der Unterschied zwischen geschédtztem Fehler (FB) und tats&chlichem

Fehler (OB) verwendet, ausgedrilickt in Prozent des geschdtzten Fehlers:

e = 100% (69)

ii) MeBfehlerauswirkung: Der Beitrag, den ein rein zufédlliger Meffehler zur
Varianz des DHM-Fehlers bei unendlicher Profilldnge und endlichem Abtast-
intervall leisten wirde, wird mit Formel (14) flir die vier RV abgeschédtzt.
Um einen Eindruck von der tatsdchlichen Auswirkung zu bekommen, werden die
abgetasteten Werte des Profils endlicher Ldnger mit einer Zufallsfolge uber-
lagert (generiert nach der Normalverteilung mit Mittelwert Null und Varianz
Oé). Fir jedes Abtasten wird eine neue Zufallsfolge generiert. Drei ver-

schiedene MeBfehlergréBen {o 0.2, 0.5, 8 m} werden betrachtet.

M H
Das '"Messen" eines Profils (bestimmtes Interval Ax*'und Genauigkeit o; ) hat
die MeBfehlerauswirkung
2
Og (70)

zur Folge, wobei o_ der im OB gerechnete AR-Fehler fiir 02" also der mitt-

S

lere DHM-Fehler fuir den Fall von fehlerfreien Referenzdaten ist. ist der

o
1
mittlere DHM-Fehler aus den fehlerbehafteten Referenzdaten. "Migt'" man das-
selbe Profil ein zweites Mal (Az”, OZP, so wird sich - der endlichen Zahl
)
2 °g
ergeben. Um die Schwankungen der Meffehlerauswirkung aufzuzeigen, wird der

von gemessenen Werten wegen - ein zweiter, zu meist anderer Wert p?=o

Mittelwert p aus 50 Profilmessungen berechnet
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(71)

und die Streuung der relativen Meffehlerauswirking Ri um den Mittelwert .V

A

O.
- _d
R, = (72)
sowie die maximale Abweichung 0, = IRj - R'max ermittelt.

Da pj fir groBe Abtastintervalle negative werden kann, wird auch nach dem
kleinsten Abtastintervall gesucht, bei dem flr zumindest ein gemessenes
Profil (aus den 50) der MeBfehler einen kleineren mittleren DHM-Fehler Oj

bewirkt, als durch den AR-Fehler o, vorgegeben ist. Die Berechnungen umfassen

S
alle Profile und RV.

iii) EinfluB eines zufdlligen Meffehlers auf die Schdtzung des AR-Fehlers:

Ausgehend von einem Abtastintervall von A = 10 m und einer MeBgenauigkeit

von OM = 0.5 m bei der Datenbeschaffung flir die Spektrumbestimmung nach (21),
wird die Verfédlschung der AR-Fehlerschdtzung (22) durch einen rein zufdlligen
MeBfehler mit Formel (26) berechnet. Zum Vergleich wird das Spektrum tat-

sdchlich aus fehlerbehafteten Referenzdaten gerechnet und der damit resul-

tierende Schéatzwert ng dem aus fehlerfreien Daten geschdtzten Wert 6;
gegenibergestellt.
z, = (73)
d

Da ¢ von einer Profilmessung zur anderen nur wenig variiert, werden nur

jeweils 10 "Messungen" der drei Profile zur Berechnung des Mittelwerts

C. (74)

der Streuung

0, = é R
g (,J ) (7%)
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und der maximalen Abweichung ©0_ = |C . = B | verwendet.
C J mazx
Dabei werden die AR-Fehlerschdtzungen fir alle vier RV und alle 15 Abtast-

intervallgrdéBen berticksichtigt.

iv) Abtastintervall zur Spektrumbestimmung: Flir die oben beschriebenen Experi-
mente zur Schdtzung des AR-Fehlers wird das Spektrum |F(k)|2 fdr alle drei
Profile aus den mit A = 10 m abgetasteten Daten gerechnet. Da die DFT eine
periodische Fortsetzung des Signals f(x) auBerhalb des Interwvalls (O,L)
impliziert, werden die abgetasteten Profile - bevor sie der FFT (21) unter-
worfen werden - horizontiert, sodaB die Profilendpunkte dieselbe HOhe erhal-
ten. Damit wird eine Unstetigkeit im Signalverlauf vermieden, die als Sdge-
zahn in die spektrale Darstellung eingehen und dadurch die fir die Genauig-

keitsschédtzung relevante Information verfdlschen wirde.

Der einheitlichen Ausgangsposition wegen wird fur alle Profile dasselbe
Abtastintervall zur Spektrumbestimmung gewdhlt, und zwar so, daf das Profil
mit der gréBten Bewegtheit, d.i. T6, hinreichend erfaft wird. Vorausgegend
wurden die Spektren aus einer Abtastung mit {A: 1,10,20,40,100 m} gerechnet
und die AR-Fehler nach (22) flir LI geschéatzt.

3.2.2. Dreidimensionaler Fall

Da die Berechnungen fir den dreidimensionalen Fall doch wesentlich aufwendiger
als die Profilberechnungen sind, ist die Anzahl Experimente hiezu geringer:

i) Der AR-Fehler wird im FB fir jedes der drei "Geldnde" mittels (52) geschéatzt.
Dies fir ein Abtasten in einem Quadratraster mit sechs verschiedenen Maschen-
weiten {Axy: 20,40,80,100,200,1000 m} und die Rekonstruktion mit drei ver-
schiedenen Verfahren. Dazu werden fir BLI und BKI die tatsdchlichen UF
(Abb. 3.25, 3.16) sowie die trennbaren (Abb.3.17, 3.18) verwendet.

Der AR-Fehler im Fall von BKQ wird nur mit der trennbaren UF {Abb. 3.19)
geschdatzt.

Das Spektrum wird flir jedes "Geldnde" mach (51) aus einem 20 m Raster
gerechnet (ein 10 m Raster wdre von der Speicherkapazitdt her nicht méglich).
Um eine Unstetigkeit der Fldche am Rand des Gebiets LX.LY zu vermeiden, werden
vor Bestimmung des Spektrums - analog zum zweidimensionalen Fall- die Profile

in der x-Richtung sowie in der y-Richtung horizontiert, sodaB
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£(0,y,) = FILX,y,) ; Y, o by L= 0, 2 ...

und

f(xZ,O) f(xZ,LY) 5oxy =S idy 1L=80, 1, .%.

Zur empirischen Beurteilung der Brauchbarkeit der so erhaltenen Schétzwerte
werden die AR-Fehler auch in OB gerechnet (37), der Rechenzeiten wegen je-
doch nur fir Ary = 40 m und grbBer; ausschlieBlich fdr den Fall der BLI wird
die Kontrollrechnung auch fir das 20 m Raster durchgefihrt.

ii) Die MeBfehlerauswirkung wird fir die drei RV mittels (44) abgeschétzt. AuBer-
dem wird das 'Nullgeldnde' (f(x,y) = 0 auf /)X.LY) je einmal mit den Raster-

weiten {Axy: 10,20,40 m} und einer Genauigkeit von o

2
1

iber die tatsdchliche MeBfehlerauswirkung zu erhalten.

= 8 m "gemessen" und

M

anschlieBend mit BLI rekonstruiert, um mit Py = 0% (vergl. (70)) eine Angabe

iii) Der EinfluB, den ein rein zuf&dlliger MeBfehler Uber das Spektrum auf die AR-
Fehlerschédtzung hat, wird mit Formel (56) abgeschétzt. Dariber hinaus wird

Tl mit A = 40 m abgetastet und einer Genauigkeit von o, = 0.5 m "gemessen".

M
Der Schétzwert 831 fir BLI aus dem durch den MeBfehler verformten Spektrum
wird GS gegenibergestellt (vergl. (73)).

3.3. Ergebnisse des zweidimensionalen Falls

Die aus den Berechnungen erhaltenen Ergebnisse werden zum Uberwiegenden Teil

in graphischer Form prédsentiert, um einen besseren Gesamteindruck des Genauig-
keitsverhaltens zu vermitteln. Nur dort, wo die einzelne Zahl von Interesse ist,
wird eine tabellarische Darstellung vorgezogen. Die Analyse der hier zusammen-

gestellten Resultate folgt in Abschnitt 4.
3.3.1. AR-Fehler

In Abb. 3.25 - 3.28 sind die geschdtzten mittleren Fehler per Rekonstruktions-
verfahren in Abhdngigkeit von der Abtastintervallgr&8Be dargestellt. GS sowie Ax
sind in Meter angegeben und in einem logarithmischen MaBstab gezeichnet, wobei
die 15 Werte pro Kurve geradlinig verbunden sind, um einen kontinuierlichen und

damit lesbaren Verlauf zu erzielen.
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In Abb. 3.29 - 3.32 sind die prozentuellen Fehler der Schdtzwerte gemd@l (69) dar-

1

gestellt. o, wurde nach (7) mit Ax’' = 0.1Ax und o,,, = 0 bestimmt. ¢ wurde mit '/

S M!
multipliziert (siehe Tabelle 3.1), um flir alle vier RV den gleichen Variations-

bereich zu erzielen.
3.3.2. Auswirkung eines zufdlligen Meffehlers

In Tabelle 3.1 sind die Abschédtzungen K der relativen Meffehlerauswirkung zusam-

mengestellt.

RV B T
Tabelle 3.1:
LI 0.59 0.12
KI 0.71 0.08 ¢
= 2
KQ 0.83 0.05 R=2 JH (uldu
0
GM 0.22 0.60 i
KB 0.57 P =2 J 1~H(u))%du
.998985 0
KF
.7 0.25

Die nach (71) gemittelten relativen MeBfehlerauswirkungen R sind in Abb. 3.33-
3.36 in Abhdngigkeit von der Abtastintervallgrdfe dargestellt. Dabei sind die
Werte flir die Profile T1 und TS5 bei 0,, = 8 m nicht abgebildet, da sie sich nur

M
unwesentlich von jenen fir T6 unterscheiden; auch die Werte fir o,, = 0.2 m sind

M
weggelassen, da der EinfluB der MeffehlergrdBe schon aus den prdsentierten Resul-
taten augenfdllig wird. Dafir ist in Abb. 3.33 zusdtzlich R flir KF mit 0020.998985
angegeben. Der Wert fur co ist berechnet als Verhdltnis zwischen der Varianz des
Nutzsignals (Profil T6) und der Varianz von Nutz- plus Stérsignal (Meffehler mit der
; 2y _ . Sei - = + 02); = 63000 m? = :
Varianz op) - vergl. Seite 51 e, VTG/(V'T6 oM), Ve m?, o, S m

Abb. 3.37 zeigt die Streuung 6, (72) und die maximale Abweichung @, flir das

R R
Profil T6 und Oy = 8 m. Aus Abb. 3.38 - 3.40 ist die Streuung GH fir alle drei
Profile und die vier RV bei OM = 0.5 m ersichtlich.

In Tabelle 3.2 sind die kleinsten Abtastintervalle angefihrt, bei cenen ein

negativer Wert fir die Meffehlerauswirkung gefunden wurde.
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T1 &S To6
M
LI KI KQ GM LI KI KQ GM LI KI KQ GM
0.2 80 100 100 20 40 60 60 20 30 30 30 <10
0.5 150 120 150 40 80 100 80 20 60 60 60 20
8( 1000(>1000|>1000 200 600 600 600 120 300 600 300 100

Tabelle 3.2: Ax_. (m) mit p <0
min J

Da OS = OM eine markante Stelle im Verhalten der MeBfehlerauswirkung ist, sind

in Tabelle 3.3 die Abtastintervalle angegeben, bei denen der AR-Fehler die

GréBenordnung des mittleren Meffehlers erreicht.
T1 TS5 T6

LI KI KQ GM LI KI KQ GM LI KI KQ GM

~0.2 30|30-40(30-40 10(10-20 20 20 <10 10 10 10 <10
0.5 50 60(60-70 20 30 30|30-40 10|10-20|10-20|10-20| 5-10
-~ 8 600 600 600 300 250 250 250 100 150 150 150 60

Tabelle 3.3: Ax (m] WO OS = OM

3.3.3. EinfluB eines zufdlligen Meffehlers auf die Schdtzung des AR-Fehlers

Die Formel (26) wurde fir aus [1,100) in Intervallen von 1 fir die vier RV
ausgewertet und als Abb. 3.41 gezeichnet.

Die tatsdchlichen, gemittelten Einflisse C (74) sind - differenziert nach den drei
Profilen - in Abhdngigkeit der 15 verwendeten Intervallgréfen in den Abb. 3.42 -
3.44 dargestellt.

Die entsprechenden Werte fir die Streuung eC (75) und die maximale Abweichung OC
sind fur T1 und T6 in Abb. 3.45 - 3.46 gezeigt. Die fir A= 1 mund A= 40 m

erhaltenen Werte sind nich abgebildet, wohl aber in der Analyse berilcksichtigt.

3.3.4. Einfluf der Abtastintervallgréfe zur Spektrumbestimmung auf die Sché&tzung
des AR-Fehlers

In Abb. 3.47 - 3.50 sind die relativen Abweichungen T ¢ der geschdtzten AR-Fehler

(22) von den tatsdchlichen AR-Fehlern (7) fir den Fall der LI bei verschiedenen

IntervallgrdBen A per Profil aufgezeigt. Die fiir A = 10 m erhaltenen Abweichungen
sind in Abb. 3.29 gezeigt.
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3.4. Ergebnisse des dreidimensionalen Falls

3.4.1. AR-Fehler

In Abb. 3.51 - 3.53 sind die im FB fir sechs Maschenweiten geschdtzten mittleren

Fehler & per "Geldnde" und RV dargestellt. G, fir BLI und BKI ist nach (52) mit

S
H(u,v) berechnet, G

S

fir BKQ mit ﬁ(u,v).. 0, sowie Axy sind in Meter angegeben.

S S

Im OB wurden die AR-Fehler nach (37) mit Ax'=Ay’= 0.1Axy und o,, = 0 gerechnet.

M’
Damit ergeben sich nach (69) die prozentuellen Abweichungen der Abb. 3.54 -
3.56. Die Werte von T (57) flir die drei RV sind in Tabelle 3.4 angeflhrt.

Abb. 3.57 - 3.58 zeigen den prozentuellen Unterschied in den Schétzwerten aus devr

strengen UF H(u,v) und der approximativen UF H(u,v) fiir BLI und BKI.
3.4.2. Auswirkung eines zufédlligen MeBfehlers

Die Ndherungswerte ﬁ bezw. R der relativen MeBfehlerauswirkung sind in Tabelle
3.4 gegeben.

Tabelle 3.4:
X%

L
R=4 ” B2 (u, ) dudv
R L 1 0%
RV # R T T B 4 ” T2 (u, ) dudv
BLI | 0.36 | 0.35 | 0.25 0y
gg 002 8:32 ek 0.08 T:4“ (1-H(u, v) ) 2dudv
0 %
T =4 JJ (1-H(uyv)) 2dudv
0

Die tatsédchlichen relativen MeBfehlerauswirkungen R = ol/oﬁ - fir ELI und UMF 8 m

berechnet - sind in Tabelle 3.5 fir drei Maschenweiten angefihrt.

Axy R | Tabelle 3.5:
10 0.449 R flir BLI Uber 8 x 12 km2
20 0.447

40 0.446
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3.4.3. EinfluB eines zuf&lligen MeBfehlers auf die Schétzung des AR-Fehlers

Die sich aus Formel (56) ergebenen Werte sind in Abb. 3.59 fir die Maschenweiten-
verhdltnisse Axy/A in Schritten von 1 dargestellt. 7 fir die drei RV sind in
Tabelle 3.4 angegeben.

Der tatsdchliche EinfluB Ly < 02, - 52 bestimmt aus einer einzigen "Messung" von

51 S
T1, ist in Abb. 3.60 fir fiunf Maschenweiten Axy dargestellt.

3.4.4. Vergleich mit den Resultaten des zweidimensionalen Falls
BLI zur Rekonstruktion einer in einem Rechteckraster abgetasteten Fldche ist
das direkte Analogen zur LI flr die Rekonstruktion eines Profils. In Abb. 3.61

sind die prozentuellen Unterschiede

——0 100%

der im OB gerechneten AR-Fehler fir sechs Intervallgréfen {Ax = Axy: 20,40,80,

100,200,1000 m} dargestellt. o sind die AR-Fehler filir die Profile T1, TS5 und

S,2D
T6, OS 3D die der Flachen T1, T5 und Te.
20
, N
10 p T6
\
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Zwar ist die verwendete KI nur ndherungsweise die zweidimensionale Variante der
BKI, jedoch der Unterschied zwischen H(u,v=0) der BKI und H(u) der KI ist so
gering (vergl. 3.1.2.1.), daB sich auch fir die kubische Interpolation der Ver-
gleich zwischen den Resultaten des zweidimensionalen und jenen des dreidimensio-

nalen Falls anstellen 1aBt (Abb. 3.62).

4. ANALYSE DER ERGEBNISSE

Eine ausfihrliche Diskussion der Ergebnisse der empirischen Untersuchungen zum
zweidimensionalen Fall ist. in (26] zu finden. Im folgenden werden daher die
Resultate der Profiluntersuchungen nur zusammenfassend besprochen. Auf den drei-
dimensionalen Fall hingegen wird detaillierter eingegangen, wobei vor allem auch
die Parallelen zum zweidimensionalen Fall beleuchtet werden. Zundchst werden die
einzelnen EinfluBfaktoren der Genauigkeit eines DHM betrachtet (Abschnitt 4.1.),
sodann wird in Abschnitt 4.2. die Genauigkeit der Schatzung im Fregquenzbereich

unter die Lupe genommen.
4.1. EinfluBfaktoren der Genauigkeit eines DHM
4.1.1. Abtastdichte

Das monotone Absinken der OF mit abnehmender Abtastdichte (d.h. u=vAx —1/2 bezw.
u=vbx —1/2 und v=uby —1/2; siehe Abb. 3.12 sowie Abb. 3.15 - 3.16) 1&Bt - im
Hinblick auf Beziehung (13) bezw. (43) - erwarten, daB bei vorgegebenem Geld&nde
und einer bestimmten RV die Genauigkeit des DHM mit wachsendem Abtastintervall
monoton f&llt. Dies zumindest fir ein unendliches Gebiet und bei bagrenztem
Spektrum, also F(v) = 0 fir |v|z]/2Ax bezw. F(v,u) = 0 fir |v|:]/25x, |u|3]/2Ay
(siehe Abb. 2.12). Gem&B8 Formel (22) und (52) (H = 0 fir |ul,|v|>1/2) missen
die geschdtzten AF-Fehler fir die in der empirischen Untersuchung verwendeten RV
ebenfalls monoton mit Ax bezw. Axy steigen (siehe Abb. 3.25 - 3.23 und Abb.
3.51 - 3.53). Die Nichtmonotonie im Absinken der UF fdr BKQ (Abb. 3.21.a - 3.19)
ist so gering, daB sie in den berechneten AR-Fehlern nicht zum Ausdruck kommt.
Der Anstieg des AR-Fehlers mit grdBer werdendem Abtastintervall erwies sich in
allen Fdllen als ndherungsweise linear, eine Erscheinung, die auch von experi-

mentellen Untersuchungen an wirklichem Gel&dnde berichtet wurde (1, 21].
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Andererseits zeigen die Abb. 3.25 - 3.28 und Abb. 3.51 - 3.53 deutlich, daB bei
vorgegebenem Abtastintervall der AR-Fehler mit der Geldndevariation zunimmt.
T6 weist sowohl die gro6fte Bewegtheit der drei "Geldnde" (d.h. grdBte Frequenz-
breite) als auch die gréBten HOhenunterschiede auf (d.h. im Durchschnitt die

gré6ften Amplituden) - siehe Abb. 3.6 - 3.11, sowie Beispiel 2.1.5. zum Vergleich.

Der Vergleich von Abb. 3.25 - 3.26 mit Abb. 3.51 - 3.52 zeigt, daB sich der
Einfluf der Abtastdichte auf die Genauigkeit der Fl&chendarstellung in den
Genauigkeitsangaben der Profile widerspiegelt. Flr die untersuchten Profile,
deren Lage willklrlich gewdhlt wurde, sind die im FB geschdtzten AR-Fehler klei-
ner als die entsprechenden Schdtzwerte flir den dreidimensionalen Fall; dieser
Unterschied nimmt deutlich mit der Geldndevariation zu (siehe auch Abb. 3.61 -
3.62). Der relative Unterschied zwischen den 2D- und 3D-Schédtzwerten (in Prozent
des Schdtzwerts flir das Profil) nimmt nur geringfligig mit der Abtastintervall-
gréBe zu und ist flir die lineare Interpolation unbedeutend gréfBer als fur die
kubische. Je glatter und homogener ein Geldnde, umso kleiner werden die Unter-
schiede zwischen den AR-Fehlern von Profilen in unterschiedlichen Richtungen sein;
umso reprdsentativer ist sodann ein einzelnes Profil fir die ganze Flache. Daf
der AR-Fehler filr die Flache im Durchschnitt gréfer ist als der fir ein einzelnes
Profil, 1l&dBt sich an Hand der UF (Abb. 3.15 - 3.16) und des Wellblechmodelles
(Abb. 2.18) veranschaulichen: Der AR-Fehler flir die Fldche bei einer Abtastung
in einem Quadratraster mitAx%)ist durch H(uo,vo) bestimmt (uO: Awyo(cosﬁ)/k,
W= Axyo(sinB)/X).EinProfiLdes Wellblechs - abgetastet mit A = Ary - hat je

nach Profilrichtung eine reziproke Abtastdichte # zwischen Null und o 5
Flir monoton fallende UF ist H(u) = H(u,UZO)EH(uO,vO), zumindest wenn usu ist. Da
der Bereich[O,uo) gréBer ist als (uo, 4 5 ), ist bei zufdlliger Profillage der
AR-Fehler fir ein Profil eher kleiner als der fir die Fl&dche. Dies ist bei BLI

ausgeprdgter als bei BKI, da bei BLI die Linien gleicher Ubertraguagsverhdltnisse

kreisfdrmiger sind als bei BKI. Dadurch ist der Richtungsbereich fiir die Profile,

fir die H(u)<H(u0,vo) ist, kleiner.

Nicht behandelt wurde in dieser Arbeit der EinfluB der Abtastrichtung (Rotation
des Koordinatensystems in bezug auf die zu erfassende Fldche) auf cdie Genauigkeit
des DHM. Erwdhnt sei hier nur, daf ein "Wellblech" (Abb. 2.18) - abgetastet in

einem Quadratraster mit bestimmtem Axy - dann am genauesten durch das DHM dar-
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gestellt wird, wenn die Abtastrichtung so gewdhlt wird, daB B = 45° ist. Je wciter

die Schichtlinien der UF von der Kreisform abweichen, umso ausgeprédgter werden

die Genauigkeitsunterschiede in Funktion von B sein.
4.1.2. Rekonstruktionsverfahren

Wie die Abb. 3.25 - 3.28 und Abb. 3.51 - 3.53 zeigen, ist die Rekoastruktionsvor-
schrift - solange sie nur sinnvoll in bezug auf die vorliegenden Referenzdaten
und das erwinschte Ergebnis - im Vergleich zur Abtastdichte von untergeordneter
Bedeutung fiir die Genauigkeit eines DHM. Es ist z.B., um einen AR-Tehler von

0O, = 4 m zu erreichen, bei linearen Interpolation eine Abtastung des Profils T1

mft Ax = 300 m erforderlich, wogegen T6 mit einem Intervall von etwa 80 m abge-
tastet werden mifte. Interpoliert man mit KQ statt LI, so 1l&Bt sich die gleiche
mittlere Genauigkeit erzielen, wenn T1 mit Ax = 250 m und T6 ebenfalls mit

Ax = 80 m abgetastet wird. Wichtigere Kriterien fir die Wahl der RY als die Ge-
nauigkeit sind: Anordnung der Stidtzpunkte, Art der erzeugten Linie oder Flache,

Rechenaufwand, Flexibilitdt und Zuverldssigkeit in der Datenverarbeitung.

GemdR den UF und der Formel (22) bezw. (52) muB der geschitzte AR-Fehler beim
Ubergang von linearer zu kubischer und weiter zur kleinsten Quadrate Interpolation
kleiner werden. Die tatsdchlichen mittleren HOhenfehler zeigten bei hinreichen-

der Abtastdichte dasselbe Verhalten; bei zu geringer Abtastdichte (|F(v,u)| weit

von Null fir |v|z]/2Ax, |u|3]/2Ay) kam es aber wiederholt vor, daB z.B. KQ schlechter
abschnitt als LI, oder BKQ schlechter als BKI. Diese Diskrepanz zwischen tatsdch-
lichen und geschdtzten AR-Fehlern bei geringer Abtastdichte erkldrt sich aus der
Unzuldnglichkeit der Formeln (15), (22) bezw. (45), (52), da sie den Verflech-
tungseffekt nicht bericksichtigen (siehe 2.1.2. und 2.2.1.).

Der prozentuelle Genauigkeitsgewinn durch kubische statt linearer Interpolation
war flir alle drei "Geldnde" gr&Ber als derjenige durch die kleinste Quadrate
Interpolation statt der kubischen. AuBerdem war der Genauigkeitsgewinn bei
kleiner Abtastdichte splirbarer (d.h. mit kleiner werdendem Abtastintervall sowie
fir glatteres Geldnde). Den UF zu Folge sollte der Unterschied zwischen den RV
bei noch kleineren Abtastintervallen als den verwendeten (Ax = 10 m, Axy = 20 m)
flir alle "Geldnde" verschwinden, somit bleibt nur ein relativ schmeler Bereich
fir die Abtastdichte, in dem aufwendigere RV als z.B. LI zu etwas tdéheren Ge-

nauigkeiten fihren. Darauf wurde bereits in [15) hingewiesen.
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Mit Kratkys Ansatz (64) und i) wurden nraktisch idente Genauigkeitsverte erzielt.
Ein Vergleich der OF von Abb. 3.14.b mit Abb. 3.12 weist darauf hin, daRf sich mit
Kratkys Ansatz bezw. der Method nach kleinsten Quadraten noch bessere Resultate
erreichen liefen, wenn mit einem gréferen Stitzpunktfenster operiert wirde (aus-

reichende Abtastdichte vorausgesetzt).

Zu den untersuchten Filterungsverfahren 188t sich folgendes sagen: Die AR-Fehler
im Fall von GM sind erwartungsgeméf ansehnlich gr&fer als die flr LI (Abb. 3.12
und Abb. 3.25, 3.28); die Absicht von GM ist ja auch, kleinrdumige Geldndevaria-
tionen weitgehend zu unterdricken (Tiefpaffilter). Die AR-~Fehler im Fall von KF
(co = 0. {75 ey
UF andeuten (Abb. 3.14.a), sind die Unterschiede einerseits fur die kleinen

= 0.1) sind geringfigig kleiner oder gleich jenen flr GM. Wie die

Abtastintervalle ausgeprédgter und zum anderen fir einen glatteren Profilverlauf.
DaB die UF flr KF etwas unter Null sinkt, kommt in dem GlobalmaB, das der AR-
Fehler darstellt, nicht zum Ausdruck. Es bedeutet aber, daB konvexz Formen in

diesem Spektralband leicht konkav bezw. die konkaven schwach konvex werden.

Eine VergréBerung des Stidtzpunktfensters (mit entsprechender Anpassung des Para-
meterwerts ¢ der GauBschen Gewichtsfunktion) bewirkt beim gleitenden Mittel ein
schnelleres Absinken der UF, somit eine gr&Bere Filterungsrate; bei der Methode
nach kleinsten Quadraten 1laBt sich dasselbe durch eine Verringerung von co
erreichen. Zumindest beim gewdhlten Ansatz wird dabei die Filterungsrate nicht
ausschlieflich durch co bestimmt, sondern durch die Kombination von cO und cl
(bei gleichbleibender Stiitzpunktfenstergr®Be). Die UF von GM und KF sowie die

geschdtzten Genauigkeiten machen deutlich, daB die zwei RV eine Eliminierung

eines rein zufdlligen MeBfehlers nicht ermdglichen. Die Reduktion des zufdlligen
MeBfehlers wird gleichzeitig mit einer weitgehenden Unterdriickung der in Relation

zum Abtastintervall hochfrequenten Anteile des Nutzsignals erreich=:.
4.1.3. Meffehler

Bedingt durch die Zufdlligkeit des hier untersuchten Meffehlers, 1dB8t sich sein
Beitrag zum Gesamtfehler des DHM nur im Fall einer grofen Datenmenge (d.h. L/Ax,
LX/bx.LY/Ay groB) sicher angeben (siehe Abb. 3.33 - 3.40, Tabelle 3.2 und Tabelle
3.5 sowie Anhang 4).
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Liegt eine nur geringe Anzahl gemessener Werte vor (d.h. Ax, Axy grof}, da /.,

LZ.LY in den Untersuchungen nicht variiert wurde kann die Meffehlerauswirkung
weit vom Erwartungswert abweichen. Die Abweichung kann umso grdPBer ausfallen,

je gréBer die Geldndevariation, je kleiner der Meffehler und je schlechter die
RV (d.h. je groBer 1' (27), (57)). Bemerkenswert ist, daB die Abhdngigkeit der
MeBfehlerauswirkung von Geldndevariation, Meffehlergréfe und RV erst augenféllig
wird, wenn OS>0M (siehe Abb. 3.33 - 3.40 in Zusammenhang mit Tabelle 3.3).

Damit 14Bt sich die Grenze zwischen grofer und kleiner Datenmenge durch jenes
Abtastintervall - bei vorgegebener Profilldnge - festlegen, bei dem der AR-Fehler
die GréBenordnung des mittleren MeBfehlers erreicht. Das kleinste Abtastintervall,
bei dem infolge eines zufdlligen MeBfehlers ein kleinerer mittlerer DHM-Fehler
auftreten kann als ohne Meffehler kTabelle 3.2) ist ca. dreimal so groB wie das
=0

"Grenzintervall" (Ax wo o siehe Tabelle 3.3).

S M’
Die Abb. 3.33 - 3.36 zusammen mit Abb. 3.37 - 3.40 zeigen, daf im Fall von GM der
zufdllige Meffehler bei einer grofen Datenmenge nur zu etwa 20% in die Varianz
des DHM-Fehlers eingeht. Fir KF mit e, = 0.7 sind es vergleichsweise 25% von oé .
Wé&hlt man hingegen £z = 0.998985 - ensprechend dein Verhdltnis der Varianz der

Geldndehdhen von Profil T6 zur Varianz der Referenzwerte beichl= 8 m (siehe Seite
63) - so scheinen in der Varianz des DHM-Fehlers immerhin noch ca. 60% von cé

auf (siehe Abb. 3.33). Im Vergleich dazu ist die MeBfehlerauswirkung bei LI, die

nicht auf Filterung ausgelegt ist, ca. 70% der Meffehlervarianz.

4.2. Genauigkeit der Schitzung

4.2.1. Schatzung des AR-Fehlers

4.2.1.1., ¢ bei hinreichend groBer Abtastdichte zur Spektrumbestimmung

Die Abb. 3.29 - 3.32 und Abb. 3.54 - 3.56 geben einen Einblick in die Glite der AR-
Fehlerschédtzung mit Formel (22) bezw. (52). Die DFT wurde aus der i\btastung der

"Geldnde" mit einem Intervall gleich grof wie die kleinste der untersuchten DHM-
Rasterweiten berechnet (A = Axﬁin =10 m, A = Axymin = 20 m).

Zundchsteinmal f&llt auf, daB sich &€ - der Unterschied zwischen geschdtztem (im

FB gerechnet) und tatsdchlichem (im OB gerechnet) mittleren HOhenfchler In Prozent

des geschdtzten AR-Fehlers - fur den zweidimensionalen Fall anders verhdlt als
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fir den dreidimensionalen Fall. An den untersuchten Profilen zeigt € eine deut-
liche Abhdngigkeit von der RV: Je besser die Rekonstruktion (gemessen am AR-
Fehler), umso grdBer kann € sein. Es zeigt sich, daf die prozentuecllen Unter-
schiede fuir die vier verwendeten RV durch Multiplikation mit 7 (Tabelle 3.1)
diesélbe GréBenordnung erreichen. Die integrierte Varianzfunktion J' ist - bei

hinreichend kleiner Abtastdichte - ein MaB fir die Qualitdt der Rekonstruktion.

Weiters zeigen die Abb. 3.29 - 3.32 die Neigung der mit (22) geschdtzten AR-Fehler,
kleiner zu sein als die tatsdchlichen mittleren Fehler. Dieser Optimismus nimmt
mit abnehmenden 7T zu. Unabhdngig von der RV zeigt € eine geringfiligige Tendenz,

mit dem Abtastintervall gr6Ber zu werden, wobei sich fir T1 wiederholt gr&Bere
Werte ergeben als fir T6. Offensichtlich wirkt sich die Nichtbertlicksichtigung

des Verflechtungseffekts durch (22) umso stdrker aus, je besser die RV. Die durch-
gefihrten Profiluntersuchungen deuten jedoch an, daf sich die GrdéBenordnung des
Unterschieds ¢ mit Hilfe der UF bezw. T gut angeben l&Bt.

Die gerechneten Abweichungen des geschédtzten AR-Fehlers vom tatsdchlichen - bei
der beschriebenen Vorgehensweise zur Genauigkeitsschédtzung im dreidimensionalen
Fall - werden von BLI zu BKI zu BKQ kleiner. Dabei wurde die AR-Fehler fir BKQ
nach (52) mit der Néherungsﬁbertragungsfunktion‘ﬁ(u,v) geschdtzt. Durch die Multi-
plikation mit T (Tabelle 3.4) werden die Unterschiede zwischen den relativen
Abweichungen fir die drei RV noch verstdrkt. AuBerdem sind in allen F&llen, mit
Ausnahme der Rekonstruktion von T5 mit BKQ, die geschdtzten AR-Fehler grdéfer als
die tatsédchlichen. Die Abb. 3.54 - 3.56 zeigen auch die geringfligig fallende
Tendenz von € mit gréBer werdender Rasterweite. Flr die BLI war € jeweils fur

Axy = A = 20 m am kleinsten.

€, berechnet flir BLI und BKI am periodischen Signal des Beispiels 2.2.4., zeigt
hingegen genau dieselben Eigenschaften, wie sie fir den zweidimenionalen Fall
konstatiert wurden: € ist bei zu geringen Abtastdichten (vAxyi]/Z oder quyz]/2,
d.h. Axy>100 m) fir BKI grdfer als flir BLI; die Werte Te sind von derselben Gr&fen-
ordnung. Ebenso waren die geschdtzten AR-Fehler kleiner als die tatsdchlichen,

der Unterschied zeigte steigende Tendenz mit wachsendem Axy. Das demgegeniber
unterschiedliche Verhalten von € an den drei Testfldchen 148t sich als Folge der
Spektrumbestimmung erkldren. Die Horizontierung der Profile in der x- und y-
Richtung bewirkt eine noch zu wenig weitgehende Abspaltung von Fldchenkomponenten,

die sich auf die Genauigkeitsschdtzung stérend auswirken. Es wdre :u untersuchen,
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ob etwa die Abspaltung eines Trends frvorteilhafter ware, der die Laplace Gleichung
szTZx,Zy) = 0 erfuillt. Dies unter der Bedingung, daB die parallelen R&nder der
dbrigbleibenden Fldche gleich sind.

(V2f(lx, ly)=f(lxtl, Ly)+f(la-1,ly) +F(lx, Ly+1)+F(lx, ly~1)-4F(lx, Ly)) -

Die Unterschiede in den Schdtzwerten, zum einen gerechnet mit der strengen UF zum
anderen mit der trennbaren, sind flr BLI und BKI und die drei Testfldchen so
gering (Abb. 3.57 - 3.58), daB sie im Hinblick auf die Unsicherheit der Schétzung
(ABbb. 3.54 - 3.55, Tabelle 3.4) als unbedeutend bezeichnet werden kénnen.

4.2.1.2. EinfluB der Abtastdichte zur Spektrumbestimmung

Der Vergleich von Abb. 3.29 mit Abb. 3.47 macht deutlich, daB sich durch Verringe-
rung des Abtastintervalls zur Spektrumbestimmung von A = 10 m auf A = 1 m fir die
untersuchten Profile keine Verbesserung der Schédtzwerte erreichen 14B8t. Solange
das Intervall A hinreichend klein ist, sodaf die fir die Genauigkeitsschdtzung
wesentlichen kleinrdumigen Geldndevariationen erfaft werden (Bedingung (9)), 1l&Bt
sich der AR-Fehler mit Formel (22) gut schdtzen. Dies ist etwa flr T6 mit A = 20 m
kaum noch der Fall (Abb. 3.48). Ist A zu grof, so kommt es vor allem fur Ax<A

zu betrdchtlicher Fehlschdtzungen wegen der Verflechtung des Spektrums (siehe

Abb. 3.49 - 3.50). Die Schétzwerte flur die geringen DHM-Dichten (4x»A) hingegen
werden kaum beeintrdchtigt, was nicht verwunderlich ist, da flir die gegebenen
Profile mit A = 100 m etwa die Gesamtvarianz der HOhen noch gut erfaft wird, zu

der das geschdtzten AR-Fehlerquadrat mit wachsendem Ax konvergiert.

4.2.1.3. EinfluBR eines zufdlligen MeBfehlers

Die Referenzwerte zur Spektrumbestimmung werden in der praktischen Anwendung zu-
mindest mit einem zuf&lligen Meffehler behaften sein. Wie ein Vergleich von

Abb. 3.41 bezw. 3.59 mit den Abb. 3.42 - 3.44 bezw. Abb. 3.60 zeigt, 148t sich
der EinfluB eines zufdlligen Meffehlers auf die Schdtzung des AR-Fehlers sehr gut
mit Formel (26) bezw. (56) angeben - solange Ax klein ist bei festem A. Die ab-
gebildeten Streuungswerte GC sowie die maximalen Abweichungen OC (Abb. 3.45 -
3.46) weisen ebenfalls daraufhin, daB der MeRfehlereinfluf mit wachsendem Ax

(A = 10 m) in zunehmendem Maf vom Erwartungswert abweichen kann. Dies ist nicht
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verwunderlich, da ja die Varianzfunktion (J—H(u)JZ monoton mit Ax steigt, somit
"Fehlannahmen" bezliglich des Spektrums des Meffehlers (siehe 2.1.6.) umso deut-

licher zum Ausdruck kommen, je grdfer Ax ist.

Andererseits kann das tatsdchliche Spektrum des zufdlligen Meffehlers umso mehr
von dem angenommenen konstanten Wert 0@/17 abweichen, je grdBer A, also je weniger

Werte N zur Spektrumbestimmung vorliegen. Dementsprechend zeigte sich auch, daB

die Abweichung von [ gegeniber Gg sehr gering ist, wenn A = 1 m flir die drei Pro-
file (z.B. fuir T1 und LI maximal 6% von 8% Uber die 15 untersuchtem Intervall-

gréfen, wogegen bei A = 10 m der maximale Unterschied 50% ist). Auch die Streuungs-
werte waren duBerst klein (z.B. fir T1: GC = (0.003 fir alle IntervallgrdBen Ax

und alle vier RV). Bei A = 40 m kénnen grdfere Abweichungen von { cegeniliber 85

als bei A = 10 m auftreten, dies bei gleichem Ax/A. AuBerdem ist der Anstieg der
Streuung § mit zunehmenden Ax bedeutend steiler. Im dreidimensionalen Fall ist
nach Abb. 3.60 bei A = 40 m fir T1 noch eine recht gute Abschdtzung von T durch

6% mdglich,

Wie Abb. 3.42 - 3.46 aufzeigen, nimmt die mdégliche Abweichung des MeBfehlerein-

2
D

variation sowie schlechter werdender RV - eine Erscheinung, wie sie auch fir die

flusses von der Abschdtzung G2 nicht nur mit Ax zu, sondern auch mit der Gel&nde-

MeBfehlerauswirkung (4.1.3.) registriert wurde. Uberdies weist die Berechnung
von g, GC und OC fir T1 mit A = 10 m und OM = 8 m bei linearer Interpolation auch
darauf hin, daB die Abweichung von C gegeniber 8%, ausgedrlickt in Prozent von 6%,

geringer ist, je gr6Rer o, ist. Das Verhdltnis der Streuungswerte sowie aer maximalen

M

Abweichungen bei OM = 0.5 zu Oy = 8 war fir Ax

nis der MeRfehlervarianzen. Der Anstieg von eC bezw. OC mit Ax war fur OM =8m

jedoch wesentlich geringer als fur Oy = 0.5 m. Dies 1l4Bt darauf schliefen, daB

fiir den MeBfehlereinfluf Ahnliches gilt'wie fiir die MeBfehlerauswirkung: Bei vor-

A = 10 m etwa gleich dem Verhdlt-

gegebenem A wird ab einem bestimmten Ax der Unterschied zwischen dem tatsdchlichen
und dem geschédtzten Meffehlereinfluf beachtlicht. Diese Grenze fir Ax hdngt von

der Geldndevariation, der RV un der Meffehlergrd&fe ab.
4.2.2. Schatzung der MeBfehlerauswirkung

Mit ﬁ, berechnet durch Integration der UF (Tabelle 3.1), 148t sich ein Ndherungs-
wert fir die Auswirkung eines zufdlligen MefBfehlers im Fall einer grofen Daten-
menge (L/Ax — «) angeben. Flir LI z.B. ist der Erwartungswert (2/5)0@ (siehe

Seite 12 sowie Abb. 3.33 - 3.36), der nach (14) berechnete N&herungswert fiir die
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MeBfehlerauswirkung 0.590&. Vergleicht man R fir Ax = 10 m (Abb. 3.33 - 3.36) mit
R, so sieht man, daB fir die untersuchten RV der Ndherungswert kleiner ist als
der Erwartungswert und umso weniger von Erwartungswert abweicht, Jje kleiner T ist.

Solang o (siehe 4.1.3.) ist somit der Beitrag eines rein zufdlligen MeBfehlers

5°m
zur Varianz des DHM-Fehlers durch ﬁoé ausreichend beschrieben. Die Ubertragungs-
funktion verschafft also eine sehr einfache und gute Bestimmungsm&glichkeit der

MeBfehlerauswirkung.

Sind auch die durchgefihrten Untersuchungen zur MeBfehlerauswirkung im dreidimen-
sionalen Fall sehr beschrdnkt, so 1ldBt sich doch annehmen, daB oben Gesagtes auch
hierfir gilt (vergleiche Tabelle 3.4 mit Tabelle 3.5). Wie die Tabelle 3.4 zeigt,
sind die Unterschiede zwischen £ (berechnet auf Grund der strengen UF) und & (mit

der trennbaren UF gerechnet) fiir BLI und BKI unbedeutend.
5. ANWENDUNG DER GENAUIGKEITSSCHATZUNG

In diesem Abschnitt werden -~ gestilitzt auf die vorangegangene Untersuchung und
Analyse - einfache Verfahrensregeln zur Genauigkeitsschatzung digitaler HOhen-

modelle mittels Spektralanalyse angegeben.
5.1. Genauigkeit eines DHM und davon abgeleiteter Gréfen
5.1.1. Schdtzung der Genauigkeit eines bestehenden DHM

ﬁbersichtsméBig ist der Vorgang der Berechnung des mittleren Fehlers eines

DHM im Frequenzbereich durch Abb. 5.1 dargelegt.

Zur ndheren Erlduterung zundchst folgendes Zahlenbeispiel: Es soll der mittlere
Fehler eines DHM aus dem Profil T6, abgetastet mit Ax = 10 m bei einer MeBgenauig-
keit wvon OM = 0.5 m und rekonstruiert mit LI, geschatzt werden:

Nach der Profilhorizontierung (sodaB g(0) = g(N), N = 1200) wird gemdB (21) das
Spektrum aus den (mit einem zufédlligen Fehler behafteten) H&henkoten gerechnet.
Ist die OF gegeben, so liBt sich der Vektor der Varianzfunktion mi%

Up = kbx/L=k/1200 aufstellen. Mit (22) erhdlt man sodann den Schétzwert

8%1 = 0.161 (= 0.3632 + 0.029; siehe (73), Abb. 3.25 und Abb. 3.44).
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Abb. 5.1: Diagramm des Schidtzvorgangs

Als Korrektur der Fehlschdtzung wegen des vorhandenen Meffehlers erh&lt man mit
Formel (26): ag = Tofl = 0.030 (siehe Abb. 3.41). Damit ergibt sich der Schitz-

wert der AR-Fehlerquadrats Gg = 0.131, zu dem man noch einen gewissen Betrag
addieren kénnte, da man mit Formel (22) eher optimistische als pessimistische
Genauigkeitsangaben erhdlt (siehe 4.2.1.1.). Die Addition der Abschdtzung fir

die MeBfehlerauswirkung ﬂoé = (0,148 (siehe (14) und Tabelle 3.1) liefert schlief-
lich die geschédtzte Varianz des DHM-Fehlers 62 = 0.279. Der geschitzte mittlere
Héhenfehler 0 = 0.53 m stimmt gut mit dem tatsdchlichen mittleren Fehler des DHM

Gberein (o0 = 0.47 m, siehe Abb. 3.25, 3.29 und 3.36).

Fir ein Fladchenmodell scheint es naheliegend, die Formeln des dreidimensionalen
Falls anzuwenden. Bel einer photogrammetrischen Datenerfassung 188t sich als
Recheneinheit das Stereomodell benutzen. Bei einem Photomafstab vor 1:50.000 und
60% Langsiberdeckung etwa wird ein Gebiet von ca. 7 x 11,5 km? gedeckt, das

sind ungefdhr die Ausmafe der untersuchten Testgebiete.
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Schwierigkeiten bei der Anwendung der FFT (2.2.3.) kénnen sich aus der Datenmenge
ergeben, abhdngig von dem zur Verfligung stehenden Programm und der Speicherkapa-
zitdt des Rechners. So war es z.B. nicht méglich, das Spektrum der Testgeldnde
aus einem 10 m Raster zu rechnen (siehe (26)). Anstatt zu kleine Recheneinheiten
zu verwenden, kann es ratsam sein, die Genauigkeit auf Grund von Profilen maxi-

maler Ldnge zu bestimmen.

Die Berechnung der bivariaten UF (2.2.2.) bendtigt beachtliche CPU-Zeiten. Zwar
muB die UF filir eine bestimmte RV (mit bestimmten Parameterwerten) nur einmal gerech-
net werden und kann dann flir jede neue Anwendung aus einer Bibliothek abgerufen
werden; dennoch ist es um ein Vielfaches weniger aufwendig, die trennbare UF zu
bestimmen. Dazu muf lediglich die strenge UF H(u,v) fir v=0 gerechnet werden. Um
abschdtzen zu kénnen, inwieweit die strenge UF von der trennbaren H(u,v) ab-
weicht und sich dieser Unterschied auf die AR-Fehlerschdtzung ausw:irkt, ist es
zweckdienlich, H(u,v) noch zusidtzlich fiir u=v zu bestimmen (siehe 2.2.2. und
3.1.2.2.). Flir die untersuchten RV ist - solange die Amplituden (H&henunterschiede)
nicht gréBer sind als die der Testfldchen - die Diskrepanz zwischen H(u,v) und
H(u,v) unbedeutend. Zu einer Abschitzung des Einflusses von (H(u,v) - ﬁ(u,v)) auf
62 bei gegebenem Spektrum lassen sich die entsprechenden Techniken der numerischen

S

Mathematik einsetzen.

Liegt die UF vor - etwa als Matrix von 100 X 100 Werten (d.h. in einem Raster

mit der Maschenweite Au = Av = 0.005) - so kann man die Matrix der Varianzfunktion
fir die Rasterweite des vorgegebenen DHM durch bilineare Interpolation berechnen;
es werden die Funktionswerte fir u, . = kx Ax/LX und vky = ky b0y/LY bendtigt. Der
rohe Schéatzwert des AR-Fehlerquadrats errechnet sich sodann als Spur des Matrix-

produkts aus Spektrum und Varianzfunktion (Formel 25)).

Die zur Korrektur des rohen Schdtzwerts notwendigen GréBen T und R miissen durch
numerische Integration aus der UF bestimmt werden (siehe (57), (44) und Tabelle
3.4). Auf die Bricksichtigung einesnicht rein zufdlligen, also eines korrelierten
oder systematischen Meffehlers wurde in dieser Arbeit nicht eingegangen. Grund-
sdtzlich lieBe sich ein systematischer Fehler auf die gleiche Weise wie ein zu-
fdlliger behandeln - es muf nur das Spektrum des Fehlers bekannt sein. Es wéare
einerseits zu untersuchen, inwieweit sich unter Zuhilfenahme der Theorie der
Zufallsfunktionen ausreichende Modellannahmen bezliglich des systematischen Fehlers
machen lassen, und andererseits, ob es Ulberhaupt die Mihe lohnt, falls geeignete
Techniken zur Reduktion von systematischen Fehlern bei der Datenerfassung andge-

wandt werden.
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Fir die drei Testfldchen ergaben sich durch die Profilhorizontierung vor der
Spektrumberechnung mit einer einzigen Ausnahme durchwegs zu pessimistische

AR-Fehlerschdtzungen. Zumindest flir die Testfldchen wdre eine Korrektur wegen
Optimismus fehl am Platz; ob und in welchem MaB sich das auf wirklich vorkom-

mende Geldndetypen verallgemeinern 1l&B8t, ist eine noch offene Frage.

Durch Austausch der Ubertragungsfunktion 1&Bt sich mit sehr geringem Aufwand
prifen, inwiefern eine andere RV bei vorgegebenen DHM-Daten (Gel&nde, Raster-
weite, MeBfehlergrdfe) zu einer anderen Darstellungsgenauigkeit der Gelé&nde-

oberfldche fuihren wirde.

Anstatt die Schédtzformeln des dreidimensionalen Falls anzuwenden, ist es sicher-
lich weniger aufwendig, die Genauigkeit des DHM an Hand einiger Profile zu
schdtzen. Da die abgeleiteten Formeln fir primdre Referenzdaten gelten (d.h.

fir ein abgestastetes Signal, das mit einem unkorrelierten MeBfehler behaftet ist,
aber nicht flir ein durch Rekonstruktion und erneutes Abtasten gewonnenes Signal,
also interpolierte HShenkoten), kommen filir ein Fldchenmodell nur Profile in der
X-, in der y- oder in der Diagonalrichtung in Frage. Die Genauigkeit eines Profils
kann entsprechend dem Diagramm der Abb. 5.1 geschdtzt werden. Dabei ist die Matrix
der H6henwerte eindimensional, also ein Vektor; und die Rasterweite ist je nach
Profilrichtung entweder das Abtastintervall in der x-Richtung (Ax), oder Ay,

oder + Ayz.

Die UF ist dann fir das zweidimensionale Analogon der dreidimensionalen RV zu
berechnen (z.B. flir LI, wenn BLI zur Rekonstruktion der Fldche aus dem diskreten
Signal benilitzt werden soll). Das innere Produkt aus Spektrumvektor (berechnet als
FFT des horizontierten Profils) und Varianzfunktionsvektor liefert nach Abzug von
To? den Schitzwert fiir das AR-Fehlerquadrat des Profils. T ist nach (27) durch

M
numerische Integration aus der univariaten UF zu rechnen.

In den Profiluntersuchungen wurde eine deutliche Tendenz der geschiitzten AR-Fehler
zum Optimismus festgestellt (Abb. 3.29 - 3.32, Abb. 3.47 - 3.50). Da man in der
Regel lieber eine pessimistische Genauigkeitsangabe im Kauf nimmt, ist es ratsam,
SS um (1/T)% bis (5/T)% zu vergrdBern, je nach "Sicherheitsbediirfnis (Te =-1%
entspricht der mittleren relativen Abweichung der in der Untersuchung geschdtzten

AR-Fehler, Te¢e = -5% in etwa der maximalen relativen Abweichung, solange A nicht

zu grof ist). Z.B. Profil T6 bei Ax = A = 10 m und LI (Beispiel auf Seite 85):
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GS = 0.36 m; Korrektur mit (1/77%:A88

korrigierte Schétzwert (0.39 m) noch mehr vom tatsdchlichen AR-Fehler (os = 0.24 m)

= GS/ZOUT = 0.03. In diesem Fall weicht der

ab. Fir die Abtastung von T6 mit Axr = A = 40 m hingegen ergibt sich bei LI
35 = 1.4 m und mitder (5/T)% Korrektur (vergl. Abb. 3.49) als korrigierter Schitz-
wert 2 m (o, = 2 m)!

S

In der empirischen Untersuchung wurde fir die Testfldchen nur jeweils ein Profil
zum Vergleich herangezogen; dennoch bot der AR-Fehler eines einzigen Profils eine
gut Indikation fuir den AR-Fehler der Testfldche (siehe Abb. 3.61 - 3.62). Als
Beispiel hierfiir diene der Fall, daB das DHM der Fldchen T1, T5 und T6 bei Rekon-
struktion durch BLI einen AR-Fehler von og = 2.5 m hat. Dazu muf Tl mit Axy = 200 m
abgetastet werden, T5 mit Axy = 80 m und T6 mit Axy = 40 m (Abb. 3.51, 3.54). Die
AR—Féhler der Profile T1, T5, T6 bei Ax = 200, 80, 40 m und LI weichen um weniger

als 1/4 ihres Wertes von o, = 2.5 m ab. Geht es um die Beurteilung der Genauigkeit

der Flachendarstellung, isi es jedoch naheliegend, nicht nur ein Profil zur
Schdtzung heranzuziehen und die Anzahl zu prifender Profile von dexr Homogenitédt
des Geldndes abhdngig zu machen. Dabei kann man erwarten, daf sich flir die ein-
zelnen Profile unterschiedliche AR-Fehler ergeben; auf Grund von 4.1.1. ist an-
zunehmen, daB der mittlere Fehler fuir die Fldche eher den gr&feren als den klei-
neren Profilfehlern entspricht. Dazu, wie auch zur Optimismuskorrektur des ge-

schitzten AR-Fehlers fir ein Profil, sind jedoch noch weiter Untersuchungen

wlinschenswert.

Der Beitrag schlieflich, den ein rein zufédlliger MeBfehler zur Varianz des Fehlers
der Fldchendarstellung liefert, 1&Bt sich als ﬁbé angeben. R kann aus der trenn-
baren UF bezw. als £2 berechnet werden, wobei B aus der UF des zwe:dimensionalen
Analogons der dreidimensionalen RV bestimmt wird (vergl. Tabelle 3.1, 3.4). Damit
erhdlt man eine optimistische Abschdtzung - flir ein DHM mit einer grofen Zahl
gemessener H&henkoten (siehe 4.2.2.). Z.B. flir BLI: 0.35 oé statt (2/3)20é.

Die Einfachheit der beschriebenen Vorgehensweise birgt die Gefahr :in sich, daf

zu grobe Schdtzwerte resultieren. Erstens kann es zu betrdchtlichen Fehlschdt-
zungen des AR-Fehlers kommen, wenn zur Spektrumbestimmung eine zu geringe Abtast-
dichte vorliegt. Dazu folgendes Beispiel: Um eine DHM-Genauigkeit von 0 = 3 m zu
erreichen, ist es ausreichend, die Fldche T6 mit Axy = 40 m und einem zufdlligen
MeBfehler von o,, = 2.5 m abzutasten und mit BLI zu rekonstruieren ‘g, = 2.5 m,

M 9
OR = 1.67).
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Bei gleicher MeBgenauigkeit und RV aber einem zuldssigen Gesamtfehler von ¢ = 8 m,
wdre eine Rasterweite von 100 m hinldnglich (OS = 7.2). Fur das Profil T6 zeigt
sich bei Ax = A = 40 m, daB der geschédtzte AR-Fehler gerade noch um etwas weniger
als die Hdlfte seines Betrags falsch ist; bei Ax = A 100 m ist ¢ bereits gréRer
als 50% (Abb. 3.49 - 3.50). Wird aber das Spektrum aus A = 10 m bestimmt, dann ist
der geschdtzte AR-Fehler bloR um 4% (Ax = 40 m) bezw. 8% (Ax 100 m) falsch
(Abb. 3.29). Zwar lassen sich die Fehlschdtzungen fir diese Beispiel noch redlich

durch die oben vorgeschlagene Korrektur Aa_, auffangen, eine sichere, wenn auch

S
aufwendigere Vorgehensweise wdre jedoch, die Profile, die zur Genauigkeitsschét-
zung herangezogen werden sollen, mit einem Intervall zu messen, das kleiner ist
als das DHM-Intervall Axy. Dies vor allem im Fall von verhdltnismdfig groben DHM-
Rastern, durch die augenscheinlich eine Vielzahl kleinrdumiger Geléndevariationen

nicht erfaft werden (z.B. Axy>100 m fir T6).

Zweitens ist die Korrektur wegen des Einflusses eines zufdlligen Meffehlers als

Tcﬁ:=%§nur dann zuverldssig, wenn eine ausreichend grofe Datenmence zur Spektrum-

bestimmung vorliegt (siehe 4.2.1.3.). So ist beispielsweise bei Ax = A = 10 m die
mittlere Abweichung des tatsdchlichen MeBfehlereinflusses von 8% ntr 3% von Gg
fir T1 bei LI und ca. 10% fir T6 (Abb. 3.41 - 3.46). Bei Ax = A = 40 m ist 6_ ca.

C

2. Bestimmt man das Spek-

D
trum von T6 aus einer Abtastung mit A = 100 m, so kann die Abweichung des Mef-

20% von 65 fir T1 aber filir T6 bereits gleich grof wie &

fehlereinflusses von ag bis zu 103% betragen. Bei geringen Abtastdichten ist also
mit erheblichen Unsicherheiten der Schdtzwerte zu rechnen. Es wdre nilitzlich, diese
Unsicherheit etwa in der Art von Konfidenzintervallen anzugeben - abhdnging von
Geldndevariation, Abtastintervall und RV; dazu bedarf es jedoch weiterer Unter-

suchungen.

Geht man von den durchgefiihrten Experimenten aus, ist drittens eine zuverldssige
Schitzung des Beitrags eines rein zufdlligen MeBfehlers zum Gesamtfehler zur mdg-
lich, wenn der MeBfehler etwa gleich groB oder grdfer als der AR-Fehler ist (dem-
nach miBRten sich Daten, wie man sie z.B. vom Gestaltsystem erhédlt, besonders zur
vorgeschlagenen Genauigkeitsschdtzung eigen). Z.B. ist flr T6 und LI die mittlere
Abweichung der tatsdchlichen MeBfehlerauswirkung vom Erwartungswert oé kleiner als

15% des Erwartungswert fir Ar = 100 m und o, = 8 m (Abb. 3.33, 3.37). Flur dasselbe

M
Abtastintervall aber OM = 0.5 m ist die mittlere Abweichung das 1.2 Fache von g%
1
(Abb. 3.36, 3.40). Fir Ar = 10 m hingegen, wobei O”<GM = 0.5 m, ist die mittler
(o]

2
M

wird, wenn der mittlere MeBfehler wesentlich kleiner als der AR-Fehler ist, so wiren

Abweichung lediglich 6% von (2/3)0%. Obwohl die Meffehlerauswirkung unbedeutend
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dennoch auch hier Angaben Uber die Zuverléssigkeit der Abschdtzung wiinschenswert, so-
wohl fir den Fall daR GS>cMalsauchfﬁrdenFa¢LeinerkleinenAnzahlgemessener Werte.

5.1.2. Schdtzung der Genauigkeit vom DHM abgeleiteter Grd&Ben

Digitale HOhenmodelle lassen sich flr eine breite Palette von Aufgaben im Inge-
nieurwesen anwenden. Hier seien nur zwei Beispiele herausgegriffen: Die Berech-
nung von Volumina und die Erstellung von Orthophotos. Grundsédtzlich 1l&Bt sich
sagen, daf je nach der Art der abgeleiteten Gr&éRe die beste Bestimmungsweise fur
ihre Genauigkeit gewdhlt werden sollte - wenn mdéglich, die einfachste Form der

Fehlerfortpflanzung.
5.1.2.1. Genauigkeit von Volumina

Das unter einer Oberfldche liegende Volumen auf einem rechteckigen Gebiet RX.RY
ist durch das Integral der Oberfldche {iber RX.RY definiert. Der mittlere Fehler

des aus dem DHM gerechneten Volumens ist somit:

J J flz,y)dxdy - J J }'(m,y)dxdy
RX RY RX RY

Integration 1l&4Bt sich als Faltung formulieren und als solche in die Genauigkeits-
schdtzung im FB einbauen. Fir den mittleren Fehler des Volumens lUber einer Raster-
masche (RX =A% RY =04y bietet sich dabei eine recht einfache Abschdtzung an.
Berechnet man das Volumen als Grundfldche mal Mittelwert der Rasterhdhen einer

Masche
(76)

so ist dies gleichbedeutend mit der Rekonstruktion der Oberfldche aus den Referenz-
daten ng durch bilineare Interpolation und der Integration der so erhaltenen Flé&dche
f(x,y) iber Ax.Ay. Wenn der Meffehler unbedeutend klein ist (d.h. Ik = ka), dann
gibt der AR-Fehler fir BLI multipliziert mit Ax.AYy eine obere Grenze fir den mitt-

leren Fehler des nach obiger Regel berechneten Volumens an:

(77)
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Die Ableitung dieser Beziehung im OB ist im Anhang 7 gegeben. Die Schétzformel fir
den mittleren Volumenfehler {iber ein beliebiges Gebiet (RX = jxAx, RY = jybdy; [x,
JY sind beliebige ganze Zahlen) ist sehr komplex. Die durchgefiihrten Untersuchun-
gen geben jedoch zur Vermutung Anlaf, daf mit ﬂﬁgﬂ;g-&nAyos eine praktikable

Abschdtzung flir die obere Grenze von 0,, gegeben ist.

4
Der Volumenberechnung entspricht die Berechnung des Fldcheninhalts zwischen Profil
und Datum im zweidimensionalen Fall. Der mittlere Fehler des Fldcheninhalts I
Uber dem Abtastintervall Ax, gerechnet nach der zu (26) analogen Formel
f,+F
L 1+1
= 78
IZ Ax 9 (78)
148t sich im FB nach (79) schétzen, unter den gleichen Bedingungen wie sie fir
(22) gelten.
21
62 = pa? (2-0(w)) 2| F(R) |2 (79)
k=-N/2
Die Ubertragungsfunktion fiir die Flidcheninhaltsberechnung sie hier ohne Herleitung

angefihrt:

sinmu | ™ ]

i gl | s lul<1/2 (80)

J(u) =1 -

J(u) ist in Abb. 5.2 dargestellt, zusammen mit der UF fiir LI. Da J(u)>H(u) gilt:

6y £ Axos (81)

Dabei ist 9 der AR-Fehler flr die lineare Interpolation (siehe Anhang 7 fir die

Ableitung im OB). Fiir eine beliebige Basis zur Fldcheninhaltsberechnung (R = jAx;

J ist eine beliebige ganze Zahl), scheint auf Grund vorldufiger Untersuchungen

V?Axos eine brauchbare Abschdtzung der oberen Grenze fir OI Zu sein.
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0.20
Abb. 5.2: UF fir LI und fir die

0.60
Fladcheninhaltsberechung nach (78).

0.40

0.30

Wird der Fl&cheninhalt mit Formel (78) nicht aus den primdren DHM-Daten gerechnet,
sondern aus interpolierten HOhen (Verdichtung des abgetasteten Profils), so ent-

spricht dies einer zweistufigen Rekonstruktion (wie in 2.1.7. ausgefihrt) mit LI
als zweiter Interpolation. In der Abschdtzung (81) ist dann fur Og der AR-Fehler,

wie er sich fur die zweistufige Rekonstruktion ergibt, einzusetzen.

Zum Abschluf sei noch erwdhnt, daB sich die Genauigkeitsschédtzung von Neigungs-

angaben auf analoge Weise behandeln liefe.
5.1.2.2. Genauigkeit von Orthophotos

Ein wesentlicher Faktor, der die Genauigkeit eines Orthophotos beeinfluft, ist
der H6henfehler der abgetasteten Profile, bezw. die Genauigkeit des DHM, das zur
Orthophotoerzeugung benutzt wird [3, 12, 20). Ist der mittlere HOhenfehler des
DHM bekannt, so 1Bt sich auf recht einfache Weise der entsprechende mittlere
Lagefehler im Orthophoto abschédtzen. Die empirischen Untersuchungen [20) haben
gezeigt, daB mit der Fehlerfortpflanzung des H&henfehlers sehr gute Ndherungswerte
angegeben werden kdénnen. Nicht nur die Lagegenauigkeit, sondern auch die HOhen-
genauigkeit von Stereoorthophotos 14t sich durch Fehlerfortpflanzung bestimmen,

vorausgesetzt, die H6hengenauigkeit des DHM ist gegeben (siehe (3)).
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5.2. Planung eines DHM

Fir welche Zwecke auch immer ein DHM zu erstellen ist, es werden in irgendeiner
Form Spezifikationen beziliglich der gewlnschten Genauigkeit vorliegen. Die zu be-
antwortende Frage ist, mit welchem Punktabstand und welcher Mefgenauigkeit muB
das Geldnde erfaft werden, damit eine fir das DHM vorgeschriebene Genauigkeit

erreicht wird.

Ist die Genauigkeit des DHM nur indirekt spezifiziert, indem z.B. der einzuhalten-
de mittlere Lagefehler des Orthophotos oder eine Toleranz flr den Volumenfehler
angegeben ist, so muf eine derartige Angabe zuerst in ein direktes Genauigkeits-
maf flr das DHM umgerechnet werden (Inversion der Beziehungen in 5.1.2.). Besonders
leicht zu beantworten wdre die Frage nach dem Punktabstand, wenn als Genauigkeits-
mafB die Glte spezifiziert wilirde, mit der die kleinste noch wichtige Geldndeform
durch das DHM dargestellt werden soll (15). Z.B. eine Geldndeform nmit einer Perio-
denldnge von A=1/v= 20 m soll mit einer Gilite von mindestens 80% dargestellt werden.
Mit Hilfe der UF 1l&4BRt sich dann das dafilir notwendige Abtastintervall angeben: Fir

LI Ax<5 m, fir KQ Ax<8 m (siehe Abb. 3.12).

Als kleinste noch wichtige Geldndeform sollen nicht Bruchkanten spezifiziert werden,
denen definitionsgemdf sehr hohe Frequenzen zukommen und die in der Regel am effi-
zientesten separat gemessen werden kdénnen, sondern Details der Oberfldche, die durch
ein Raster erfaft werden sollen. Wie in (15) ausgefihrt wurde, lieBe sich auch die
notwendige Mefgenauigkeit bestimmen, wenn nur die Gite der Darstellung fir die
kleinste Geldndeamplitude vorgeschrieben wdre. Der Vorteil einer derartigen Ge-
nauigkeitsspezifikation flr das DHM liegt darin, daB zur Planung der Geldndeauf-
nahme keine Information iliber das Geldnde ndétig ist, sondern die Kenntnis der UF
ausreicht. Zumindest fir einige Anwendungsgebiete bedeutet dies jedoch eine Ver-
lagerung des Problems der adequaten Festlegung von Punktabstand und Mefgenauig-
keit auf die Spezifikationsformulierung. Ist ndmlich der mittlere HOhenfehler von
Interesse - ein einfaches und in Spezifikationen hdufig verwendetes Genauigkeits-
maf - so 1l8Bt sich das kleinste Geldndedetail und die Glite, mit der es dargestellt

werden muf, nur aus der Kenntnis der Geldndegeometrie angeben.

Wenn die Geldndegeometrie in Form des Spektrums des aufzunehmenden Geldndes be-
kannt ist, kann Abtastintervall und MeBgenauigkeit so festgelegt werden,
dafl ein vorgeschriebener mittlerer Fehler des DHM eingehalten wird. Die Bestimmung

von (Ax,0y) und o,, ist in Abb. 5.3 schematisch dargestellt.

M
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Abb. 5.3: Diagramm zur Bestimmung von Punktabstand und MeBgenauigkeit

Der Unterschied zwischen dem Vorgang der Schdtzung der Genauigkeit eines bestehen-
den DHM (Abb. 5.1) und dem der Planung eines zu erstellenden DHM liegt, abgesehen
von der Spektrumbestimmung, in der Variation der Rasterweite und der MeBfehler-
grdfe. Ist der zu erwartende mittlere Fehler des DHM flir verschiedene Kombinationen
von Punktabstand und Mefgenauigkeit geschdtzt (Matrix aij,k)' 148t sich die je

nach den aufgestellten Entscheidungskriterien beste Kombination w&hlen, die die
gegebene Genauigkeitsspezifikation erfidllt. Die Entscheidungskriterien missen
unter anderem Kosteniberlegungen beinhalten (siehe z.B. (S)). Bei vorliegender

Photographie ist die mdgliche Mefgenauigkeit schon weitgehend bestimmt und 1&B8t
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sich nur mehr in einem engen Bereich variieren (Wahl des Auswertegerdts und Ope-
rateurs, stationdre oder dynamische Abtastung). Die UF ist in Abb. 5.3 als Eingabe
angedeutet; es lassen sich verschiedene RV, die bezliglich Verwedungszweck des DHM,
Rechenaufwand, etc. in Frage kommen, bereits im Planungsstadium auf Genauigkeit
hin tberprifen - dies gilt fir einstufige Rekonstruktionen genauso wie fir zwei-

stufige (siehe 2.1.7.).

Diverse Korrekturen (vergl. 5.1.1.) sind in Abb. 5.3 strichliert umrandet, da sie
nur dann aktuell sind, wenn das Spektrum aus einer tatsdchlichen Gel&dndeabtastung
gewonnen wurde. Schlieft man automatische Datenerfassungssysteme avs, ist es
freilich nicht sinnvoll, das gesamte Geldnde mit grofer Dichte abzutasten, um dann
iber Spektrum und UF herauszufinden, daB eine geringere Abtastdichte ausgereicht
hdtte. Demnach bleibt nur die Mdglichkeit ein (oder mehrere) Profil(e) zur Spek-
trumbestimmung zu messen - was bei photogrammetrischer Datenerfassuvng schon vor-
handene Photographie voraussetzt - oder das Spektrum, sei es profil- oder fl&chen-
bezogen, aus einer Geldndeklassifikation zu bestimmen. Nur solche Klassifizierungen

scheinen dafir in Frage zu kommen, die nicht auf umfangreichen Messungen basieren.

5.2.1, Spektrum aus einem gemessenen Profil

Auf Grund der durchgefiihrten Untersuchungen 148t sich annehmen, daf sich an Hand
eines gemessenen Profils, das zur Spektrumbestimmung dient, gute Genauigkeits-
vorhersagen fir das Flachen-DHM machen lassen. Aus Genauigkeits- und Kostengrinden
kommt fiir eine Profilmessung zu Planungszwecken im allgemeinen nur das photogram-
metrische Stereomodell in Frage (direkte HShenmessung im Feld ist meistens zu
kostspielig, Digitalisierung einer HOhenlinienkarte zu ungenau, es sei denn, es

liegt eine im Vergleich zum geplanten DHM grofmafBstdbige Kartierung vor).

Da das Aufldsungsvermdgen des Spektrums durch die Profilldnge festgelegt ist

(Av = 1/L), soll sich das zu messende Profil méglichst lber das ganze Stereomodell
erstrecken, wobei Lage und Richtung so ausgesucht werden sollen, daf durch das
Profil die stdrkste im Modell vorkommende Geldndevariation erfaBt wird. Dies, da
der Fl&chenfehler eher gr&Ber als der Profilfehler ist (siehe 4.1.1.). DasAbtastin-
tervall A ist so zu wdhlen, daf damit die wichtigen kleinrdumigen Geldndeformen
erfaft werden. Kleinformen mit einer Halbperiode kirzer als A bewirken cine Spek-
trumverformung (Verflechtung). Die Periodenlénge dc¢s kleinsten noch wichtigen
Details kann aus seinem maximalen Anstieg und minimalen KriUmmungsradius abgelei-

tet werden:
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Abb. 5.4: Maximaler Anstieg und

% !
4//| Y 'p minimaler Krimmungsradius bezw.
L |-
N R .l Amplitude und Halbperiode einer
— A2 — Kleinform.

Eine kleine Kuppe etwa kann durch eine halbe Sinuswelle angendhert werden. Fir

. am
eine Sinuswelle mit der Amplitude p und der Periode A - s(x) = p swn(jrm) - gilt:

ds) — gt _2r

Maximaler Anstieg: tana = (
max A
max

2 s, s2W
P sv,n(Tx)

Krimmung: =

2 ) P
1+ pZ(Z;T) cosz(z—;la:) 2

Die Kriimmung ist maximal fir x=)/4, damit ergibt sich fiir den minimalen Kriimmungs-

radius als Reziprokwert des Absolutbetrags der maximalen Krimmung:

p 2n tan“a
Daraus folgt:
g = xtana X = Zmnxtano

Jede Kleinform, deren Halbperiode kleiner als A ist, bedingt einen Beitrag zum

2
S

dieser Beitrdge nicht auf und dariber hinaus verursacht noch die auftretende

AR-Fehlerquadrat von ndherungsweise p2/2. Im Schidtzwert 0% scheint die Summe

Verflechtung eine Fehlschédtzung (vergl. Abb. 2.4, 2.5).

Liegen die gemessenen Profilhdhen vor, kann nach der Profilhorizontierung das
Spektrum als FFT gerechnet werden und sodann gemdB Abb. 5.3 der AR-Fehler fir
verschiedene Intervalle Axi geschdtzt werden. Flr Abtastintervalle Ax<A werden
sich nur sinnvolle Schétzwerte ergeben, wenn das Geldndeprofil keine Komponenten
mit Frequenzen héher als 1/2A enthdlt. Die Korrektur der Schitzwerte wegen eines
zufdlligen MeBfehlers, der den HOhen zur Spektrumbestimmung anhaftet, kann mit
Formel (26) berechnet werden. Die lbrigen Korrekturen lassen sich wie in 5.1.1.
beschrieben anbringen. Beim Schluf vom AR-Fehler des Profils auf den der Flé&che

148t sich noch ein gewisser "Sicherheitszuschlag" anbringen (vergl. 5.1.1.).
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Im allgemeinen wird man nur an einem Quadratraster interessiert sein, es sei denn,
das Geldnde weist in der x-Richtung eine ausgeprdgt andere Variation als in der

y-Richtung auf. Fir diesen Fall sollte je ein Profil in x und in y gemessen werden.

muf aus ﬁzoz abgschédtzt werden, wenn K nach

Die erforderliche Mefgenauigkeit o M

M
(14) aus der univariation UF gerechnet wird.

Zur ndheren Erlduterung kann das auch in 5.1.1. angefiihrte Beispiel (Seite 89)
dienen: Flir "Geldnde" T6 sei ein DHM zu erstellen, das bei bilinearer Interpolation

einen mittleren Fehler von g = 3 m haben soll. Bei vorliegender Weitwinkelphotographie

vom MaBstab 1:50.000 wére Oy = 2.5 m (= 0.33% der Flughdhe) eine realisierbare
HéhenmeBgenauigkeit. Damit 1&Bt sich eine Meffehlerauswirkung von (2/3)20é = 2.8
erwarten (vergl. Seite 32 und Tabelle 3.5). Die Abschdtzung mit Hilfe der UF der
LI ergibt: ﬁzcé = 2.2. Somit muB Axy so gewdhlt werden, daB 0552.5 m (=

ist.

Den folgenden Berechnungen wird nun eine Abtastung des Profils T6 mit A = 10 m

G - . : . <
und o,, = 0.5 m zu Grunde gelegt: Aus einem Experiment zur Bestimmung von { (siehe

M
Abb. 3.25, 3.44) wurden fir {Ax = 10,30,40,50 m} die rohen AF-Fehlerquadrate

{0.161, 2.514, 4.348, 6.660} erhalten. Durch die Korrektur mit 35 (siehe Abb.

3.41) ergibt sich {8§ = 0.131, 2.34, 4.15, 6.45}. Mit einer (1/T)% Optimismus-

korrektur (siehe 5.1.1.) folgt sodann: GS(Ax:40) = 2.7 B GS(A(C:.)O) = 2.8 m.
Demnach miBte Axy = 40 m ausreichend sein; der tatsdchliche AR-Fehler fir BLI

und Axy = 40 m wurde als 2.5 m errechnet.

*
Wirde man das Profil T6 mit einer Genauigkeit von Oy = 8 m messen, so kdénnten

sich fir {Ax = 30,40,50 m} z.B. die rohen AR-Fehlerquadrate {48.33, 54.55, 59.50}

ergeben. Daraus nach der Korrektur mit 85: {Gé = 3.09, 4.62, 6.76). Mit der

{1/T)% Optimismuskorrektur erhdlt man dann: GS(Ax=4O) = 2.3 m, GS(AxZSO) = 2.8 m.
In diesem Fall wirde man somit selbst bei relativ ungenauer Profilmessung noch
eine richtige Einschdtzung der geeigneten Rasterweite erhalten. Je gr&Ber aber

Ax, umso mehr kann der tatsdchliche MeBfehlereinfluf von 85 abweichen - wie die

empirischen Untersuchungen gezeigt haben - und absolut gesehen wird die Abweichung
2

M
Fehlers ist aber vorallem ein hinreichend kleines Abtastintervall A-

umso splirbarer, je grdfer o ,. Ganz wesentlich flir eine gute Schédtzung des AR-
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5.2.2. Gelédndeklassifizierung

Eine wenig aufwendige M&glichkeit der Geldndeklassifizierung bietet sich an, wenn
man auf "DHM-Erfahrung" zurickgreifen kann. Man kénnte ndmlich aus jedem einmal
erstellten DHM das Spektrum des betreffenden Geldndes berechnen und dieses ent-
weder direkt oder in parametrisierter Form abspeichern. Anstatt das Spektrum der
erfaften Oberfldche zu bestimmen, wird es in der Regel ausreichend sein, das
Spektrum eines charakteristischen Profils, ndétigenfalls mehrerer Profile, zu be-
rechnen. Liegt fir ein neu zu erstellenden DHM Geldndeinformation vor - in der
Form einer topographischen Karte oder eines Stereomodells -~ 1l&Bt sich das "neue"
Geldnde einem "alten" auf Grund eines visuellen Vergleichs zuordnen. Das Spektrum
des &hnlichen Geldndes wird sodann zur Genauigkeitsschdtzung nach Abb. 5.3. heran-

gezogen.

Bei einer derartigen visuellen Klassifizierung muf auf zweierlei geachtet werden.
Einerseits sind die vorhandenen H&henunterschiede ausschlaggebend, da sie die
Amplitudengr&Bfe beeinflussen, andererseits die Geldndebewegtheit, da die Ausdehnung
von Kleinformen die Frequenzbreite festlegt (siehe Beispiel 2.1.5. sowie Abb.

3.1 - 3.4 und Abb. 3.6 - 3.11). Eine recht einfache Parametrisierung eines Profil-
spektrums wdre durch seine Approximation mit einer GauBschen Funktion, coexp(—czvz),

gegeben. Damit wdre co ein MaB fiur die Amplitudengrdéfe und ¢, ein MaB fiur die

i
Frequenzbreite. Je grdéfer cO und je kleiner cl, desto gréBer der zu erwartende

AR-Fehler bei festem Abtastintervall.

Eine rein visuelle Zuordnung eines Geldndes zu einem anderen oder Zu einer Gel&dnde-
klasse hat zwar den Vorteil, daB keinerlei Messungen erforderlich sind, aber
sicherlich den Nachteil, daB damit nur grobe Abschdtzungen zu Planungszwecken
ermdglicht werden. Eine Verfeinerung der Klassifikation in verschiedenen Stufen

ist méglich, indem das Geldnde mehr und mehr quantifiziert wird. Dabei 1&Bt sich
an Krummungs- und Neigungsbestimmung relevanter Kleinformen sowie dominierender
Geldndeformen denken (siehe 5.2.1.), oder etwa an die Bestimmung der Anzahl
Wendepunkte in einem Profil (1 ) und des mittleren HOhenbereichs zwischen zwei

Wendepunkten, und letztendlich and die Profilabtastung.

Die Beurteilung der Geldndegeometrie wird sehr effizient bei der Datenerfassung
nach der Methode von "Progressive Sampling" (18) durchgefihrt. In Folge der
schrittweisen Geldndeaufnahme in einem stets kleineren Raster ist eine gestufte

Gelédndenanalyse mdglich, die eine Geldndeklassifizierung vor der Mossung Uber-
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flissig macht. Es muf lediglich die kleinste erreichbare Rasterweite definiert
werden, womit sich die Abtastparameter (Gr&Be der Teilgebiete und Anzahl der

MeBdurchgdnge) bestimmen lassen. Die Auswahl der zu messenden Héhen (Festlegung
der lokalen Rasterweite) geschieht auf Grund der Analyse der Daten aus dem vor-
angegangenen Mefdurchgang nach dem Kriterium, daB das Geldnde zwischen zwei ge-
messenen HOhen nicht mehr von der linearen Verbindung abweichen soll, als ein

vorgegebener Schwellenwert.

6. SCHLUSS UND AUSBLICK

Die Zielsetzung der Untersuchung war, ein Verfahren zur Genauigkeitsschdtzung
eines DHM auszuarbeiten. Dietheoretischenﬁberlegungen wurden durch kontrollierte
Experimente an synthetischen Geldndeoberfldchen ergédnzt, um sowohl die Zusammen-
hdnge und Einfllisse im Genauigkeitsverhalten zu verdeutlichen, als auch um die
Anwendbarkeit sowie die Grenzen der Mdglichkeiten des Verfahrens an Beispielen

aufzuzeigen.

In Ubereinstimmung mit anderen theoretischen und experimentellen Untersuchungen
zur Genauigkeit der Geldndedarstellung durch ein DHM wurde deutlich, daB die Ab-
tastdichte von ausschlaggebener Bedeutung flir die Gellauigkeit ist und im Vergleich
dazu der Interpolationsmethode eine untergeordnete Rolle zukommt. Der Beitrag,
den ein zufélliger Fehler bei der Messung der GeldndehShen zum mittleren Fehler
des DHM liefert, konnte in Abhdngigkeit der Interpolations- bezw. Filtermethode
formuliert werden. Keine der ublichen Methoden vermag eine vollstdndige Unter-
drickung eines rein zufdlligen MeBfehlers. Weiters weisen die angestellten Unter-
suchungen darauf hin, daB die Ergebnisse einer Profilanalyse den Schluf auf die
Genauigkeit der Fldchendarstellung zulassen. Dies erdffnet eine glinstige Perspek-
tive fir die praktische Durchfihrung von Genauigkeitsschdtzungen, cda der zwei-

dimensionale Fall in jeder Hinsicht leichter hantierbar ist.

Das vorgeschlagene Verfahren zur Genauigkeitsschdtzung basiert auf der Konzeption
der spektralen Zerlegung einer stetigen Funktion einer oder zweier Variablen.
Daraus ergeben sich fiur die Anwendung auf eine Geldndeoberfldche begrenzter Aus-
dehnung Nachteile. Die Fourieranalyse eignet sich vorziliglich zur Beschreibung
periodischer Funktionen (siehe Beispiele 2.1.5. und 2.2.4.), aber flir einen Ge-
ldndeausschnitt wird die Summe einer endlichen Zahl harmonischer Komponenten kaum
jemals etwas anderes als eine Ndherung sein. Aus der DFT einer beschrédnkten An-

zahl von Geldndehdéhen kann dadurch nur ein Ndherungswert fir die Genauigkeit eines
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DHM erwartet werden. Die Ergebnisse der empirischen Untersuchungen lassen jerloch
hoffen, daf sich mit der FFT der abgetasteten HOhen - nich weiter aufbereitet als
horizontiert - brauchbare Abschdtzungen ergeben, ausreichende Abtastdichte vor-

ausgesetzt.

Wenn die Genauigkeitsanspriiche an das DHM gering sind, ist ein in bezug auf die
Geldndevariation grobes Raster hinreichend. In diesem Fall ist es jedoch ratsam,
zusdtzliche H6henmessungen zur Spektrumbestimmung heranzuziehen. Ein Vorteil der
Berechnung des AR-Fehlers aus FFT und UF liegt in der einfachen Durchfiihrbarkeit.
Die angegebenen Schdtzformeln berilcksichtigen der Einfachheit halber nicht den
Verflechtungseffekt. Die Beispielrechnungen haben gezeigt, daB sich die dadurch
bedingte Unsicherheit in vertretbaren Grenzen hdlt. Die Einbeziehung des Ver-
flechtungseffekts hdtte ansehnlich komplexere Formeln zur Folge. In gewissem Sinn
stellt auch die Beschreibung eines zufdlligen Meffehlers durch ein Spektrum mit
einem konstanten Wert eine Vereinfachung dar. Nur fir ein DHM mit einer grofen
Anzahl gemessener HO6hen gewdhrleistet dieser Erwartungswert eine gute Abschétzung

des Meffehlerauswirkung.

Das Hauptaugenmerk der Abhandlung galt der Schdtzung des mittleren Fehlers eines
DHM. Nun ist der mittlere HOhenfehler als Globalmaf filr die Genauigkeit dér Ge-
ldndedarstellung durch das DHM sicherlich fir einige Aufgabenstellungen von Inte-
resse, fir andere aber von zu geringer Aussagekraft. Gerade die spektrale Be-
trachtungsweise erméglicht jedoch detailliertere Qualitdtsangaben. Die UF ist ein
ausgezeichnetes Hilfsmittel zur Beurteilung von Interpolations- uné Filtermethoden,
zur Parameterwahl einer RV sowie zur Festlegung der Glite, mit der cie einzelnen
Geldndekomponenten durch das DHM erfaft werden. Mit Hilfe der UF (und dem Spek-
trum des Geldndes) liefe sich Uber den AR-Fehler hinaus der mittlere Fehler pro
Geladndekomponente angeben. Auch sollte es mdglich sein aufzuzeigen, in welchem
Map Krimmungsverhdltnisse richtig dargestellt werden; dazu bedarf es aber noch
weiterer Untersuchungen. Eine fir kartographische Zwecke formgetrete Geldnde-
darstellung (Schichtlinien, Schattierungen) erfordert eine gute Erfassung von
Bruchlinien. Ein globaler,mittlerer HOShenfehler kann nur sehr beschrdnkt Auskunft
dariber geben, inwieweit ein DHM eine ausreichende Bruchlinienreprdsentation
bietet. Es ist naheliegend, Bruchkanten separat zu messen und dafir auch spezi-

fische Beurteilungskriterien zu entwickeln.
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Die vorausgesetzte dquidistante Digitalisierung bedeutet eine Einschrdnkung fir
die Anwendbarkeit der vorgeschlagenen Vorgehensweise. Dies betrifft sowohl die

UF wie auch die Spektrumberechnung. Zwar ist es denkbar, die UF fiir eine unregel-
médBige Punktverteilung zu bestimmen, jedoch jede spezifische Anordnung hat ihre
eigene UF. Das Spektrum l&Rt sich nicht mehr mit geringem Aufwand als FFT be-
rechnen, sonder muf Uber den Umweg der Autokorrelationsfunktion bestimmt werden.
Es ist anzunehmen, daB sich im Fall einer Geldndeaufnahme, bei der in etwa ein
Raster eingehalten wird, die Formeln bezogen auf den durchschnittlichen Referenz-
punktabstand anwenden lassen. Bei einer linienhaften Aufnahme, wie der Digitali-

sierung von Schichtlinien im Stereomodell, ist dies nicht mehr méglich.

Das Verfahren zur Genauigkeitsschdtzung eines DHM mittels Spektralanalyse ist

durchaus in der Praxis anwendbar, doch sind noch Ergdnzungen und Verfeinerungen,

sowohl theoretischer wie experimenteller Art vorstellbar. Dazu zdhlen vor allem

- die Bertlicksichtigung systematischer Fehler (dynamische Abtastfehler, Stereo-
modelldeformationen),

- das Formulieren von Unsicherheitsangaben fir die MeBfehlereinflisse,

- Verbesserungen in der Spektrumbestimmung,

— die Modellierung des Verflechtungseffekts,

— die Identifikation leicht quantifizierbarer Merkmale zur Geldndeklassifizierung
fir Planungszwecke und

- eine empirische Uberpriifung des Verfahrens an wirklichen Gel&ndedaten.

Zum Abschluf sei noch darauf hingewiesen, daB Spektralanalyse und Ubertragungs-
funktion auch fir andere digitale Modelle ein wertvolles Hilfsmittel zur Quali-
tdtsbeurteilung sein kénnen. In der Kartographie und der digitalen Bildverarbei-
tung stellen sich &dhnliche Fragen wie flir das DHM. Ein entsprechendes Beispiel

fiir das Nutzbarmachen der Idee der Ubertragungsfunktion ist in t19) gegeben.
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ANHANG 1

Rekonstruktion als Faltung

(s8]

Fflx) = J a(t) g (a-t)dt

-0

Mit der Substition -t = u erhdlt man:

— 00 o]

Flx) = - J alx-u) gi(u)du . J al(x-u) gi(u)du

[+

—2n
Da g (u) = fy(u) +m.(uw) = /, [ flaz) + m(laz))s(u=-1oz)
Z:‘—oo
folgt
Flz) = I a(z-u) /, (f(loz) + m(lox))s(u-lox)du .
[=—o

== 00

Da §(u-lAx) nur ungleich Null ist, wenn u = LAz, gilt:
i
Fle) =/, alz-lox) (f(laz) + m(lpz))

—=00

f(ldx) + m(ldx) = g(lox) sind die vorliegenden Referenzwerte;
a(tz) sind die den Referenzwerten zugewiesenen Gewichte. Sie sind abhdngig von
der Distanz zwischen interpoliertem Punkt X und Referenzpunkt

%53 tl sx - lhe = x - T -

In Matrixschreibweise: f(x) = aTg
T _
g = e g(=bx) g(o) g(bx) g(2bx) . .
aT = [. alz+px) alx) alx-px) alx-2pax) .]
f an der Stelle x wird also als Linearkombination der Referenzwerte berechnet.
z.B. Interpolation nach kleinsten Quadraten: f(z) = bTB—lg = aTg



Al.z

oder lineare Interpolation:

- _ _x -z & - X T
flx) = (1 - g y t (xl+1__x§}‘ , 8gs«® e[ . )

Bei &quidistanter Referenzpunktverteilung gilt fir LI:

-7 - x-10x
- Az
e=lbx _ , _ x=(l+1)bx
Ax Ax

und die Ulbrigen Elemente von & sind Null. Dies entspricht der Generierung des

Gewichtsvektors a auf Grund der Funktion

1 fir
a(t) = 5 t; = - lAx

0 far



ANHANG 2
Faltungstheorem

1) Herleitung des Faltungstheorems fuir den zweidimensionalen Fall:

(o]

J a(t)g(x—t)dt

-00

gilt F(v) = A(v) G(v) ;

Wenn f(x)

- fmA -y
F(frz)) = | Flae JEMNVE G 4 = 1

—-00
(o]

wobei f(v)

A(v) = Fla(t)) = J a(t)e 2™t ay
G(v) = Flg(z)) .
Beweis:
F(v) = J[ j a(t)g(x-t)dtje'jz"vxdx
= J a(t) [Jg(x—t)e_jzwxdxjdt 5
da J g(x—t)e_j2"vxdx - J g(u)e_jZWv(u+t)du

- e“JZﬂVt.[g(u)e—JZNVMdu

- 00

= e-‘jzwt G(v)

3
ergibt sich weiter

(o]

f’(v) = J a(t)e—jzm)t G(v)dt =

-0

= A(v) G(v) .

A2.
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2) Herleitung fir den dreidimensionalen Fall:

oo

Wenn }‘(x,y) = ” als,t)g(x-s,y-t)dsdt ,
gilt ﬁ(v,u) = A(v,u)G(v,u);
wobei F(v,u) = F(F(z,y)) = jT f(x,y)e-j(2ﬂvx ’ 2ﬂuy)dxdy

Alv,n) = Flals,t)) = ﬁ a(s,t)ed (B8 * 2ut) 4o gy

G(v,u) = F(g(x,y))
Beweis:

Fu,u) = JT (ﬁ als, t)g(z-s,y-t)dsdt)e™d (™% * 2T gy

= JT als,t) | JT g(x—s,y—t)e-j(Zwvx * Zﬂ“y)dxdy ) dsdt

- JT glz-s,y-t)e ‘ax y = JOJ? g(u, g) o IEmVREvetUL) 4 g,

e-ng(vs+ut) Glvu)

oo

-~ r —-— y
gilt  F(v,u) = ( JJ als,t)e™ (BTvstemit) gy ) G(v,u)

- 00

= A(v,u) G(v,u) .
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ANHANG 3
Replik des Spektrums durch Abtasten

1) Spektrum eines abgetasteten Signals, zweidimensionaler Fall [6):

<=
Abgetastetes Signal: fi(x) 2>‘J f(lax) 8(x=lhx) =

= flz) 1(x)
&

Reihe von Deltafunktionen: <z(x) = ,)J §(x-1Ax)
l=—c

Definition der Dirac Delta- oder Impulsfunktion:
j 0, x#0

l © , x=0

E Jé(x) dx = 2

- 00

§(x) =

Fouriertransformierte des abgetasteten Signals:

Wenn F(v) = F[f(x)) und I(v) = F(i(x)), dann gilt nach dem Faltungstheorem:

oo

F(f(x) i(x)) = I F(v=u)I(u)du .

Beweis:
f Jemvx
= J I(u) (| F(v-u)e dv)du = (mit v=v - u)

= J I(u) J Flv)ed 208y 4 =

- 00

oo (>4

- 00

= 2(x) flx)



2.2

Die Fouriertransformierte I(v) der Reihe von Impulsfunktionen ist wiederum eirne

Reihe von Impulsfunktionen:

1
Ax
Daraus folgt fir Fi(v):
1 ' /A
:Kx— ZI:_“:D F(v- —A;)

2) Dreidimensionaler Fall:

Abgetastetes Signal: f.(x,y) = f(x,y) Z(x,y)

Bivariate Reihe von Deltafunktionen: Z(x,y) =

N

/
[==w

1
Ax

-
/

==

!
5(\)- A—x )

8 (x-lbox,y—-khy)

Definition des bivariaten Dirac Delta- oder

Impulsfunktion:

0 ; x,y#0
8§(x,y) =

© 5 Z,y=0

Fouriertransformierte des abgetasteten Signals:

oo

Fi(v,u) = F[fé(x,y)) = JJ F(v-u,u=v)I(u,v) dudv

=00

wobei F(v,u) = F[f(x,y)) und I(v,u) = F(i(x,y)) .

co oo

Beweis: F‘J(F flz,y)ilx,y))

=00 =00

(o] (o]

-0 =00

mit § = v-u und n = pu-v folgt weiter:

B ff I(“’”)(JI Fle,n)ed 2T (BT + (n40)y)

dedn) dudv

s JJ 8(x,y) dxdy = 1

F(v=u,u=v)I(u,v)dudv ejgﬂ(vx+uy)dvdu =
(

Jf I(u,v)(JJ F(v-u,u-v)ejgﬂ(vx+uy)dvdujdudv =



- 00 -00

= i(x,y) flasy)

;5 L
Ew La e W
o0 - a
_ k
Daraus folgt: F.(v,u) = JJ F(v=u,n v)AxAy Z—‘; i(v iz M Z;J dudv=
-t A,
_ 1
SV

Abb. Al: Schematische Darstellung des Amplitudenspektrums |F£(v,u)]

Die Gleichung fdr Fi(v,u) zeigt, daB das Spektrum des abgetasteten Signals
f:(x,y) ein periodisches Abbild des Spektrums von f(x,y) ist. Die Periodenl&nge
in der x-Richtung ist z% , die in der y-Richtung - (siehe Abb. Al) - dies unter
der Bedingung, daB F(v,u) gleich Null ist fir |v|3_22x und |u|3_2iy ; ansonsten
tberlappen sich die periodisch wiederholten Spketrumelemente (Verflechtungs-

effekt, vergleiche Seite 9).
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ANHANG 4

Auswirkung eines rein zuf&lligen MeBfehlers bei linearer Interpolation

- Herleitung im Ortsbereich

idx

Abb. A4: Illustration zur MeBfehlerauswirkung

0] (i-1)Ax (i+1)Ax

Fehler des rekonstruiertenSignalsfo) im Punkt j im iten Intervall:

Bij + mij

843 Fehler bedingt durch das Abtasten von f(x) und die Rekonstruktion mit LI.
(Wdren die abgetasteten Werte nicht mit einem MeBfehler behaftet

mMs My oees gleich Null - dann wlre die strichliert gezeichnete Linie der

Abb. A4 das rekonstruierte Signal.)

m.. Fehler bedingt durch die unkorrelierte Zufallsfolge mi
L= 0, 1y ooe M E{mi} = 0.

n Anzahl der Abtastintervalle, nlx = L.

k  Anzahl der Kontrollpunkte per Intervall.

Varianz des Meffehlers m.:

2 =72 1 & o
h=jim n g
1=1

o

o,

Schdtzvariable fir die Varianz von e:
n k

42 2 1 2
“n o i=1 %k =1 %5

g

S~



Da e2. =382, +m%. + 28..m.., folgt:
i - T84 T 44 1§ ig
;2 k ) ;- k ) 9
g B 1
Prop L Leiitig X 2 mitox
= 22 ~2 2
=95 %% * 9%p
Im Fall von LI gilt fir mij:
My T Mi-1
Mg =M1 7995 475 —¢——

Liegen unendlich viele gemessene Werte vor, dann verschwindet GS

_C_{_ .
mt kI8
14im 1 ..) =20 Zimik
kynoo nog=1 J=1 L nkse "t
m. = m.
vim ¢ L= je,. ) =0 Lin &
k, 1< 1=1 k2 gE1 J nae g
o 22 N 2 2 5% :
Fir op gilt: 4 (mi-l + q4jé + 2mi—1 qd )
om .
2 . 1-1 .
=’"§-1+gk‘f:‘72+ K quz
e N 2 1 k+1 2k+1
S Mg gt (mg =eHb_ 0T G o
b L 8 = 2, 2
il"z k4 Mgy =g (g * oy F oy my, )
m o2=Lg2 4152 i94md = 2ae
fliz REFHFTIWMTEmM M ™1 T3 %

Somit folgt fir die Varianz des Fehlers von f(x):

mi-1

(m.-m.
‘L -

-1

)

k+1

k



ANHANG 5

A5.1

AR-Fehler bei einer zweistufigen Rekonstruktion

Abwandlung des Signals (siehe 2.1.7.)

Zugehdrige Fouriertransformierte

flx) F(v) = 0
fi(x) = ZZ-; f(ZAxl)G(x-ZAxl) Fi(v): Ag]
mi(x) == Mi(V) =0

Lo <]

z(x) = I al(t)fi(w-t) dt z(v) = AJ(V)Fi(v)

zi(x) = z(ZAxZ)G(x—Zsz)

- R -
Zi(\)) S Amg{ Z]

=0

Lo <]

Ax
2
%g bedeutet Replik von F(v) mit der Periode 1/Ax (siehe Anhang 3 und Abb. 2.4,2.5).

= Axl/m; m ist eine ganze 2Zahl.

Zi(v) ist nicht ein periodisches Abbild von Z(v), sondern von der verflochtenen
Transformierten Z(v) , da im allgemeinen Z(v)#0 fir |v|z_1/2Ax2-

Entsprechend der Formulierung (11) in 2.1.2. gilt fdr Z(v):

2 Z(v-i) !

Da Fi(v) periodisch ist und vorausgesetzt wurde, daB Az, ein ganzzahliges

Vielfaches von Ax2 ist, folgt:

Zi(v) ist die auf
(Zl(v) = 0 fir |v|

verflochtene Systemfunktion der ersten Rekonstruktion

Der Fehler des rekonstruierten Signals ist e(x) = f(x) - f(x), seine Fourier-
transformierte E(v) = F(v) - F(v). Wenn mi(x) = 0, dann ist die Varianz von e(x)

die Varianz des Fehlers wegen Abtastung und Rekonstruktion:

Lo <]

og = J |E(v)|2 dv



AS5.2

Aus den obigen Beziehungen folgt:

Beridcksichtigt man die Beziehung (10.1), so 148t sich die folgende Trennung

vornehmen:

E(v) = Ag(v) Zj(v) b, F.(v)

1
e R

Lawns g v oy

( )
oz, Py 4y

2

Mit der Normierung Zl = (J/Axl)zl und AZ = (1/Ax2)A2 und der zu (12) analogen

Herleitung ergibt sich:

|F(v)|? dv +

v
~~ ~
+ 2 [ Zﬁi(v) Ag(v) | &z, Fi(v)l2 dv +

~—

Y
Nl

(1 - 4,(v) A (v))2 + 242(v) Eﬁ% + |F(v)|2 dv +
1 2 1 =1 2 ax2

~ k
2 T 2
L E : A2(v + 2)} IAxl . |4 dv

k:—oo

tan

-V



ANHANG 6 A6 .1

Analytische Ableitung der Ubertragungsfunktion fir bilineare Interpolation

Ausgehend von der Uberlegung, daB sich eine stetige Funktion auf dem Gebiet
LX.LY als eine Linearkombination von harmonischen, (bivariaten) Sinuswellen
auffassen 14Bt, kann man, sofern Abtasten und Rekonstruktion ein lineares System

darstellen, das Systemverhalten nach folgendem Prinzip formulieren:

Eine Sinuswelle f(x,y) = 8in(2nvx+2muy+¢$) wird in einem Rechtecksraster mit der
Maschengr6fe Ax.AYy abgetastet. Fir eine Rastermasche IJ 148t sich je nach Rekon-
struktionsvorschrift die Fl&che f(x,y) angeben und damit der Fehler

e(x,y) = flx,y) - f(x,y) bezw. seine Varianz bezogen auf IJ. Durch Mittelung

liber alle Rastermaschen (Gesamtgebiet LX.LY) erhdlt man die Varianz des Fehlers
wegen Abtastung und Rekonstruktion fiir die Sinuswelle und somit die Ubertragungs-
funktion.

Im Fall einer Rekonstruktion durch BLI ergibt sich, analog zur Ableitung der UF
far LI in (14):

Eingangssignal: flx,y) = sin(2mvx + 2muy + ¢) ; ¢ =0
Abtasten: f%,j = 31n(2nvmi + Zwuyj)
xi:iAx; 750, 1, n; nhx = LX
y; = by 5 4 =0, 1, m; mby = LY
Rekonstruktion flir die Rastermasche IJ: Ty S &< Tpgs yj <y :_yj+1
o sl i 0 it .
fz.g (ft+1,.7 f‘luj)

R I L
(x—xi) (y-yj)

*fa5 7t Toen,ge1 = Fren,g = To je’ bz by

sd
Fehler fir I¢: Iue(x,y) = IJjYx,y)

. , Yaer fie ,
Varianz fir IJ: Oij = Tty J J 178 (x,y) dxdy



A6.2

|

by Ax

Nach den entsprechende Substitutionen und der (keineswegs kurzen) Ausarbeitung

ergibt sich mit w = 27v und ¢ = 2mwu:

- cos ((2i+1)wbz + (24+1)vay)

J J f2(x,y) dxdy
Ay bLx

J J f2(x,y) dedy + aosZY%H) + coswbx cosybdy -
Y

Ay A
- (1 + 4 cosuhx coszméi + 4 cosyhy 1 x
( i
-2 I J flx,y) f(x,y) dedy = - ——EEEE— + (atnuwix sinydy +
Ay Ax 2
Foo, sinzfgi
-————:—— e sinply - HHEEE stnwa) x

2 2
x cos([2i+1)wa + (24+1)wty) }

Der lange Ausdruck fir cij 148t sich in zweli Komponenten aufgliedern:

oéj = g(u,v) + nl(u,v) cos(ai + Bj)

mit u = %%? =vAx , v = = wy o, o= (2i+1)2nu s Bj = (2j+1]2nv;

Elu, ) & 1



A6.3

Varianz fir LX.LY:

1

o(n,myu,v) = o

= (E(upv) + n(uyv) ¢ (nymyu,v))*

8in naému 8in mamv
— ——=— CO08 (n2’ﬂ'u + m21rv)
n awnltu m

Bei endlicher Maschenweite und unendlichem Gebiet LX.LY gilt:

1im o2(nymyu,v) = 02(u,v) = E(u,v)
n,m

Somit folgt fir die ﬁbertragungsfunktion:
H(u,v) =1 - V2 o(u,v) = 1 -

Es lieBe sich weiters zeigen, daB die ﬁF bei unendlich groBem Gebiet LX.LY un-
abhdngig von der Phase ¢ ist - wenn u<1/2 und v<1/2 ist.

Wie in 2.2.2. angedeutet, enthdlt eine bivariate Fourier Reihe auch Komponenten
der Art sin(2mvx - 2myy + ¢!. Verwendet man eine Sinuswelle diesen Typs als
Eingangssignal, so &ndert sich gegeniiber der obigen Ableitung nur n(u,v) und
t(u,v), nicht aber &(u,v), da in E(u,v) p bezw. v nur in quadratischen Formen

aufscheint.

Es ist zu sehen, daB H(u,v) nicht trennbar ist:

: 2
H(u,v=0) = H(w) =1 - (2(1 - %‘3in2ﬂu _ {siznu} ) ¥

(vergleiche UF fir LI, 2.1.2., Seite 13).

H(u,v) = 1 -

2
2 - 3‘9- ginlm - 1(="22) }



ANHANG 7
Mittlerer Fehler eines aus dem DHM gerechneten Volumens
1) Zweidimensionaler Fall: Mittlerer Fehler eines Fl&cheninhalts

Fehler von IZ e, = J flx)dx - IZ 3 xe(xz,xl+1)

Ax
f+Ff .
TN B J Flz)ds
Ax
F141

; (x-xz) + fZ (lineare Interpolation)

Abb. A7: Fehler eines

Flacheninhalts IZ e, = J (f(x) - f(x)J de = J e(x) dx

Ax

Mittlerer Fehler, berechnet aus 7n Abtastintervallen:

Fir die Varianz gilt somit:

Da é J e(x) dx <



A7.2

2) Dreidimensionaler Fall: Mittlerer Fehler eines Volumens liber eine Rastermasche

gerechnet
f + + f + fz.'.
s 1,k+1 _
ik = 4 T MMy S
= [ | Fow) asty
Az Ay
+ (fl,k - fl,k+1 + fl+1,k+1 = fl+1,k) %i?k (bilineare Interpolation)
Fehler von Vlk: €1k = J J (flz,y) - f(x,y)) dzdy
dx Ay

Mittlerer Fehler von V, berechnet aus n.m Maschen:

Varianz des Volumenfehlers:

A

n m
oglz-_-:rnn_; 7<Z—1: {M_lAy- j J e (z,y)dxdy
- g b, by,

Zum Vergleich die Varianz des Fehlers wegen Abtastung und Rekonstruktion mit BLI:

2 - 1 i
0% = —
o nm gz
2
Da I [ e(x,y) dzdy| < J J e?(z,y) dedy, folgt:
' Ax Ay Ax Ay
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