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Der geometrische Charakter der Zwillingsbildungen ist seit dem l3egi11nc ·dieses .Jahrlnmclerts 
ein Gegenstand seharfäiuniger und erschöpfender Arbeiten gewesen; die Sehi.ipfcr und ausge
zeielmetsten Fortbilclcr <ler heutigen )fineralogie haben nach einander die bewunclerung·s
wiirdige Kraft ihn•r Arnwhauung an dem Studium der Hemitropien versucht, und es ist z11 
erwarten, dass L c y <l o 1 t's schöne l\Iethode den letzten Stein zur Vollendung dieses "\V crkcs 
liefern "·erde. 

Über den genmetriseh-krystallograplnschen Charakter hinaus erstrecken sich aber diese~ 
Forschungen nieht. Die Physik dieser Bildungen blieb bisher unbeachtet, oder doch unbetraehtct. 
Es Ü•t einleuehternl, dass in den Gesetzen, welche die l\Iolekularactionen der Individuen aus-
8prechen, auch clie der Zwillingsbildungen enthalten sein miissen. Aber aus dem symmetrischen 
Gefüge rn11ss ein Zusammenhang zwischen den Erscheinungen dies- und jenseits der Zusammen
setzm1gsfüi.che resultiren, welcher das Gepräge jener Symmetrie ·wiedcrspiegelt und den Geist, 
der sieh iiberall am Harmonischen und Gesetzmlissigen erfreut, zur Betrachtung einladet. Dazu 
gesellt sich ein arnlcrer Umstand, durch den die optische Untersuchung, welche wir hier mit
theilen. eine Ero·fü1zuno· und y erYollsfümlio-unbo· einer r)hYsikalischen Theorie wird. l\lan hat 

1 C" t°) b , "' 

nämlieh die Gesetze der DreC'hung uncl Reflexion studirt für den Fall sowohl, "'O die beiden. 
sich begre11zen<lcn ::\[e(lien isophan sind - Frcsnel, Green, Cauchy - als auch für den, 
wo das eine ::\ledinm krystallinisch und dnppclbrechcnd, das andere einfach brechend ist -
Xeumann, ::\Iac-Cullagh, Cau(d1y (vergleiche den zweiten Abschnitt); der Fall aber, 

"'0 beide ::\Iittcl anisnphan sind, "·unle noch nicht in Untersuchung gezogen. Es würde kaum 
der :\Whe werth sein, so lange noch eine grosse Zahl von wichtigen Fragen ungelöst vorliegt, 
dieses Problem allgemein aufanWsen, da zwar nichts im W egc steht, es als eine Aufgabe 
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matlH'matisd1er Natur aufzufassen, dagegen die physikaliscl1c Bedeutung wese.ntlich fehlte~ inde.m 

weder die 'Katur 110eh auch die heutige Kunst optische Combinationcn von verschiedenartigen 

Krystallcu auf:wweisen hat. Nur in den Zwillingsbildungen, wo zwei IndiYidnen derselben 

:Natur in verwernleter Stellung - etwa wie Bild und Spiegelbild - gesetzmässig mit einander 

ycrbu11de11 sirnl, z:eigt sich ein Gegenstand für diese erweiterte Anwernlung der Theorie. Sn 

liaoe id1 die .\ufg·aoc aufgefasst und ich werde Yersuchen darzustellen, "·elche spe('ielle :Jlocli

ficatimH'll die allgemeinen Gesetze der Liditbewegung unter dem Einflui;:sc cier syrnmctris('li 

gelagerten l\folekiiJe der hemitropen Cornbinationen erleiden. Dabei bescltrfü1kc ieh mich auf 

die lktrachtung optisch einaxiger l\Iedien, um die verwickeltem Formeln d111"<·h Pill<' nllg·emcincn~ 
Jklw11dl1111g nieht noch cornplieirter zu rnaehen. 
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I~RSTER ABSCHNITT. 

~· 1. 

Hlt'llTt:'.\U lJEH HEFLECTIRTEX L"XIJ GEßROCIIEXEX WELLE:\ L"'.\D STIU.LEX. 

[n dl~ll l>itferentialµ:leiehungcn der Lichtbewegung treten als Yariablc die Coonlinaten 
des Haumcs x, y, .z nrnl die Zeit tauf; (la, e8 nach Cauchy\; friihesten Unter8uchungen zn 
einerlei ErgeLniss führt, ob man die Ditferentialgleichungl'll durd1 "\Yellenfü.chen (loppeltcr 
Kriimn111Bg 0<lcr durch ebene 'Vcllcn intcgrirt, welche die \V ellcnfüiche einhüllen, und da die 
Oscillationsbewcgung eine nach Zeit und Ort pcrio(fo•ehe ist, so kann man die partieulären 
fntegrale proportional setzen cillcr Exponcntial- oder trigonometrisehe11 Function des Quadri
noms u x + v y + w z - st, wo u, v, w proportional sind tlcn Cnsinussen der "\Vinkel, welche 
die N ormalc einer ebenen "\V elle mit <Jen Coon!inatenaxcn einsehliesst. Da au ([er Trennungs
ebene zweier :Jiedieu die Bewegung, welche ein Ätlierrnolekiil erhält, insofcrne sie sich auf 
jene Grenze bezieht, dieselbe sein mu8s für alle Wellen, und in einem doppelbrechenden 
.'.\IcJium jede einfallende ~\V elle an der Grenzfläche die Entstehung von ,..;wei reflectirteu 'V ellen 
1•rrcgt, 80 dass in einem Zwi!linge die Zahl der an der Zwillingsfüidw wirksamen Bewegungen 
G sein wird, die Fnnrtionen sind von 

/t, (u X + V y + w o•) .~ -st 

l.f fJ (1(, + v'o y + w'IJ .z) ' t X - 8 I} 

//!!, (lt' e ..L v' • .IJ ..L u;'„ ' t X „) - s 
1 1 ·~ ,, 

/.,;''o ( " ' 
,, 

+ " " 0 t ll " X V „ y w „) - 8 T " ·-
'1" ( ll " + v"„ y + " 

., 
e t c X w z) - s e ., e 

(wo die einfach gestrichelten Dnchstabcn sich auf die reflcctirtc, die doppelt gestrichelten auf 
die gclmwhcne, <ler Index o auf tlie or<lentlid1e, e auf die ausserordcntliche Bewegung bezieltt; 

u, v, w, .... die Cosinusse der N orma!en bedeuten und :' = l die "\V ellenlänge, 
2~ = T die 

Osci!lationsdauer bezeichnet), 80 hat man für den Fa!L dass die 'rrennungsfüiche der zwei Indi

Yiduen die XY Ebene ist, für z = o 

/c: (llX + vy) - st = k;'
0 

(1(, X + v'
0 

y) - s'0 t = /.;'e (1t'c X + v'e y) - s'e t = f.:." 0 (z/'„ X + 
+ v''

0 
y) - s". t = k". (it"e lt + v" y) - s". t. 

Dies ist es, was Ca u c h y das Priuci p der correspondirenden Bewegungen nennt. Da 
diese G!ciclrnng- unabhängig von cfon 8peeiellcn "\V crthen der Variabeln sein soll, so nrnss 

h* 
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, , /,.' ' - ,,„ ,, == /..;" zt'' 
/.; u = ./.; ll = " e ll e - '" " n 0 e c 

(J 0 1.'' ,, 
1l /)~' - // v' == /.;'' v'' == ,._; c v P, kv==ttJouo-ve e o o „ 

, .'' - .i,; 
s'o == .') e .'j (J -

;;eilt. l>ii• lctztP 11iesrr Gleichungen zeigt, dass 

~ = --;;:;- = 1'~ - Tl/ 
l ' 0 ~ 0 

::::=:. -1'" r 

i"t folcdidi Lei der Heflexion urnl ßrcelnmg an z,:villingsfüichr· keine Faru:11~iwkn111g- ~tattti1·11.l1~1t 
' 

0
.. · GI · l . ei'-·cn nach dass die 'l'racen 1lcr l'rntallc111kn n·tle<'tll tc11 

kann i ehe Cl'Stl~ll zwe1 T e1C rnng en W l':i ' . ? ' r , " ,' , 

l b 1 -urellcn in eine cinziO"e Gerade zusammenfallen. );eunt man S.: • S: , • · · den 
l lll< o·e nW lenen H b r 1 . 

b fl · -..v· lr 1 daR \zirnuth der Einfallsebern~ (ler \\ c•l!Pnnnrrna 1'11. "" Einfalls-, R1· f'Xtons . . . . . H m ... e ' w ' . ~ , . 

hat mall 

/.; 8lll 0 cos w 
' 

k shi <p sin w 

11 = sm <f r:os w r = s111 <f sin <u 

1(, = ._~t·1·' ,/ ens w',, v' = si11 ,_, s/11 w' 
!J lf y 11 rJ T o f) 

W = f'llS ~ 

u;' u = f.:()S f"
1 

, 

' 1 ,, • ,, ,, li II ~/ l tr:'' ('( j,\j OJ /.;;' sin lt;' 
0 

COS (1)
1 

0 
= /,;' e Stil </ c COS (1) e = 1.; o Sl1l <f o GOS (1) o = .; ,. ' .. / T " 

o T 1 J 11 • " • 
11 

7' • , • , 7.' sin ,r;' sin w' - /,·" sin er;" ~/n w' = ,.; s111 <f s111 m 
'" 0 Stil <f! 0 stn (1) 0 = '" e , T c , " - „ 0 T 0 ' , •• " " 

J)ividirt man <lic zweite Zeile durch die erste, so fi.ll<lct man 

tg (1) = tg w'„ = tg w' e = tg w"„ = tg w" < 

d. i. die \V ellennormalcn bleiben in <lcr Einfallsebene; folglich 

J~I ' f k' • I 7 lf • • II /II • lf 

/.;; 1>in <f = i,; 
0 

Sllt <f 
0 

= • c Sllt <f e = 1.; 0 Slll y 0 = 1.; e 811/ y ., 

und dies gilt, wenn man für/.;, //„ ... <lie \Ycrthe setzt und bedenkt, llass ~ die Fortpfüu1-

zungsgcsehwindigkcit SJ <ler Weile ist, wegen Erhaltung der Schwingu11gs(lauer 

sin Cf: shi </
0

: si11</.:1>in s:-" 0 : 1Jin </'. = U: !l'„: !t.: !t'.,: !l',. 

§. 2. 

Diese für Combinationen beliebig zweier Krystalle allgemein geltenden S~itze sinJ 
nun auf Zwillinge optisch einaxiger .Jicclien anzuwenden. Dies ist bereits in zwei friihercu 
Aufa~i.tzcn geschehen, welche sich in den Sitzungsberichten cler kaiserlichen Akademie der 
Wissenschaften, mathem. naturw. Cl. Band XI, 817 (Betrachtung einer einzelnen \Y elle, eines 
einzelnen Strales) und Bancl XII, 2 30 (Betrachtung eines \V ellen-, Stralenkegels beim Durch
gange durch die Zwillingsebene) abgedruckt fi.nclen. \Vir verweisen auf clie dort erhaltenen 
Resultate, um sie hier weiter zu verfolgen. Es fand sich, dass die Brechungswinkel gleich 
sind tlen Reflexionswinkeln; da nun für eine einfallende ordentliche \V elle der Reflexionswinkel 
tler ordentlich rcflcctirtcn Welle gleich ist dem Einfallswinkel, so wird dies auch cler Brechungs
winkel; folglic-h pflanzt sich die einfallernle gewöhnliche \V clle ohne Richtungsänderung in das 
zweite .:\Icdium fort. Ist die einfallende \V elle eine ausserordentliche, so finden ebenfalls ein
fache Verhältnisse zwischen ihr urnl <lcn clnrch sie erregten ausscrordentlichen reflcctirten und 
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gcbroeheuen \V ellC'n statt: wir fa111lc11 11li111lil'h, dass, wenn ;. ~· : 1lic Cosiuussl' d1·1· \\'inkt-1, 
welehe der einfallt,111le Stral mit 1lP11 Cnor1linat1'lll'i1~ltt1111g·1m l'iwwhlif'sst (11111! 1•s ist dl'I' l laupt
s<"lmitt des Krvstalles föt• die xz, die Zwilli1wsfüil'l10 f'til' die X r ll'('Sl'tzt) 1111d !: " .,, " t'" 

.J r""' - '"" ' ' „„' ,„. „„ 
1lie e11tsprec·hcndl•1t Cosi1111sse des gt'broC"lH•1ie11 uud ;; , 71;. :; dit• 1leH rdlel'lil'te11 l-itrnleH 
hc:lCiC'hne11, 1111<1 

( 

I)~ ) Q = -„ - 1 8'1t IJ. ('(),~ IJ. 
e" 

i 

l' = 1 - (-: ~ - 1) .~in ai 

bedeutet - wu n, e die Geselnvindigkeit 1ler ordentlieltcn u111l a11sscrorde11tli1·hl'11 Wl'llP11 senk· 
recht zur optischen Axe, und a die Neigung der optischem Axe g-1•gc11 die Zwilli11g-stHicltc i11t 
- folgende Relationen 

Aus diesen Gleichungen ziehen wir nun folgende Resultate: 

1. Da ;~ = : , so muss der gebrochene Stral mit dem einfüllenden und <ler Axe der X 

Rtets in eine;· Ebei;e bleiben; die Axe der X aber ist die Projection der optischen Axe auf dit' 
Zwillingsfläche. 

Da für den refleetirten Stral ~'. = ~'., r/. = r/'., (. = - (".ist, Rn wird - ~=~;es wird . . . 
daher, wenn wir die Ebene, die dureh den Stral S, S'_, S"„ und eine der Coonlinate11axe11 durch 
(S, .A), (S'„ X) ..... bezeichnen, de1· Winkel (S, X) (XZ) gleich Rein 1lem Winkel (S'. X) (XY). 

Diese zwei Sätze enthalten eine mcrkwiirdigc Envcitc•nmg llcs oben erwiihnten, zwiiwhcn 
1len ordentlichen Stralo11 waltenden Gesetzes. Sie laHscn sich folgc1t<lcr111aHse11 a11ssprc1·hcn: 

Nennen wir die Ebeiw, welche sich d11rc11 irgc1t<l einen auHseror1lentli<"hcn Htral 1111<[ dil' 
Projeetion der optisC"hon A xc lc'gen liisHt, die E b e 11 <~ d i es c s St r a 1 c R, uwl lll'n 'Vinkel. 
den diellc Ebene mit 1ler ZwillingHtlli<·he ci11s1·hlicsst dt'll f1t<'idcnz-, Ht'tlcxions-, Hrc1·lt1111gi;
wiukel° der Eb1•11e des ci11fallc111ll'u, retlcctirten, gehrochc11c11 Htrnlcs, so ist der Hcfl <'

xi o u s - u u d B r e eh n u g s w i 1t k e l i m m e r g l e i eh 1 l e m E i 11 fo ll 1nv i n k c 1 d <' r S t r a 1 e n. 
2. Dividiren wir in jeder der drei ( HciPh1111gc1t Zlihler uml N cnner dureh J>, so komml'11 

die Constanten des Zwillin!!'es nur noch unter 1ler Form fi_ vor. Nun ist 1licscr Q11otiP11t 11i1·hts 
<J 1' 

1 Z anders, als die Ta11gentc des EinfallswinkelR jenes Strall's, 
A----- __ -+- ______ 

7 
___ A' der zu f'iner 'Velle gchiirt, <lio parallel ist der Zwilling-s-

/J ebene. In der bcistehc111lo11 Figur ist .11A' 1lie PinfallPndc• 

·" 
X 

y 

_/ ausscronl<'ntlif'he Wdlc, wcl<·hc nueh im zwl'it<'n Tmlivi-
--Y' ..---- __- d11111n parallel 1lcr Zwillingsfllifohe XY bll'ibt, 111111 d11n·lt 

~------ ]Jll' bczci1·lm!'t ist. Ln dil'l'!Clll Falle wird der f'infallcndC' 
X' Stral ,/() n:u·h //() g1·broehcn ( < .JOZ = < HOZ' ). und 

es il'lt tg JOZ = tg llOZ' = * = tg /l. Diel'ler Winkel /l. 

d111'l·h den 1lcr Zwilling rnllstii.ndig <"hnraktC'ril'lirt ist, 

B - ·---------;--- --~R __ ----- B' 
nenne ich den cltnraktcristischcn Winkel 1lcl'I 
Z w i l l in g s k r y s t a 11 c !'! und die Formeln für den 
gebrochenen Stral werden dann: Z' 
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„ 
s-11 ~-2tg/J.: '' - - 1J ('e == - ---,..---=-,... --- !::-. ; =---:r. ( p ~)YJ.- Vl-+-4"tg1•("tg11-$) V'1.-4.t911(.tg/L-,) 

• rl-t-4Ctgµ.tgµ. •• -::; , • • 

b h St 1 · ·d s der Einfallsebene abgelenkt. X enncn wir das Azimuth 
3. Der ge roc enc ra wn au . 

<l ] ,. f 11 R fl · ns und Brechuno·sebene w w' w'' , die "Winkel des rmfalknden. refle<'-cr 1,1n a s-, c ex10 - 0 ' e' e 

tirtcn und gebrochenen Strales mit dem Einfallslothe <f, <;;'., </,, so ist 

cotg <p 
„ . 

tg (1) = ~=-1;-

1/, 71", cotg<p'. 
tgw'. = -=- --, 

~' e e'' e cos {J) e 

II 1/1 
e COfg '/J

11 
e 

tg (1) e = !;';, ~~-;;-1--; -

,., ,.,, . ' 
1'~- = - ;". 
,.,, . ' 

Der rcflectirte Stral bleibt mit dem gebrochenen und dem Einfallslothe in einer Ebene. 

Nennen wir die Azimuthabweichung (d. i. den "Winkel, den die Reflexions- oder Br<'

drnngsebenc mit der Ei11fallsebene einsehliesst) o, so ist w - w', = w - w". = rJ urnl die,.; 11ad1 

den gegebenen Formeln entwickelt, führt naf'h einigen leichtc11 Hedu<"ti011e11 auf 1kn .\.usd rwk 

, 2 sin w t,q /l. 
tgo = 

tg <p - 2 eos w tg /l 

3fon sieht, dass die Abweichung nur im Hauptschnitte Yerschwindct. Am gri)sstc11 \Yird 

sie für Stralen, die senkrecht einfa1len; denn da die Formel dafür rJ = w gibt, das Az inlll tl1 

eines senkrecht einfallenden Stralcs aber beliebig gross' also auch 90° genommen 'vcrdc11 

kann, so ist in diesem Falle das .Maximum der möglichen Abweichung gegeben. In der That. 
Retzen wir w = 90°, <l. i. lassen wir die Stralen einfallen in einer Ebene, die Renkred1t auf d1'111 

T-Iauptsc hnitte steht, so wird 

' 2tg /l tgo =-, 
tg </' 

dies gibt für ü einen Wcrth, der sich ohne Ende !)0° n~ihert, Je kleiner der Einfallswinkel ~ 

wird. 

4. Die innigen Beziehungen, welche zwischen den ausserordentlichcn Stralen ünd der 

Projection der optisehen Axe herrschen, machen es interessant zu untersuchen, weld1e Y crlüilt

nisse stattfinden zwischen den vVinkeln, welche diese Richtungen unter einander einschliessen. 

Nennen wir den "Winkel, den irgend ein einfallender ausseronlentlieher Stral mit Llcr Axc der 

X einschlieRst, X und den vVinkel des zugehörigen, gebrochenen Stralcs z"., so ist ~e = cos X· 
~"„ = cos x".; nennen wir ferner den vViukel, den die Ebene des Strales mit dem IIauptRdrnittc 

oirn;ehliesst, T, so ist, da nach 1) r gleich ist i.=r"e, der gebrochene (reflectirte) Stral yolJkomrnen 
bestimmt durch die Gleichung 

' II - ---- cos l. - 2 tg µ. COST sin l. 
COS X e - __ __: _ __:-----=..=:c·.=-.:__-_ ---=-=:. c==-:.:_::c_--=:-=-:: 

V' l + 4 tg fl. cos T sin l. (tg /l eos • sin l. - eo.~ l.) 

welche sich auf den, 9.en gewölmlid1cn aufs .Einfallsloth bezogenen Formeln analogen Ausdnwk 

sin %"„'l 
-- == --
siu 1.~ 1 -- ! tg fl cos • .,;„ l. (cos z- tg /~ ~-;;;T sin z) 

bri1igcn Hisst. ER stellt somit der Ausdruck rechts einen variablen Brechungsindex. 
bnziigliclt der Projection der optischen Axen dar. 
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Fiir den Hauptsehnitt gibt dies wegen'= o 

• ,, 9 sinz 2 sinx e- = _. ____ _.:..:_ ____ _ 
1-4tg /L sin X (cos z - tg /Hin X) 

und für die auf dem Hauptschnitte senkrechte Ebene 

• tt 2 1 
Stn X = . 

e 1 + 4tg µ 2 COST2 

Dies zei0°-t, dass sämmtliche Stralen, welche in einer Einfallsebene lieo·en die senkrecht 
, , 0 ' 

anf dem Hauptschnitte stehen, durch Brechung wieder in eine Ebene zu liegen kommen, welche 
durch die Axe der Y geht und mit dem Einfallslothe einen Winkel ,A einschliesst, dessen 'l'an
gcnte doppelt so gross ist, als die 'l'angente des charakteristischen 'Vinkels. Denn setzt man 
in der Gleidnmg in 2) ~ = o so wird 

~' = 2 tg /L:: 

e V 1 + 4 :: fg fL 2 

.Eliminirt man zwischen 'der erste1i und dritten Gleichung (, so findet man den eben aus
gesprochenen Satz. Hieraus ergibt sich nun folgende Construetion für die gebrochenen Stralen, 
\Ye1m die Einfallsebene senkrceht auf deren Hauptschnitte steht: 

.Mau legt :luerst eine Ebene senkrecht gegen den Hauptschnitt, die mit 
1lcr hwillingsfHichc den ·Winkel 90 - ). cinschlicsst, "·o A durch die Glei
ch u n g tg A = 2 tg /l g e g e L e n i s t ; h i e r a u f c in e z w c i t e E b e 11 e d u r c h d e n e in f a 11 e 11-

d c 11 Stral und die Projcction der optischen Axc auf die ZwillingsfHiehe. 
Der Durchschnitt der beiden Ebenen ist die Richtung des gebrochenen 
S tra l es. 

Ieh bemerke, dass dieser "Tinkel ), die allgemeinen Gleichungen in 2) noch einfacher 
macht , wenn man ihn für p. suLstituirt; doch schien mir der 'Vinkcl /l so merkwünlig wegen 
der Eigcnthümlichkeit, dass für ihn der Einfallswinkel gleich ist dem Brechungswinkel und 
der refiectirte Stral schief nad1 rückw~irts · in die Richtung des einfallenden geworfen wird, 
class ich es vorzog, diesen als charakteristischen 'Vinkel deR Zwillings hervorzuheben. 

Die refiectirten Stralen werden auf dieselbe 'Veise gefunden, nur muss dann die Ebene, 
welche senkrecht auf dem Hauptschnitte Rteht, im ersten l\Iedium construirt werden. Übrigens 
muss sie in beiden Fällen so gestellt werden, dass sie zwischen das Einfallsloth und die optische 

Axe <les betreffenden IndiYiduums fällt. 
\V c1111 die einfallenden Stralcn sämmtlich in einer Ebene liegen, so werden die gebro

rhenen und rcflcctirten im Allgemeinen in einem Kegel vierten Grades sich befinden, mit Aus

nahme der Leiden Fälle , wo tlic betrachteten Stralen in dem Hauptschnitte liegen, oder in 
t: 

einer Ebene senkrecht dagegen. Nennen wir im letzten Falle ~ = a, so wird 

,_„ - a + 2fg/L 
r; c 

V~~ -t- 4tg /L (tg /L - a) 

/""'... -
-1 

V~:+ 4tg fL(tgµ-a) 
„2 . 

und die K eigung der Ebene, in der die gebrochenen (refiectirten) Stralen liegen, ist gegeben 

dur('h 
!;" !;' -;;;(- = a - 2 ~r; /J., ,.: = 2 tg/J. - a . 

• < 
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· · l · f' ll l Stral 
1
•
11 

ci'ner Ebene lieo't die senkrecht auf dem Ilaupts1·l111itt1· 
Da nun JeL er em a clll e ' b ' . • , l . 1r '. . 

b l 
r ' finden nur durrh den Stral und die .Ax:e ( Cl cm< 

i-;tcht ( clenn man raue rt' um < icse zu ' . l . ·l . 1 ·l .. 
FLene zu lco·en) so crlüilt man folgendes allgemeine Construct10nsverfahren ~ 1 
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wclehe mit der Zwillingsfläche einen 'Yinkel ernschliesst, dci-;sen Cota~r
µ:ente a-2tgp. ist; und lege endlich durch den einfallenden Stral u.ncl <li<' 

Projection der optischen Axe eine Ebene, so ist der Durchschnitt ilcr 
zwei letztgezeichneten Ebenen die Richtung des gebroehcnen Stral<>f:. 

ZWEITER ABSCHNITT. 

§. 1. 

rmm DIE l'IUXCIPIEX' WELCHE DER lJXTERSt:CIIU.XG ÜBEH DIE IXTE.XSILlT DES REFLECTlllTEX l"XI) 

GEßlWCIIEXE.X LICIITS ZU GRUXI>E GELEGT \YEIWEX. 

Vielleicht in keinem Kapitel der Optik tritt die Unzulänglichkeit der Emi8sionslt~·pntlll'f:l' 
1111<1 clie allumfassende Fruchtbarkeit des -Cndulationssystcms 80 klar henor, als bei dieser Fraµ·e: 
'Yi:ihrcnd erstere nicht einmal eine erste Vermuthung reehtfertigt, nicht die einfaehste That
r;ache ableiten lässt, ist letzteres eben an dieser schwierigen Aufgabe stark geworden lmcl grof:s 
gewachsen. Zwei merkwürdige Entdeckungen , die cler Po 1 a r i s a t i o n <l ur c h R e fl c x: i o n 
unter einem bestimmten 'Vinkel 1

), und das Tangentengcsetz 2
), naeh welchem jener Ein

fallswinkel der Polarisationswinkel ist, für den der reflectirte Stral senkreeht steht auf dem 
µ:cbrochcnen Strale, mussten vorhergehen, ehe die Frage theoretisch ergriffen werden konnte; 
~ic reichten aber völlig hin, dem genialsten unter den Physikern dieses Jahrhun<l.erts <l.ie :Jlaeht 

I) Entrlcckt tlurch }.!alus 1808. 
2 ) Entdeckt 1lurch ßl'Cwster 18 L5. }.lalus scheint nach ein ein Gesetze gesucht zu hahcn; in seiner Theorie de la double rcfraction 

p. 22+ sagt er, dass der l'olarisationswinkel im Allgemeinen grösser sei für stärker brechende Körper, dass sich aber keine bestimmte 

Relation angeben lasse; vom Kalkspath wird p. 2-! 1 behauptet, dass er sich wie ein einfach brechender Körper verhalte. Ganz 

atmlriicklich aher spricht sich ~lalus aus in Gilb. Ann. 18L1, 1 und 1811, 7; am letzteren Orte sagt er: J'ai dctcrmincsur beaueoup de 

rnbstances ['angle de reflexion sous lequel la lumicre incidente est le ]Jlus eomplctemcnt polarisce et j'ai reeonnu nc suit ni l'ordre des 

puissances refractives ni cclui des forees dispersives. C'est une proprictc des corps independante des antrcs modes d'action qu'ils cxer· 

cent sur la lumicre. Tirewster gibt 1815 (Phil. trans.) 18 Substanzen (unter denen jedoch G doppelbrechendc: Quarz. Kalkspath, 

Schwefel, Topa~, Zirko1.1, Spinell u~n der starkhrechende Diamant) an denen er sein Gesetz constatirt; später (Phil. ,trans. 18 UJ) 
macht er nuf ehe Ab"·e1chungen, die aus der Dop1ielbrechung entspringen, aufmerksam; jedoch erst durch Seebeck (Ob~errn· 

tioncs de eorporum lucem simpliciter refringentium angulis polarisationis 18110; Pg. XX, 27; XXI, 290; XXII, 12G; XXXVIII 276) 

werden Beobachtungsreihen an einfachbrechentlen Substanzen und am Kalkspath gegeben, an denen eine feinere Theörie sich 

erproben konnte. Hierher gehören auch Xeumann's ausgezeichnete photometrische Untersuchungen, von denen unten. 
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zu bieten, unter der leitenden Idee einer glücklichen Hypothese die Schleier zu lüften, unter 
denen <lie wunderbaren Erscheinungen des Lichts für immer verborgen zu bleiben bestimmt 
schienen. Fr es n e l hatte erst die Allgemeinheit des Br e w s t er' sehen Gesetzes bezweifelt 1) ; 

doch bald iiberzeugie er sich von der Giltigkeit desselben, wenigstens innerhalb der Grenzen, 
welche durch die ihm zu Gebote stehenden Beobachtungsmittel gesteckt wurden. Indem er 
st'ine hicher beziiglichen theoretischen Arbeiten mit der kühnen Hypothese der 'I.1ransversalität 
der Itherschwingungen beginnt, behandelt er zuerst den Fall, wo die Schwingungen senk
rcd1t gegen die Einfallsebene stehen 2

) ; bald aber gibt er eine allgemeine Theorie für gerad
linige Oscillationen jeder Art 3). Seine Annahmen sind: 

1. Jene Vibrationscomponenten der einfallenden, reflectirten und gebrochenen ·wellen, 
wcl<-he parallel der Trennungsfläche der beiden Mittel entfallen, ändern sich nicht weiter, 
wenn die Schwingungen sich von dieser entfernen. Diese Hypothese soll die Bereehtigung 
hieten aus den Beobachtungen der Eigenschaften des reflectirten oder gebrochenen Strales einen 
:-lehluss zu ziehen auf die Veränderungen, die an der Trennungsfläche die Amplitude und 

• 
Phase eJfahrcn. 

2. Die horizontalen Componenten der absoluten Geschwindigkeit (wenn nämlich die 
Trennungsebene lwrizontal gedacht wird), welche die einfallende Welle herbeiführt, hinzuge
fügt zn <1er horizontalen Componente der absoluten Geschwindigkeit, welche die reflectirte \Y elle 
erzeugt (genommen m.it dem ihr zukommenden Zeichen) , muss gleich sein der horizontalen 
Componente der absoluten Geschwindigkeit, weldie die .Moleküle des zweiten 1\lcdiums in der 
dur<'hgelassenen \V elle besitzen. Von den Componenten, die senkrecht gegen die Trennungs
fläche entfallen, wird dabei gänzlich abgesehen. 

3. Die Erhaltung der lebendigen Kraft, d. i. wenn 1, v, u die absolut<' Geschwindigkeit 
der l\Ioleküle in der einfallenden, reflectirten und gebroehenen \V elle, und m, m0 , m" die in 
gleichen Zeitabschnitten erregten l\Iassen in diel'len 'Vellen bezeichnet, das jedesmalige Statt
finden der Gleichung m = m" v 2 + m" u 2

• 

±. Gleiche Elasticität in bei<len l\Iedien bei versf'hicdener Dichte. Diese Annahme ist 
wesentlich wegen der Bestimmung der Fortpflanzungsgesclnvindigkeit, welche hiernach umge
kehrt proportional der Quadratwurzel der Dichtigkeit in jedem l\Iittel ist: d. i .. wenn c0 , c", 

d
0

, d" die Fortpflanzungsgeschwii1digkeit im ersten und 1rn·eiten, und ebenso die Dicht<: 

be:1.eiclmet G" : cu = V du : V d0 • 

Bei der Totalreflexion beobachtete Fr es ue 1 s<'hou sechs .Jahre ehe er seine Reflexions
theorie veröffentlichte, eine theilweise Depolarisation des einfallenden polarisirten Liehts; die 
Ers<'heinung liess sich erklären, wenn man annahm, dass diejenige Componente der einfallen
<len Sclnviugungen, welche in die Einfallsebene entfällt, um einen Bruf'htheil einer Undulation 
gegen die senkrecht gegen die Einfallsebene entfallende Componente der einfallenden Schwii1-
µ:u~gen beschleunigt v·rnrde, oder, wie Fre s ne 1 sich ausdriickt, dass die beiden Componenten 
nicht in gleichen Tiefen reflectirt werden. Die bekannten lnterferenzregeln geben dann sämmt
lif'he Plüinomene. Es wird nicht überfliissig sein, './,ll zeigen, auf welchem \Vege Fresnel 

l) Th o ms o n, Chemie, Paris ll'.122, p. 93; Pg. Arrn. XII, p. 225. 
~)Betrachtungen über die Polarisation des Lichts. Ann. phys. chim. XVII, li9, 312 (1821); Pg. XXII, 6tl. 
:;) t'her Jas Gesetz der ~IodificaUonen, welche die Reflexion dem polarisirten Lichte einprägt. Ann. ph. eh. XLVI' 205: eigentlich 

"''hon i. J11n. 182:! 1ler Akatlcmie vorgelesen und erst 1830 unter den Papieren Fou ri{' r's wi('der aufgPfurnlt>n. -- Pg. XXH, 90. 

l>l'Hk~<'hriften dt>r mathPm.-naturw. ('I. IX. Hd. Abhandl. v. 'Xic'htmitgl. 
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zur Abkitung· dieser Hcsultate aus seinen Formeln gelangte. Er gesteht z:u, dass sie die "·irk-
1 idie Enwltr.imuw in rlcr Katur nur 11iiht•nmgswcise darstellen klinnen, da sie nnr für den 

sJH~<'icllen Fall a~gelcgt seien, wo die Elasticität des \thcrs in beid~n 1\fitteln dieselbe ist, 
wiihn•wl i11 dPr Natur !lies 11nr in "'enigcn FiiJlen stattfinden könne; da sie ferner auf Annahmen 
lH'rnhcn: d ic nur für llicjcnigm1 ·wellen evident sind, <leren Vibrationen senkrecht auf der 
Einfal lsPhrnw stcl1c11, wiihrnrnl sie im eutgegengeset'.7'ten FaJle des Be·weiscs bediirfcn: sondcr
l>arnr W<~ise aber gewirnwn llm1·lt die ausgc'.7'eiclmete Übereinstimmun.~· der Formeln mit der 
Erfahnmg i11 ci11ig011 spet'i<'lle11 Viillm1 <licsnlben ein so entsel1eidcndes Ubergewicht gegen alfo 
Zwrifol: "·ckhc die vo11 B r nv :der schon 1819 bemerkte Unvollständigkeit der Polarisation 
dmrh ei11malige Hef-lcxion in Fr c sn e l en-egen muRRte, <lass er nach Ab-wiigung aller Bedenken 
lH"kHirt Ursache '.7'U haben~ sie für Rtrenge zu halten, da sie nicht Llos durch Thatsachen 
bcsfütigt seie11, sondern auel1 auf, schon an sieh sehr wahrscheinlichen theoretisehenBetrachtungen 
beruhen. Hierauf stiitzt sieh seine ÜLerneuguug, dass sie auch die Erscheinungen der Total
reflexion, welche dem Liehte :Mo<lificationen ganz eigener Art' einprägten, errathen lassen 
miissc11. Setzt man in den Formeln sin t = (-1 süi i (wo (j der Brechungsindex), so erhält man, 
wenn f-1 sin i > 1 , allgemein für jede der bei<lcn Intensitätsformeln einen Ansdruck von der 
( ;estalt a + b V - l und zugleiel1 in beiden a 2 + b2 = 1. Da nun nach dem Interfcrcnzprineip 
1las durchgelassene Lieht (1vcnigstens für einen Punkt der sich vergliehen mit einer \Velleuliinge 
in sehr grosser Entfernung von <ler Trennungsfläche befindet) in diesem Falle Null iRt ~ folglich 
11arh <lern Prinrip der Erhaltung der lebendigen Kraft <lie Intcnsifät des ref-lectirtcn Lichtes 
gleieh der Intensität des einfoJlcuden sein muss, so zeigt die Intensitl.itsformel allercli11gs an, 
1lass das ganze Licht reflectirt "·inl, sobald man nur annimmt, dass der reelle und imaginär<~ 
'l'linil die Amplituden zweier in rlerselben Ebene schwingenden aber um eine Viertelundu
lation gege11 einancler Yerschobenen \Vellensysteme anzeigen: denn die Interfercirnformeln 
'.7'eige11, dass i11 diesem Falle das Qnad rat der Amplitude des resultirendc11 Strales gleieh ist 
llcr Summe der Quadrate <ler Amplituden der <'omponirenden Stralen. Es zeigt dal1er di0 
imaginän~ Form eine V crsC'hiebung <ler Phasen an: da im Allgemeinen diese V ersehieLm1g för 
llen Strnl, der in der EinfallseLene stliwingt, eine andere ist, als die der senkrecht dagegen 
vil>rire11de Stral erfährt, so muss, sobald der einfallcrnle Stral ein anderes Azimuth als 0 oder 
!IO" (mlll Vielfache davon) besitzt, der durch Totalreflexion entstandene Stral elliptisch polari
sirt sein, und die Ellipticifüt desselben bestimmt Fr es n e 1 naeh den von ihm rreO'ebenen 

b M 
1 nterfercnzregeln. 

§. 2. 

.. Frcs11cl's Theorie "·Lmle '.7'Um Nachthcile der \VisRensdrnft durch mehrere Jahre der 
< )ffcntli«ldrnit vorcnthaltcn; <lcr Anstos8, den seine und Br cw s t er '8 Forselnrngen gegeben, 
iinsscrte 8icl1 clarum eine Zeit lang vorziigli('h in der Aufsammlung von neuen That:;;aclwn. 
8cphed:: 

1
) sct11:te die von Brcwstcr begonnenen Untersuchungcn i.iber llen Einfluss kn·

stall i11ische1· Ktirpcr auf das refleetirte Licht mit grosscr Präcision fort und versuch~e, 

1
1 Ciicr 1lc11 l'ofari><ationswinkrl 11rn l\11lk>r•11th. J>~. XXI '>!lO ""clitr"" J11'nrzu XXII_ l"ü ll 1 "b a· l' J • • l . , • ,.... „ ... ' -· • ... ,„ .„t- ,. · „ ... • ... 1. - cmer tung u Pr 1e o ansrntn!! ' es 

1_.1chtes <lurch .Sp1rgl'lu11g lirsondcrs nn doppclhrPrhr111lcn Köriicrn XXXV1U '>i- \0 'J d' l' 1 · · d I · 1 1 1 
• • „ „ , ..,, 1. - , )Cr 1c o arunrung es .... 1c it~ ' urc i 

.Spic1rclung 1111 l\ry~tallcn. XL, ·tG2. 
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sobald die Fresnel'sche Abhandlung bekannt wurde, die Ableitung seiner empirisehen 
Formeln aus der gegebenen Theorie; Brewster 1

) lieferte durch seine Beobachtungen Liber 
die elliptische Polarisation des von :Metallflächen reflectirten Lichtes eine 
Heihe ganz neuer der damaligen Theorie völlig unzugänglicher Thatsachen 2

) und Air y's 
Beobachtungen über die an der Oberfläche des Diamanten bewirkten Ver~inde
rungen in den Phasen der einfallenden Stralen 3) schienen einen Zusammenhang
an;mdeuten zwischen der Reflexion an durchsichtigen und metallischen Oberflächen. 

Dieses vermehrte l\Iaterial, das zu bewältigen die Fr es nel 'sehen Annahmen nicht aus
reichten, suchte Neumann und )lac-Cullagh durch Einführung umfassernle~er Grund
hypothesen unter theoretische Gesichtspunkte einzuordnen. Der :Metallreflexion gege11über, 
gestehen sie offen die Unzulänglichkeit der Theorie. "}fan darf nicht hoffen, sagt Neumann, 
die Erscheinungen, welche das an l\Ietallflächen reflectirte Licht zeigt, aus einer allgemeinen 
Theorie de8 Lichts zu deducircn, bis man eine genaue optische Definition hat von <lern: wo
durch der grüssel'C oder geringere Grau von Undurchsichtigkeit bewirkt wird, wozu ungeachtet 
der Vorarbeiten durch die mannichfaltigen Untersuchungen über die Absorption des Lichts 
namentlich von ßrewster und Herschel, doch der Schlüssel noch zu fehlen seheint.; ~). [n 
seiner Untersuchung 5

) geht er daher von folgenden Annahmen aus: 
1. ;l;erlegt man die Schwingungen im refiectirten Strale nach Jer Einfallsebene und senk

recht dagegen unJ. nennt die Vibrationsintensität in den ersteren R., die in <len anderen BP. 
so h~ingt das V erhältniss RP : R. von der Grösse des Einfallswinkels ab, und zwar so, dass es 
ein Kleinstes ist für den Polarisationswinkel und von da an nach beiden Seiten hin wachsend, 
an clen Grenzen 0 und 90° die Einheit als }faximum erreicht. Das Licht wiirde sich demnach 
dem partiell reflectirten an unkrystallinischen durchsichtigen l\fedien analog verhalten, wo auch 
R P: R. ein :Minimum unter dem Polarisationswinkel erreicht und von da aus wachsend an den 
Grenzen der Einheit gleich wird, während bei der 'I1otalreflexion RP: R. constant bleibt. 

2. Dass wie bei der Totalreflexion der zu RP gehörige Stral gegen den zu R, gehörigen 
um einen Bruehtheil einer Wellenlänge zurückbleibt, jeJoch dergestalt, dass diese Verzöge
rung an einer von den Grenzen 0° und 90° verschwindet, an der andern ein }faximum erreicht 
und einer halben vV ellenlänge gleich wird, während bei der 'J.1otalreflexion an durchsichtigen 
Substanzen die grösstc V crzögerung zwischen den Grenzen der totalen Reflexion liegt und ihre 
Grüsse von den ßrechungsverhältnissen der beiden :Mittel abh~ingt, an deren Grenze <lie Total
reflexion stattfindet. Die Verzögerung beträgt genau eine Viertelundulation unter dem Polari
sationswinkel, da eine zweimalige Reflexion unter diesem -Winkel <lie geradlinige Polarisation 
wiederherstellt. 

Dass unter diesen Annahmen die Ilrewster'schen Beobachtungen sich ableiten lassen 
kann nicht verwundern, da sie in der Tlrnt dieselben sind, die sich als Folgerungen einer Theorie 
ergeben, die sich in all ihren Consequenzcn so wnndcrbar der Natur anschliesst, dass man sie 

1) On thc phenomcnu and laws of elliptical polarization by the action of metals on thc light. Phil. Trans. 1830. II, 28i, l'g. XXI, 21\J. 
2) llrcwstcr kann mit Recht der EntJecker der empirischen Gesetl.e der metallischen l~efiexion genannt werden; Jenn Jie Arbeiten von 

Arago (l'g. XXYI), Xobili (Pg. XXII) und Airy (Pg. XXVI) lieferten mehr Anregung als Aufklärung über die 1Lbsondcrlichen 
Erscheinungen. 

3 1 Pogg. Ann. XXVIII. 
4J Über den Einfiuss <lcr Krystalltl. bei der Refiexion des Lichtes. Berlin 1835, p. 3. 
5) Theorie <lcr elliptischen Polarisation des Lichts, welche durch die ~[etallreftexion erzeugt wird. Pg. XXVI, 8\L 

i ~ 
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wohl als )[a8sstab der Hiditigkcit an alle frlihercn Versuche legeu darf; Neu mann's Grundhypo

thcspn finden sic·h mit gt•ringcn ]\[odifirati01H·n unter den Corollarien der Ca u c h y'schen Analysr. 

l\J a <' -C 11 11 ag ]1 1) l l'itct seine Formeln auH einer analyti8chen Fiction ab, die zwar gar kei1~c 
physikaliiwlw AwdPgung z11 llisRt, d~eh ~1it Anwendung' der Frcsne~'~ch~n Glciclrnnge:1 auf d.rn 
Boolnwlituiigl'll fiilirt. Er sdzt niimhrh m drn Frcsn el sehen Intcns1tatsformeln den B10chungs-

i11dl•x imagi11\ir. i11dl·111 l'r ihn 1111tl•r der Gestalt 

rn (cos X + .~·t'n X. V---1) 

in die Jkc·lrn 1111g l'infiihrt. Er findet unter dieser Voraussetzung Formeln: die genau die Ca u

ch y'schen sind; eigentli<'h berul10n sie doch nur auf einer Erweiterung des Fresncl'sche,ll 

Raisonnements. (ll'nn l\[ ac-C 11 ll ag h leitet zuerst einen imaginärenAusdrnek o. ( cosrl + sinaV-1) 
für dicAmplit1~dc ab~ c1eutd dicsrl\ wie Fresnel seinen totalrefleetfrten Stral und setzt sodann 

die beiden, s0nkt'l'<'ht zur Einfallsdwnc und in dcrnelben vibrircnden 0omponirenden Stralcn 

zusammen. 
l\Iac-Cullagh ycrgleicht seine Rerhmmgen mit Potter's 2

) .Messungen und findet afö~ 

Übereinstimmung die hr~i Potte r's Beobachtungsmethode nur irgend zu erwarten war. 

~fit grösscrer Sicherheit fassen die beiclen Forscher das Problem der k r y s t a 11 in i s c h e n 

H.eflexion an vollkommen durchsirhtigen l\Icdien an und obschon beide unabhängig von ein

ander, und von verschiedenen Gesichtspunkten aus, an die Lösung gehen, so gelangen sie doch 

zn denselben Grundannahmen. Es kann auch kaum von einer Priorität die Rede sein, da beider 

.Arbeiten nahezu in dieselbe Zeitfallen, in den Zwischenraum zwischen den Jahren 1835 und 1840. 
Neumann 3

) legt seiner Theorie folgende Voraussetzungen zu Grunde: 

1. Die V ersehiedenheit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit in verschiedenen l\Iitteln, oder 

die Brechung des Lichts, rülirt bei vollkommen durchsiehtigen Medien allein her Yon der V cr

schicdenheit cler EJasticität des Äthers; die Dichtigkeit desselben ist in allen diesen .Mitteln 

glci<'h. Es erset11t dies die vierte Annahme Fresnel's: da man sich für eine der beiden ent

scheiden muss, so glaubt N cum an n sich für den von ihm ausgesprochenen Grundsatz ent

scheiden zu miisscn, da man sich wohl vcrsehiedene Elasticität nach verschiedenen Richtungen. 

nicht _aber verschiedene Di<~htigkeit denken könne 4). "Beide Voraussetzungen ;r,ugleich schliesst 

die Natur der durchsichtigen Körper aus: da alle Phänomene der Reflexion und Refraetion 

allein vom Brechungsindex abhängen : es wäre aber möglich, dass bei den metallischen und 

anderen in so weit sie nicht vollkommen durchsichtig sind, eine Verschiedenheit in der Ela
stic·ität und Dichte zugleich stattfände." 

2. Das einfallcntlc Li"ht besteht ans 'l'ransversalsehwingungen nnd erzeugt bei der Re
flexion untl Rcfrac·ti011 nur eben sokhe Sehwingungen. 

1
) On tl1!' lnw• .1f 1·PAexinn from mctals. Phil. )Jg. X. il82. i'.bcr seine Rcrlamation de priorite relati\'ement i1 certaines form. cet. s. unt<•r 

Cnn<·hy. 

~) E1li11h. ,Journ. of Science III, 278 (18:11). l'g. XXII, GOG. - Phil. Mg. VIII, 60. 

:J) Theorie der doppelten Stralcnhrechung. Pg. XXV, 418 (1832). - Über den Einfluss 1lcr Krystallflächen bei der Reflexion des 

Lichts und iihl'r die Intensität drs gewöhnlichen und ungrwöhnlichcn Strales (1835). Aus den Ahh. der Berl. Akad. Berlin 1837. 

-: Photo1,nch!scl'.c V.c~suchc die In'.cnsit~t tler ordentlichen und ausserorilentliehen Strnlen zu bestimmen. Bemerkungen zu Hrn· 
C n 11 c h Y s v crnclfaltigung des Lwhts m der totnlcn ltcflexion. Rcprotluction der Fr es n e !'sehen Formeln über totale Reflexion. 
l'g. XL. -l !Ji · - ßeohachtungcn iil1cr den Einfluss <ll'r Kry~tallfüirhc auf <las r<'Acrtirte Lirht 11n1l iiher tlie Intensität der ordentlichen 
u111l ausscrorilt>ntlichcn Stralcn. l'g. XLII, l (1837). 

1
) YergL Mac-Cull ngh. Trans .• J. Ac. XVIII, p. 6!l. 
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3. Die Hichtung der Vibrationen liegt iibcrall in krystallinischcn und nicht-krystallini
schen :Medien, in der \Vellcnebcnc. (K aeh N cum an n's Tl~eorie der doppelten Stralen
brcchung macht die Richtung der Bewegung der Theilchen im Allgemeinen einen kleinen 
Winkel mit der \Vellcnebene.) 

4. Die Polarisationsebene fällt mit der Schwingungsebene zusammen. Eine nothwendige 
Folge dieser Annahme ist, dass der Stral immer senkrecht steht auf der Richtung der 
Bewegung der Athermoleküle (die Äthermoleküle der ausscrordentlichen \V clle schwingen 
i-:cnkrccht gegen die Ebene, die sich durch Stral und \V cllennormale legen lässt). 

5. t"ber die Reflexion und Refraction an der Oberfläche vollkommen durchsichtiger 
Körper werden folgende Vorstellungen zu Grunde gelegt: 

Die Tracen der reflectirten und gebrochenen ebenen \Yellemysteme sdireiten gleichförmig 
Hings der Trennungsfläche fort, so dass sie stets in eine gerade Linie zusammenfallen. 

Die Geschwindigkeit der verschiedenen \V cllensystcmc ist den Sinussen der "Winkel pro
portional~ welche die ·w ellenebcnen mit der Trennungsebene einschliesscn. 

D i e C o m p o n c n t e n d er B e w c g u n g , w e 1 c h e de n '11 h c i l c h e n d c r '11 r e n n u n g s -
dJene von der einfallenden und rcflcetirtcn ·w cllenebcnc erthcil t wird, sind 
gleich den Componentcn der Bewegung. welche ihnen von der p:cLrochencn 
\V e 11 c n e b e n e m i t g et h e i 1 t w i r d. 

Diese Voraussetzung, die die Fr esn e l'sehc 2. ersetzt, berfü:ksichtigt die Gcsammt
wirkung der transversalen Vibrationen, und folgt aus den Na v i c r'schen Grunclglci('hungen, 
wdf'he X euma n n seiner Theorie der doppelten Stralcnbrechung zu Grunde gelegt. 

6. Die lebendige Kraft in der einfallenden \V ellenebene ist gleich der Summe der leben
digen Kräfte in den reflectirten \V ellenebenen und in <len gebrochenen \V ellenehenen. 

"Dieses Princip," sagt Ne um au n, "hat die hier zu entwickelnde Theorie gemeinschaftlich 
mit der Fresnel'schen Theorie. Ich gestehe aber, class es dasjenige ist, ·wclehcs vo11 der 
theoretischen Seite am meisten z,V-eifel in Beziehung auf seine Zuverlässigkeit erregen muss; 
denn man begreift nicht, wie nicht ein 'l1heil der lebendigen Kraft der einfallenden \Y ellen
ebene zu longitudinal s eh w ing enden \V ell en, die nicht als Lichtwellen wahrgenommen 
werden, sollte Yerwandt werden ; es müsste ein Theil des Lichts immer versclnvinden, weil 
seine Intensität eben durch die lebendige Kraft der transversal schwingenden \V ellenebenen 
gemessen wird, und es existirten eigentlich keine vollkommen durchsichtigen Körper. Dieses 
Princip kann also nur auf den Grund der Erfahrung genommen werden: dass es wirklich 
Kifrper gibt, bei welchen die Intensität des einfallenden Lichts gleieh ist dPr Summe der 
Intensitäten, mit welchen das Licht reflectirt und gebrochen wird." 

Die aus diesen Annahmen abgeleiteten Gleiehungen geben die Fr es n el'schen Inten
f;itätsformeln wieder. Für den Kalkspath findet Neumann folgende Relationen, die wir 
hier mittheilen, da wir uns im Verlaufe unserer Untersuchungen auf dieselben zu beziehen 
bemüssÜ!t sehen werden. Sind R . R , IJ. D" die Amplituden der senkrecht zur Einfallsebene 

U p 1 8 I 

und parallel dieser schwingenden, reflectirten und der ordentlich und ausserordentlich gebro-
l'henen \V elle. so ist: 

D. vT=-r'2"s1:n<tJcu.,'fi1) . ( "' t . s [C( . " . II • '2) · = ~ - --- · - x · - - l szn 'P + <p ) _; .mi w - szn <f cos 'f sin 'f + cos 'f stn 'f 

- A cos w ( cos rp" cos 'f siiz 'f + sin </' cos rp'
2
)] (' 

1) 
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wo <f, </, </' der Einfallswinkel und die Brechungswinkel der ordentlichen und aw;serordentlichen 
W clle, w d:ui Azimuth der Einfallsebene ist, r' r'' die Cosinusse der Winkel, welche die 
onlcntliehe und ausseronlcntliche "'\Vellennormale mit der optischen Axe einsdtliesst, A und C 
die Cosiuusse der WinkrL welche die Normale der brechenden Ebene mit der optisrhen Axe 
und einer in der Einfallsebene liegenden auf der optischen Axe senkrechtenRiehtuug eiuschliesst. 
J> und S sirnl clic Amplituden der Rc11kred1t zur Einfallsebene und in derselben oseillirenden 
einfallenden w· cllcu. 

Die Übercinstimrnuug dieser Ausdrücke mit der Natur hat N,eu m ann naehträglich durch 
l'orgfültige photometrüwhc l\fossuugen constatirt, welche aber, wie es scheint, nic·ht weiter 
bekannt worden siml, da Ca u eh y noch vor kurzem einiger ungefähren J\Iessm1gen erwähnt, 
die er mit So 1 eil angestellt, uwl die durch N cum ann's Versuchsreihen reichlich geboten 
worden wärcu. 

1\1ac-Cu11 a g h 1
) wurde durch eine eigcnthiimliche geometrische Construction auf seine 

Theorie geleitet. fodcm er m1tcr dem Namen der rrransYcrsa.lcn eines polarisirten 
Ntrals <fü;jcnige <leradc in Betraeht 7.og, wckhe senkreeht gegen den Stral in die Polari
imtiomebene füllt, fand t~r auR den Fr es ne l'stlicn Glei('lnmgen, dass die Tra.nsYcrsalen des 
einfallernlcn, rcflec'.tirtc11 und gebrochenen Strals bei isophancn .Mitteln in eine Ebene zu 

1
) ~li1c-Cullagh'" hi1•rhrrg1'1i;;,.;g„ l' 11terrnrhung1·1i, welche in sl'i11cr Ucima.th mit 1\cr grösstcn Auszcielmung a.ufgenornmcn und mit der 

hiichste11 wi"L'llsl'haftli1•I"'" El11·L·n gl'kriint wurden (sri11 Biog-raph illl Phil. Mg. stellt ihn nc\Jcn Xcwton), währen<\ sie im Auslande 
11 irht iilicrnll di1''l'il11· hi11gcl1C•111le Hew11111IPr11ng g!'f11111kn, •i111\ tht'ils in ilen Transactions of the royal lrish Acadcmy, thcils in <lcn 

l'rorrcilings 1lcr'l·llirn nn<l tlcm l'hilo,;npl1ir-al \lagazin cnthaltPn. llie ohcn rnitgcthdltc kun:c llarntellung ist aus folgenden Abhand

lnngcn gczogpn: On tl1r laws nf l'r~·stalline rf'fi1·xion an1\ refradiun !I .. Jan. l8ili. Transact. X VIII., ill. - An Essay towards a 

•lyn:11 11 i1·al TIH•nry 0 1' 1•ry,talli11,• Ht'llexion a11tl ltel'rnction !J. Dez. 18il!l. Trans. XXI, 17. - On thc Iaws of rcflcxion from crystallized 

"11rfar1·'· IH:l:i. l'hil. ~lg-. \'III, 10:1. - On tlH· law' of rrntallinc rctlcxion Dez 18'1(' 1'111'! 'Ig X 4" 18'l- XI 13· 4 D" · t 
•. • „ l. ). • ll • „ ' -· • '. „ ' • ie CIS e 

Erwiihrn111g 'rin1·' l'ri1wipt's •lt·r A1111irnlcnz tll'r \'il1rationc11 linde ich in einer :'.\;otc YOln Aug-. 18:Jii: A short account of some rcccnt 

i11\Pstigiltio11s l'Ollt'<'r11i11µ- 1111· law' of rl'li<•xinn ancl refral'tinn at thP ,urfaf'c of i·ry,tal> l'hil. :Mg. VII, 205. 
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liegen kommen; uqd was noth auffallender erschien~ es zejgte sich, "·enn man die Transversalen 
gleich den Amplituden machte, dass dieselben in einem solchen Verhältnisse stehen, wie die 
Sinusse der gegeniiberstehenden „Winkel, d. i. die Vibrationsgri5ssen setzen sich zusammen nach 
dem Kräftenparallelogramme. N"nn fallen aber nach Fresnel's Theorie die Schwino-uno-en 

. b b 

senkrecht gegen die Polarisationsebene, während die Transversalen in dieser liegen, und es 
lag nahe, zu vermuthen, dass Fresnel's Ansicht von der Natur abweiche; doch dann entstand 
eine neue Sch·wierigkeit, indem bei l\fac-Cullagh's Constructionsweise die Erhaltung der 
lebendigen Kräfte verletzt wurde, sobald man nieht im Gegensatz zu Fresnel annahm, dass 
die Dichte des Äthers in allen l\litteln gleich sei. l\I a c- Cu 11 a g h hält aber gerade diese 
Annahme a priori für die plausiblere, da eine Verschiedenheit der Dichte nach verschie<lenen 
Hichtu11ge11 in Krystallen von doppelter Brechung etwas Undenkbares sei 1

). Darum hält er 
sich für berechtigt von Fresnel's Grundansichten abzugehen und·seine Construction auch auf 
anisophane l\fittel auszudehnen: sie ist in der That ein Denkmal eines gewa1tigen synthetischen 
Geistes, und rechtfertigt die Bewunderung seines Biographen 2)~ 

.Jl a c -Cu 11 a g h hat eine dynamische Theorie entworfen, ·welche zu diesen Constructionen 
führt; er setzt voraus: 

1. Uass die Dichte des Lichfäthers eine unverän<lerliche Grösse ist, und zwar unverfö1-
dcrlich smYol1l durch die Bewegungen, die Lieht henorbringen, als auf'h dur<-11 die Gegenwart 
materieller Partikel , so dass sie <lie8elbe ist im freien Raume und in Körpern und (lieselhe 
bleibt 8clbst bei den heftigsten Vibrationen. 

2. Dass die Vibrationen in einer ebenen "'\Velle geradlinig sind, und dass, während dir 
Welle parallel mit sich selbRt fortschreitet, <lie Vibrationen parallel einer fixen gen:ttleu Linie 
bleiben; dabei ist die Grössc und Hichtung dieser Geraden eine Function der fücJ1tung- der 
"'\V ellennormale. 

Ans diesen bei(len Voraussetzungen folgt mit N othwendigkeit1 dass nur transversale "'\V cllcn 
entstehen können. Dadurch unterscheidet sich diese Theorie von der Grecn'B mul Cauchy's 
YOn vorne herein. Die Gesetze der Lichtbewegung werden nach der von La gr an g e in der 
)fCcaniquc analytiquc vorgezciclmeten l\Iethode entwickelt. Ist x, y, z der Ort eines Partikels 
Yor, x-1-~, y+Yj, z+( nach der Verschiebung, wo~' Yj, (Funetionen (Lcs Orts urnl der hl'it 

1) Those who maintain that the dcnsity of the cther is different in different media ought to consider the following 11uestion: What func
tion of the 3 principal indices of a cloubly rcfracting crystal, represcnts the clensity of the ether within the crystal? l liesc Frage 

scheint kaum schwieriger zu beantworten, als wenn man statt dc•nsity setzt clastirity; eine ansdiaulid1c Yorstclhmg von verschie

denen Dichten hat mi1· im Gegenthcilc immer leichter geschienen und die Anschaulichkeit in den Princivicn kann nicht strenge genug 

gefordert werden. 
~) Es sei U der Inciclenzpunkt auf dem Krystalle, OT und OT' die gcbrochc1wn StrnlPn, T und T' auf der ""cllenfläche gelegen. 

Entsprerhen<l dem 7~ T' gibt es zwei andere Punkte 1' und M auf einer anderen Fläel1c, wclrhe <lie reciproke <!er "" cllcnfläche ist. 

Die Lage von J> und JJ[ wird nach einer einfachen H<'gel bestimmt. Um nun zu erfahren, nach welcher Richtung der Pinfallcnde 

Stral polarisirt sein muss um O'l' verschwinden zu machen, lrg<' man clurC'h (J eine Ebene A senkrecht auf O'l'l' und parallel TI'. 

Diese schneidet die Ebene dC'r C'infallemlcn um! reflcctirten 'IY eile in 2 Geraden, welche 1lic Transversalen dieser 'IV eilen sind, so 

dass wenn der einfache Stral polarisirt ist parallel dem erstC'n Schnitt, der reflectirtc parallel dem zweiten polarisirt ist und nur 

der einfach gehrochenc Stral OT ·vorhanden ist. Eine Gerade durch 0 senkrecht zu 01'1' liegt in jener Ebene und ist die Tram

versale von OT, und wenn man vom Punkte O <lie Länge der 3 Tr11nsvcrsalen misst, welche die Amplituden darstellen, so ist 

die Amplitude des gebrochenen Stralcs die Di11gonale C'ines P11rallelogrammcs, welches durch die 2 Amplituden im einfallenden 

und reflcctirten Strale gebil1lct wircl. Ganz so wird verfahren, wenn nur OT' vorhamlrn ist. fat der "einfallcncle Stral polarisirt in 

einer mittlerC'n Hichtun!? zwischen den 2 Transwrsalriehtungen. die eir{cn einzigen g<'brorl1Pnen Stral geben, so kann er zerlegt 

werden in 2 Vibrationer~- parallel diesen Transversalen. Die rcflectirten Yibrationen, die von jedem der componirenden <les einfal

lenden Strales entstehen, werden nach der vorhergehenden Regel gefunden und dann zusammengesetzt. 
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sind, so ist durch 1lie gleichzeitige Anwemluug des Princips der virtuellen ßeschwindigkeiten 

uud des d'.Alembert'sehcu Princips 

if/(,zx dy clz (d~~ d' + d2
YJ oYJ + d~.: <J() jflfax dy dz. oV 

'}) ' dt~ dt~ ., dt2 '}) 

und es ist nur die Function V zu bestimmen: da diese aber für das Differentialelement dx. dy. d.z 

nur von 1lcr Rid1tm1g der Krystallaxen und der durch die VibrationsYerschicbung eintretenden 
Winkelvcriinderung in Jen Seiten dieses · parallelepipedischen Elementes abhängen kann, 
und iJ V für 1len Zustand des Gleichgewichtes verschwinden muss 

1
), die Lage des Coordinaten 

werde gew~iJilt wie immer, so ist (unter Vcrnachllissigung der Potenzen, die die zweite übcr-

s('hrciteu) 
V = - ~ [ a2 ('!!!_ - '!i)~ + b~ ('!i - d~)2 + c2 (<!!_ - d7j)~ ) 

~ dz dy dx dz rly dx 

wo a, b, c cornitante Gr!fascn und die Coordinatenaxcn die Hauptaxen des Krystallcs sind. Sub
stituirt man dies in der obiO'Cll GleichunQ·, so erhält man rechts ein dreifaches und 3 z;weifache 

b u 

Integrale: jenes repräsentirt die allgemeinen Bewegungsgesetze innerhalb eines und desselben 
'Jlittels und z~igt, dass nur in der Wellenebene Bewegung stattfindet, wie es nach den Grund
annahmen der Theorie nicht anders zu erwarten ist 2

). Die Doppelintegrale beziehen sich auf 
1lic coordinirtcn Ebenen und jedes derselben gibt die Bedingungen, welche sieh auf die 
Trennungsfläche 11.:weicr :Medien beziehen, je nachdem man diese oder jene dieser Ebenen als 
bre<'hcndc FHichc wäl1lt; sie geben das Sinusgesct11.:, die Erhaltung der Schwingungsdauer, die 

.Äquivalenz der Amplituden und die Erhaltung der lebendigen Kraft. 
Diese Theorie, so plausibel sie scheint, enthält nichts, was nur den geringsten Aufschluss 

iiber die elliptische Polarisation :;i:u geben vermöchte, die bei der Heflexion bei weitem das 
allgemeinere Phänomen ist ö). Dass das Princip der Erhaltung der lebendigen Kräfte, .~ie es 
bei jeder richtigen Theorie der Intensität des Lichts geschehen muss, aus dieser als Corollarium 
hervorgeht, darf nicht irre machen: es folgt nur unter der Voraussetzung: dass bei der l\eflexion 

und Brechunµ: (\jp Vhasc11 uugeändcrt bleiben. 

1) )! a c - Cu l lag h wcrnlct hier 1lassdbc Haisomicmcnt an, das Lagran g c in einem analogen Falle gebrauchte. )lecan. Anal. I, 68. 

~) In thc ing-<'1iious but altogrthcr unrntisfactory theory bywhirhFresnel has c111kavoured to account for his beautiful laws thc dirrc

tion of thc dnstic forc<' Lrought into play by the displacerncnts of thc dhcrcal moleculcs is in gcneral inclined to the plane of tlw 

wave. He snppos<'s howPwr that the forcc normal to that plane docs not produce any a]Jprcciable cffcct hy reason of the grcat resb

sta11cc which thc ..th<'r offcrs to' com]Jrcssion. Das l:nbefriedigcndl• der Fr es n c !'sehen Tltcoric liegt aber nach dem, was die Unt<>r

rnchungeu Ure<' 11 s, Ca n c h y's und .J am i n's lelll'en, gewiss uicht darin, tfass nach ihr Longitudinalschwingung<'n möglich 

sind, vielmehr in <lcr uugcrcchtfcrtigtcn Elimination derselben. 
:1) ": a~ <lic .m"tallisch.c Rctlcxion l1etrifft, so sagt ~I a c - (.: u l lag h seihst: lfwc wislH''1 to ghc a rcason for the hy]Jothesis of Eqnh·alence 

ol nhrnhou.s wc nnght say that thc motion of a particle of cthcr at the eommon surfacc of two media ought to be tlw samc, to which 

"'~H'r mc•l.nnn ~he p.article is eonccived to belong: anti as tlw inci<lcnt and ref\ected ,·ibrations arc supcrposed in one medium anti thc 

r~lrn<''.l'•I ,·1hrat1ons lll thc other, we rnight iufer tliat thc 1·!'sultant of the former vihrations ought to bc the same, hoth in length and 

<11'.·eet'.nn as. thc l'l'snltant of thc lattcr. .At first sight this n•asoniuµ· appears sufficiently phiusil1le; but it will not hear a close exa

nnnahou. l· or as thc argnnwnt is gcncral it would ]Jl'OYC that the priueiplc of thc <'•Jllh·alenrn of vihratious is true for lnPtab as weil 

118 f~r .rrystals, whirh it certainly is not. lt is not easy to sec why thc principle should hold in the one casc and not in the othcr; 

'.'nt lt " ~irohalil): preYcnt~d froi_11 hol<ling in thc rase of mctals by the smue causc, whatcwr it is, which 1iroduces a ehangc of phases 

'. 11 mctalhe rcfl~x1oi'.. In emcr )iotc sagt er allenlings: a fcw J.ays aller this paper was reall I founll reason to persua<le nwsclf that 
m mctalH thc nurahons parallel to the surfacc arc cr1uivalcnt liut not those 1ie1·iic11d1"cular to 1't l tl t · t 1 ll · · , an( ia 111 ine a s as we as lll crY-

"talH thP Yis vivaisprcscnc<I; doch istMac-Cullagh ein vielzuklarerundniichtcrncrForscher 11 'lt· 1 d 1·-„ , 1n nie l e1uzusP ten. ass f IP~ 

hochstens zu der Hoffnung berechtigt .that kintln'<l suhjects, such as metallic and crystallinc reßexinn will onc daY lie hrought 

u1'.rlcr the same thcnry", ciuc Hoffnung, uie zur Zeit als sie ausgesprochen wurde' bereits i·ealisirt war, wenn aurh. anf anderem 
\\ q;c ur11] <lurch andere )!iinncr, als Mac - Cu 11 ag h Pnrnrtct hattP. 
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Vas vorziiglichste Hesultat, das Neu ma nn's und J\Ia c- Cu l lag h's Arbeiten für die 
Theorie geliefert, darf ein negatives genannt werden; man sieht nämlich, dass unter der 
blossen Berücksichtigung transversaler W cllen weder die metallische Reflexion noch die am 
Diamanten, noch irgend eine andere wo Phasenverschiebung stattfindet, erklärt werden kann. 
~ eumann sah, wie die oben mitgetheilte Stelle aus seiner ausgezeichneten Untersuchung 
ii bcr die Reflexion an Krystallcn deutlich zeigt, die N othwendigkeit der Betrachtung der l\fit
wirkung longitudinaler Oscillationen an der Trennungsfläche zweier :l\Iedien, sehr klar ein; 
do<-11 <ler erste, der sie wirklich in den Calcul aufnimmt, ist Green 1) (Ca u c h y schon vor ihm, 
''" i e man aus dessen Briefen an Li b r i uml Am p er e vom Jahre 18 3 G sieht: doch gibt er seine 
Theorie im Zusammenhange erst 1840, und von der zusammenhängenden Theorie ist hier die Rede). 

Grc c n's Arbeit ist ausserdem noch dadurch höchst merkwürdig, dass sie für die durch 
Ca u c h y in dem letzten J ahrzehend gegebenen theoretischen Ansichten, die durch Ja min' s 
Experimental-Arbeiten eine so schöne Bestätigung gefunden, noch einen weiteren der Theorie selbst 
entnommenen Beweis der hohen \Vahrscheinlichkeit derselben liefern; indem beideForscher, von 
dcn,;clbcn Principien ausgehend, einen verschiedenen\\' eg in der Analyse einschlagen, ihre Diffe
rentialgleichungen durch etwas abweichende particuläre Integrale befriedigen, und (wenigstens 
mit Berlicksichtigung der in der Note citirten Bemerkungen Hau g h t o n' s) auch zu verschiedenen, 
·wie es sf'hcint auf einander nicht reducirbaren Endgleichungen gelangen, welche gleichwohl 
mit gleü·her Vollkommenheit die Naturerscheinungen wiederspiegeln. Green bedient sich des 
Calculs, den Lagrangc in der llfecanique analytzque angegeben, und ·von dem auch Mac
C u II a g h Gebrauch gemacht; es liegt nicht im Plane dieses Aufsatzes, der nur die Principien 
anzugeben hat, eine l\Iittheilung dieser Analyse zu bieten. Das Gesetz der Reflexion, das 
Sinusgesetz, die Erhaltung der !~chwingungsdauer wird in der Theoi·y ef Sound im Allgemeinen 
für jede Oscillationsbewegung abgeleitet; für d,as Licht werden folgende Annahmen gemacht: 

1. Der Lichtäther besteht aus einem System von auf einander anziehend und abstossend 
wirkendenl\folekülen. Wie diese auch auf einander wirken mögen, immer wird die Summe der 
Producte aus den inneren Kräften in die Elemente ihrer respcctiven Richtungen ein vollsfä,ncligcs 
Differentiale irgend einer Function sein, da sonst jede Lichterregung in alle Ewigkeit fort
vibriren müsste. 

2. Wo immer beider Brechung dieDirection der Vibrationen sich ändert~ da müsscnlongitudi
ualc Oscillationen entstehen und dieselben dürfen in der Rechnung nicht vernachlässiget werden. 

3. Die \Virkungssphäre eines 1\folekiils ist verschwindend klein gegen eine W cllenlängc. 
4 Die Dichte der verschiedenen Medien ist verschieden. Ihre Elasticität wird gleich 

angenommen, indem in einem analogen Falle, nämlich bei der Schallfortpflanzung in Gasen es 
nachgewiesen ist, dass die Elasticität unabhängig ist von der Natur der verschiedenen Gase und 

1) On the laws of the Hcllcxion and Refraction of Light at the common Surface of two non crystallizcd Media ( 11. Dec. Hlili )· Cambr. 
Phil. trans. YII, 1. Die darin entwickelten Gesetze werden unter einer einfacheren Form mitgctheilt in einem Supplement to thc 

~Icmoir on the Reflexion and Rcfraction of Light (6. Mai 183!l) VII, llii; er bringt sie da unter gleiche Form wie die Gleichungen, 

welche in der gleichzeitig mit der ersteren gelesenen und mit dieser im innigsten Zusammenhange stehenden Abhandlung: On thr Reflexion 

11ntl Ikfraetion of Sound Cambr. Phil. trans. VI, 102 gegeben sind. Die ~Iodificationen Ha ugh to n's an Gr e c n's Forrnrlr1. woc\urch 

olit'>0 mit <lcn Ca u c h y'schrn gleichwerthig, wenn schon nicht g-lt-ichlautend werden, s. Phil. Mag. Yl, 82. . 

Denkschriften der mathcm.-narnrw. fl. IX. ßd . .Abhandl. Y. KichtmitgL k 



.Joseph 01·ailiclt. 

l J l 1·1 11.0 ]•;1·11f'a<• .. l1l1"1·t s1"cl1 e111pfehlen muss•, als nicht Thatsacheu 1lieso Auualunc so a11gc ure 1 . · v 

von ihrer Unrichtigkeit zeugen. . . . .. 
;,. Die Ue8chwimligkcit tlcr Fortpflammng der longitudinalen Osc1llationen ist unendlich 

"'
1
•11 ;.: 8 O'eo·i· 11 die Fortpflanzuno·so·eschwindigkeit der transversalen Vibrationen. 

t-> „ t"l t"l. . . 0 0 h 
Letztere V orausi;ctzung ist von Hau g h t o n dahin modifi.cirt worden, dass dies V er ältniss 

nur sehr gross, nicht aber unendlich gross sei. Ca uc h y selbst hatte vermuthet, dass es unendl~ch 
sei, indem er/= 1 setzte: doch da er die Formeln in ihrer allgemeinsten Form gab, so vcnmed 

er diL•scn Trrthum. 
Unter 1licscn Voraussetzungen gelangt Gr e c n zu folgenden Resultaten: 
1. l>ie Bcdi11gnngen, welche an der Grenze zweier Mittel stattfinden (wenn~' Yj, (, .;1, Yj1, (1 

rlic V crsd1iebungen im ersten und zweiten Medium, x, y, z die Coordinatenrichtungen, z y die 
Trc11111111Q;sfüichc nn d :.r das Einfallsloth bedeuten, und die einfallende Welle der Axe der 
.z parallel fortschreitet), sind für x = o, für die Oscillationen senkrecht zur Einfallsebene 

( = (1 ,u: = a ::1 
' dx d.c 

mul für die Oseillatium·n in der Einfallsebene 
,_ f:. df; df;I d1j d1j1 

c; = '>1' Yj = Y/1' d-.; = y;;' d; - ;];; 

1lies sind die beiden von Ca u c h y mit dem Namen der Prineipien der Äquivalenz der Schwingungen 
nnd der Continuität der Bewegung bezeichneten Gesetze. Da aber im Falle der totalen Reflexion 
die Bewegung nicht in das zweite Mittel hineinschreitet, oder doch nur auf eine höchst geringe 
Uistanz von der Trennungsfläche, so muss die Verschiebung im zweiten Medium statt durch 
eine Kreisfunction, durch eine Exponentielle dargestellt werden, deren nfodulus eine negative 
Coustante ist, da die Bewegung im Fortschreiten erlischt; dadurch werden aber in die Differential
ausdrücke, welche die Bedingungen an der Grenze zweier isophanen Medien enthalten, sowohl 
Cosinussc als Sinusse treten, und e8 wird clcnselbeu nur so Genüge geleistet werden können, 
dass die ßögen, deren Sinus die Bewegung im einfallenden und reflectirten Systeme proportional 
ist, um gewisse Constante vermehrt ·werden; wodureh der analytische Beweis für die N othwendig
kcit der Phasenverschiebung geliefert ist. 

V crgleicht man G r e e n's Theorie mit der Ca uchy's, so zeigt sie in Principien und 
lll'sultaten (worunter wir zmüichst die in den Bedingungen für die Grenzfläche enthaltenen 
Gesetze der Äquivalenz der Vibrationen und der Continuität der Bewegung rechnen möchten, 
da sie aus den höhernPrincipien der Theorie gefolgert werden und daher niclit wie Haug hton 
es tlrnt, unter diese Principien selbst gereiht werden können) die wesentlichste tbereinstimmung; 
Ca u eh y's Theorie, auf die wir nun übergehen, hat aber den grossen Vorzug allgemein und 
Yol!Rtändig zu sein. Wir wollen versuchen mit einigen Zügen eine Idee von den unterscheidenden 
Prineipien zu geben, nach welchen der grosse Forscher seine Theorie geschaffen hat 1). 

1
) Dn ein ausflihrlichcs Eingehen in die Theorie Ca u eh y's im Texte nicht möglich ist, so ergänzen wir das obeu Angedeutete durch 

ein miiglichst volbtiindigcs V crzcichniss der Literatur, in welcher Ca uch y's Arbeiten über diesen Theil der theoretischen Optik ent

halten sind. In 1" c ru s s a c's Bulletin des sciences befindet sich der erste Artikel "Sur la reflexion et la refraction de lalumiere" Jul. 1830, 

wo angenommen wird' die Polarisationsebene falle mit der Oseillationsebene zusammen, und die Bedingungen bezüglich der 
Trcnnungsfliichc aus der Gleichheit gewisser Pressionen abgeleitet werden, wobei die Dichte constant gesetzt ist. Doch schon im 

Au!?~st 1~3G li~ss Ca~chy in Iludweis ~in Memoire "Sur la Theorie de la lumiere" lithographiren, das die Grundzüge der ganzen 
~1eutigen r~1eone enthalt (deutsch bearbeitet v. Prof. :Mo t h, Wien 1842); gleichzeitig erschienen die Briefe an Li b r i und Am p c r e, 

rn <icnen rhe neuen l'rineipien sammt einigen Folgerungen bezüglich der elliptischen Polarisation durch Reflexion an durch~ichtigen 
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§. 4. 

Ca u c h Y beginnt nicht damit den Lichtäther in den differenten .Medien mit bestimmten 
Eigenschaften auszuriisten, und daraus die Beweg·ungs- und Bedingungsgleichungen abzuleiten, 
sondern er behandelt die Gleichungen unendlich kleiner Bewegungen in ihrer allgemeinster~ 
Form und zeigt flann nur, dass die Lichtbewegung ein speciellcr Fall derselben ist. 

Da nach diesen Gleichungen die Quadrate der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der in 
einem solchen ::\ledium möglichen Stralen durch eine Gleichung des dritten Grades gegeben 
1<intl. so muss bei der Reflexion auch auf den dritten Stral Rücksicht genommen werden, der zwar 

und opaken Körpern mitgetheilt wurde (Compt. rend. 1836, 1, 341, 427, 455 - 182, 207, 364; Pg. Ann. XXXIX, 48); die Bedin
gungen an der Grenze zweier Medien wurden ausführlicher entwickelt im Memoire sur la dispersion de la lumiere (Prag 1836) §. 5, 

~· 10 und in den Xouv. Exerc. de :Math. VII Ihr. 1836. Mit dem Jahre 1838 beginnt eine fortlaufende Reihe von )lemoiren in den 
Comptcs renclus; der VII. und VIII. Bam! enthält das Memoire sur la reflexion et la refraction de lumiere (besonders abgedruckt im 

Hccucil <le mcm. sur divers points de phys. math. p. 1-63); worin nur der allgemeine Gang der Operationen und die Resultate 
a11g<:'geben werden ohne Zuzichung <les Calcnls; im ,)fethode genernle propre a fournir !es equations de condition relatives aux 

limitcs des corps" (C. r. VIII, 1839 - Rec. 64-94) werden die Bedingungsgleichungen, welche in den früheren Memoiren v. 1836 
a11gedeutet siml, strenge abgeleitet, die dann unter elementarerer Form, Band X (17. Febr., 2. :März 1840), XV (1842, 12. Sept.), 

XXVII (1848, 24 .. Juli) mitgetheilt werden; 1l. XVI (Jan. 1843) enthält eine "Xote sur les pressions supportees dans un corps 
solide Oll fluide par 2 portions de surfacc tres \'OisineS: l'une a ['extericur !'autre a l'interieur a ce meme Corps" die sich auf die 
physikalische Begründung jener Bedingungen bezieht. Die Formeln, die aus diesen Principicn für die Intensität und Phasenver
:;chh,bung abgeleitet werden, sind in folgenden )Icmoiren enthalten: Xote sur la quantitc de lumiere reflechie sous les <lherses inci
•lence> par les surfaces des corps opaques et spccialement des metaux (C. r. 'VIII, 553. 15. Apr. 1839: erste Bekanntmachung der 
Formeln für metallische Reflexion). - Sur l'intensite de la lumiere polarisce et reftechie par des surfaces metalliques (VIII, G58. 
An we111lung dieser Formeln auf 4 ~Ietalle). - )fomoire sur Ja rcflexion et la refraction d'un mouvement simple (C. r. VIII, IX, 1839. 
Exerc. d'Annal. et de Phys. Math. 133-177; die Schlussformeln fiir das in der Einfallsebene schwingende Licht sind unrichtig, und 
das \'ersehen wird in einer späteren Note berichtigt. Ex. 233 ). - Memoire sur la polarisation des rayons rcflechis ou refractes par Ja surface 
de scparation de 2 corps isophanes et transparents (C. r. IX, 1839 - Ex. 212-260, nächst der Methode generale das Hauptwerk). 
Xotes sur !es milieux dans lesquels un rayon simple peut ctre completement polarisc par rcftcxion (C. r. IX, 726). - Mcm. sur la 
polarisation incomplcte produite a Ja surface de separation de certains milieux par Ja ·reftexion d'un rayons imple. (C. r. IX, 727, 1839, 
2. Dec.) - Sur la reflexion des rayons lumineux produite par la seconde surface d'un corps isophane et transparent (C. r. IX, i 64). -· 
Die bisher entwickelte Theorie befindet sich besprochen mit besonderer Hervorhebung der Principien durch v. Ettingshausen, 
Pg. L, 409. Cauchy fügte nur noch zwei Xoten hinzu (C. r. X,347,XV, 418). Dann ruhten diese Arbeiten bis Jamin's Untersu
chungen ihn aufs neue auf diesen Gegenstand zurückführten; er begann damit auf seine schon früher gegebenen Metallreflexionsfor
meln aufmerksam zu machen (C. r. XXVI, 8G; Pg. Ann. LXXIV, 543) und seine Theorie bri Gelegenheit der Besprechung der 

.Ja m i n'schen Messungen zu erliiutern (C. r. XXVIII, 121; XXXI, 112). Dabei vcrlicss er aber die Form der Bedingungsgleichungen, 
welche er in der Methode generale mitgetheilt hatte, inckm er die oben im Texte mitgethcilten Principien aufstellte und nach t!iesen 
die Formeln für isophane Körper, welche RotationSYernüigen besitzen, entwickelte (C. r. XXXI, 160, 1850, 5. Ang.; XXXI, 225) 
und endlich auf Krystalle ausdehnte (Mem. sur la reflexion des rayons lumineux a la surface cxter. ou inter. d'un cristal XXXI, 257, 

1850, 26. Aug. Dazu zwei Xoten XXXI, 666 - XXXI, i66). Im XXXI. B. der C. r. p. 532 wird auch angegeben, dassCauchy ein 
)fom. sur Jes lois de la reflexion et refraction operees jlar la surfäce d'un cristal überreicht habe Und dass c\ics im XX[ll. J3. der 

)lcm. de I'Aca<l. erscheinen sollte; leider ist dies unterblieben. Endlich hat noch Ca u c h y in den letzten .Jahren ein besonderes 

Interesse der speciellen Betrachtung der ernnescirenden Strahlen zugewandt (C. r. XXVII, 621; XXVIII 8. u. 15. Jan. 18-1\J; XXXI, 
:!97). Eine lichtrnlle Besprechung sämmtlicher hier erwähnten Arbeiten gibt )foigno im Itepertoire d'optique moderne, 1, IV, die 

zum Theile aus den Einleitungen Ca u eh y's zu seinen verschiedenen Memoiren gezogen ist und sich im Ausdrucke strenge an das 

Original schliesst. Da Ca u c h y von seinen Formeln die Ableitung nicht mittheilt und überhaupt trotz der staunenswerthen Anzahl 

seiner )Iittheilungen doch mehr zerstreute Andeutungen und Verweisungen auf später Auszuführendes gibt, so hat Be er die sehr 
dankenswerthe Arbeit unternommen, die Theorie <ltirch die vollständige Ableitung der gegebenen Endformeln aus den gegebenen 

Principien zu ergänzen (Begründung der Reflexionstheorie durch Herleitung der verschiedenen Stralen aus den allgemeinen Diffe

rentialgleichungen der Lichtbewegung. Pg. XCII, 522. Herleitung der allgemeinen Ca u eh y'schenReflexionsformeln für durchsichtige 

d d h · ht" K··. e Pg XCII 40'> Herleituncr der Caucln'schen Formeln für durchsichtige Mittel, Pg. XCI, 467 - fiir un un ure sie 1ge orp r. . • , ~. o • 

Totalreflexion, Pg. XCI, 268 _ für Metallflächen, XCI, 561 - Herleitung der Fresne !'sehen Formeln, XCI, 115). Wir bedauern nur 

1 d \ . r d" C h -' h Ausdrucksweise verlassen und in Zeichen und Richtungen Veränderungen getroffen, welche dem • ass er er1asser 1e au c ) sc e 

C 1 • .\ 1 G ··1 t n frenirlart1• r«"in<l D1"c -'rchitektur •lcr Ca u c h '"'sehen )Jethoden wird an Leichtigkeit n111! Eleganz an au c 1 y s . 1rn ysen ewo m e 0 ° · - "' J •· 

nur schwer übertroffen und darum nirgencls gern nrmisst werden. 
·k :;: 
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T} • b be weg·en <ler nur durch seine bis jetz;t 11i<·ht gc::;chcn werden konnte, dessen nx1stenz a er e · n . . . ' 
'1 it

0

wirku11g· erzielten elli ptisehen Polarisation des reflectirten Lichts mcht bezweifelt w~rden 
kann, ja (~auchy vemllltlwt, dass es nicht unmöglich sei, dass man i~n ~1ittel~t gcscluckter 
\'ersuche Hi1·htbar nuwhcn wcnle; die .Moleki.ile dieses Strals bewegen sich m Ellipsen, welche 
in di't' Einfal lHebcnc liegen, wiihrewl die vV ollen senkrecht stehen auf der Einfa~lse~ene und 
dc1· brnd1m11lcn Flifohe. Die z;wei e1·sten \Vurzeln der erwähnten Gleichung, welche die sichtbaren 
~trnlnn licfol'll, sind gfoid1 für isophano nicht rotatorische Medien, während sie ungleich, aber 

11 11r ,,.!~nig vcr:-whiedcn sind für doppelbrechende Körper, dieselben seien Krystalle oder 

isophnnc :\Iittcl mit Itotatiousvermi5gen. 
Be11liglich der G re1111füiehc macht Ca uc h y die Voraussetzung,' dass der Halbmesser der 

Wirkungssplüire eine~ .Moleküls verschwindend klein sei gegen die Länge einer Lichtwelle, 
ila(lurch aber wird die Dispersion unmöglich, da sie gerade aus den höheren Gliedern der Reihe 
e u.i: + "!! + wx - l abgeleitet wird, welche nach dieser Voraussetzung vernachHissiget werden 
müssen: LÜese Voraussetzung ist aber nothwendig, man Ledim~e sich der in der .Methode generalP 
dargestellten Ablcitu11gsmethode oder des Princips der Continuität der Bewegung 

1
). 

tLer die V ersdiiedenheit der Constitntion <ler beiden :Medien werden a priori keine Voraus
:<etzm1geu gemacht, rlod1 geht aus der nliheren Untersuchung der einfachen Lichtbewegnnµ: 
(Theorie de la di1>]!ers. § 9) hervor, dass die Fortpflanzungsgeschwindigkeit im Raume eine reine 
Funetiou der Dichte ist, und somit in verschiedenen Medien der Äther gewiss in verschiedener 
nichte enthalten ist. 

Die Gesetze derHeflexionundBrechung werden aus dem Princip der correspon
dircudeu Bewegungen und dem der Continuitlit der Bewegung abgeleitet. Das 
l'rstere gibt die Gleielnmgen, welche die Richtungen der W ellenzi.ige bestimmen, m1d wir 
haben uns desselben im ersten Abschnitte bedient. Es i::>t bereits Yon Fr es n el, Neumann, 
~[ a c-C u 11 a g h -kun: von allen, die sich mit den Reflexionsgesetzen beschäftigt, angewendet 
worden. N aeh dem zweiten wird die Verschiebung eines Äthermoleküls gen~essen längs den 
drei rnclttwiukcligeu Coordinatcnaxen in einer unendlich geringen Distanz von der 'l'reummgs
fläehe (lenselbeu \V erth behaur)ten, wl:ihrend die Bewefruuo· aus dem ersten in das zweite Medium 

b b 

sieh fortpfl.an11t, und da:-:sclbe gilt für die Derivirten dieser Verschiebungscomponente, genommen 
in Bezng einer Cnonlinatc, die senkrecht steht auf der reflectirenden Ebene. Dies sind sonaeh 
(liesclbcu Bedingungsgleichungen, die wir oben bei G re e n's Theorie mitgetheilt. Die aus diesen 
PriucipiC'11 a 9gdeiteteu Formeln werden durch Ja m i n's 2

) Messungen für isophane Körper 
rnlhtändig l>esfätigt. Hie elliptische Polarisation unter dem Polarisationswinkel (eigentlich 

1
) ~ erg~. C .. r. X, -~GG-~7 :l i X VL U> l- Ui5, wo nachgewiesen wircl, dass Po iss o n's Annalunen über die Grenze der Körper nicht streng 

nchtig •rn•l. l, her •lie erwiihnten Dispersionsglieder s. ansscr den Mcm. sur Ja clisp. tlie illcm. sur !es mouv. inf. p. Eic de l'II. p. 7, 
uIHl sur l:i refl. Ex. l'· 150. Dass sie wegfallen auch in der spiiteren Theorie s. Green Cambr. Tr. VII, 4. Trotzdem sagt Ca u eh y 
18; i;cc. f8.t8: dnns le cas oil !es c1p1ations sont d'un clcgrc plus clcvc 1111e Je secon•l on devrajoillflre de nouvclles conditions aux 
l•l'CCetlcntcs 'lllC J'on dc1JuirP 1'111r11°<l1"1t0 111e t cJ ' ' ' ' J ' l j> ' ' j ' ' .. • _ ·· ' · ' n u prurn1pe cnonC'e, < • i. aus 1 cm rrnetp 1 e; Contrnmtat, und er spricht kurz darauf 
( ~ '" .Jan. 1 ~-l\J) ~·on einer Intrnsitiitstheoric mit Ilerücksichtigung der Dispersionsglicder. Wie die Theorie jetzt steht, schliesscn 
sICh ahcr D1•pcr,1nn und Hcgclmiissigkcit in den HeAexionscrscheinungen gcgcnscHig aus. 

~) ~lcm. rnr la polnrisation mctallique C. r. XXI 430 · XXII 477 · XXIII 1103 p LXIX 4' \l E B 299 437 M' 1 ' , • , „ 4 , • , „ ... , • g. ... , .> • ~ rg. . , . em. sur es cou-
lcurs des metaux C. r. XXVI 8'1 A PI Cl (III) XXII 31 ·1 • • - • • ' · · nn. 1. 1. • • , · l. 'g. LXXIV, a28. - Mmn. snr Ja rcll. de Ja !um. par les subst. transp. 
C. r. XXVI, iJ8:l. l'g. LXXIV, :n8. --· ~!Cm. sur Ja rcfl. de la lum. C. r. X...'(VII, 147. - l'llcm. sur Ja rell. de Ja !um. a Ja surf. des 
corp• transp. C. r. XXVIII, 120 -· ~[cm sur In. rctt totale XXXI L P 'n1 LXXXI[ 149 u• l 'll d Li 'd · · · • · ' . • • , . g. " 1 • • • , . • - mem. sur a rc . es qui es 
C: r. ~~.XI, .G!l.?'..l'g. ".XXXII, 27!1. -·Hierzu kijmmt nun noch Ha ug h t o n: On some new laws of relleicion of pol. light. Phil. Mg. 
:\ro. aa, p. a01 ulier 1he Luge 1lcr Axcn der Ellipsen. 
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incidence principale) ist die allgemeine Erscheinung: geradlinig wird sie am Minilit und der 
Hexaeder:fläche des Alauns. Während bei Metallen die Phasendifferenz von der senkrechten bis 
zur streifenclenincidenz von der Grenze 7r bis 27r allmählich anwächst bleibt sie für die D'ewöhnlichen 

b 

rlurchsichtigen Substanzen in der Nähe jener Grenzincidenzen constant " und 27r und erst in 
der Nähe desjenigen Incidenzwinkels, für welchen der re:flectirte Stral sich senkrecht gegen 
den gebrochenen stellt, geht sie von 7r in 27r iiber; im Allgemeinen ist dieser Übergang rascher 
bei schwächer brechenden Substanzen; für die obengenannten zwei Körper, für welche die 
Fresnel'schen Gleichungen gelten, ist derselbe plötzlich. Jamin hat als zweite Constante 

die Differenz $ = k'.:__ _ ~, bestimmt; k , /„" sind die Exstinctions-Coefficienten Ca u eh y's für die 
•II k II, " 

verschieJ.enen Stralen unter der senkrechten Incidenz in den zwei :Medien; e ist Ja m i n's 
Ellipticifäts - Coefficient. 

-Wir bemerken, J.ass Ca uc h y das Princip der Continuität nur für isophane, also nicht 
krystallinische Körper in der ]fetlwde generale abgeleitet hat; die Bedingungsgleichungen, 
'veld1e er dort, so wie in den l\Iemoiren des IX. Bandes J.er Comptes renclus und der Exerc. 
findet, sind unter der Beschränkung angewandt, dass sich die 6 Constanten der allgemeinen 
Bewegungsgleichungen auf 2 zuriickfö_hren lassen. Aber es ist klar, dass die Bedingungs
gleiclnmgen für krystallinische l\fodien sich in derselben 'V eise entwickeln lassen, und C auch y 
schlägt daher den klirzeren w-eg ein, indem er das Princip der Continuität ohne weiteres auf 
doppelbrechende Körper anwendet. Er findet dann 3 Ellipticitäts-Coefficienten und berechnet die 
Veränderungen , welche der einfallende Stral bei seinem Gbergange in den reflectirten und 
gebrochenen erleidet, näherungsweise; doch ist diese ganze Theorie noch sehr skizzenhaft, 
wenigstens so wie sie iir den Comptes renclzts enthalten ist; das in der Note erwähnte l\femoire 
waren wir aber noch nicht so glücklich zu Gesichte zu bekommen. Die Folgerungen, die Ca u eh y 
stellenweise mittheilt stimmen mit N eumann's Resultaten, und die Messungen, welche 
Ca u eh y zur Constatirung seiner Folgerungen erwähnt, sind von Neumann schon vor Jahren 
in umfassender \V eise ausgeführt worden. Und doch w~ire eine vollsfändige Theorie der Reflexion 
an krystallisirten Körpern wie wir sie für isophane Medien seit Ca u c h y's (und setzen wir 
hinzu Becr's)Arbciten besitzen, in hoLcmG~·ade zuwünschcn, seit <lurd1 Haidinger's merk
würdige Forschungen über Körperfarben ein neues, für die Theorie, ·wegen der unaus
bleiblichen Ankniipfung an die Frage der Dispersion, wahrliaft unabsehbares Feld sich 
1~r(5ffnet hat. 

\Vir kommen nun zur Darlegung der Principicn, welchen wir bei der Lösnng der 

lntensifätsfragc gefolgt sind. 
Aus der in den vorigen Paragraphen gegebenen Darstellung ist ersichtlich, dass uiejenige 

Theorie, welche Longitudinalschwingungen für den Inciclenzpunkt mit in Rechnung zieht, wenn 
die OsciUationen der einfallenden \V ellen in der Einfallsebene vor sich gehen, nicht nur mit 
den anschaulichen Vorstellungen, die wir uns von den Äthervibrationen bilden müssen, im vollsten 
Einklange steht, sondern dass sie auch in allen ihren Folgerungen durch die Erfahrung bekräfti~t 
und bestätigt wird. Es ist desshalb auch der Ca u eh y'sche Beweis für die Lage der Polari
sationsebenr so kräftig als der von 8 t ok c s; beide Beweise stiitzen sich auf den allgemeinen 
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· · · hl' 'ne davon aber nothwendig Satz: wenn zwei Voraussetzungen sich gegenseitig aussc iessen, e1 . . . . 
stattfinden muss, und die Folgerungen aus beiden in allen Fällen gleich smd, b1s auf emen, so · 
reicht dieser eine Fall vollständig hin, über die Richtigkeit der einen oder der andern Voraus-

sctzung zu entscheiden. . . . 
An der 'l'rennuno·sflächc zwt~ier Krystallindividuen werden nun gewiss durch die Refiex10n 

und Brc('hung cvancs~·irende Stralen erregt, die sich in Ellipsen fortroll~n, welche gegen die 
brechende FH.iche und Einfallsebene eine gewisse Neigung haben, ohne jedoch bedeutend von 
ilcr letzteren abzuweichen. Die Differenz in den Abmessungen und Neigungen dieser Ellipsen 
lwwirkt di(~ Correetion, welche die Fr c s n e l'schcn Formeln erhalten müssen um die Erscheinung: 
wirklich zu repräsentiren. Aus derSymmetrie der Zwillingsbildung folgt aber, die einfallcndf' 
Weile sei eine ordentliche oder ausserordentliche, dass die Abmessungen dieser Ellipsen m 
beiden Individuen gleich, die Bewegungen in denselben aber entgegengesetzt sein werden, so 
dass sich die evanescircndcn Stralcn gegenseitig in ihrer Wirkung annulliren. Es werden hif'r 

somit jene Correctionsgliedcr wegfallen. 
Das Princip der Erhaltung der lebendigen Kräfte involvirt zwei andere S~itzc. Zuerst dil· 

Erhaltung der Phasen ausserhalb der Grenzen der totalen Reflexion; dies ist in JI a c - Cu 11 a g h' s 
Analyse nachgewiesen und folgt von selbst, wenn man die Bedeutung jenes Princips Ubcrlegt. 
sowie es wenigstens in clen lntensitätsforschungen eingeführt wird. Es heisst nämlich hier weiter 
nichts, als dass die ganze Bewegungsgrösse, welche das Auge im einfallenden Lichte wahrnimmt, 
von demselben in der Summe des reficctirten und gebrochenen Lichts empfunden werden wird. 
Da aber ein '!'heil der einfallenden Bewegung auf die Bildung longitudinaler, vom Auge als Licht 
nicht empfindbarer und nach der Natur des Lichtäthers auch nicht l.i.ber d~e unmittelbare Nähe der 
brechenden Fläehe sich fortpflanzender Vibrationen verwendet „wird, wobei noth1vewlig einf' 
Phascnverschicbnng eintreten muss, für welche das Auge unmittelbar keine Empfindung besitzt. 
so kann der Satz der lebendigen Kräfte in der \V eise, wie ihn Fr es n e 1, l\Ia e - Cu 11 a g h und 
Neumann in Rechnung führen, nicht auf vollkommen genaue Ergebnisse führen. Bei Zwillings
krystallcn aber, wo eigentlich dies- und jenseits dasselbe :Medium vorliegt, kann keine 
Phasenversd1icbn11g stattfinden. - Der zweite Satz, den man bei Anwendung des Princips der 
Erhaltung der lebcudigenKr1iftc in dieReclmung legt, ist der der Erhaltung derOscillationsdauer; 
1lc1m irnlcm man die Geschwindigkeit in den zwei :Medien den Sinussen clcs Einfalls-, Reflexions
und Brechungswinkels proportional setzt, und ebenso bei Berechnung der bewegten }Jassen 
1lic Dimensionen der Volumina senkrecht gegen die vVellenebene nach demselben ~lasse misst, 
xupponirt man daRs das homogene einfallende Licht seine Farbe nicht ändere. Der letztere Satz 
liegt iibrigcns durch das Ca u eh y'sche Princip der correspondirenclen Bewegungen, das wir 
im ersten Aha·lmitte der Untcnmchung iiber die Richtungen der reflectirten und gebrochenen 
~trnlen zu Grunde gelegt, bereits in unseren Gleichungen. Der erstere hingegen macht es uns 
m('.glich das Pr~ncip der Erha.ltung der lebendigen Kräfte bei der Lösung unserer Aufgabe 
l101zubehaltcn. I<..s haben uns luezu noch folgende Betrachtungen bewogen. 

Die vers,·hiedene Phasenverschiebung in den 2 senkrecht gegen einander polarisirteu 
Componentcn (in die sich jeder einfache Stral zerlegen lässt) kann nur in dem Falle, wo das 
.:\lcdiurn! in .welchem sie}~ die reflectirte Bewegung fortpflanzt, isophan ist, durch die Ellipticität 
der Os~illat10nen des reflectirten Strales gemessen werden; aber welches Mittel gibt es, diese 
V erscluebung zn messen, wo die zwei reflcctirten Componenten nicht in dieselbe Richtun()' 
fallen, wie dies bei Zwillingskrystallen geschieht? Wir würden rlie olm<~hin höchst verwickelt: 
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Heclmung noch mehr compliciren, wollten wir die Anomalie der zwei Stralen, die, wie wir 
gezeigt haben, gewiss von der Nulle nur äusserst wenig, ja wahrscheinlich gar nicht ver
"chie<len ist, aufsuchen, und dann doch nur Formeln liefern, für deren empirische Bewahr
heitung, wenigstens gegenwärtig, es gar kein :Mittel gibt. Wir haben uns daher auf die 
Bestimmung des Verhältnisses der Amplituden beschränkt, und zwar in einer Approximatjon, 
<lie, wie N eumann's Messungen zeigen, der Vorwurf geringer Genauigkeit nicht trifft. 
"\Vir verweisen auf die Resultate, die er Poggend. Ann. XLII, 1 - 30 mittheilt: und diese 
beziehen sich doch auf einen Fall, wo das 1\Iitwirkcn longitudinaler Vibrationen ausser Zweifel 
gesetzt ist. Einer Theorie, die zu solchen Ergebnissen führt schliessen wir uns um so zuver
sic11tlichcr an, als es uns bei der Aufgabe, die wir uns gestellt, mehr um die empirische als 
theoretische Seite derselben zu thun war, mehr um die Constatirung des Thatsächlichen, als 
um die Erhärtung einer theoretischen Ansicht. Und es haben ausgezeichnete Autoren in 
ii lmlichcn Fällen ähnlich gethan; H er s c h e 1 , in sejnem Treatise on light, leitet die Richtung 
der im Doppelspath gebrochenen Stralen aus dem Principe der kleinsten Wirkung, also der 
Emissionstheorie ab , obschon Her s c h el gleichzeitig gewiss nicht minder fest von der 
\Vahrhcit der \V cllenlchre, als der Verfasser von der Richtigkeit der Ca u c h y'schen 
Theorie iiberzeugt ist. Es hat mich vorzüglich die voraussichtliche unvermeidliche Com
plication der Rechnung bewogen, mich an Neu mann's schöne Arbeit anzuschliessen, da 
die obigen Betrachtungen die Überzeugung gaben, dass dieselbe in dem speciellen Falle der 
.Zwillingskrystalle zu demselben Resultate führen müsse wie die Theorie, welche auch longi
tudinale Vibrationen berücksichtigt. 

Ehe ich zur Entwickelung der Grundformeln schreite, fühle ich mich noch ge
drungen, meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Regierungsrathe von Ettingshaus'en, 
für die äusserstc Liberalität zu danken, mit welcher er meine Arbeit in jeder Beziehung 
nnterstiitzt hat. 

DRITTER ABSCHNITT. 

ENT\HCKELUNG DER GRCKDGLEICHL'NGEK FÜR DIE IKTEKSITÄTSYEHHÄLTNISSE. 

ORDENTLICHE WELLE. 

§. 1. 

Wir behalten dasselbe Coordinatensystem bei, welches in den beiden im ersten Abschnitte 
erwähnten Aufsätzen zur Bezeichnung der Richtungen des Lichtstrales gegen die Constanteu des 
KrYstalls gebrau<.:ht wurde. Die Zwillingsfläche ist die Ebene der X Y, das Einfallsloth die dritte 
co;rdinirte Axe: die Ebene, welche durch die optische Axe und das Eiufallsloth geht, ist die 
X Z, folglich di~ Abscissenaxe die Richtung der Projection der optischen Axe. Wir stellen 
uns dabei den Krystall in eine solche Lage gebracht vor, dass diese Projection nach rechts 
hin fällt, und betrachten die Abscissen positiY in derselben Richtung. 



RO Joseph Grailich. 

Die Cosinusse der Winkel, welche die Normale der einfallenden Welle mit den Coordinate11-

axe11 einschliesst, bezeichnen wir mit 

u, v, w 

die Cosinusse der WinkcL welche die Normale der reflectirten ordentlichen und die der 

l'rflcctirtcn ausserordentlichen ·welle mit den Coordinatenaxen einschliesst, mit 

it'o v'o w'o 
n'. v'. io'. 

diu Cosinussc der Winkel, welche die Normale der gebrochenen odentlicheu und die der 
o·ubroehenen ausserordentlichcn vVelle mit den Coordinatenaxen einschliesst, mit 
h 

itfl 
0 

v" 
0 

iv'' 
0 

u". v". io". 

und bedienen uns zur Bezeichnung der Richtungen der zu diesen Wollen gehörigen Stralen 
B h b ,_ /" ,_, I ,,.., „, I !"' „,, " ?" ,_„ II ,P"' D b . 1 l . 1 . der uc sta en i;, 17, '>; i; "' 1) ol ... 0; i; e) 1) e) ... e; i; ol 1) O) ... 0; i; ., 1) ., ... e' a Cl rnnn g e1r 1 JCtzt 

bemerkt werden, dass nach dem Satze, dass der Reflectionswink:el der ordentlichen und aus8cror

dentlichen Welle gleich ist dem Brechungswinkel der ordentlichen und ausscrordentlichen \Vel le 

f II I lf I /1 

llo=Uo Vo=Vo 'lOo=-Wo 

u' e === 1l' e v' e === v" e w' e === - w'' e 

sein muss, wo noch aus der Natur des Zwillingskrystalles die Gleichungen 

' ,, 
U=-·U

0
=-U

0 

I 0 
V=-V

0
=-V

0 

W= 
I II 

Wo= -W u 

hinzukommen. 

Die Oscillationsrichtungen werden dann 
es stellen daher 

analog mit den grosscn Huc·hstabcn bezeichnet: 

[~ T~ W 

llie Cosinusse dar, wclehe die Oscillationeu der einfallenden W ellc mit cleu Coordinatcu
axen einschlicsscn; 

U' V' W'
0 0 0 

U', V'. TV'" 

die CoP.inussc der Winkel, •vclchc die Oscillationen d<:;r refiectirtcn ordentlichen und ausscr
or(lcntli<'hen Weilen 

die Cosinus;-;1• der Winkel, wckhc die Oscillationcn der tl'ebi·o ·l .1 tl' 1 d . • . · n . c icncu orueu H: icn un 
Ullf:SOl'Ol'dentl]('l1cn '' ellcn nnt den Coordinatcnaxcn cinse1ilic«sc1·1 w· u 11 

. . ' · · ·' • . ir m sscn vor a cm diCS(' nJ:-; F'llll<'tinJl(']l j n } f j ""\T l 1 
rr 1<' 1 .ung-0 n ' er ~'I ornrn en und der Richtung cler optischen Axe 
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rt) Einfallende ·welle. Ihre Oscillationsebcne geht dutch die Normale und optüwhe Axe, 
wclelrn mit den 3 Axen Winkel macht, deren Cosinussc 

cos a , o , sin a 

sind; die Gleichung der Schwingungsebene ist somit 

- v sin a x + ( u sin a - w cos a) y + v cos a . :z = 0 

<lic Schwingungen U, V, TV stehen senkrecht auf der Normale, daher 

Uu + Vv + TVw = 0 

sie liegen in der Einfallsebene, folglich 

- v sin a . U + ( u sin a - w cos a) V+ v cos a . W = U 

und es ist 

u~ + V2 + TV~= 1 

Aus diC'scn drei Gleichungen erhält man 

[/ = itw sin a - (1 - u2) cosa 

.Y 1 - (wsin a + ucos a) ~ 

V= v (wsina + ucosa) 

.Y 1 - ( w sin a + u cos a) 2 

TV= 'l!_W_co_s_a-=-(1 - w2) sina 

Vl - (wsin a + it cosa) 2 

4) 

b) Reflectirte ordentliche Welle. Die Gleichung der Reflexionseben0 ist dieselbe, me 

die Einfallsebene: 

v sin a . x - ( u sin a - w cos a) y - v cos a . z = 0 

und die Schwingungen U'
0

, V1

0
, 1V' 0 stehen senkrecht auf <ler Normale, daher 

sie liegen in der Einfallsebene, folglich 

v sin a . U „ - ( u si"n a - w cos a) V' 0 - v cos a . W' o = 0 

und es ist 

l>l't1k:-:chriftC'n flrr matlwm.-uatnrw. Cl. 1 X. tM. Al)handl. v. Xirhtmitgl. 



.Joseph GraU ich. 

"\m; diesen drei Gleichungen erhält mau 
, uw sh1 a + (1 - u 2) cos a u =- •/ 0 -Yt-(wsina-ucosr1.) ... 

v (-w sin a -1tcosa) 

t'1 - \wsin a - n cosa)'-

TV' = _ 11 wco.rn + (1-w
2
)sina 

0 t'i - (wsm a- ncos a)'-

c) Rctlcctirtc ausserordcntliche Welle. Die Schwingungen U'", V'„, TV', stehen senkrecht 

auf der Ko!'malc, daher 

TTI l/ ...L V' v' + W'. w' .. = 0 U c 1.1 e 1 e c "' •· 

sit• stch"n senkrecht auf der Axe, folg-lieh 

U', cos o. + TV'. sin a = 0 

und es ist 

[ T''' ·v,2. + TT/'2,. __ 1 ! -, + • 
Aus diesen drei Glci<;hungen erhält man 

I ' rr' := - V e Sl1~ 0: 

c V'l -(w esin a Tu'~ ('O::; a):! 

(j) 
U

1 
e 8l

0

n a - 1C
1 

C' CUt; a 

'fit -(w „ sina T 11'~ cosr1.)2 

TV',= ---- --------

rl) Gebrochc11c ordentliche Wolle. Die Oscillationsebcnc ist 

- v sin o. x + (it sin a + w cos a) y - v cos o.. ;Z = 0 ... (E"„)~ 

welche Uleiehung sich nur durch die Beziehung auf die untere Axc von der Gleichung cler Einfalhi
cbene unterscheidet. Die Schwingungen U" 

0
, V" 

0
, TV" 

0 
stehen senkrecht auf cler N ormalc, daher 

U11

0 'lt + V' 0 v + Tr'1

0 W = 0 

sie liegen in clcr Ebene ( E" 
0
), folglich 

- v sm r1.. U"„ + (usin o. + w cos) V"„ - v co8 o. TV"„ = 0 
uwl es ist 

[..,.,.2" + V"20 + TV''2" = l 

Ans <licsc11 drei Glcirl11u1gen folgt: 

7) 

U"„ = _ _ !!._w_~:·n a_T (_1-:- u2)__c~·'-~ 
Yl - (w sin a - ucosa)2 

V" = _ 1· ( w sin a - n cos a) 
0 t' l -- \ 10 sin a - n "O·• a)~ 

fV".,= _uw co.;_r~!:__(~_-:::_w~)_silt" _ 

.Y 1 -- (w sin a ·- /1 ,.,),.,, rJ.):! 
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e) Gcbroehcnc ausserordentlichc··Welle. DicSC"hwinO'UnO'en U" V" TV" stehen scnkrec]1t ' l "'\..: b b e' e ' ,, / 
auf r er .._, ormale, daher 

i-„ u" + Tl" v" + W" w" - (.) 
e e · e e c e-

sie stehen senkrecht auf der optischen Axe, folglich 

U'rj' rr 
" cos a - rl" e sin a = 0 

und es ist 

Au:-: diesen drei Gleichungen folgt: 

Yl - (w • sin a - it", cos a)2" 

J/" 
e 

tt11 
e shi fL + 10

11 
e COS a 

R) 

TV".= 1:
11 

t! C08 0. 

Da wir im Folgenden, der einfacheren Operationen wegen, häufig Hilfsgrössen in die Rech
nung einführen werden, so wird es zweckmässig sein, dieselben vor demBeginn der eigentlichen 
Untersuchung zu entwickeln, um den Gang derselben nicht durch eingeflochtene Hilfsoperationen 
noch zu Ycrlangsamcn. "Wir werden auch die mit einem Striche bezeichneten Cosinusse u' e' v' e' w' e 
in 6) durch die doppelt-gestrichenen ersetzen, so dass wir statt 6) folgende "'\Verthc für die 
Uscillationsrichtungen in der ausserordentlich rcflectirten vVelle erhalten: 

" . [.T' = _ . _ v e szn a 
,. YI-(w".sina-u' 1, cosa)2 

n"e sin a + w"e cos a 

.Yt - (w"e si"n a - u"e cos a)2 9) 

TV',= 
v" e cos a 

Yl -(w". sin a - u", cos a)" 

~Ian sieht: dass auch in den Oscillationsrichtungen dies- und jenseits der Zwillingsebene eine 

tbereinstimnrnng stattfindet; es ist nämlich aus 5) und 7) 

U'o U''o 
V' 0 

V" ,, 10) 
TV'„ =-TV"" 

und aus 8) und 9) 

U'. =-U",. 
JT'„ = - Tl''„ 11) 

TV',,= TV"" 

Wir \Wr<lcn im Folgcncleu die.Buchstaben-Indices weglassen uwl blos tlic Strichr beibehalten, 
<la wC'itC'r k:C'inZweifel mehr entstehen kann, wa.su", v", w" - F', V', TV'- U", V", TV'' bedeutet. 

1 • 



.J o s e p h G r a i l i c h. 

Ist w das A11,imuth <lcr Einfallsebene, und, da wir nur W cllcnnormalcn, keine Stralen, 

betrachten auch das der Reflexions- und ßrcclnmgscbcne, unJ. 'f J.er Einfalls-, '?
1 

der Brc-
' ' II d ß } 

<·hu1ws- und Reflexionswinkel der ordentlich gebrochenen und rcflcctlften, 'f er rec mngs-
1111tl J{cflcxionswinkcl der ansseronlcntlich gebrochenen und rcflcctirten W cllc, so erhalten 

wir, da 'f' = 'f 

12) 

it = Stn 'f COS W 

v = sin r,o sin w 

w = cos 'f 

u' = - sin 'f cos w 

v' = - sin 'f sin w 

w' = cos 'f 

u" = - sin sei" cos w 

v" = - sin 9" sin w 
II II w = - cos 'f 

Nennen wir ferner r den Cosinus des "Winkels, den die ·w cllennormalc mit der optisdwu Axe 
einschliesst für die einfallende, r' 

0 
für die ordentliche rcflcctirtc, r'" für tlic ausscrordcntlidw 

reflcctirtc, (
0 

für die ordentliche gebrochene, r"e für die ausserordentliche gebrochene Welh·, 

so folgt aus der Symmetrie der Zwillingsgestalt 

r'o = r"o 
r'e = r"c 

so dass wir auch hier die Buchstaben-Indices weglassen können. Man findet 

r - u cos (/. + w sin a = sin 'f cos (J) cos (/. + cos 'f Stn (J. 

13) r' = - it cos fJ. + w sz'.n a = - sin 'f cos (1) cos fJ. + cos 'f sm a 

r II 
,, 

+ w sin a = - sin 'f " 
II = - u cos fJ. cos (J) cos fJ. + cos 'f szn r1. 

Wir nc1mcn Hauptschnitt einer Welle die Ebene, die sich durch die K.rystallaxe und "\V cllen
normalc legen lässt; sind A, B, C die Cosinusse der Winkel, welche die Normale auf den 
\V cllcnhauptschnitt mit <len Coordinatcnaxcn einschlicsst, so erhalten wir 

A - t' sina 

~1'() 
V sin a 

14) 
" . i· sln a 

vT-=-r"2 

.1l"„ = 
11·1 - r''2 

n'' sin a 

B 

B' ,, 

B',. 

l )lf ) = u 

it sin a - w cos a (! 

---------
11 i - r' ~ 

C',J 
itsina + wcosa 

C'e 
n" ,'Jht a -t w'' cos a 

111-r"2 

u .'lin a + w eo.~ rJ. 
--------- ( 111 -

J !I --

V cos u. 
-----
11~-r-1 

!' cos u. 
----
11 c=- r' ~ 

V " cos u. 
------
11·1 --r„~ 

V CUS (). 

JJ'' e ::=: _ ~~~-~-+ W~~ cos !! ()" r == r' 
1 

eo.:~ 
11·1 - r',_2- 111--1'-~ 

Die Cosiunssc der \Vinkcl, welche 
cimclilicsst, sind: 

die N ormalc der Einfallsebene mit den Coor<linatmiaxen 

- sin w , cos w , o 
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Man hat daher wenn man mit {) den Winkel bezeichnet, den der W ellenhauptsclmitt mit der 
Einfallsebene einschliesst: 

cos (j 1' sin w sin a + (1i __ sin a - 20 cos a) cos w 

i i - 7 2 

COS ()' 
0 

_ - 1' sin w sin a - (u sin a -f- 20 cos a) cos w 

- i i - r'· 

COS ()' e 
_ 1•" sin w sin a + (u" sin a + 20" cos a) cos w 

i I - r"2 

COS fj"u = 1' sin w sin ·a + (n sin a + 20 cos a) cos w 

i i - r'2 

{)" - v" sin w sin a - (u" sin a + w" cos a) cos w 
cos = = 

e V 1 - (' 2 

Aus 14) sieht man, dass 

und am; 15, dass 

A'0 == - A'' 0 

A'c .= - .,,,,,:1''e 

ß'o= - J]"o 

JJ'e = - B"; 

sin <p sin a - cos <p !:OS a_cos w 

v 1 - r2 

_ sin_'!__!.in a + cos <p cos a cos w 

v i - r'2 --

sin <p" ,t;in a + cm; <p'' cos a cos w 

i1-r"2 

sin <p sin a _ -t_:_~~-_'P cos a cos w 

i-Y-::. r' :l 

sin <p" sin a + cos <p" cos a cos w 

i i..::... r"2 

C'o == C''o 
Q'e = C"e 

COS ()'u = - COS {)"u COS tJ', = - COS {)"e 

15) 

IG) 

11) 

\Vir werden daher in der Folge die Buchstaben-Indices weglassen, und unter cos (j' den auf 
die ordentlich reflectirte, unter cos ()"den auf die ausserordentlich gebrochene \Velle beziiglichen 
\V erth verstehen. 

§. 2. 

Es sind nun die Gleichungen aufzustellen, welche sich aus der Bedingung der Gleichheit 
der Componenten ergeben. Nennen wir die Amplituden der Schwingungen 

der einfallenden \V elle: m, 
der reflectirten ordentlichen Welle: sil' 

0
, 

der reflectirten ausserordentlichen 'N clle: sil' e, 
der gebrochenen ordentlichen ·welle: sil"0 , 

der gebrochenen ausserordentlichen ·welle: sil" ., 
so ergibt sich folgendes System von Gleichungen: 

m U + sil'" U'" + sil'" Ue = sil"„ U"" + lll"e U"e 
m V + m' V' _L sil' V = sil" V' + sit" V' :.(t ~ o o 1 e e o o o 1' 

m TV+ sit'o TVO + S!('e TVe = sil",, TV"o + sil"e TV'e 
welche sich unter Berlicksichtigung von 10) und 11) des vorigenParngraphes in die einfacheren 

vcnvandeln 
m U + sil' 0 U' - sit' e U" = sil" o U' + sil" e U" 
m V + sil' 

0 
V' - sil'" V'' = sil" o V' + ![(" e V" 

m: TV+ m'
0 

W' + m:', TV" = - m"0 TV' + sil"e TV" 
18) 

)foltiplieirt man die erste dieser 3 Gleichm1gen mit u, die zweite mit v, die dritte mit w, nnd 

addirt diese, so erhält man: 

![( (Uu + Vv + lVw) + ![('
0 

(U'ii + V'v + TV'w) - S!{"e (U"u + V"v .- TV"w) = 
= 12{",, ( [nlt + V'v - TV'w) + m:'', (U''u + V"v + TV"w) 



8ti 
Joseph Grailich. 

Nun ist, wenn man auf 4) un<l 13) Riicksicht nimmt: ' 

Uu + Vv + TVw = 0; 

ferner , aus 5) und 13): 
[(1 - w2) sina + uw cosri] 

U'it + V'v + W'w = - 2 w .y1 _ r-2 

ans!)) und 13): 
(uv" - 'U"1:) sina - (i-w" + 1:"1c) c-os rJ. 

U"u + V"v - lV"w = + .y
1

_7„2 ----

(uv" -u/'v) sina + (v"w - 1;io
11

) ~osrl 
U11 + V" ' l·V11w - 1 -lt V 1 - T .y1 _ r"2 

aus 5) und 13): 

U'u + V'v - TV'w = O 

wodureh wir folgende Gleichung erhalten: 

!)(' o [( '') ' ] + !)( 1 • [( II II ) ' ( " + " ) 1 --=-2W 1-w· sino.+uwcosa .,----;:-;;UV -UV SlllO.- VW 7) w CIJSf/. 
t' i - r' 2 . ' i - r -

19) &" e [( II ") ' + ( II II ) ] = .Yi _ r"2 vu - uv sma ,vw - v w cn8 r1. 

1\Iultiplicirt man aber die erste der Gleichungen 18) mit A, tlie zweite mit B, llie dritte mit C 
und addirt diese 3 Gleichungen, so findet man: 

m(UA+ VB+ TVC)+~0 (U'A+ V'B+ W'C)-~c(U''A+ V"B- W"C)= 

m"0 (U'A + V'B - TV'C) + m11
• (U"A + V"B + TV"C). 

1\Iit Berücksichtigung von 4) und 14) findet man: 

von 5) und 14) : 

YOn 8) und 1-!): 

UA+ VB+ TVC= 0 

U'A + V'B + TV'O = - 2 'l:W cos a (u cos a + w sin fl) 
'Y'(1 - r'2) (l _ 7 2) 

U" Jl + V"]~ _ lV"O = _ sin a 2 
(1iii" + v i•") - sin a cos a (n"w _ "ic") + 1•08 ,1 ~ (i: c" -+ w ic") 

.y (1 - 7"2) (1 - y2) 

Yon 5) und 14): 

Ynn H) und 14): 

U' A + V' ß _ TV' Q = 2 z• sin a cos a 
t'(1 - 7'2) (1 _ r2) 

U"A + V11 B + W''O = - sin a
2 

(im"+ vt•") +eo~ a 2 (vv" + ww") + ·'0_r:_~~a_(n"ic - nw") 

t"(1 - r"~) (1 - 72) 

wodttrch wir folgende Gleichung erhalten: 
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~ ~ 
- • 1 ° - 2 vw cos a ( u cos a + w sin a) + · [sz?i a2(uU:' -+- vv11

) - s/n a cos a(U:' w - uw11
) -+ „ i - r'2 Yl-y":.! ' 

2 II II ] - m// o • sit" e [ , „ + cosa (vv -ww) - v-- 2 v sin a cos a + Y - sin a· (uu11 
-l- vv11

) + 1 - y'2 1- yll!i 1 
20) 

cos a2 (vv" +- ww11

) + sin a cos a (U:'w - uw")] 

Ebenso findet man, wenn man die 3 Gleichungen 18) der Reihe nach mit -u, -v, w mul
tiplicirt und dann addirt: 

m (Uu + Vv - Ww) + m'0 (U'u + V'v - W'w)- m'e (U"u-+- V"v + W"w) = 
m11

0 (U'u + V'v + W'w) + m"e (U11u + V"v - TV"w) 

l\Iit Beriicksichtigung von 4) und 13) findet sich : 

von 5) und 13);: 

von 8) und 13): 

von 5) und 13): 

von 8) und 13) : 

T-:-u + TT. _ TVi _ u1; [nw cos a - (1-w2) sin aJ 
v Y V W - •1 .-------. 

l' 1- r-

V'u + V'v - TV'w = 0 

U"u + V"v + . ( // " ) + ( " ") TV"w = _ .mi a uv - 1t v cos a v w - vw 

v1 - r" 2 

U'u + V'v + TV'w = ~~w_c?_s a + (1- w2) si1~~
t'1 -y'!i 

[/"u + • (II ") + (II ..... II) V''v _ TV''iv === _sn_i a----'-u_v_-_u_v ___ c_os_a_i_• _w_._w_·_v 
t'1 - r"·2 

worarn; man folgende Gleichung er hält: 

~[ [ (1 ") ' ] ~(', [ '• ( II II ) + ( II 11)] -=:-UV uw C08 a - -w- Stn a + Slnf/. UV -ll V COSf/. V w-vw = 
t'1-r2 t'1-y1'2 · · 

~(II o '> " · ] ~(" f! • II II II II 

--,„~2w[(l-w-)stn a + uw cos fl. + v „„ [sm a(u v-uv) + cos fl.(v w + w v)J 
YI-y - 1-y -

21) 

l\Iultiplicirt man dagegen die drei Gleichungen 18) der Reihe nach mit A'„, B„, C'„ und addirt 
dieselben, so hat man: 

m (UA' 0 + VB' 0 + TVC'o) + sil'o (U'A'o + V'B'o + TV'C'o) - 5ll'e (U''A'o + V"B'„ - TV"C'o) = 

5ll" 0 ( U'A'o + V'B'o - TV'C'o) + m11

e ( U"A'o + V11B'o + TV"C'o) 

wo man wieder nach 4) , 13) und 14) findet: 

UA'o + VB'o + WC'o = _ 2v w cos a (u cos_a tw!i~_a)_ 
- y l -y2 

nach 8) : 13) und 14) : 

. ~ ( " '') . ( " + „ ) a" ( " + ") T .„ B' _ TV" C' 
0 
= _ B!_!!_"__ 1'1' + un - sm a cos a uw u w - cos - ww 1·1: 

o t'1 - r"2 
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nach i>) , 13) und 1-l): 

U'A'o + V'B'o + W'C'o = 0 

n:wh 8), 13)und H): 

ach f>), 13) unJ 14): 
U'A'o + V'B' _ lV'C' = _ 2t• eos a [uw eos a + (1-w

2
) sin al 

o o r'1-]'2 

cs ist daher, wenn man diese Ausdrücke substituirt, die obige Gleichung: 

_ ~c . 2 vw ( w sin o. + u cos a) + ~. [- sin a2 
( uu" + vv") - sin a cos a (uw'' + u" w) 

- r'1-r~ r'1-r'2 
m" 

22) -- cosa2 (ww" + vv")] = - r'q2 2v cos a [uw cos a + (1 - w2
) sin a] + 

r't~> 2 [sin a2 (uzt + vv") + sin a cos a (uw" + 1.l'w) + cos o.2 (uw" -vv")J 

Ebenso erhält man durch die :Multiplication der ersten Gleichung mit u", der zweikn mit v", 

der dritten mit - w", und durch die Addition : 

12{ (Uu" + Vv" - Ww") + lll'o (U'u" + Vv" - -Ww") - lll'e (U"u" + V"v" + lV"w") = 

12!"0 (U'u" + V'v" + W'w") + lll"e (U"u" + V"v" - TV"w") 

substituirt man aus 4) mit Beri.icksichtigung von 13), so findet man: 

Uu" + Vv" - Ww" = sin a [w (im"+ vv") + w" (1 - w2)] + eos a [n (vv" - uno") - u'' (1- n2Jl 
t'i - r~ 

und aus 5) und 13) : 

U'U:' + V'v" _ lV'w" = sin a [w" (1 - w2) - w (im" + vv") J + eos a [n (17 v" + ww") _ n" (1_u2)1 

t'1 - r'2 

und aus 8) und 13): 

U"u" + V"v" + TV"w" = ü 

aus 5) und 13): 

U'il' + V'v" + lV'w" = - sin a [w (uii" + vv") + w" (1 - w2)] + cos a [u (ww" - v11") + n" (1 - n2)] 
r'1 - r 2-

aus 8) und 13) : 

U"u" + V"v" - lV"w'' = _ 2 v"w" cos a 

r'1-r"2 
wodurch obige Gleichung folgende Gestalt annimmt: 

~( . 
tT~ r~ (s1:n a [w (uu" + vv")-w" (1-w2)] + cos a [u(vv" + ww")-u" (1-u2)J) + 

m' 
23) r'l ::.-: r'~ (sin a [w" (1-w

2)-w (uU:' + vv")] + cos a [u (vv" + ww")-u" (l-u2) J) + 
m. ( . [ ( . 

r' 1 _ r' ~ sm a w uu" + vv") + w" ( 1 - w2
)] + cos a [ u ( ww" _ vv") + u" ( 1 _ u2) J) + 

SI(" 
"" e 2 " ff 

r' 1 _ r'r2 v w cos a = O 
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l\foltiplicirt man dagegen die 3 Gleichungen der Reihe nach mit cos a, o, sin a, so 
erhält man: 

m (U cos a + TV sfrt a) + m0 ' (U' cos a + TV' sin a) + m.' (- U" cos a + W" si'n a) = 
m"o ( U' cos a - TV' sin a) + m". ( U" cos a + W" sin a) 

wo man wieder, durch Beri.icksichtigung von 4) und 13) flndet: 

von 5) und 13) : 

von 8) und 13): 

von 5) uml 13): 

von 8) und 13): 

U cos a + W sin a = - V1 ~-·('i· 

U' cos a + W' sin a = - V1 - r' 2 

- U" cos a + TV" sin a = 0 

U' cos a _ TV' . (1 --- w2J sin a2 --- (1 --- 1i2J cos a2 
sm. a = t'1 --- r'c 

U" cos a + TV" sin a = _2v_"_.,_·n_a_c_os_a 
t'1 --- r"2 

wodurch wir folgende Gleichung erhalten: 

'.!{" + e 2 v" sin a cos a = 0. 
11'1 -r"2 

24) 

Auf dieselbe Weise finden wir ferner durch Multiplication der Gleichungen 18) mit+ u", + v", + w" 
nncl Addition derselben: 

m ( Un" + Vv" + TVw") + 121:0' ( U'u" + V'v'' + TV' w") - m.' ( U" u" + V" v" - TV'' w") = 
m0

11 

( U' it" + V' v" - W' w") + m." ( U'' u" + V" v" + W" w") 

<1. i. wenn man 4) und 13) beriicksichtigt: 

Uu" + Vv" TVw" _ sin a [w (uu" + vv") --- w" (1 --- w2)] + cos a [u (vv" + ww") --- it" (1 - u2)J 
+ - t'1-r 

nnd wenn 5) und 13): 

1 „ sin a [w (im" + vv") + w" (1 - w2)] + cos a [tt (ww" - m/') + u" (1 - n2)J 
U' u" + V' v" + W w = - t'i _ r'2 

nncl wenn 8) und 13): 

U"it" + V" v" - W" w" 
2 v" u/' cos a 

nnd wenn 5) und 13): 

[ " (1 w2) w (uu" + vv")J + cos a [ tt (vv" + ww") - tt" (1 - u 2)J 
U' „ Tn „ W „ !!.s1~~n~a__E_w~-=5'--=~~_!__:_::~~~~~--'----'---~--

U + v v - w = v1 _ r'2 

ncnks<'hriftc11 1icr marhem.·narurw. l'J. 1X. ßd. Abhandl. \•, XichtmitgJ. m 
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und wenn 8) und 13): 

U"u" + V"v" + TV"w" = 0 

folglich wird unsere Gleichung: 

25) 

~1 . (st:n o. [w (uu" + vv")-~" (1 -w2
)] + cos a [u (vv" + ww")-u" (1 -u

2)J)-
v'1 - r! 

- :IY'_:__,,, (sin a [w (uu" + vv")+w" (l -w2
)] + cos a [u (ww" -vv") +it(l -u

2)J) + 
l' i - r. 

+ ..,.-~("" ,
2 

(sina[w(uu"+ vv")-w"(l-w2)]+coso.[u"(l-u
2
)-u(vv" + ww")J) + 

i-r 
~/lfl II fl 

+ _ 2 v w cos a = 0 
1'1 - r"" 

Und ebenso, wenn man die erste Gleichung mit cos a, die zweite mit o, die dritte mit - sin o. 

multiplicirt und addirt: 

12{ (U cos a - W sin a) + sil'
0 

(U' cos a - TV' sin a) - 12!'. (U" cos o. + TV" sin o.) = 
= 12!"

0 
(U' cos a + TV' sin a) + 12!". (U" cos a - TV" süi a) 

wo, mit Rücksichtnahme auf 4) und 13, 

U cos a - W sin a = - (1 - u2
) cos a2 + (1 - w2

) sin o.2 

ist, wodurch diese Gleichung sich in folgende verwandelt: 

2G) 

~ [(l-w2
) sin a 2-(l -u2

) cos a 2
] + ~ [(1 - w2

) sin a 2 
- (1 - u 2

) cos a 2
] -

v't-r r1-r· 

- ~- 2 v" sin 0. cos a + mo" Jll - r'2 = 0 
t' l -/2 

Die Gleichungen 19) bis 26) können nur zur Elimination dreier Unbekannten dienen; doch 
lassen sie sich viel einfacher darstellen, wenn man statt der Cosinusse u . .. , u' ... die Einfalls
und Brechungswinkel und das Azimuth der Einfallsebene in dieselben einführt. Aus 12) sieht 
man 1üimlieh, dass 

2 w (sin o. (1 - w2
) + uw cos a) = + sin 2 <p (si'n o. si'n <p + cos o. cos 'f cos w) 

sin o. (uv" - u"v) - cos o. (vw" + v"w) = cos o. sin w sin (<p + <p") 

s1:n o. (uv'' - u"v) + cos o. (v"w - vw") = cos o. sin w sin (<p - 50") 

was mit Berücksichtigung von 15) die Gleichung 19) in die folgende vel'wandelt: 

97) m ' · 9 {)' + sin w coa a (m , . ( ") „ „ 
- - '«-o Stn _, 'f COS f'l _ r"2 '«-e Stn <f + <f - 12{, sin (<p - <p )) = Ü 

ferner wenn wir 

28) sin w cos a = sin rJ 

setzen, 
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2 vw (u cos a + w sz'.n a) = sin 2 <p sin iJ (sin So cos w cos a + cos So sin a) 

sz'.n 0.
2 (uzt" + vv") - sin a cos a (u"w - uw") + cos a.2 (vv" - ww") = 

91 

cos a 2 cos (9 + <,o") - sin a cos a cos w st'.n (So - sei") - sin So sin <p" (sin o. 2 
- cos 0. 2 cos ol) 

2 v sin a cos a = 2 sin <p sin a sin a 
- sin o.2 (uu" + vv") + sin a cos a (u"w - uw") + cos a (vv" + ww") = 
-- cos 0.

2 cos (<p - sei") + sin a cos a cos w sin (sei-sei") + sin So sin <p" cos o2 

was in die Gleichung 20) zu substituiren ist: 

>1(' &'. 
- ~' sz'.n 2 SC sin iJ ( sin <p cos m cos a + cos 'f sin a) + [cos a2 cos ({/) - l/J

11

)-1 - r - Yl-r"2 T T 

&" 
- sin a cos a cos w sin ( 'f - <p") - 8in 'f sin f/' ( sino.2 

- cos a 2 cos w2
)] = .1 " "' 2 st'Jup sin a sin a + 2 9) 

'1-r-

+ llC". ( ., ( ") + . . ( ") . . ,, 'QJ ___ - cos a· cos <p- <p szn a cos a cos w sm <p - 'f + szn 'f szn SC r:os o -
t'1 -r"2 

Es ist ferner : 

sin a [w (uu" + vv") + w" (1 - w2
) ] + cos a [u (vv" - ww") -- u" (1 - u 2)J 

= - sin ('f + sc") (sin SC sin a - sos 'f cos a cos w) 

s1·n a [w" (1 - w 2
) - w (uu" + vv")] + cos a [u (vv" + ww") - u" (1 - u2

)] 

= - sin ('f - <p") (sin 'f sin a + cos 'f cos a cos w) 

s1:n a [w (uu" + vv") + w" (1 - w 2
) J - cos a [u (vv" - ww") - u" (1 - zt2

)] 

= - sin (<p + sei") ( sin 'f sin a + cos 'f cos a cos w) 

2 v" w" cos a = sin 2 sei" si'n w cos a 

was mit Berücksichtigung von 15)und 28) die Gleichung 23) in folgende einfachere verwandelt: 

&" 
- m:sin (<p +sei") cos 8 + ~l'„sin (<p-<p") cos 8' + m:"0 sin (So+ <p") cos8' + t'i-->

2 
sin 2 <p" si·n Ü=O 30) 

d. i. 

- m sin (<,o + sei") cos (j + cos ()' [sin So cos sei" (m'o + m"o) - cos So sin rp" (m'o - m"o)] + 

ferner 

llt" + __ · - si'n 2 {f)" sin a = 0 
t'1-r"2 r 

sin a 2 (1 - w 2
) - cos _a2 (1 - u 2

) = sin <p2 (sin a 2 + cos a2 cos w2
) - cos a2 

2 v" sin a cos a = - 2 sin rp" sin a sin a 

wa~ mit Berücksichtigung von 28) die Gleichung 24) in folgende verwandelt: 

31) 

---- sif"o ll(" 
m V 1 -r2 + m' V 1--rr:i· + (sin "'2 cos o"2 - cos a2

) - ~ 2 sinsci" sinil sin a = o 32) 
o i1-r'2 r t'1-r"J 

m* 
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Ebenso foulet man 

sin o. [w (zm" + vv") - w" (1 - w 2
)] + cos a [u (vv" + ww") - u" (1 - u

2

)] = 
= sin (r,o - </') ( sin o. sin <f - cos a cos <f cos w) 

- sin a [w (uU:' + vv") + w" (1 - w2
)] + cos a [u (vv" - ww") - u" (1 - u

2

)] = 
= s1:n (r,o + <p") (sin a siri <f + cos a cos 'f cos w) 

sin rL fw (un" + vv") - w" (1 - w 2
)] - cos a [u (vv" + ww") - it' (1 - u

2
)) = 

= sin (r,o - r,o") (sin a sin <f + cos a cos <f cos w) 
2 w" v" cos o. = sz'.n 2 r,o" sin w cos •7. 

was mit ßerUcksiehtigung von 15) und 28) die Gleichung 25) in folgende verwandelt: 
Sl[' 

33) S2{sfo (<p-sc") cos O-SJl'
0
sin (r,o+ r,o") cos()' -9l" 0 si'.n (r,o-<p") cos O' + t'l ~r"2 sin 2 </' sin rl= 0 

d. i. 

S).{ sin (r,o - r,o") cos () - cos ()' [si'.n <p cos <p" (9l' 0 + 9l" 0 ) + cos So sin <p" (SJl'. - ~l"J] + 
34) 

~l' e • II • '\ + --=--- sin 2m sm o = 0 t'1- r"i r 

ferner 

• 9 ( 1 ") 9 ( 1 ") . 9 ~· ., sin a· - w· - cos a· - u· = sin <f" cos o· - cos a· 

was die Gleichung 26) in die folgende verwandelt: 

35) (t' ~( . + ~) (si'.n <f2 cos Ü2 
- cos a2

) + t'~ 2 sin </' sin 0 sin a + S)l" )11---r-~ = 0. 
i - rt i - r i - r '· 

Der Gleichungen 30), 32), 33) und 35) können wir uns nun bedienen um 3 der Unbekaimte11 

als Functioncn einer Unbekannten und der bekannten Grösse S).{ auszudriicken. 

Eliminirt man nämlich ~f 1

0 aus 30), und 32), so erhält man: 

36) 

·wo 

3i) 

" .al + 1.11 Sl{' ~" .:::: ·a e + u e ... o 

e c" e 

a", = sin (<t + <p") J.!1 - ( 2 
[ cos o (sin <p2 cos a2 

- cos a2
) + cos O' V (1 - r2

) (1 - / 2
) J 

b", = cos ()' J11 - r" 2 [(1 - r' 2
) shi (<p + <p") - (sin <p2 cos (]2 - cos a 2

) s1:n (r,o - <p")] 

d', = 2 sin <p" sin iJ [ cos <p" (sin <p2 cos o"2 - cos a2
) + sin a cos {}'V l - ( 2 sin (<p + 911

)] 

Eliminirtma11 ferner 9l" 0 aus 33) und 25), so erhält man: 

wo 

:19) 

S).{' = a', ~! + b', ~'. 
• 1 

c. 

a'. = - sin (<p-<p")Jl(l-(2)(l-r"2
)[ cos OV (1-r' 2)(1-r2

) + cos O'(sin 92 cos o~ - cos a2) J 

b'. = cos O' Y(l -r2
) (1-/'2

) [(l -r'2
) sin (<t +<t")-si1i (<p-<p") (sin r,o2 cos a2 - cos rr)] 

' ... c', = 2 si1~ <f
11 

si1i (J Jl(l-r2
) (1 -r' 2

) [cos <p" Vi - r'2 + sin a cos {} sin (<p - <t")J 
J<,lrnmm't man endlich m", aus 30) und 32), so erhält man: 

40) \lfll -
~ o-

a"0 ~ + b"0 ~'. 

c'' . 



wo 
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a" n =V 1 - r't [ sin (sc + sc") cos o sin o. - cos </' Jt1.=.:-r2] 

b"o = -V 1 - r~ [sin (sc - sc") cos o' sin 1}. + cos sc" J11 _ r't)J 

/f • ( + ") IJI 1/"1 ,. . + II ( • 0 M 2 c n = stn <p SC COSu ,,, -r· sm fJ. cos SC Stn sc·coso -coso. ). 

§. 3. 

fl 3 

41) 

Zu diesen 3 Gleichungen 36), 38), 40) tritt nun noch die vierte, welche die Bedingun~· 
der Erhaltung der lebendigen Kräfte in sieh enthält. Nehmen wir, getreu der Hypothese 
N eumann's, an, tlie Dichte in den verschieden brechenden Mitteln sei gleich, so können wir 
die )lassen proportional setzen den V oluminiLus, welche von der Bewegung diesseits und 
jenseits der Zwillingsfüiche in gleichen Zeiten durchschritten werden. Diese Volumina werden 
wir zmüichf't bestimmen. Nennen wir 

R den Raum, der sfünmtliche Bewegungszustände der einfallenden 'V elle innerhalL einer 

gewif'sen /'.:eiteinheit in sieh entlüiJt; 
R'" dasselbe für die reflectirte ortlentliche Welle; 
!-( dasselbe für die reflectirte ausserordentliehe 'y elle; 

R"„ <lassclLe für die gebrochene ortlentliche W ellc; 
R", classelLe für die gebrochene ausseror<lentliche -w clle; 

80 ernchcn wirwietler sd10n im vorhinein, dass gemäss der Gesetze der Gleichheit derReflexions-

1md Breehungswinkcl: bei der Symmetrie der Zwillingscombinatiou 

R = R'0 = R". 

R' =R" e e 

1-;ein mlisse, wesshalb wir nur die Vohunina R tmd R", aufzusuchen haben. 
Es stelle P Q die Zwillings

ebene dar; Aa sei ein einfallender 
ordinärer, ad der zugehörige ausscr
ordentlich gebrochene Stral. Die 
Lineareinheit sei Ca, aa' = a ein 
begrenztes Stück der einfallenden 

'V elle ; wir nehmen an, dass in dem 
~"--------::,,.- Q Augenblicke, wo eine einfallende 

Welle durch die Ebene AA' BB' 
schreitet, eine gebrochene sich in 
der Lage CC' DD' befindet und 
dass in der Zeit, innerhalb welcher 
die ordinäre einfallende Welle bis 
bb' aa' gelangt, die extraordinäre 
gebrochene die Lage cc' dd' erreicht. 

Es ist dann AA' BB' aa' bb' = R 
CC' DD' cc' dd' = R" 
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a) Da
8 

Volum R ist, drt der Stral mit der Wellennormalc in der ei~1fallemlcn 'V clle 

z;usainmcnfüllt, gleich dem Productc aus der Basis aa' bb' in die Höhe aA, d. i. 

R =ab. a. Aa. 

::Nun ist ab offenbar = cos <p, und A a = der Geschwindigkeit der einfallenden 'Velle, 

die8c aber ist diesseits und jenseits der Zwillingsebene, proportional dem Sinus des Winkels, den 
die Weile mit dieser Ebene einsc·hliesst, hier also proportional sin <p; folglich wenn wir in vor

hinein schon clcn o-cmeiusehaftli!'hcn Faetor weglassen 
b 

4- ~) R = a. sin <p cos 'P· 

b) Das V olum R" ist, da der Stral in der extraordin~ircn Welle nicht mit der Normale 

coincidirt, gleich dem Producte aus der Basis CC' DD' in die durch die Normale ag gemessene 

J-föhc G g; d. i. 

R" = CC' DD'. Gg 

CC' DD' ist ein Parallelogramm; legt man durch Ca eine auf diesem Parallelogramm senk
recht stehende Ebene, RO schneidet diese in C II, und nehmen wir den \Vinkel dieser Trace mit 

der schiefen Seite c D = µ, so finden wir 

4-3) f'C' DD' = CC'. CD cos 11 = a. CD cos 11. 

Es ist aber 

CD cosµ = CG + GH= CG- GD cos O; 

denn es ist Ca g Jie Brechungsebene clcr W cllcnnormalcn, Da g der Hauptschnitt der gcbl'Oche
nen Welle. Die Ebene, welche die Normale uud den Stral enthält, muss auch die optische Axc 
in sich fassen; denn jede ßeriihrungsebene an ein Rotationsellipsoid steht senkrcrht auf der 
Ebene, die sich durch den Beriihrungspunkt und die Pole (Stral und Axe) legen läsflt, es muss 
daher letztere Ebene die W ellcnnormale in 8ich enthalten. Die Winkel dieser beiden Ebenen 
aber haben wir O'' genannt (s. 15). Nennen wir ferner p den Winkel zwischen N"ormale nnd 
St~al, so haben wir (s. Sitzungsber. 18&3, Seite 830): 

wo q folglich 

44) 

Nun ist 

folglieh 

::,11 _ [l + (g- 1) cos a2J u" - (g-1) sin a cos a.w" „ - --- ----'---:t'r.1-=+==r,;:;;,2:=(=.q~;=:_=1;)'----
" v" Yj = --------

V 1 + r"~ (q" - 1) 

I'" _ jl + (q -1) Rin a 2 J w" - (g - 1) sin u eo.< n. u" ... -- - ·-----
V 1 + r"2 (g~ - 1 y 

eos p = u" t' + v'' Yj" + w" ('' 

( 'C " .A' I = CQS So 

GD = aO. ~gp = sin <p'' tgp 

e2 + (o2 - e2) r"2 

Ve4+ (o4-e4) r"2 
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d. i. wenn wir aus 44) und 15) substituiren 

Cf) cos µ = cos </' _ sin </'. (e
2 

-
02 ) r" v~ si_:1 <f!" sin a + eo.• rp" cos a cos w 

c2 - (e2 - o2) r"2) . ~ 

Es ist aber 

sin </' ( sin </' sin rJ. + C08 </' COS a COS W) = Sl'.n rJ. - r'' COS </' 
folglich endlich 

CD cos /1. = C08 " - e· - o· r Slll fl - r cos <p = cos " 1 - (e2 - o2) r" _-" - r" ( „ '') „ ( . „ ") [ ( sin a )] 
<p 0 ( " '') „. <p cos <f! e- - e- - o- r -

(~2 - (e~ - o~) r":! 
was in 43) substituirt werden kann. l\Ian erhält. 

[ 

( sin a J] •) •J ff II 

Oe, DD' - · " 1 (e- - 0 ·> r - - r 
- (j cos 'f - cos rp" 

e2 - (e2 - o2) r"2 

und cla die Höhe Gg wieder proportional dem sin <p" ist, so erhalten wir 

R" = a cos </' sin <p" [i - (e
2 

-
02

) r" (~ - r")] 
e"!. - (e~ - o:!) r''':!. 

folglich die Gleichung 

R (m:2 _ m: , 2 _ m „ 2) = R „ (m , 2 , m „ 2) 
o o e T e 

45) 

welche die Erhaltung der lebendigen Kdifte ausspricht, durch Substitution von Rund R" aus 
42) und 45) 

Untei·suchen wir nun ob diese quadratische Gleichung sich dureh die im vorigen Paragrnphc 
abgeleiteten Relationen in Factorcn zerlegen lässt. 
Addircn wir 30) und 33), so erhalten wir 

2l cos (} [ sin (<;; - <;;") - sin (<p + <p")] + 2l'„ cos O' [ sin (<;; - </') - sin (<;; + <;;")] + 
" ' r ( ") ( ")] ("'r" or' ) sin 2cp''~ r] ·-- 0 2l „ cos 0 sin <p + <f - sz'.ri <p - <p + :a • + :a e v 

1 
_ r" 2 

Subtrahiren wir dagegen: 

- 2{ cos 0 [sin (<;; - <p") + sin (<;; + <;;")] + 2l1

0 cos O' [sin (<p - </') + sin (<;; + <p")] + 

Nun ist 

II I • II • 11 II I si'n 2 <{J
11 

.c.in a m 0 cos 0 [ szn (<p + 'f ) + szn (<p - 'f ) ] + (m e - m .) 111=-?'2 = 0 

sin (<p - <p") - sin (<p + <p") = - 2 sin <p" cos <p 

sin (<p + <p11
) + Sin (<p - <p") = 2 sin 'f CO/>' <p" 

wodurch die beiden Gleichungen folgende Gestalt erhalten 

' II '] ( II 1 ) ,, sz'n iJ 
cos 'f [fil cos 0 + (fil 0 - m „) cos (J = m e + m e cos 'f (1 - r"2) 

. ' sm o 
sin <f [21: cos 0 - (fil' 0 + 2l

11

0 ) cos 0'] = (~". -21:'.) sin '1
11 

l-r"t 

47) 

48) 
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Multiplicircn wir 4 7) mit 48), so wird das Product 
, 9 ) sin <p

11 

cos <p" • ,„ 
-1:\1) f (Q{ cos {) - Q{11

0 
cos O') 2 

- Q{'/ cos {)' 2
] cos <p sin <p = (Q{"e

2 
- 2l; t -r" 2 stn o-

.\ddircll wir hic1:n Jie Gleiehnug 4ü), in der wir der Kürze halber 

i'i<'LJ:Cll, i'IO tin<len wir 

i 2 [""·' f/2 (t -r"2) -'-l - 2.f 2 [cos f/'2 (t-r"2) + _1_] + Q(" 2 [cos f1'2 (L -r"2) + 1 ] 
( ~{ •in J 2 + L + k 0 sin J 2 1 + k 0 sin 1J 2 1 + k 

5 L) 
('08 {I C08 {I' (1 - r" 2 'f • // 9 /1 • •I - 2 Q{ Q{" „ . „, cos <p szn <p = 2 Q{ ; cos <p stn <p • 

sin u - . 

Ycrgleichcn wir hiemit Jie Gleichung 32) un<l dividiren wir die entsprechenden Cocfficicnten, 
so haben wir 

~){II t' 2 
• :I.•) • / II 

--- • stn rJ ... s1n <p ' cos <.P 
L-r":!. . 

·~l 11 e · · 11 • 
--- Stn 0 Stil 'f' Stn fL 

yy-:..:_ r":i 

S)f" cos m" 
+..e • "~-ar" " -.1-=---=-----.. - szn 0 - '.«. e a e 

y l - r'''J sin a 

52) 
sin r~:!. 

-fil'2 (cos fl' 2 + ) 
• (! + k) (1 - r"2J = - ~/ (sin J2 + (! + k) (1 - r"2) cos (1'2) = - Q{' a' 

~l'„r'1-r·2 r't-r'c (1+k)(l-r"2) " " 

( 
sii• J2 ) 

~("0:!. CO.'I fJ'2 - -----

(1 + k) (t -r"2) = sit" vi - '2 ( cos (1'2 (1 + k) (1- r"2) - sin ~2 ) 
.ll(" O r ( k) ( [ II"') ( -> ·'" '') • " ( ' •> ,.. "') 1 + . - r - sm p- cos u - - cos a-

.1--,,, .mt <p- cos o - - cos a-
Y l - r'" 

== ~,, 0 a'' u• 

Wenn wir nun 32) in folgender Gestalt schreiben 

-2.( 0. + m.' 0 a' 0 + ~l'' 0 a" 0 == ~" e a" e 

und Jiesc Gleiehnng mit einer ähnlichen, von llcr Gestalt 

i) 3) cos m s1:n tn (QI a - Q{' a' + sit" a" ) = QI" "" T T o o o o e"t' 

(wo a, a.'o, a""' a"„ die aus 52) ersichtlichen Wcrthe rcpräsentiren), multiplicireu, so erhalten wir 
das Produet 

wo 

eo.~ <p sin <f {~I2 r1.a - 2I' 0

2 a' 0 a'" + QI" 0 a11 „a11 „ + QI [Q1' 0 (a'
0
a - aa'

0
) + sil"„ (aa 11

0 
+ a"„a)] 

+ QI' QI" (rl a" - a" a' ) } = sit" 2 a" a" o o t> o o o, e e e 

· r/. a = cns ()' 2 + 
(L - r" 2) (1 + k) 

sin (;2 

sin 1J 2 
a',, a'o = cos {)' 2 + -----

(! - r" 2l (t + k) 
. .• 2 „ ,, _ l ()' 2 sin o 

a „a 0 - cos -------
(1-r"2J (1 +kl 

. ,. 
r1." a" - 9 ' " . ,, sin (j „ 

• e e - .., cn.~ <p stn {/) 
T 1- y"2 
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ist, und es muss, damit ;)i3) ein Fact(ir Yon ;')1) f.!ei 

fJ.'oa - fJ.Q'o = 0 

r1. a" „ + fJ.
11 

0 a = - 2 cos (} cos ()' 
d 0 a

11

0 - 0.
11

0 a'
0 

= 0 

sem. Dies soll zunicichst untersucht werden. Es ist 

fJ.'" a = vT-= /'! . sin '!..:_:i--_i.!:_±~l (1- y"2! cos fl~ 
1- y2 (1 + k) (1 - /'2) ---

r1.a',, = y1-r". sin_,;2+L1 t-k) (1-r"2lcosfl'2 
1-/2 (Lt-k)(L-y"2) _ . 

Setzen wir die beiden Ausdriitke einander gleich und sonJern wir die Glieder mit dem Fador 

(l + /.:,) aus, so erhalten wir 

Ebenso ist 

, „ (l '°) cos fl' 2 (1 + k1 (1 - y"2) -- sin (]2 fJ.a = -r- . _______ _ 
" '' ' (l + k) (l - y"2) (sin rp2 cos r]2 - cos a2) 

II I !il/l 'f-.!, CQS a ::! - ('Q.~ (}.2 

a (Ja o == ---1--,„--- r -
sin ,p + (1 + k) (1- y"21 cos (1'2 

(L + k) (1 - y"2) 

Setzen wir die beiden Ausdri.it·ke einander gleich und sondern wir die Glieder mit dem Factor 

( 1 + k) am, so erhalten "·ir 

(1 + k) (1 - r" 2
) C08 0' 2 [ (1 - r' 2)2- (sin SC-

2 
COS ()2 - C,08 fJ.

2
)

2
] 

• ,Q r ( . Q „. Q) Q ( 1 , ") .,J 
Stn 0 - _ .'Slll, ~- COS o - - COS fJ.- - + . - r " - · 

55) 

Dividiren wir 54) durch 55) und mnltipliciren hierauf beiderseits mit den Nennern, so fällt 

( 1 + k) (1 - r" 2) heraus und wir erhalten die Gleichung 

r OQ (1 ''') Q ( [ Q ,. 9)9 (1 '2)''] cos - - r - - cos (f - 1 - r 2) J ( sin <t" cos 0 - - cos fJ." " + - r " 
( 

I o) 2) [ ( 1 / Q) Q ( • Q 1\9 Q) 9] (/ 2 r - - r - r - -- szn <f- cos 0" - cos O." " cos . 

Wenn wir nun in diese Gleichung die entsprechenden Werthe substituiren und die Rechnung 
ausführen, deren Detail wir jedoeh ihres negativen Resultates so wie ihrer grossen Ausdehnung 
wegen nicht mittheilen, so finden wir dass sich dieselbe auf Null nicht reducirt, dass folglich 
46) nicht den Factor 32) in sich enthält und dass wir uns allgemein mit der Auflösung der 
quadratischen Gleichung befassen miissen, wodureh eine Zweideutigkeit in die Ausdrücke der 
Amplituden der gebrochenen und reflectirten "\V ellen kommt, die eigentlich in der ~~tur der 
Aufgabe, in der Begrenzung innerhalb welcher wir sie auffassen, nicht enthalten ist. Uber die 
Wahl der Zeichen wurde daher nach specicllen Fällen entschieden, welche aber erst im folgenden 

Abschnitte mitgetheilt werden können. Aus 36), 38), 40) und 46) erhalten wir 
"I II I (7!1 ,,,/-,-

2(' =::: m:p 0 -c a ~f! t! rqo 
O S n 

Denkschriften der mathcm.·11amrw. Cl. IX. Bd. Abhandl. '"· ~khtmitgl. ll 



98 

wo 

ferner 

-"") ;) 1 

Wll 

ferner 

wo 

endlich 

59) 

wo 

Jo 8 e p h G r a i li c h. 

II II 1) ( ' b' II 2 . fl b" / ~) „ b" c'2c"2 n c - a c +a, .. c, 
PI =-·naO 0 •e e - 0 e e C 

" . . " ·> (b' 2 ' 2)) ,, ., , Q ,, •) ,, 2 • „ - a 
' - .' 2 ·" 2 2 (c" 2 + b" 2 - a" u 

2
) + n n" [ c 0- ( c e - ( b ; - a e ) + c e e r 

'l - c P. c e n 0 0 ' l" )'' 
0 ' , Q II lf II 11 9 U",! lf 2 'I ' - a LJ ... 

„ 2 ( " b' a' a" )2 _ c' - (b b - a b )- ] - n r: ,, ( a . b , . , 
-Ce a 0 e- e o e o t' I' o 

q H (b' 0 II 2 + b" 2 / 2) 
I ') " 2 ( II 2 + bll 2) + Cll - n - C , c e ,c;' u :::::= 1Z C e „ C e C o o o f' e t 

. ., " „ ./ . 
I ~rPe+corJeC~-Yq~ m ='« , 
e s • 

p'.= c', (c".2 n [a', (b"„2 + c11

0
2) _ a"

0 
b', b"„] + b''e c

11

} n
11 

(a', b", - a",. l/,'1) 

q'e = q'o 

s'„ = s' 

II b'' ' II •/-rJ m_" _ 21: p 11 - „ c.~- ~__!_r_g ~ 
()- 8''„ 

" " '2 " 2 " 1' + c" n" [b' c" 2 (a" b' - a' b'') + b" c' 2 (o" b" -· n" b" )J 1) fl === a O c e c e c O () 0 e e Q (: C 0 t' I' II 1' t II 

,, ' q 0 = q„ 

s",I == s' o 

I' + II I b" ,a/-i/-4 
0(" - 21 p e c 0 c e e r q „ 
~ r - s"1: 

. " - ·" [c' 2 00 (a" (c" 2 + b" 2
) - a" b'' b" ) + c" 2 b' n" (a" b' - a' . 6". 1 ., JJ e - C e e '"' I! o o o f 11 v t' " „ ' . 

q", = q'Q 

s'' e == s'u 

Ehe wir zur Discussion dieser Gleichungen übergehen, wollen wir dir analogc11 Grö!"SC'll 
für die einfallende ausserordentliche Welle aufsuchen. 

AlJSSERORDENTLICHE WELLE. 

§. 4. 

Wir bedienen uns zur Bezeichnung der hier in Betracht kommenden Cr(1~:'1en analoger 
Zeichen, wie bei der ordentlichen \V elle; so nennen wir auch hier 

it VW 

die Cosiuusse der vVinkel, welche die Normale der einfallenden Vlelle mit den Coordinaten
axen einsehlicsst; 
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u'o v'u w'o 
zt' e v' e w' e 

99 

die Cosinusse der 'Vinkel, welche die Normalen der reftectirten ordentlichen und ausserordent
lichcn 'V eilen ; 

u"o v''o w''i) 

u"e v"e w"e 

die Cosinusse der Winkel, welche die Normalen der gebrochenen ordentlichen und ausser
or<lcntlichen 'Vellen mit den Coordinatenaxen einschliessen. Dabei ist wieder, nach dem Gesetze 
dr-r Gleichheit der Reflexions- und Brechungswinkel 

zt'o == u"a v'o = v"Q w'o = - w",, 
, „ ' fl ' „ n.=u. v.=v. w.=-w. 

dnf'h kann nir·ht mehr lt = l( = u". u. s. f. gesetzt werden, da hier auch bei der einfallenden 
Welle der 'Winkel in Betracht kommt, den die Normale derselben mit der optischen Axe ein
~whliesst. Ferner nennen wir ebenso 

D" V lV 

die Cosinusse der Winkel~ welche die Oscillationsrichtung der einfallenden Welle mit den Coor
t!inatenaxen cinsehliesst: 

U'u V'u TV'u 
U'. V'. JV'. 

die Cosinusse der Wi11kc], welche die Oscillationsrichtungcn der ordentlichen und ausserordent
lichen reflcctirten; 

U"
0 

V"
0 

JV"
0 

U". V". TV". 

die Cosinusse der Winkel, welche die Oscillationsrichtungen der ordentlichen und ausserordent
lichen gehrochenen \V elle mit den Coordinatenaxen einschliessen. Diese müssen zunächst als 
Functionen der Richtungen der betreffenden W ellennormalen dargestellt werden. 

a) Einfallende 'Velle. Die Schwingungen U V TV stehen senkrecht auf der Normale, 
folglich 

u u + V V + TV w = () 
sie> stehen scnkreeht auf der Axe, folglich 

U cos a. + H7 sin a = o 
und es ist 

u~ + V2 + w2 = 1 

woraus folgende "T erthe abgeleitet werden: 

u - 'l' Bill fL 

Yl - (ti cos a -t- 10 sin aF 

V - Y 1 - (ii coa a -r- 10 sin a)2 

u s-i11 a - w cos a 

W = ri cos a 
Y 1 - (u coa a + w ain a)~ 

60) 

II O 



100 Joseph Grailick. 

!J) Rctlcdirte or<leutliche Welle. Die Schwillgungen U' 0 V' 0 W'„ stehen Renkreeht auf der 

Nornialt'. folgfo'11 
U'

0 
u' + V' 0 v' + TV' 0 w' = O: 

8ic liuge11 in rlcr Ebene, die sich durch die Normale und Axe legen Hisst; folg lieh 

U'„ 1•' si'n IJ. + V'
0 

(u' siu o. - w' cos a)-\- 'TV 0 JJ
1 

cos O. = 0 

und es ist 
U'/ + V'o2 + TV'o2 = 1, 

woraus folg-endt' W'('rtlw abgeleitet werden: 

{i 1) 

U' 0 

V' f) 

u'u/ sni rl - (l -- u''!.) eo.-; o. 

y' 1 - (n' cos <J. -r- w' .•ill a,)2 

v' (w' sin a + u' cos a) 

1i'I - (n' cos <J. -, w' sin ap 

' ' (l '"') ' TV"' === u w COl:i a - - w ... .ruu a • 
0 y'1 - (u' cos u -r w' sin a) 2 

c) Hefiectirtc ausserordentliche Welle. Die Sclrwingunge11 U'. V', TV'. stehen :-;enkrccht 

auf der N"ormalc, folglich 

U' e u" + V' e v" - TV'. w" = o : 
sie stehen senkrecht auf der Axe, folglich 

U'. cos (/.+TV'. Stn (/. = () 

U'. 2 + V', 2 + TV'.2 = 1. 

worami folgende W crthc abgeleitet werden: 

(i :! ) 

U' e 

V' e 

- i-
11 sin a 

'Y't - lu" cosa - w" sinr1.)'.! 

u" sin <L + w" cos rJ. 

.Y 1 - (nn cos a - w" sina)'!. 

lV' = _ 1/' cos r1. 

e V l - (u" cos fJ. - w" sin a):i 

d) Gebrochene or<lentliehe \V elle. Die Sehwiiwuno·en [Tl' V" r1r" t J J l t 
anf der Normale, folglich 

o b ' „ • „. ~ 
0 

s c ieu sen u·er. 1 

U" u' + V" v' - TV" w' - o 
sie lirgen in der Ebene, <lic sich ~urch N o:male und ~xc legen. Hisst, folg-li<'h 

U"„ v' sin ll. + V" 0 (w' cosa - u' sin a) + TV11

0 
v' co8 a = 1) 

111Hl C8 ist 

U" 2 -+-- V" 2 + l''" 2 - 1 „ 0 1 0 .... u - ' 

wora118 folgende \V erthc abgeleitet werden: 

(„,, )iJ) 

U" 
0 

- u'w' sin a - (1 - u'!.1 co.'i fL 

- y' 1 - (n' cos a + w' ~in. „)~ 
_ r' (u' cos a + w' sin a) 

- vr·- (ii:' cos (}. _;- w' sin u)2 

rr"„ = ~-"~'!'.~ cosa + (l -w'2) sin a 

y' 1 - \it' cos a. -r w' sin a)2 • 
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e) Gebrochene ausserordentliche ·Welle. Die Schwingungen U'" V1',, TV', stchcu auf der 
N ormalc senkrecht, folglich 

U" u"..LV" "+TV" "-0 e 1 e V r e iv - , 

sie stehen senkrecht auf der Axe 
TT„ TV" . u e cos a --- e stn a = 0 

und es ist 

U" ~ -+- V" 2 + TV" 2 = 1 e , e e ' 

woraus folgende \V erthc abgeleitet werden: 

U" e 

" . V Sl)l a 
------------
Yl - (n" cos a-w" sina)~ 

V" e Yl - (u'' cos a- w" sinap 

n" sin a + io'' co.9 a 
G-!) 

TV' === 1/' cos a 

e Yl - (n" cos a-w"sin11)2 

l\Ian sieht, dass auch hier eine Übereinstimmung zwischen den Osrillationsrichtungcn dies
und jenseits der Zwillingsebene stattfindet; es ist nämlich nach 61) und 63) 

nnd ebenso nach 62) und 64) 

U' = 0 

V' -0 -

U" 0 =U' 
V" 0 =V' 

TV'„= - TV"
0 
=TV' 

- {Jr'e == ij''e == lj'' 
- V'e == V''e ===V'' 

TV'.= TV".= TV" 

der letzteren Symbole werden wir uns klinftig bedienen um die Buchstaben-Indices zu vermeiden. 
·wir mlisscn nun wieder Ri.icksicht nehmen auf den Zusammenhang zwischen dm Cosi

nussen clcr Winkel der Normalen, und dem Einfalls-, Reflexiorn;- und Brechungswinkel. 
K enuen wir wieder 

<p den Einfallswinkel ; 
I II I d 1) fl 0 

'f 0 = 'f „ = <p en "e ex10ns- (Brechungs-) "Winkel der ordentlich refiectirten (gebro-

(· henen) \V elle; 

</ ,, = <p". = <p" den Reflexiorn;- (Brechungs-) "Winkel der ausserordcntlid1 refiectirtl'n 

(geLrochencn) W cllc; 
w das Azimnth der Einfalls- (Reflexions-, Brechungs-) ELene; so finden wir 

u = sin <p cos w 

v = sin 'f sin w 

w = cos 'f 

u' = -- si11 <p' cos w 

v' = - shz <p' si11 w 

w' -:- cos </ 
u" = - sin rp" cos w 

v" = -- 1Si11 rp" sin w 

w" = -- cos rp" 
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Nennen wir ferner, wie oben 
r den Cosinus J.es Winkels zwischen Normale der einfallenden \Velle und Axe: 
r' 

0 

= r" 
0 

= r' den Cosinus des Winkels zwischen der Normale der ordentlich reflcctirten 

(gebrochenen) Welle und optischen Axe; 
r'e = r"e = r" den Cosinus des Winkels zwischen der Normale der ausserordentlich rctlec-

tirtcn (gebrochenen) Welle und optischen .Axe; so erhalten wir 

r = u cos a + w sin a = sin 'f cos w cos a + cos r sin a 

66) / = U: cos a + w' süi a = - sin r/ cos w cos a + cos r' sin a 
lf II II 0 0 

II + r=u~a-w~a=-~r~w~a cos </' sin r;.. 

Sind A, B, 0 die Cosinusse der Winkel, welche J.ie Normale des \Vellenlrnuptsclmittcs ( s. oben 

~· 1) mit den Coordinatcnaxen einschlicsst, so erhalten wir 

B 
u sin a - w cos <J. c 1, cos a 

t'1 - r2 t't--r~ A 
- v sin a 

' . ' ' n .mi a - w cos a C' 
1· cos a 

t'1 - r'~ 
0 -

t'T - r' ~ 
' . .r1' == - v sui a ß' _ 

o t't-r· o-

u/ 1 shi <J. +w" cos a C' 
v'' co.i rJ. 

t't-r"• 
e t'1 - r" ~ 6 7) 

" . .11' = -1· sina ß' = 
e t't-r'2 • 

' . 
111 1' Sl'l'l.. a 

~- == 
o t'1-r'2 

'. + ' B" = - u, s1n a w f'OS a 

o· t'1-/2 
' C'' == v cos a 

" t'1-r'~ 

" . A" == t' szn r1. 

e t't-r"2 

„ . " B" == -u sn1'a-u; cosa 

• t'1 - r"~ 

" C" == v cos a 
e t'1 - r" ~. 

3[an hat daher wenn wieder () den \Vinkel zwischen \V ellenhauptschnitt und Einfallsebene 

bezeichnet: 

cos tJ 

COS {)'
0 

= 

68) cos ()'. = 

cos {)"„ = 

cos ()". = 

v sin a sin w + (n 1<in a - w cos a) cos w 

r1 - r2 
1,' sin a sin w + (u,' sin a - u/ cos a) cos w 

t'1 - r'~ 

1;" shi a sin w + (u" s-in a + io" cos a) cos w 

t'1 - r"2 
- v' sin a sin w + (w' cos a -- u' ttin a) cos w 

r't-r'" 
- n' sin a soi w - (u" sin ,z + w'' cos a) coa w 

r i - r'' 2 

sin rp .•in a - cos rp cos a eo.• w 

t' t r2 
.•in rp' sin a + cos cp' cos r1 coa w 

t'1-r'2 
sin rp" sin a + cos <p" cos 11 cos w 

t'i - r"~ 

sin <p' s;n a + cos rp' cos a cos w 

t'1 - r'~ 

sin cp" sin a + cos cp 11 cos 'l cos w 

Auch hier ist sonach 

cos ()' 0 = - cos O" = cos ()' 
" 

COS O' e = - C()S .f)'' e = - C()S ()", 

§. 5. 

Die Amplituden der verschiedenen · B t l t k .1 \ . . m e rac l ·ommenuen V ellen bezeichnen ·wir so wie 
es oben bei der ordentlichen einfallenden Welle geschah. di GI · 1 
Gleichhei't d C . < ' e eic rnngcn, wcl('lH· aus der 

er omponenten abgeleitet werden, sind sodann: 

lll U + lll' 0 U' - sil'. U" = sil"" U' + sil". U" 
69) lll V + sil' 0 V - sil'. Jli' = 21"

0 
V' + m". V" 

sit lV + 2l'„ TV'+ sil'. TV"= - sil"" TV' + 21". TV". 
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Aus diesen drei Gleichungen werden wir wieder zur künftigen Benützung eine Reihe vo11 

Gleichungen ableiten~ deren jede um eine Unbekannte weniger in sich enthält. 

:Multipliciren wir zu dem Ende die erste <lerselben durch u, die zweite <lurch v, die dritte 
1lurch w und addiren wir: 

A (Uu + Vv + Ww) + 2!' 0 (U'u + V'v + TV'w) - 2!'. (U11u + V"1: - W"w) = 
2!"0 (U'u + V'v - Ww) + 2!". (U"u + V"r + JV"w). 

Xun ist nach GO) und 66) 

u u + V V + TV w = 0 

nach 61) und 66) 

C''u + T,nl' + TJ""'w = fw' (1rn' + 1'!1
1

) - w (1 - w' 2)] sin a + [u' (i:"' + ww') - u (1 - u'2)] cos a 

r1 - r'i 

TT'lt + TTT1 [1c' (uu -1- ri:') + 10 (1 - w'°!)] sin a + [u' (v1'
1 

- wie') - u (1 - ti'2)] cos a {..; V' t' -- n w - '--.:..__-'--------'-____:_-----'----=--=----- v1 -r·~ 

U"u + V11r - TV"w = 

U"u + T'''v + TV"w '-'= 

(u1·" - u"r) lf;n a - (rzc" + r"w) l'O.'i r1 

Y-1 -- r" 2 

(ur'' - u"v) sin rL - (v·w" - t•"w) cos a 

Y"i- r" f 

wodurch die obige Gleichung folgende Gestalt gewinnt: 

Yi ~1~' /:! ( [ w' (uu' + v v')- w (l -w' 2
)] sin o. + [u' (vv' + ~w')- u (l -u' 2

)] cosa)-+-

~'. [ • ( /1 ") + ( II + II ) ] sm 0. u V - UV cos a VW V w = v1 - r112 70) 

Y~ ([w' (uu' + vv') + w (l-w' 2
)] sin o. + [u' (vv'-ww')- u (l-u' 2)]cosa)+ 

~". [(uv" - u"v) sin o. - (vw" - v"w) cos o.]. r1 -r"2 

'Venn wir dagegen die erste Gleichung mit cos o., die zweite mit 0, die dritte mit sin a multi
pliciren, und a<ldiren: 

21 [ U cns a + W sin o.] + 2l' 0 [ U' cos a + TV' sin o.] + 2!'. [- U" cos a + TV" sin o.] = 
2{''

0 
[U' cns a - JV' sin a] + 2!". [U" cos a + JV" slii o.]. 

~un ist nach 60) und 66) 
u cos 0. + rv sin a = 0 

nach 61) und 66) 

U' cns o. + TV' sin a = - V 1 - r' "! 
TT• JV' . (1 - w'2) sin a"! - (1- u' 2) cos o.2 
v COS 0. - Sln Q. = .1 ,., 

r 1 - r -
nach 63) nnu 66) 

U" cos o. + TV" sin o. = 0 

U" cos a + nr,, 2 sin a cos a . . r-
11 

' cos 0. = -----==--
Y 1 - r" 2 

wodurch unsere Gleichung folgende Gestalt gewinnt: 
Sl(" 

Y~ [ ( l - u' 2) cns a2 - ( 1 - w' 2) sin a2] = 21' o V 1 - r' 2 + Y i :__ >" 2 i:" sü1 a ~os a 71) 
-r -
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)f ultipliciren wir weiter die drei Gleichungen der Reihe nach durch U: v' w' und addiren wir 

2l (U1t' + Vv' + Ww') + 2i
0

' (U'u' + V'v' + TV'w') - 2l.' (U"u' + V"v' - TV"w') = 
= 2(0" (U'u' + V'v' - W'w') + 2l." (U"u' + V"v' + TV"w'). 

Es ist nach 60) und 66) 

T
TT , sin1 a (1u:' - n'v) + cos a (i:w' - 1!w) 

Uu' + Vv' + rw = .,----, 
r 1 - r-

nach 61) und 66) 

U'it + V'v' + TV'w' = O 

TT
T' , 2 w' [(1 - zc't) sin a - n' w' ro8 aJ 

U'u' + V'r' - · w = - v1 - 7'~ 

nach 63) und 66) 

U"u' + ' (" 1 1 ") (' "+ ." ') 
V" , Jfl" , sni a u v - u. t + cos a v w l u: 

V - r W = ---
Vi - 7"2 

U",U + . (, „ "-') (, fl ·" /) V" v' - TV" w' == sni fl u 1) - 'lt V - - cos a 1' -~-=_!,_~_ 
v1 - 7"1 

wodurch die obige Gleichung in folgende sich verwandelt: 

m [( / 1 ) • + ( 1 1 ) ] + &'. [( II 1 1 ") • + --=- UV - U i; Sln a VW - V W COS fJ. U V - UV 8Ul f/. 
V i - 7~ t' i - 7"2 

-'>) ' ... + (v'w" + v"w') cos a] 

~" n I ,„ . , ] ~II e [ f II II ' • I II " ' = _ 2w [(1-w-)szna-u'wcosa + ___ (uv -n v)szna-(vw -v w)cosfJ.]. 
v1 -~ Vl-7112 

Wenn wir dagegen die erste Gleichung mit A'
0

, die zweite mit B' 0 , die dritte mit C'„ multipli
ciren, und addircn: 

2( (UA'o + VB'o + TVC'o) + 2['0 (U'A'o + V'B'o + TV' C'o) - 2l'. (U"A'„ + 
+ V" B'o - TV" C'o) = 

2("0 (U'A'o + V'B'o - TY'C'o) + 2l". (U"A'Q + V"B' + TV"C'). 

Es ist nach 60), 66) und 6 i) 

UA'
0 

+ Vß'
0 
+ TVC'o = sin a2 (uu' + i·v') - sin a cos a (u'w + uw') + eo.~ „t (i·i:' + u:w'j 

VI - 7C 

nach 61), 66) und 67) 

U'A'o + V'B'o + TV'C'o = 0 

U'A'
0 
+ V'ß'

0 
_ TV'C'„ = _ 2r'cos a f11'1c' f'O.~ a - (1 --· zc'~) 8 in al 

VI - y'c 

nach 63), 66) und Gi) 

U'' A' 
0 

+ V" ß' 
0 

- TV" C' 
0 

== _ .r;/n ri'!. (u'u" + ~'_') + si~ cos a (u'w'' - u" zc') + co.9 a-2 (r'r" --- ~v' w') 

v1 - 7
11 t 

[T" A' 
0 
+ V" ß',, + JV" C' == _ '.~in a'.! (u.'u" ±_~t") - sin rt eo.~ a (u"io' - u,'zo") - C'O-';; rz'!. (r'z~'' + zo'zc 11

) 

(} ---- ------- ---- ---- -- --- --

Vl - 7,,2 

wodurch <lic obige Glcichuno· nachfolo·cndc ('cst"lt · t 
' . 1J b .J' H gc"'Jl1l1 : 
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--~-=[sinrr(uu' + vv') -sinacoso.(u'w + uw') + coso.2 (vv' + ww')J + ~r. v 1 - 12 vi - r"2 

sn". 
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[sin a 2 (u'it11 + v'v") + sin a cos a (U:w 11 
- u11w') + cos a2 (v'v 11

-- w'w")]= 
vT - r'2 73) 

~ , sn" 
:, 'l' cos a [(l-w'2)sin a - u'w' cos a]+- •. [cosa2 (v'v"+w'w 11

) + cos a sin a 
v1-r"2 

(u11w' - u'w11
) - sin o.2 (u'u''. + v'v11

)] 

)lultiplicirt man ferner die 3 Gleichungen der Reihe nach mit u", 7/', - w'' und addirt: 

'lt (Uii' + Vv" - TVw 11
) + 2l'0 (U'U:' + V'v" - W'w 11

) - sil'. (U11u11 + V"v" + TV11w") 

= sil11

0 [U'·lt" + V'v" + TV'w"] + sil11
• (U11u11 + V'v" -- W 11w"]. 

Nun ist nach 60) und 66) 

naeh 61) uml GG) 

U'u" -

Uu" + Vv'' -

TV'w" = [~~(l - w' 2) + w' (n'u" + v'v")] sin a - [u" (1 - u'2) - u' (i.'v" - w'w")] cos a 

v1 - r2 

U'u" + V'v" + TV'w" = r- w" (1 - w'2J + w' (u'u" + v'v")~ - [w" (1 - u'2J -=:!~i·v" + w'w'')J cos a 

-V1 - r'2 

na<'h 64) und GG) 

U11u11 

-i- V11 v11 + lV"w11 = 0 

U"u11 -+- V 11v" - TV11w11 = -

und es verwandelt sich unsere Gleichung in die folgende: 

2 v'' w" cos a 

~( [ • ( 11 II ) ( II 1 II)] + sn'o [ ' ( II (l ,_,) + --- --- sm a uv - u i; - cos a v w 1 vw -V . szn a w -- w -
~2 1-(" 

si!" + w' (u'u" + v'v11

)) - cos a (w 11 (1 -- u'2
) - u' (v'v" - w'w11

))] = vT~ 

Sln r1. W U U V V -- W -- W - COS fJ. U V V + W W -/f, -U - 1 -[ ' ( I ( ' II+ f ") II (1 /9)) + ( '( f II f II) "(l /O\)] 
-2(" e II /f - --- 2 V W COS 0.. 

-V i -r0
2" • 

74) 

\V cnn man dagegen die erste Gleichung mit cos a, die zweite mit o, die dritte mit .rn:n o. multi
plicirt und addirt: 

'l( (U cos o. + TV sin r.1.) + sil 1

0 (U' cos o. + TV' sin a) - lll'. (U 11 cos a - W" sz1i a) = 
= sil"

0 
(U' cos a - TV' sin a) + sil". (U" cos a + W" 8in a) 

und es ist nach 60) und 66) 

U cos a + TV sin o. = 0 

na1·h Gl) und 66) 

U' cos r.1. + TV' sin a = - 1"1 - r' 2 

U' TV' · _ (1 - w'2) sin a2 - (1 - u'2) cos a2 cos a - stn a - -- •
1 

y 1 - y'2 

llcnkochriften der mathem.-naturw. Cl. IX. ßd. Abhaodl. v, l'ichtmitgl. 0 
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nach 64) und 66) 

U" cos a - W" sin a = 0 
, • 2 v" sin a cos 11. 

U" cos a + TV' sin a = _ _ . v'1 -i''2 

wodurch unsere Gleichung diese Gestalt erhält: 

Sl(11 -2(" e lf • 

_ 2{' fl L _ '2 = ~ -· - [(1 - w'2
) sin a - (1 - u' 2

) cos a J + --- 2 v sin a cos o.. 
0 r v' 1 - r'2 v' 1 - r":l 

.Multiplicirt man ferner die drei Gleichungen der Reihe nach mit u', v', - w', und addirt: 

11( (Ult' + Vi,' - Ww') + 2!'
0 

(U'u' + V'v' - W'w') - m:. (U"u' + V"v' + W"w") = 

= 11("0 (U'u.' + V'v' + W'w') + 11l". (U"u' + V"v' -- W"w') 

wo wi0dcr nach 60) und 66) 

naf·h 61) und 66) 

nach 64) und 66) 

Uu + TJ: , _ TJJ: , = (m,' - u'v) sin a - (v'w + vw') cos fl 
v v rr w •1 .-----:-T 

y l - r-

U'u' + V' 1 W' , 2 , (1 - w'2) sin a-u'w' cos a 
V - 10 = W •1-----,,, r i - r'~ 

U'it + V'v' + W'w' = 0 

U"u' + V"v' + ( 
lf 1 ' II) • ( I II II ') W"w' = __ u v - u v sm a + v w - i· w cos a 

v'1 - r"2 

U"1t' + V"v' + W" , (u"v' - u,'v") sin a + (v'w" + ?:"w') cos "· w = - .;_ ___ ;__ __ __:_ ___ -'---
Vl - r"2 

i~t, wodurch unsere Gleichung folgende Gestalt gewinnt: 

~! [ ( I ' ) , ' ( , I / ) ] ~' O • /9 • ' / tlt _ y~· UV - UV Sln fJ. - 'l W + l, W COS fJ. + tl l _ r' 2 2 W [ ( 1 - W ·) szn r1. - U W cns a] + 
rn) v-9 [sin a (u"v' - u'v") + cos a (v'w" - v"w')] = 

~ e [ • ( I " II ') ( / II II ') ] 1-11-=--r:i szn a u v - u v - cos a v w + v w . 

Wenn man dagegen die erste Gleichung durch A" 0 , die zweite durch B"„, die dritte durch 0"
0 

und addiren wir 

~( fUA"„ + VB"o + WC"o] + l)('o[U'A"o + V'B"o + W'C"o]-11l'.[U"A"o + V"B"o- W"C"o] = 
11("0 [U'A"o + V'B"o - W'C"o] + 11l". [U"A"o + V"B"o + W"C"o] 

und es ist nach 60), 66) und 67) 

nach öl), 66) und 67) 

- (un' + vv') sin a 2 + (vv' - ww') cos a2 + (u'w + uw') sin a cos fl 

v' l - .,~ 

U'A"
0 
+ V'B" + TV'C" = 2v' cos_.'.:_[1t'w'c()8._a - (1 - w'2) sin a] 

0 0 v'~ . 
U'A"o + V'B"o -- W'C"o = 0 r 
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nach 64), 66) und 67) 

U"A" V"B'' _ W"C" = (u'u 11 + v'v") sin a2 + (u"w' - u'w") si'n a cos a + (v'v
11 + w'w") cos r.J.:!. 

o + o o v'1-r 

U"A" + V"B" -+- W'C" = (u'u'~+ v'v]_B!ji_11._2__±j1t'w" - u'w") sin a cos a + (v'v'_'. =:"'w")_co~ a2 
o o. o Vl-r"2 

wodurch unsere Gleichung folgende Gestalt gewinnt: 

v~ [- (uit' + vv') sin a2 + (u'w + uw') sz'.lz a cos a + (vv' - ww') cos a 2
] + 

1- r-
'21' o / f / • ~(' e [ II I II ') ' ') --=---=-=:-:: 2 v' cos a [uw cos a -- (1 - w 2

) sin a] + v--- - (u u + v v sin a- + v i - r' 2 1 - r" 2 

• t 9 !l{" e I ff I II • •> 
(u"w' - u'w") sm a cos o. + (v'v" + w w") cos o.-] = v't=7'2 [ (u u + v v ) szn o.· + 

(u'w" - u11w1
) sin o. 1cos o. + (v'v" - w'w") cos 0.

2
]. 

Multiplicirt man die 3 Gleichungen endlich der Reihe nach durch u11

, v", w", und addirt: 
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76) 

5ll [Uu" + Vv" + Ww"] + sil1

0 [U'u" + Vv" + W'w"] -sit'. [U 11 u" + V11 v" - W"w':j = 
sil" 0 [U'u" + V'v" - W'w"] + sit". [U"u" + V"v" + W"w"j 

und es ist nach 60) und 66) 

. ( " ") (" ") Uu" + Vv" + lVw" = szna uv -u v -cosa v w-vw 
v't=y2 

nach 61) und 66) 

U'u" + V'v" + TV'w" = sin a [w' (u'u" + v'v")- w" (1 -w'2)] + cos a [u' (v'v" ---r w'w")- n" (1 - u'2J 

v1 - r'2 
U'u" + V'v" _ TV'w" = sin a [w' (u'u" + v'v") + w" (1 --w'2)] + cos a [u' (v'v" - w'w")- n" (1 - n'2J 

~-

nach 64) und 66) 

') II 1/ 

[!" II + V" ," W" II - - V w cos (}. U V - W - - --
Vl - r"2 

U"U:' + V"v 11 + TV"w" = 0 

wodurch wir durch Substitution zu folgender Gleichung gelangen: 

.I)[ [ m· 
y'~ sin o. (ztv" - u"v) - cos a (v"w - vw")] + y'~T2" [sin o. (w' (u'u11 + v'v") -

( ~' 
(1 - w' 2

) w") + cos a u' (v'v" + w'w") - u" (l -u' 2
))] + v~ 2 v 11w 11 cos a = 

m11 
t'l 

0

r, 2 [ sin a ( w' (u'u" + v'v") + W 11 (1-w' 2
)) + cos o. (it' (v'v 11 

- w'w 11
) - u 11 (1 _ u' 2

))]. 

77) 

Wenn wir dagegen die erste Gleichung durch cos a, die zweite durch O, die dritte dnr"11 
- sin a multiplicircn, und addiren: 

sil [U cos a - W sin a] + sil' 0 [U' cos a - TV' sin aj - sit'. [U" cos a + TV" szn a] = 

sil" 0 [ U' cos a + TV' s1:ii o.] + sil". [ U" cos a - W" sin a] 

welche Gleichung durch Substitution aus 60), 61), 64), 66) sich in naehfolgende verwandelt: 

o* 
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'!! ~'„ [ · 2 (1 w'2) _ cos 2 
11. (1 - u'

2
)] + ___ .__ :l 1J s/11 a cos a - ~- ,„ sm a -

t,.---2 yl-r· 
' - r --- - --

i H) •l(' m" V 1 r' 2 
- -· -' -- 9 v" si:n a cos a = - -~ . . - · 
t!T- r"2 „ 

,. f"l </ <p" und w mannio{altig J )ic~sl' ( l lci1·hung-en lassen sieh nun wieder durch J;,m n 1nmg von 'f, ' b 

vi·i·f'illl\tdw11 und kiinrnr fassen; aus G5) folgt nämlich 

I ·- s1:n <p si1i <p 
I 

un' + 1) /) 

un' - l'V 
I --- sin <p sin <p

1 cos 2 w 

ww' 
• • ' 2 ± cos <p' 2 

un' ± ·- szn 'f szn <p cos w 

vv" = -- sin <p sin <p 
II 

uu11 + 
llU

11 
-1JV

11 = - sin <p sin <p' cos 2 w 

uu" ± ww11 = - sin 'f sin </' cos w
2 + cos <f cos 'f

11 

uv' + it' v = - sin <p sin <p' sin 2 w 

uv' 

ll1/' 

II 
ll1' 

itw' 

uw " 
I II uu 

I 
-- UV 

+ u11 v 
II 

- ll V 

± u:w 

± it"w 

+ v'v" 

=Ü 

= - sin 'f sin <p
11 sin 2 w 

=Ü 

= ± siii (<p + <p') cos w 

= - sin (<p ± <p11
) cos w 

= sin <p' sin <p
11 

' „ ' " Ull - V V = SÜl <p' sin 'f'11 
COS 2 (J) 

u'n" ± w'w" = sin <p' sin rp'' cos w2 + cos <p' cos <p
11 

u' 1•" + u 11 v' = sziz <p' sin <p" sin 2 w 

u'v 11 
-·- u 11v' = 0 

u'w" 
I 

1'1' 

II vv 
I 

VW 

1.•w11 

r'v" 

v'w" 

± 

± 

± 

± 

± 

± 

± 

n''w' = sin (<p' + <p") cos w 

ww' = - sin <f sin <p' sin w2 ± cos <p cos <p' 

ww" = -- sin 'f sin <p" sin w2 + cos <p cos <p" 

r'w = sin (<;; + <;;') sin w 

v
11 w = - sin (<f ± 9") sin w 

I /f 0 f 
0 

0 fl 0 ? - f II w w = sm 'f sm <p szn w· + cos <p cos <f 

v11
w' = sin (rp' + rp11

) si:n w. 

Snbstituirt man diese Ausdri.ieke, so findet man: 

fw' (un' + m•') - w (1-w' 2
)] sin a + [u' (vv' + ww') - (1-u' 2) u] cos o. = -

sin <p' sin (rp + <p') sin o. - [sin <p' cos (rp + rp') + sin 9J cos w cos o. 

(it"r - uv") sin o. + (vw" + v"w) cos o. = - sin (<;; + 'P") cos a sin w 

[w' (uu' + 1•v') + w (1, -w' 2
)] sin a + [u' (vv' -ww') - it (1- it' 2) J cos o. = -

sin 'f
1 

sin ('f - <p') sin a + [ sin <p
1 

cos (<;;- 50') - sin 'f] cos (J) cos f7. 

(w•" -1tv) sz'.n o. - (vw'' -v"w) cos o. = sin (50- 911
) sin w cos o. 

wodurch die Gleichung 70) in folgende sich verwandelt: 
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vi ~~ r'
2 

[sin (sc + 9'') sin 9'' sin a + ( si:n 9'' cos (sc + 9') + sin SC) cos w cos a] + 

_L _ ~!'-~= sz'n (50 + !"") COS a sz'n (J) = + ~["o . [sin (50 - 9'') sz'n sc' sz'n a -· v 1 - r" 2 v 1 - r' 2 

~" 
- ( sin 9' cos (9 - sc') -- sin ~) cos (J) cos a]-ri=?,~ sin (9 - 9'") cos a sin (J) 

foruer wird durch Substitution: 

(1 - u' 2
) cos a 2 

- (1 - w' 2
) sin a 2 = cos a 2 

- sin 9' 2 (1 -- cos a2 sin w
2

) 

2 sin a cos a v" = - sin 9" sin 2 a sin w 

wodurch die Gleichung 71) in folgende sich verwandelt: 

V-----·-----;-:;- '21 11
0 ? • 1? • '> ~"e • " • ~) 

52{' 1 -- r -= -- [cos a- -- sin {() - (1 - sin w- cos a2
)] + sin 9 szn ~ (/. sm (J) 

0 v i - r' 2 r v 1 - r" 2 

ferner wird durch Substitution: 

sin a (uv' - u'v) + cos a (vw' - v'w) = sln (SC + 9') sm w cos a 

sin a (u"v' -- i(u") + cos a (v'w" + v"w') = sin (sc' - 9") sin w cos a 

2 w' [ ( 1 - w' 2) sin (/. - u'w' cos a] = 2 sin sc' cos sc' (sin 9'' sin (/. + cos 9'' cos a cos (J) 

. ( ' " " ') ( ' " " ') . ( ' + ") . sin a ii v - u v - cos a v w - v w = - sin SC 9' szn w cos a 

wodurch mit Berücksichtigung von 68) die Gleichung 72) in folgende sich verwandelt: 
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79) 

80) 

~ • - ') .\]{' t: • / lf 11 Sin 2 f.D
1 

CQS {J' fil" e • / II 

-=cc:.. sm (sc + 9 + „- Stn (50 -9) + 52{ 0 . • + ----,-: sin (9' +SC _I = 0 81) v i - r2 · -V i - r 2 sm w cos a -V i - r ' -

ferner durch Substitution 

sin a 2 (uu' + vv') - sin a cos a (u'w + uw') + cos a 2 (z:v' + ww') = cos a 2 (cos SC (·os </ -
sin 9 sin 9'' sin w2

) - sl:n 9 sin 9'' szii a2 
- sin (9' -- sc') sin a cos a cos w 

' 9 ( I fl I ") ' ( f fl ff ') 1 '> ( f lf f II ) 2 ( f f/ szn a- v v + u u + sm a cos a u w - u w --:-- cos a- i: v -w w = cos a cos SC cr1s 9 + 
+ sin 9'' sin </' sin w2

) + sin sc' st:n 9'" sin a2 + sin (9' + !"") sin a cos a cos w 

') ' [ ' , ( 1 '") . ] 9 . „ . ( . ' . , -- :... r cos a. ii w cos a - . - w - szn a = - :... szn SC - cos a szn w sni 50 szn a + cos 50 cos a ('OS w) 

was wieder mit Rücksichtnahme auf die Relationen 68) die Gleichung 7 3) in folgende verwandelt: 

-v-=--2 [ cos a 2 
( cos 9' cos </- sin 9' sin </ sin ~2) - sin a2

• sin 9' sin </-- sin a cos a. sin (50-9')cosw] 
i - r 

~' + -v' l _: /i2 [ COS a2
( cossc' C089'" + sin!i''sin sc" sinw2

) + sin a2 .Sl7l<p' sin9" + sin a COSa Sin(9' + 50") COS w] 

~" = 52{" 0 2 sz'.n 50'2 cos a sin (J) cos {)' + -v--· -= [ cos a2 
( sin sc' sin 9" sin W2 

- cos sc' cos 50") - sin a cos a 
i - r'" 

sin (50' + 50") cos a - sin a 2 
• sin 9' sin 9"] 

ferner durch Substitution 

82) 
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• ( 11 11 ) ( ''w + .. . 011
) - sin ({/) + m11

) si'n w cos a .sl:J/, fJ. lt 1J - ll V - cos (/. V ,. L - T T II • I II 

- [ II (1 19
) I ( / •

11 W W ) ] - - sin ({/) - tn ) 
sinr1.rw"~L----w':!)+w'(it'n11 +v'v11)]-cosa it -U" -lt vv -- - T T 

( sin <p' sin a + cos <p' cos a cos w) 
si11 (/. r w' (U:il11 + n'v") - W11 (1 - w'2)] + cos a [u' ( V1V11 + w'w

11

) -it" (1 - n'
2
)] = sin (<p' + <p") 

( sin <p' siii a + cos <p' cos a cos w) 
„ II • 9 // . OS f.' 2 cos a v w = sln _, '? szn w c "· 

wa:-; wieder mit ßerUcksichtigung von 68) die Gleichung 7 4) in nachfolgende verwandelt: 

83) [~1 •n-:, si"n ('f!+ '?11
) + ;

1 
~I", „ sin 2 <p"] sin w cos o. + [2l' 0 sin (<p' -<p") + 2i

11 

0 sin (<p' + <p
11

] cosO' = 0 
rl-r rL-r" 

ferner durch Substitution 

8in a (uw' - U:v) - cos o. (vw' + v'w) = - sin (So - <p
1

) si'.n w cos a 

2 w' [(1 - w'2) sin a - u:w' cos o.] = sin 2 <p' (8tiz <p' stiz o. + cos <p' r;08 a cos w) 
• ( fl I I ") + ( I f/ II ') • ( 

/ + ") 8l
0

}l CQS O Stil fJ. ll V - ll V COS fJ. V W - V W = Sln 'f 'f W v. 

sin a (U:'v'--u'v") + coso.(v'w"+v11w') = sin (<p'-<p") sin a cos a 

was wieder mit Berücksichtigung von 68) die Gleichung 7 5) in die folgende verwandelt: 

fil ') / sin 2 <p' eo,s fl' &' e • ( / ") + fil" e • ( / ") () 8 4) - sin ({/) - {/) - ~ . + . szn 'f + 'f --= - · „, szn 'f - 'f = . 
Vl - /'" T T 

0 sin w C08 a ~ Vl - r " 

femcr <l lll'eh Substitution 

- (uzt'+ v v') sin a2 + (v v' - ic w') cos o.2 + (u'w + üw') sin o. cos o. = - cos a2 (sin 'f sin </ sin w1 + 
+ cos <p cos <p') + sin o. cos o. sin (So - <p') cos w + sin '? sin <p' sin a2 

:! v' cos a ( n' w' cos a - ( 1 - w' 2
) sin o.) = + 2 sin r/ 2 sin w cos o. ( sin <p' sin o. + cos rp' cos a cos w) 

{ I II + I II) 
0 

2 + ( I II + 1 ") 2 ( II / 1 II) 
0 

9 ( 
0 

/ • 11 • o) - \lt ll V V Stn (/. V V w w cos fJ. + u w - u w Stn 0. cos a = cos (/." Stn 'f sm 'f' sm (J)" -

- cos </ cos <p") - sin o. cos a sin (<p' + <p") cos w - sin <p' sin <p" sin f7.
2 

( 
I II + I > ") 

0 2 _L ( I // 1 ") » + ( II I / //) • '> ( • / • /1 • '> u n I' ,: sm a 1 v v - w w cos o." lt w - n w sin o. cos a = cos a" sm 'f sm 'f' szn or + 
+ cos </ co8 <p") + sin a cos a sin (<p' + <p") cos w + sz'.n <p' sin tp" sin r1.2 

wo< l urch di c Gleichung 7 6) folgende G cstalt gewinnt : 

!l[ • 

~ r
2 

[ sin a2
• sin 'f shz <p' + s1:iz a cos a. sin(<p-<p')cos w - cos o.2 ( sin '? sin <p'sl·n w2 + cos 'f ,,,,8 r' 1 J _ 

I.! -) () t> 

"'' 9 "iz 12 ·n 0 , (}' + fil' e [ • , • „ . 2 . 
- -a 0 - si <p sl w c 8 a. cos rl-- /'

2 
- sm '? sin '? sm a - stn a cos a. si'n( <p' + <p") cos w + 

+ cosa2(s1"11 <p'sinr/'sin w2
- cos <p

1 

cos<p")] = ~,2[ sin<p' sl'.n<p" sina2 + sin o. cosas1"n(rp' + <p")co:sw 

ferner durch Substitution: 
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(uv"-u"v)sina + (v"w + vw")cosa=-sz"nwcosasi"n(9-9") 

111 

[w' (u'u' + v'v")-w" (l-w' 2
)] sina + [u (v'v" + w'w")-U:' (1- it'

2
)] cosa = sin ('f!' + 50") 

( sz'n 50' sin a + cos 50' cos a cos w) 

2 v" w" cos a = si"n 2 rp" sl"n w cos a 

[w' (U:u" +v'v") +w" (l -w'2)]sina+[u' (v'v"-w'w")-it" (1-u'2
)] cosa =- sin(</-rp") 

( sin 9' sin a + cos rp' cos a cos w) 

wodurch die Gleichung 77) folgende Gestalt annimmt, wenn man zugleich auf 68) Rücksicht 

nimmt: 

[
- ./u~l_ sin (rp-50") + •/ l)f,'•-,;

2 
sin 2 rp"] SirtW COS a = [sil' 0 Sln (rp' + 5011

) + 2(" 0 Sin ( 'f!
1 

-50")] C(JS (j' 8ß) 
r 1 - r2 r 1 - r 

und endlich durch Substitution: 

2 v sin a cos a = 2 s1"n rp sin w sin a cos a 

s1:n o.2 (1 - w' 2) - cos a2 (1 - u'2
) = - cos o.2 + sin 50' 2 

( sin 0.
2 + cos 11

2 
(;Os uJ

2
1 

2 r" sin a cos a = - 2 sin rp" _si"n w sin a cos a 

wodurch die Gleichung 78) folgende Gestalt gewinnt: 

2(- 52f. sin9 + v ~l'. sin9") sin w sin o. cos a + 2("0 VI_:_ r' 2 
-

v1 r- 1 - r'' 2 

- v~ ( cos fl.
2 

- sin rp' 2 
( sin o.2 + cos fl.

2 cos w2
) J = 0. 

Der Gleichungen 80), 83), 86) und 87) können wir uns bedienen um drei der Unbekannten als 
Functionen einer Unbekannten und der bekannten Grösse 2l auszudrücken. ·wir nennen wieder 

sin W COS 0. = Sl'°n O 
daher 

si'n o.2 + cos o.2 cos w2 = cos rY. 

Durch Elimination Yon sil" 0 aus 80) und 83) erhält man: 

88) 
\Ull _ ~a", + b", m',, 
:,(.\. e - II 

C e 
88) 

wo 

a" e = [ sin (9 + 911
) ( cos IJ.

2 
- sin 912 cos 0 2

) sin ü] vr _:_-7_,,-2 

b". = [ sin (rp' - rp") ( cos a2 
- s1:n rp' 2 cos ü2

) + sin (rp' + 'f!" )( 1 - r' 2)] cos tf V(l-=-?)(T-=--- /' 2) 

c" e = [ sin ( 50' + r") cos ()' v-i---=---- r'2 sin a - cos 5011 
( cos fl.

2 
-- Sl'.n 501 2 cos o2

) ] 2 sin 50" 1:1in ü V 1-=- r2 

durch Elimination von 2(" 0 aus 86) und 87) erhält man: 

111r1 = a', N + b', ~'0 
~e ' , c, 

89) 
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wo a',. = f sin ( s.o _ sc") V t _ ( 2 + 2 sin (sc' -- <;;") sin 'P cos &' sin a] sin a V ( 1 - r' 2
) (1 - r "--:;) 

//.. = [si// ( ~' + <p") ( 1 -- r' 2) + sin (<p' - ~")( cos a2 
- shqo' 2 

CIJS 02
)] cos ()'V ( l - /) ( l - r" 2) 

1.'„ = fsiu ( </ -- <p") ('IJS (J' iillt a + cos <p" V l - r' 2
] z s/n <p'' sin rJ 11 

( 1-/) (1 - r' 2
) 

d11n·li Elin1i11atio11 von ~l'. aus 8G) und 87) erhält man: 

!)()) 
"SI[+'-" SI<' ~(" == ((, o + II U O ;;( 0 

0 c 0 

Wll a"„ =St// (<p + <p") sin (J Stil (/. V r:_--=-r'2 

{/'„ = - fsin (<p' + <p") cos tJ' V1-r' 2 sin a + ( cos 0.
2 

- CIJS Ü2 sin <p
1 2

) cos <p" J VT---_:: r2 

1;"„ = V ( L - r2f( c= r' 2
) r sin (<p' -- </') cos (}' sin (/. - cos <p" VT- r' 2]. 

§. G. 

Es ist nun die aus der Bedingung der Erhaltung der lebendigen Kräfte resultircnclc 
(;Jcichung einzuführen, und wir verfahren genau so, wie es oben für die ordentliche einfal
lende 'V elle geschah, nur mit dem Unterschiede den die V crschiedenhcit der hier betrachteten 
Elrmcntc bedingt. Die einfallende W clle ist extraordinär; es wird daher das Quadrat der 
Amplitude derselben mit dem Volum jenes schiefen Prismas zu multipliciren sein, welches die 
Bewegungen der Wolle während einer beliebigen Zeiteinheit in sich schliesst; zur rcflcctirtcn 
nn<l gebrochenen ausserordcntlichcn 'V olle gehören ·wieder zwei schiefe, zur refl.ectirten und 
g·(•linwhcncn ordentlichen zwei gerade Prismen. 

Wir nennen wieder diese Volumina: 

uud bemerken, dass auch hier 

Ito == R''o == R' Il'e = R''e == R'' 

sein muss, wiihrend jedoch R von allen diesen verschieden ist, aus demselben Grunde, durch 
wclrhcn die V crschicdenhcit des <p von <p' und <p" bedingt wird. 

a) Zur Entwickelung des W erthcs von R braucht nur das oben angewandte V erfahren 
umgekehrt zu werden. Es sei nämlich ad der einfallende Stral, ag die Normale auf die zuge
hörige Welle und cd ein gewisses begrenztes Stück der ·welle, so wird eine bereits an die 
Trennungsebene der beiden hcmitropen Individuen gelangte Lichtwelle im zweiten Individuum 
als onlcntJiche Wolle (Stral) bis aA vorrUcken, während cd bis CD gelangt. Das Volnm 
cdd'c'CDD'C' stellt unser R, das Volum BAB'A'bab'a' dagegen unser R' dar . 

.K un ist 

R = CDC'D'. Gg 

da Gg senkrecht steht auf CD'; fällt man von C ein Perpendikel auf die gcgenUbcrstehcnde 
Seite des Rhomboides CDC'D' und nennt den Winkel DCH = p., so ist 
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ab a'b' a a' . a b cos /J.. a a' ( G a 1
) - G /J cos 0) 

11ncl es ist 

G a = cos 'f G b CG. tgp 

11nd (e2-02)rt't-r2 CG 1 tg J'J = -„-, -(-.,--,-)-.- und T = sin {/j ~ fo ~:lirh 
e" T O" - e" /" T " 

nn<l da Gg wieder proportional ist dem Sinus des Einfallswinkel." 

, , , C . ( (o2-e2)/ t'1- 12 . ) A A b b = a a . a . sm <I) cos {/j + ., ( ., .. , sm <r r·r18 {) , 
· T T A" -t- U" - e-) "(" T 

wo wic<ler 

sin 'f cos o JII - r2 = sin a - r r:os 'f · 

wodurch endlieh 

1
) Um die Figur durch Überladung nicht UnYcrstiinillich zu machen, sind in 1\crsclben die llnch~talicn a, g, II, ,ri, l' "'l'Z,!!'Plasscn, 

welche aus der Figur §. 3 leicht zu ergiinzcn sind. 

J>cnkschriftcn der mathcm.-naturw. Cl. IX. ßd. Abhaudl. v. ~ichtmitgl. 
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li) Das V olum, das zur ordentlichen "\V elle gehört, ist das gerade Prisma 

R' = CC'. Cb,. b,B 

wo ( '!1, = cos </, und 6, B, proportional sin </ folglich 

R, c , . , = u . a . cos r,o szn r,o 

1) Das Volum, das zur ausserordentlich reflcctirten und gebrochenen ·welle gehifrt, wird 

gofü11de11 wie da~ einfallcncle; ohne die Ableitung, welche nach der vorstehenden Figur leicht 

wil'cL ,,,u wiederholen, schreiben wir es sogleich hin, indem wir überall für r,o, r, da~ zn rliei;;en 

W cllc•11 gchiil'ig-e r,o", r" substituircn. Wir erhalten somit 

( 

(o2 - e2) r" ( sin ~' - r")) 
)II • /f II C08 'P ]-,, = O' • Ca Stn m COS {!) 1 + 9 + ( 9 '') „ ., ' 

T T e• o• - e• r " 

cle1111 auch hier ist cos O" V l - r" 2 sin r,o" = sin a - r" cos r,o". 
Wir haben somit die gesuchte Gleichung, wenn wir die gemeinschaftlichen Faetoi·pu lwid(•r
~eiti;; weglassen 

(o--e- r --r (oi-e-)r -. -„ --r· 
( 

., ") (sin a )) ( . ., „ ( si"u ri , )) 

f\ 1 ) "('J • 1 + COS <p (OYI 9 OYll 9) . /1 „ 1 Cf1.'J ~ 
;1 +1. - sin m cos m „ + ( • ") • - ·-A •• + +1. .- szn '" cos '" + . ( ., .; „ ., --

, T T e• o• - e• r T T P• + o- - e-) r -

= (21'0

2 + 21''0

2
) sin r,o' cos r,o'. 

Wir werden zunächst die Irrcsolu bilität dieser quadratischen Gleichung dureh irgend c~i11c· 1lc·r 
oben entwickelten linearen Gleichungen nachweisen. 

Addircu wir zunächst 83) und 86), so erhalten wir 

y'~ [s1iz(r,o + 9") + sziz(r,o-<p")] sino+ (21'0 + 21"0 ) [sin(r,o' + r,o") + sin(r,o'-9")] cosO' 

nml cla 

+ ~"e-'2l''e • /1 • 1\ 

.r.~ szn 2 9 szn o = O, 
r 1-r -

.~·i'n (r,o + 9") + sin (9 - 911
) = 2 sin 9 c·os 9" 

8i'n (9' + 9") + sin (r,o' - r,o") = 2 sin r,o' cos r,o" 
i;;n crltalte11 wir clurch \V oglassung des gemeinschaftlichen Factors 2 cos <;" 

\1( • • ~ ( , ~" ~· i---:- sm. SC szn o + 21 o + 21" .) cos O' sin r,o' + .- • sin r,o" sin ;; = o t-r . t'1-r"2 

Snbtrahirt 111a11 dagegen 86) von 83), so findet man 

\1[ [ • ( ") • ( 
Yl - r' _8 lll SC + So - sin sc- So")] szn rJ + (21". - 21'.) [ sin (sc' + sc")- s1'n ( 9' - 9") J ('()S ()' 

\1[" +~' + vi=...,,,.: sin 2 {!)" szn lj = 0, 1-r· T , 

11nd chi 

sin (sc + r,o") - szn (r,o - r,o") = 2 sin 911 cos 9 
. s/n (r,o' -t- So") - sin (sc' - r,o") = 2 sin 9„ cos 

9
, 

"
0 

(•rlialtc•n wu· durch \V eglassnng des gemeinschaftlichen Factors 2 8in c/' 
•l[ 

• 1 • _ r·o13 9 s1?1 r) + (~{" _ 21') cos m' CO'' 1J1 + W".+~', „ . , 
r 1 - y2 " o r 0 u .i---,,,,. cos 9 sm o = (). 

r 1 - r' -
Bringen wil' in den zwei Gleichungen die Summe und die D'ff l \ l' l 

d tl . ] fl · · ' 1 ercnz r l'r ülll}J ituf eu der 
nr Oll IC l rc cdirtcn und gebrochenen \V 11 f l' d 

l lt . 1. . . d · e en au c 1e an erc Seite de1-1 Glci<'hlwlti;;zcichorn: 
nnc mn ,1p n·ircn so mm (lic z"-ci \usdrit'ckc i;:o fi d · , ' · , ' · , · n en wir 
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SH 0 -- SH 0 ) .nn 'f COS 'f = --,-, --, Sln 'f COS m + sm (f; C08 m + ( 
" 2 ' 2 • ' t sin rJ2 [ ~(2 • ~"e~ - '2C'e~ . '' " 

cos (1 ! 1 - rJ T 1 - r" 2 T T 

+ '!! (~".+'!!'e • II+ ~(",-~'e • 1/ )] 

92) 
· -=·-- ___ 8ln 'f COS 'f __ . Sln m C08 <C • 
t' 1 - 7 v 1 - r"2 v 1 _ r" 2 r • 

1\foltipliciren wir nun 80) durch 
cos a2 - sin <p'2 cos IJ2 

vi - r'2 

~o erhalten wir 

~"o - SH' 0 ( cos a2 
- sin <p' 2 cos 02

) + -
1
-_-r-, 

2
- ( cos a~ - sin <p' 2 cos o"2) 2 + 

~" e 2 sin <p" sin rJ ( 2 • , 2 2 • + v , . „-2) cos a - sin 'f cos rJ ) szn a = O, 
(1-r -J (1- r 

multiplicirt man dagegen 87) durch 

Vl-r'2, 
so findet man 

SH 2 sin m sin o sin a v·i -r'.
2 

+SH' (cos a 2 
- sin m' 2 cos rJ 2

) - SH' 2 szn m" sin a sin a V1 
- ~~~-r 1-r o T " T 1-j' • 

addirt man nun diese beiden Gleichungen, so bekommt man 

V '!! 2 sin 'fJ sin a sin a. Vl -r' 2 + 1 ~11012 [(cos a 2 
- sin rp' 2 cos 0 2

)
2 

- (1-r'TJ 
t-~ -r · 

'!!' V ~" • 9 · /1 • ~ • cos a2 - sin <p2 cos rY 2 () 
t' 

1 
-> 

2 
2 sin rp" sin o si'n a 1 - r' 2 + t' .... szn 'f szn o szn a t' = .. 

1-r"2 i - r·2 

Nun ist aber, wenn man 6 6) und 6 8) berücksichtigt 

cos a2 
- sin <1' 2 cos a2 = 1 - r' 2 + 2 sin a sin </ cos o' v' 1 - r' 2 

folglich 

(cos a2 
- sin <p' 2 cos 02

)
2 

- (1 - r' 2
) 

2 = 4 si'n a si'n rp' cos ()' (l -r' 2
) (VT r' 2 + sin rp' C()S (J' si'n a) 

und ebenso 

sin rp" sin a sin a ( cos a2 
- sin <t' 2 cos a2

) = sin <t" szn a sin a (V1 l 2 + 2 sin a sin <t' cos ff) vl-= / 2 

substituirt man diese Ausdrücke in unsere letzte Gleichung, so verwandelt diese sich in die 
folgende 

\IY" 9 . , {/ ( t'1.=---r'2 + sin a sin <p' cos fl') ~(' e • „ V 1 ' " '!! . v-1--~·:, 
·"« ... szn {() cos . = ----szn {() - r -- --- sm 'f -r -

0 T szn IJ V l - r" 2 T V 1 - rc 

- ~". sin rp" (V 1 =-/2 + 2 sin a sin rp' cos {}'). 
t'1- r"2 

~Iultipliciren wir ferner 80) durch 

V l -r'2 
so erhalten wir 

- m' 0 (l -r' 2
) + SH" 0 (cos a2 

- sin </ 2 cos 02
) +SH". 2 sin <p" sin o sin a v·~.::::·;,: = o 

und 87) durch 
Q • ,,, "\Q 

cos a- - szn <p • cos o· 

t'1 - r'2 

PC 

93) 
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~ 11 ti11d1•11 wir 
., ~)(' • J·J ,.,,~, \\'f" ( 2 • • r'2 .• '~) " "·,., m't cos o· • " (. ~ "ZI' (fJ - CO" l1")" - 'lt COS (/. - .~t/I (I. ( o.~ f1 •l( . „u„a·-.1 y +-·-- COS(J. -.., "r .., " T • -- ~ s/11 l' si11 r} sin u. ---;;- - · -.c,::;-- l - r' ~ 

, 1--., T r l - Y , ,, )'' 
• 1 - r- eo• a2 - s~n 'P__~':. 

~!' . /( . ' .. ' '/. ---- --::::::-~= 2 sm 'f stn o szi. "· v'1-- r~ 
v'1 - r" 2 

addirt 1111111 iliel'lt' lwi<lcu Glciehung1~11: 

·~I . . ' . '''"' ii2 - .•in'f''~ cos_!"'!__ -l- „ !)(' "-,-;, [ ( COS (J.2 - sin </t COS rJ2) 2 - ( 1 - r't) t] 
• „ -=- ·) s111 'f 811t o sm o. --., 1---:-;:r • 1 - r -
v'I ~r" - . • -- r _ „_ 

'' ' "' 1" SI(" " ' ' • ~ J 1 1 ~ () ~(', • ,, • ' '. f'OS a- - Sill 'f' - cos ( - _j_ _ _. • • 2 sin <f SlJI. (J SlJZ (/.. r - r = . ' 
-- -;;; ~ sm<p smot>tnu. v'i _ „t ' v1-r"1 

v't-y'- ' 
f"l t Reductionen in folo·endc Glei<'li1mg- YC'rwan-8id1 wieder dun·h die oben ange u ir en \ tc · 

d cl n lfü;i,;t: 

\l~) 
, . , , er 1-..::.7T + sin 'f'' cos fl' s1„ a) _ ~r-. sin </' (V 1 _ r' 2 + '2 81·n ,1 si11 sc' r:us tJ') 

IJ{ " ·~ Slll 'f C(JS (} sin o - y 1 - y'"l 

"(" v----
SI( ·v . . ( O') _„_. - sin (r,'' 1 - / 2• --·-.sin'f( 1-r't+2stnasm<p.cos -v'i-r" 2 r 

v'T=' rt 

Addirm wir \.l2) :t.u \.ll), so finden wir, wenn wieder cler Kürze halber 

( o2 - e2) r ein a - r) 
____ ,_:o_s 'f' = /.; 

e2 T ( o2 - e2) y2 

1w1uw11, folgeudo Summe: 

( 
sin ,12 . ) ) / ,, 

12(" 2 'J s1:n {f)' cos m' = 121 2 sin <p cos <p ,., „ + (1 + 1.:) - 2!',' sin s:' r;os ~ 
" "" · T T cos fl • (1 - y·) 

. sin ,j":!. ) ,, ., „ . 11 (l 1 .'' sin ,]":!. ) m- .„(11 r]"!. 
fl. ;-,) (1 + /,·" + --- - 12{ - cos {f) sin (f) + ,.., - - - ------- + __ „ 

u ~ "osll'"(1-=r"1) e T T rosf12(1-r""! YI-r"c'"'(/C 

~{",.+~f'e . 11 -m"e-~('e • IJ ) 

( ___ sm tn cos m + v---- sm <p cos 'f . v' i -- r" ~ r r i -· r" 2 . 

:rnbtrnhiren ·wir aber 92) von 91), so erhalten wir folgende Gleichung: 

, o • ( sin IJ2 ) , „ . „ „ 
~{' 2 :! s/n m' cos m = 52{ • .sm (f) cos <f 1 + k - . 

0 
--~: - lll ,: sw 'f cos s-" 

" T T T cos fl • (1 - y-J 

( 
/ „ sin 11! ) l'll" 2 • „ 11 (l 7 „ sin IJ2 ) ~[ 8 i11 JJ 

% ) 1 + 1i: - cus 0·2(1-=-;;-;;2) - :u e Sln <p cos <p + Ji!- + cos (I'~ (1--r""! -Yl'l'=- r'J ( l -=1-1·~1 
[ (lll"" + lll' ,) sin <p cos <p" + (lll". - lll' .) sin c/' cus 'f]. 

8011 nun die quadratische Gleichung in rationale Factoren zerlegbar sein, so muss ~)3) C'lll 

l<'actor vou %), und \.l-:1:) ein Faetor von 96) sein. Dividiren wir gliedweise, so fin<le11 wir 

___ !_'_t~2~-~ sin tp
1 

cos rp' cos (J':! sin 0 

ac" 2 ' ' '" (''-1 ·2+ . . , a') < " Sln 'f' t'OS lf f -- r S11l 0. Sll! 'f' COS 11 

cos fl' v' l - r'c sin u 
m" (a" ). , 
~ fl ') (v1 -r'2 + s~'n a sin 'f' 1 cos fl') 

~ sin iJ
2 + (1 + k) cos (1'2 (1 - y~) (;(IS s-" = -m (a)' 

v'1- r~· t'1 -/'i 
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( 
sin o2 ) 

___ ~{' „"!. sin <.p" cos cp'' --,,., + (1 + k11
) cos fl'2 , . > 11 "' ''')' 

_____ 1-r ~-- __ = ___ ~( e _. sm r1· + (1 + k) cos fl • (1- "( -) COS</' =-\lf e (a'f)' 
, . „ V i - ,·~ -V i - r"2 -v i _ 1

1
2 

m,smm ---
T 1 - r"2 

( 
sin o2 ) 

fil" ,2 sin <p" cos <p" l-r"t - (1 + !!') cos fl'2 _ 

--m„ . -
-- e _sin<p"(-v'1-r'2+2sinasin<p1 cosfl') 

~(" e 

-Vl-r"t 

. .•• '1 1 J.") (I'? (1 „„ sni u"" - { 1 .: cos - - "/ ... ) „ at" ( 11 , 

,„ ' ' ' cos 'f = - ~ e a e) 
11'1-r- + 2sinctcos<p cosO · 

-V1-r"2 

~(' 0 2 2 sin <p' cos <p' cos 0'2 sin o 

~(' n 2 sin <p' cos (j' (-V 1- r't + sin 'f' 1 cos (I' sin a) -

sin o . cos (I' f'1=)72 
-V 1 - /2 + sin <p' cos 6' sin a 

cos<p' = 

[ 
sin o2 ] 

~Psin <p cos <p (1 + k) cos (1'2 - --„ 
1 - r-

--m = 
'2( sin J2 - (1 + k) SOS (1'2 (1 - "(2) _ --=. ~ --· cossc -

-- -:;~., sin <p [-v'1-r'2+2sin<p'cosfl'sina] 
r 1- r· 

-V 1 - r~ -V 1 - r2 + 2 sin <p' cos (I' sin a 

[ 
sino2] 

·- '21' ,2 sin <p" cos <p" (1 +k") cos (1'2 - --
1- r"t -

m'. - -
.y-- sin <p" 1-V l -/2+ 2sin <p' cos (I' sin a] 

L-r"2 -

~(', S/1! 02 ·- (1 + !,;'') COS (1'2 (1 - r"2) • II_ --==-· ---- WS<f -
-V l - r"2 -V 1 -- r - + 2 sin <p1 cos (I' sin Cl 

' [ sino2] 
- ~(' 1,2 sin <p" cos <p" ll+k") cosf1'2-+--

' . I-r"'2 
5l[" ----

- _· e - sin <p"-v'l - r'2 
11'1 - r"2 

~(11 , 8l1! (12 + (1 + k'') C08 (1"2 (1 - r" 2) II 
---· - COS<f = 
11'1 - r';2 11'1 - r'2 

Schreiben wir nun 93) kurz folgendermassen: 

m". (a 11.)' = m', (rle)' - m (a)' - m11 , (a",)' 
und ebenso 94) 

llY' ( 1 )II = llY' ( / )'' - l\Y (a)ll - i)l" (all )" +-lo au :.Ue ae .:.u. ~ ~„ e 

und multiplieiren wir die erstere mit der Gleichung 

2l11

• (a".)' = - m (a)' - m', (a'e)' - m11

, (a"e)' 
und die :1.wcite mit der Gleichung 

m·o (a'.)" = m (a)" + m'e (a'e)'' + m11 , (a",)" 
RO muss in dem Productc 

m' 0 ( a' .)" 

2( (a)" 

m' e ( a' ,)" 

m11 (a" )" 
<' e 

2l"„2 (rl'o)' (n".)'=m2 (a)' (a)' - 2l'„2 (rlJ(n'c)' + m"e2 (a".)'(a 11

.)' + m[m'.((a)'(a'.)'-(rl,)'((l)') + 
+ m11,((a)' (a 11 .)' + (a11 ,)' (aY)] + m'„ m11 „ [(a"„)' (a'r)' - (rl.)' (a"e)'] 

für den Fall c1cr Zerlegbarkeit 

(a)' (a'J' - ('a,)' (a)' 

(a)' ((111„)' + (0.11 .)' (a)' 

sin ( <p - <p") sin J2 

11'(1 - r~) (1 - r"~) 

~~±_<pJ_~-
-V (l - rt) (1 - r"t) 

(a11 e)' (a'.)' - (a'")' (a11 ,)' = 0 

nncl in dem Productc 

m·/ (rlo)" (a'.) 11 = - m2 (a)" (a)" + m'„2 (o.',)" (a'e)" - m11 e2 (a11 .)'1 (a"„Y' + m[m'.((rl„) 11 (a)" -

- ( a)" ( a' .)")-m" e ( ( a)'' ( a" ,)11 + ( (/. 11 „)" ( a')") l + m' c m11 „ r (a' eY' ( a11 ,)"- ( a11 .)" ( a' .)"] 

für den Fall der Zcrlr<rbarkcit 
t"l 
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sin ('P - '{!") sin ,p 

(".',)" (")" (n)ll ("' )" - - ---=~~=;:m: 
'J. ... - '"· ... e - f'(l - r:l) (1 -- r" 2) 

si'r1> (<p + <p") sin rJ~ 

(o.)" ( a" .)" + ( a" .)" ( a)" = - V(l _ r2) (l _ r"21 

( / )II ( II )II - ( II )II (a' )II = 0 o.. a. a. e 

sein. Dies wird nun zu untersuchen sein. 
Sub8tituircn wir in die erste dieser sechs Bedingungsgleichungen die entsprcehenden W erthe, 

so erhalten wir nach Weglassung des gemeinschaftlichen Factors V (1 - r2
) (1 - r"") folgenrle 

Gleichung: 

(st1io"2 + (1 + k11)(l- ( 2
) cos0'2)cos<p" szn<p--:-(szno"2 + (1 + k) (1-r2

) co.~0'2) sin<p" cos<p = 
= sin (rp - <p11

) sin o"2, 

ordnen wir cliese nach den Cocfficienten von sin a2 und cos (}' 2 

sin 0"2 sin (So - s.o11
) + cos {)'2 

[ (1 + k11
) (1 - r112

) cos <p" sin <p - (1 + k) (1-r2
) s1·n <p" r;os rJ = 

sin (rp - </') sin a2 

folglich 

97) (1 + lc11
) (1 - r"2

) cos <p" sin 'P = (1 + k) (1 - r2
) sin </' cos 'P· 

Substituiren wir dagegen in die vierte Bedingungsgleichung die entsprechenden \V crthe, 80 

finden wir nach w eglassung des gemeinschaftlichen Factors V (1 - r2
) ( 1 -. r"t) folgende 

Gleichung: 

(szn o'\2 -(1 + k) (1-r2
) cos 0'2)sin <p" cos <p - (szn 0"2 - (1 + k") (1 - ( 2

) cos ()' 2
) sin <p r:os r/ = 

= - sin (rp - r/') sin o"2, 

ordnen wir auch hier nach den Coefficienten von szn o"<!. und cos 0' 2 

- sin 02 sin (<p-<p") - cos 0' 2 
[ (1 + k) (1 -r2

) sin rp" cos <p - (1 + k") (1 - r'' 2) cos <p" -~in <p] = 
= - sin (rp - rp") sin o"<!. 

was somit auf dieselbe Relation 

(1 + lc) (1 - r2
) sin <p" cos <p = (1 + TC') (1 - r'' 2

) cos <p" sin <p 

fül~rt. St~bstit:1iren wir nun in die zweite und fünfte Bedingungsgleichung und multiplirirnn wir 
be1der8elts nut · 

(V 1 - r't + 2 sin 9, cos o' sin ti) V (1 _ r2) (1 _ r'2) (l _ r"t) 

so erhalten wir 

(1 - r'
2
)( sin a2- (1 + lc") (1- ( 2

) cos (}' 2) cos m" szn ln + (VT ___ r'2 + 9 Sl.Jl {f)' cos O' . )"' ( . '2 1 

T T - .., T . .nn fJ. - SIJl 0 1 

+ (1+1.:)(l-r
2
)cos0'

2
)sinrp"cosr,o=sin(rn+"'")sino'\2V1 r'2(v-1·-,2+ 9 · , tl' · ) 

T T - -r ... Sln <p C{JS sina 

V 1 -/
2 + 2 sin rp' cos O' sin a)2(sin a2 + (1 + lc") (1 _ .,,112) cos o'2) cos „ . + (l '") ( · :"<! 

I 9 Stn rp - r - Sln 0 --

- (l + l.:) (l-r2)cos0'2)szn<p"cos<p=-sin(<p+m")sz?io"2Vl-r'2(Vl- '2+2 . , ff . ) 
T r Sln <p COS 8ln a . 

Alk :en wir und ordnen wir zugleich nach sin a2 und ()'2 fi d · cos , so n en wir 
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sin <3
2 sin (So+So") [(l-r'2

) + (Vl f 2 +2sin So' cos{)' sina)2] = cos0'2 [(l-/2)-(V l-r'2 + 
+ 2 si1i So' cos {)' sin 0.)2

] [ (1 + kf') (1-r"2
) sin So cos So" + (1 + k) (1- r2) sin 911 cos So] 

9 8
) 

Substituiren wir dagegen in die dritte und sechste Bedingungsgleichung, so erhalten wir, 
indem wir jede derselben mit 

.Yt=)72(f'~ + 2 Bin rp' COB (/' Bina)_ 
sin rp" COB rp" 

multipliciren, aus jeder die Relation 

(V1 -r'2 + 2 sin So' cos 0'2 sin o.)2 ( sin a2 + (1 + kf') (1-f'2
) cos 0' 2

) = (1-r'2
) (sin 0'2- (1 + k") 

(1 - r112) cos 0'2
) 

und wenn wir auch hier nach sin <32 und cos 0'2 ordnen 

(1 + k") (1 -r112
) cos 0'2 [(l -r'2

) + (V 1-f2 + 2 sin So' cos o' sin a)
2J = sin a2 [(1 - r'2

) 99) 
- (V 1 - r' 2 + 2 sin So' cos o' szn a) 2J. 

Dividirt man durch diese Gleichung die Relation 98), und substituirt man in diese aus 97) den 
W erth von (1 + k") (1 - r" 2

) sin So cos So", so erhält man schliesslich die Gleichung 

. ( + II) (1 - r'2) + (Vl - r'2 + 2 sin rp' cos (/ 1 sin a)2 2 . II (1 - r'2) - (t'1=)72 + 2 sin rp' cos (!' sin a)2 
szn 9 9 = sin 9 cos 9 

(1 - r'2)-C.Y1 - r'2 + 2 sin rp' COB {I' sin a)2 (1-r'2) + (Vl -?+2 sinrp' cosfl' sina)2 

welche, wenn man sie auflöst sich nicht auf Null reducirt; womit der Beweis der Unauflösbar
keit geführt ist. 

Nennen wir in 91) 

(1 + k) szn 9 cos 9 = n 

(1 + k11 ) sin 911 cos 911 = n11
e 

sin 91 cos 91 = n' 0 

so erhalten wir aus 88), 89), 90) und 91) 
1 I II f/ .J-r 

(ffl _ _ \\Y P o - C e C e C o r <J. 0 

:U. 0 - :«. s'o . 100) 

wo ' = 11 11 2 (a' b' c" 2 + a11 b11 c' 2) + n' a" b11 c' 2 c11 2 .lJ 0 n e c 0 e e e e e e 0 0 0 e e 

, _ [(b' 2 11 2 + b11 2 , 2) n11 c11 2 + (c11 2 + b11 2) n' c' 2 d' 2] _ n" 2 c" 2 (a' b11 _ qo-n e Ce e Ce e o o o o e e e o e e 

_ 11 b' )2 _ , 2 „ 2 11 2 11 2 _ n' n" [(d' b' _ a' b11 )2 c11 2 ( + a11 b11 _ ae e no Ce Ce ao o e o e e o e o e 

_ 11 611 )2 , 2 + (a' 2 c11 2 + all 2 d 2) c11 2] at~ o Ce e e e e o 

, __ nll 11 2 (b' 2 11 2 + l" 2 c' 2) + n' c' 2 c11 2 (b11 2 + cll 2) 8 u eCo e Ce 'Je e o e e o o 

ferner 

101) 

wo p 11 = n" ' [b' 11 2 (a' b11 - a11 b' ) -1- b11 '.2 
( 

11 b" - " b" )] - n' O:' c11 -' 2 11 2 
0 e c Q e c e e ,„ 0 e e c ('_ a t' (! a 0 t' 0 0 0 c p c e 

,, 1 

8 = s " ,, 
ferner 
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102) 
I l' IJ f/ 11/ 1 

(\yl = - 2( p t! - ') e C e C 11 r q t! 

+t (~ 81e 

wo ' / - " /I ~ / b" ( II b' - I b") - nz' c-' C11 ~ [a' ('bll ~ ..l.- (II 
2

1· /I 1' l" J p t' - Jl f' (? t) ( f' e a I' (~ a I' ~ I 0 e e 1! , {} 1 : U , - 0 r ({ ,, ) ,, 

r/" = q',, 

~,/ I' = .~-' IJ 

cndlid1 

103) 
" , l" ,, „1 ,,-

'>''' == - ijf ~.!!...!_ __ J _!!_.~~ - ~-:;-~ 
~ c ~ " 

S e 

wo ff lf lf •) lf b' ( / b" ff l' ) )J " = Jt c r; „- c c e a e " - a c J " 
, , ·) ,, r ,, (b" ., + „ .,) l" " ' , - n ,, c c- c , 

1 
a 1 ~ :,- c „- - J •• rt ,, u' .. ) 

q"„ = q'„ 

Die einfal'hcn Gesctzl', wel('he in 1lici'le11 Glciehm1g-f'n l'11tl1alk11 ~i11d, t'l\'C'rd1·11 illl folµ-P11<l1·11 
Abschnitte abg·clf'itf't. 
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