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BRECHUNG UND REFLEXION

DES LICHTS AN ZWILLINGSFLACHEN

OPTISCH-EINAXIGER VOLLKOMMEN DURCHSICHTIGER MEDIEN.

Yox
JOSEPH GRATLICIIL

VORGELEGT IN DER SITZUNG DER MATIHEMATISCIENATURWISSENSCITAFTLICHEN CLASSE AM 1. FEBRUAR 1855,

UBER DIE BRECHUNG UND REFLEXION DES LICHTS AN ZWILLINGSFLACIIEN OPTISCILEINAXIGER
KRYSTALLL.

Der geometrische Charakter der Zwillingsbildungen ist seit dem Beginne dieses Jahrhunderts
ein Gegenstand scharfsinniger und erschpfender Arbeiten gewesen; die Schipfer und ausge-
zeichnetsten Fortbilder der heutigen Mineralogic haben nach einander die bewunderungs-
wiirdige Kraft ihrer Anschauung an dem Studium der Hemitropien versucht, und es ist zu
erwarten, dass Leydolt’s schéne Methode den letzten Stein zur Vollendung dieses Werkes
liefern werde.

Uber den geometrisch-krystallographischen Charakter hinaus erstrecken sich aber diese
Forschungen nicht. Die Physik dieser Bildungen blieb bisher unbeachtet, oder doch unbetrachtet.
Ls ist einleuchtend, dass in den Gesetzen, welche diec Molekularactionen der Individuen aus-
sprechen, auch dic der Zwillingsbildungen enthalten sein miissen. Aber aus dem symmetrischen
Gefiige muss ein Zusammenhang zwischen den Erscheinungen dies- und jenseits der Zusammen-
setzungsfliche resultiven, welcher das Geprige jener Symmetrie wiederspiegelt und den Gieist,
der sich iiberall am Harmonischen und Gesetzmissigen erfreut, zur Betrachtung einladet. Dazu
gesellt sich ein anderer Umstand, durch den die optische Untersuchung, welche wir hicr mit-
theilen, eine Ergiinzung und Vervollstindigung einer physikalischen Theoric wird. Man hat
nimlich die Gesetze der Brechung und Reflexion studirt fiir den Fall sowohl, wo die beiden
sich begrenzenden Medien isophan sind — Fresnel, Green, Cauchy — als auch fiir den,
wo das eine Medinm krvstallinisch und doppelbrechend, das andere cinfach brechend ist —
Neumann, Mac-Cullagh, Cauchy (vergleiche den zweiten Absehnitt); der Fall aber,
wo beide Mittel anisophan sind, wurde noch nicht in Untersuchung gezogen. Ls wiirde k:dum
der Miilie werth scin, so lange noch cine grosse Zahl von wichtigen Fragen ungeldst vorliegt,

dieses Problem alloemein aufzulsen, da zwar nichts im Wege steht, es als eine Aufgabe
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mathematischer Natur aufzufassen, dagegen die physikalische Bedeutung wesentlich fehlte, indem
weder die Natur noch aueh die heutige Kunst optische Combinationen von verschiedenartigen
Krystallen aufzuweisen hat. Nur in den Zwillingsbildungen, wo zwei Individuen derselben
Natur in verwendeter Stellung — etwa wie Bild und Spiegelbild — gesetzmiissig mit einander
verbunden sind, zeigt sich ein Gegenstand fiir diese erweiterte Anwendung der Theorie. So
habe ich die Aufgabe aufoefasst und ich werde versuchen darzustellen, welche specielle Modi-
ficationen die allgemeinen (vesetze der Lichtbewegung unter dem Einflusse der symmetrisch
gelagerten Molekiile der hemitropen Combinationen erleiden. Dabei beschriinke ich mich auf
dic Betrachtung optisch einaxiger Medien, um die verwickelten Formeln durch eine alleemeinere

Behandlung nieht noch complicirter zu machen.



DBrechung und Reflexion des Lichts an Zwillmgsfliichen. 59

ERSTER ABSCHNITT.

§ 1.

RICHTUNG DER REFLECTIRTEN UND GEBROCHENEN WELLEN UND STRALEN.

[n den Differentialgleichungen der Lichtbewegung treten als Variable die Coordinaten
des Raumes z, y, 2 und die Zeit ¢ auf; da es nach Cauchy’s frithesten Untersuchungen zu
cinerlei [rgebniss fiihrt, ob man die Differentialgleichungen durch Wellenflichen doppelter
Kriimmung oder durch ebene Wellen integrirt, welche die Wellenfliichie einhiillen, und da die
Oscillationsbewegung eine nach Zeit und Ort periodische ist, so kann man die particuldren
[ntegrale proportional setzen einer Exponential- oder trigonometrischen Function des Quadri-
noms ux + vy + wz—st, wo u, v, w proportional sind den Cosinussen der Winkel, welche
die Normale einer ebenen Welle mit den Coordinatenaxen einschliesst. Da an der Trennungs-
ebene zweier Medien dic Bewegung, welche ein Athermolekiil erhilt, insoferne sie sich auf
jene Grenze bezieht, dieselbe sein muss fiir alle Wellen, und in einem doppelbrechenden
Medium jede einfallende Welle an der Grenzfliche die Entstchung von zwel reflectirten Wellen
erregt, so dass in einem Zwillinge dic Zahl der an der Zwillingsfliiche wirksamen Bewegungen
5 sein wird, die Funetionen sind von

Eo(u x4+2 y +w 2)—st

K, (W, 2 + o,y + w,6 z)—s, ¢
E, W, 2+ v,y +w,z2)—5, ¢
K, (W', e + 0",y +w', ) — s, ¢
K, W,z 40",y + w,z) — st

(wo dic einfach gestrichelten Buchstaben sich auf die reflectirte, die doppelt gestrichelten auf
die gebrochene, der Index o auf dic ordentliche, e auf dic ausserordentliche Bewegung bezielit
27 , . . 27 .
u, v, w, . . .. dic Cosinusse der Normalen bedeuten und — =/ die Wellenlinge, — = T' dic
Oscillationsdauer bezeichnet), so hat man fiir den Fall, dass die Trennungsfliiche der zwei Indi-
viduen die XY Ibene ist, fiir z=0
7 ! ‘I - "I/ 1
l(we 4+ vy) —st=F, W,z + v,y —s, t=KF .z +v.y—5.t= Ky (0, +
+ o y)— st =1, (W + 0"y — b
Dies ist es, was Cauchy das Princip der correspondirenden Bewegungen nennt. Da

diese Gleichung unabhiingig von den specicllen Werthen der Variabeln sein soll, so muss

h*®
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hu =4 o, =K t,= o', =k u’,
ke = K, o, =K. ¢, =, v, =k, v'
§ = s, = ,g’e — ¢ = g
sein. Die letzte dieser Gleichungen zeigt, dass
2= 2% 2= 2z 2z
i ety DU DU

ist. tolelich bei der Reflexion und Brechung an Zwillingsfliche keine Farbenidnderung stattfinden
Sy o ’ . . 3 T . . . -ﬂ ! t

11 i i 4 S : Y n (I.Ol emt IHLII(ILH reficctirten
kﬂllll; d.lC crsten zZwecel Glelchungen Welscell Ilil(,h, dass (llL r1['3.(3(3 b

und ecbrochenen Wellen in eine cinzige Gerade susammenfallen. Nennt man ¢. ¢, . . . den
® Al T . . .
inf: i ink Az - Einfallsebene der Wellennormalen. <o
Isinfalls-, Reflexions..... Winkel, o das Azimuth der Linfallse
Liat man '
W= s cos@ v == SME se W =osg
W o= sin &, cos o, ¥, = s ¢, sin @, w, = cos ¢,
folglich
. ’ . ’ g L 1 . . 1" . o ) " s tr
L osin o cos @ = I, sin ¢, cos @, =K, s ¢, cos w,=»MN,sn¢, cosw, = K sing”, cos @,
! » ’ J 7 . 1 * [ ./l . . 1 . . " — .fl . . X . - X
kosin ¢ sinw = K, sing,sn o, =K, sing, sino, =1L sin¢g o, = K, sing” sinw

Dividirt man dic zweite Zeile durch die erste, so findet man
tgo = tgo, =g o, =tgo’, = tgo’,
1. 1. dic Wellennormalen bleiben in der Einfallsebene; tolglich
ksing =k, sing, =k, sing,= K, osin g’ = L', sin¢’,

, C W L. s
und dies gilt, wenn man fiir &, &',... dic Werthe sctzt und bedenkt, dass = die Trortpflan-

zungsgeschwindigkeit & der Welle ist, wegen Iirhaltung der Schwingungsdauer

Q.

. . p

singising, s ¢, ising’ ising’, =L @,

’

Dicse fir Combinationen belichig zweier Krystalle allgemein geltenden Siitze sind
nun auf Zwillinge optisch einaxiger Medien anzuwenden. Dies ist bereits in zwei fritheren
Aufsitzen geschehen, welche sich in den Sitzungsberichten der kaiserlichen Akademic der
Wissenschaften , mathem. naturw. Cl. Band XI, 817 (Betrachtung einer cinzelnen Welle, eines
cinzelnen Strales) und Band XII, 230 (Betrachtung eines Wellen-, Stralenkegels beim Durch-
gange durch die Zwillingsebene) abgedruckt finden. Wir verweisen auf die dort crhaltenen
Resultate, wm sic hier weiter zu verfolgen. Es fand sich, dass die Brechungswinkel gleich
sind den Reflexionswinkeln; da nun fiir eine cinfallende ordentliche Welle der Reflexionswinkel
der ordentlich reflectirten Welle gleich ist dem Einfallswinkel, so wird dies auch der Brechungs-
winkel; folglich pflanzt sich die einfallende gewthnliche Welle ohne Richtungsinderung in das
zweite Medium fort. Ist die cinfallende Welle eine ausserordentliche, so finden ebenfalls ein-
fache Verhiltnisse zwischen ihr und den durch sie erregten ausserordentlichen reflectirten und
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gebrochenen Wellen statt; wir fanden nimlich, dass, wenn & 7. 2 die Cosinusse der Winkel,
welche der cinfallende Stral mit den Coordinatenvichtungen cinselilicsst (und es ist der Haupt-
schnitt des Krystalles fir die X7, die Zwillingstliiche fiir die XY gesetat), und £7, 9,708
dic entsprechenden Cosinusse des gebrochenen und &, 3./, ¢ die des reflectivten Strales
bezeichnen, und

2

7] .
Q = ( — — l) SN ML COS U

e

I’'=1 ——(%:— — 1) sin o

bedeutet — wo 0, e die Geschwindigkeit der ordentlichen und ausserordentlichen Wellen senk-
recht zur optischen Axe, und a die Neigung der optischen Axe gegen die Zwillingstliiche ist
— folgende Relationen

__Li-2e7 " Py - rr

E”
4

VIt R T T VIt —ro It Yo pHER

Aus dicsen Gleichungen zichen wir nun folgende Resultate:
7. . . -
1. Da 7= =2 so muss der gebrochene Stral mit dem cinfallenden und der Axe der .\

la ”
»

stets in ciner Lbene bleiben; die Axe der X aber ist die Projection der optischen Axe auf die
Zwillingsfliiche.

Da fiir den refleetirten Stral &, = &',, 7, =7%",, {. = — {’, ist, so wird — =2 es wird
daher, wenn wir die Ebene, die durch den Stral S, S’,, §”, und eine der Coordinatenaxen durch
(8, X), (§', X) ..... bezeichnen, der Winkel (8, X) (X7Z) gleich sein dem Winkel (8°, X) (AY),

Diesc zwei Siitze enthalten cine merkwiirdige Erweiterung des oben erwithnten, zwischen
den ordentlichen Stralen waltenden Gesetzes. Sie lassen sich folgendermassen anssprechen:

Nennen wir die Ebene, welche sich durch irgend einen ausserordentlichen Stral und die
Projection der optischen Axe legen lisst, dic Ebene dieses Strales, und den Winkel,
den diese Kbene mit der Zwillingsfliche cinschliesst den Ineidenz-, Reflexions-, Brechungs-
winkel der Ebene des ecinfallenden, reflectirten, gebrochenen Strales, so ist der Refle-
xions- und Brechungswinkel immer gleich dem Einfallswinkel der Stralen.

2. Dividiren wir in jeder der drei Gleichungen Ziihler und Nenner durch /2 so kommen
[ ] ’

dic Constanten des Zwillinges nur noch unter der Form - Yor. Nun ist dicser Quotient nichts

Z anders, als dic Tangente des Linfallswinkels jenes Strales,
A o ey A der zu ciner Welle gehirt, die parallel ist der Zwillings-
! /9 cbene. In der beistchenden Figur ist 14" die cinfallende

ausserordentliche Welle, welehe auch im zweiten Indivi-
duum parallel der Zwillingsfliche XY bleibt, und durch
BB’ bezeichnet ist. In diesem Falle wird der cinfallende
Stral JO nach IO gebrochen (<JOZ = < ROZ'). und
es ist tg JOZ = tg ROZ' = :—3 = tg . Dieser Winkel s,
durch den der Zwilling vollstindig charakterisirt ist,
nenne ich den charakteristischen Winkel des
Zwillingskrystalles und dic Formeln fiir den

gebrochenen Stral werden dann:
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ol ,E_?Z_tgﬁ:_—v” e 7 :Ie:—'—_:_——:_?:—,‘___
o= T iTTmget=n ¢ Virgator—3) Visdltgu tgnr—=)

nfallsebene abgelenkt. Nennen wir das Azimuth

3. Der gebrochene Stral wird aus der Ei
, dic Winkel des einfallenden. reflee-

der Binfalls-, Reflexions- und Brechungsebene o, o', o',
tirten und gebrochenen Strales mit dem Emfallslothe ¢, gpe, ¢, so ist

7 cotgp {

tgw = -EA- cosw &
’ "/’e n co’.‘””v . e . _:r_l'_
tgwe = g, Z—E"T cos w'e _E';_ - 7,

» 7}”, cotgg’’e T

tg w.= A cosw’. .

Der reflectirte Stral bleibt mit dem gebrochenen und dem Einfallslothe in einer Ebene.
Nennen wir die Azimuthabweichung (d. i den Winkel. den die Reflexions- oder Bre-
chungsebene mit der Einfallsebene einschliesst) 4, so ist 0 — o', = —=w—o’, = ¢ und diex nach
den gegebenen Formeln entwickelt, fiihrt nach einigen leichten Reductionen auf den Ausdruck

2 stn w tg p

g _iyp—2coswtg/1

Man sieht, dass die Abweichung nur im Hauptschnitre verschwindet. Am grissten wird
sic fiir Stralen, die senkrecht cinfallen; denn da dic Formel dafiic ¢ = o gibt, das Azimuth
eines senkrecht einfallenden Strales aber beliebig gross, also auch 90° genommen werden
kann, so ist in diesem Falle das Maximum der mdglichen Abweichung gegeben. In der That.
setzen wir @ = 90°, d. 1. lassen wir die Stralen einfallen in einer Ebene, die senkrecht auf dem
Hauptschnitte steht, so wird
2¢g 1
tge’

g0 =

dies gibt fiir ¢ einen Werth, der sich ohne Ende 90" nihert, je kleiner der Linfallswinkel ¢
wird.

4. Die innigen Bezichungen, welche zwischen den ausserordentlichen Stralen tind der
Projection der optischen Axe herrschen, machen es interessant zu untersuchen, welche Verhilt-
nisse stattfinden zwischen den Winkeln, welche dicse Richtungen unter einander einschliessen.
Nennen wir den Winkel, den irgend ein einfallender ausscrordentlicher Stral mit der Axe der
X einschliesst, y und den Winkel des zugehdrigen, gebrochenen Strales y”,, so ist & = cos .

§". = cos y",; nennen wir ferner den Winkel, den dic Ebene des Strales mit dem Iauptschnitte

cinschliesst, 7, so ist, da nach 1) 7 gleich ist 7', =1",, der gebrochene (reflectirte) Stral vollkommen
bestimmt durch die Gleichung

cos y — "l{] it cosT sm/

cosy”, = i
[y p ‘cos T azn/ (ig/; €05 T 80

L/'— ('os/)
welche sich o ewohnlic T Tl
wf den, den gewdhnlichen aufs Einfallsloth bezogenen Formeln analogen Ausdruck

iy 1 2
SI?l/." 1

sinz" 1 - 1)‘_} ILCOs T sin / (105/— tg (L cos T sin /)

bringen lisst. s stellt somit der Ausdruck rechts einen variablen Brechungsindex.
beziiglich der Projection der optischen Axen dar.
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Fiir den Hauptschnitt gibt dies wegen 7 = o

. siny?
siny'? = £

1—d41tg p sin y(cos y — tgpsiny)
und fiir die auf dem Hauptschnitte senkrechte Ebene

1

. g
S ¥ = — .
X e 1 - 41g p? cost?

Dies zeigt, dass simmtliche Stralen, welche in einer Einfallsebene liegen, die senkrecht
auf dem Hauptschnitte stehen, durch Brechung wieder in cine Ebene zu liegen kommen, welche
durch die Axe der Y geht und mit dem Einfallslothe einen Winkel A einschliesst, dessen Tan-
gente doppelt so gross ist, als die Tangente des charakteristischen Winkels. Denn setzt man
in der Gleichung in 2) & = 0 so wird
-7 v —¢

1
T T Ve T Visatee

EH _ tgp $
¢ Vitdltgut

R +4{tgn?

Eliminirt man zwischen der ersteri und dritten Gleichung ¢, so findet man den eben aus-
gesprochenen Satz. Ilieraus ergibt sich nun folgende Construction fiir die gebrochenen Stralen,
wenn die BEinfallsebene senkrecht auf deren Hauptschnitte steht:

Man legt zuerst ecine Ebene senkrecht gegen den ITauptschnitt, die mit
der Zwillingsfliche den Winkel 90 — 2 cinschlicsst, wo A durch die Glei-
chung g A=2¢gp gegebenist; hieraufcine zweite Ebene durch den einfallen-
den Stral und die Projéction der optischen Axe auf die Zwillingsflache.
Der Durchschuitt der beiden Ebenen ist die Richtung des gebrochenen
Strales.

Ich bemerke, dass dicser Winkel 4 die allgemeinen Gleichungen in 2) noch einfacher
macht, wenn man ihn fiir g substituirt; doch schien mir der Winkel g so merkwiirdig wegen
der Eigenthiimlichkeit, dass fiiv ihn der Einfallswinkel gleich ist dem Brechungswinkel und
der reflectirte Stral schief nach riickwirts-in die Richtung des einfallenden geworfen wird,
dass ich es vorzog, diesen als charakteristischen Winkel des Zwillings hervorzuheben.

Die reflectirten Stralen werden auf dieselbe Weise gefunden, nur muss dann die Ibene,
welche senkrecht auf dem Hauptschnitte steht, im ersten Medium construirt werden. Ubrigens
muss sie in beiden Fillen so gestellt werden, dass sie zwischen das Einfallsloth und die optische
Axe des betreffenden Individuums fillt.

Wenn die cinfallenden Stralen simmtlich in einer Ebene liegen, so werden die gebro-
chenen und reflectirten im Allgemeinen in einem Kegel vierten Grades sich befinden, mit Aus-
nahme der beiden Fille, wo die betrachteten Stralen in dem Hauptschuitte liegen, oder in

; .
einer Ebene senkrecht dagegen. Nennen wir im letzten Falle - =a, so wird

—1

[
s

o - (l—i—?ig[l. " e —

— — —t < —_——

> VI +4tgp(tgp —a) 7 VI + 4290 (tg . — @) ‘ v__l~|- 4tgpltgp—a)
— —_ =
>

& =

und die Neigung der Ebene, in der die gebrochenen (reflectirten) Stralen liegen, ist gegeben

durch

7

oy

g
str :a_zt.,(]/l7 Il

e

e

=2igp — a.

e
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Da nun jeder cinfallende Stral in ciner Ebene liegt, die senkrecht auf (l.em ILauptschnitte
steht (denn man braucht, um diese zu finden, nur durch den Stral und dic Axe der Y cine
Ebene zu legen), so erhilt man folgendes allgemeine Constructionsverfahren . durch welches
dic Lage des gebrochenen Strales gefunden wird, ohne Zuhilfenahme der Hu yghens'schen
(Yonstruction:

Man lege durch den cinfallenden Stral eine Ebene, diec scenkrecht
cteht auf dem IHauptschnitte und bestimme den Winkel », den diese Ebenec
it der Zwillingsebene einschliesst. Die Cotangente dieses Winkels ist «
Nun construire man cine zweite Ebene senkrecht auf dem Hauptschnitte.
welehe mit der Zwillingsfliche einen Winkel cinschliesst, dessen Cotan-
gente a —2tg ¢ 1st; und lege endlich durch den einfallenden Stral und die
Projection der optischen Axe eine Ebene, so ist der Durchschnitt der
sweoi letztgezeichneten Ebenen die Richtung des gebrochenen Strales.

ZWEITER ABSCHNITT.

8. 1.

{*BER DIL PRINCIPIEN, WELCHE DER UNTERSUCHUNG UBLR DIE INTENSITAT DES REFLECTIRTEN UXND
GEBROCIIENEN LICHTS ZU GRUNDE GELEGT WERDEN.

Vielleicht in keinem Kapitel der Optik tritt die Unzulinglichkeit der Imissionshy pothese
und die allumfassende Fruchtbarkeit des Undulationssystems so klar hervor, als bei dieser I'rage:
wihrend erstere nicht einmal eine erste Vermuthung rechtfertigt, nicht die einfachste That-
sache ableiten lasst, ist letzteres eben an dieser schwierigen Aufoabe stark geworden und gross

. N r, " P S N " N 3 . . R ) .
sewachsen. Zwei merkwiirdige Entdeckungen, dic der Polarisation durch Reflexion
unter einem bestimm Vinkel ! \ : : 2 i o
mer ehnom xS t(.:n \.\ 1111\6.1 )s u.nd das Tangentengesectz?®), nach welchem jener Lin-
allswinkel der Polarisationswinkel ist, fir den der reflectirte Stral senkrecht steht auf dem
acbrochenen Strale, mus ther ic Frao i i
a - . : 1e,ll.nussten vorhergehen, che die Frage theoretisch ergriffen werden konnte;
sie rewehten - villig hi 1als y i i ! i

aber vollig hin, dem genialsten unter den Physikern dieses Jalwhunderts die Macht

1) Entdeckt durch Malus 1808.

2y En‘t)dcckt durch Brewster 18‘15. Malas scheint nach cinem Gesetze gesucht zu haben; in seiner Théorie de la double réfraction
l]:e;-?;(:jg:,fry:assld?r Polarisationswinkel i.m Allgemeinen grosser sei fiir stirker brechende Kérper, dass sich aber kcine best(immte
nus:lriickllichgeah(i; s::f:ht :10:;1 \Il{al{lkspaﬂl- \\v(l;-d p- 241 hehauptet, dass er sich wic ein einfach brechender Korper verhalte. Ganz
T tameos Pan k[ g Malus aus in 11l):f\n1}. 1'811, 1 und 1811, 7; am letzteren Orte sagt er: Jai détérminésurbeaucoup de
issaneos refri'ftiveeslenie.c\;;ﬂﬁ Zousflcquel ?a lum‘wm nlculcnte est le plus complétement polarisée et j'ai reconnu ne suit ni I'ordre des
cent sur la lumiére. Brewsl:cl:r esil):r:gslgl/sll;fl:fw{fs' Cest “I‘G propriété des corps indépendante des autres modes d'action qu'ils exer-
Sobwefel, Topas, Zirkan Spigeu un-d‘()lk_ M .]:nans.) 18 bul?st:mzcn (unter denen jedoch 6 doppelbrechende: Quarz, Kalkspath,
macht er auf di(; Ab“'Cic’hllngCH die mcl; s‘;ar ?rechendc Diamant) an dencn er scin Gesetz constatirt; spiter (Phil. trans. 1819)
ores Lo corvorum lucem simeli & ! cr. )oppelb.rcchung.{ entspringen, aufmerksam ; jedoch erst durch Seebeck (Observa-
werden Bcoblachtun o mp ’c“jm' refringentium angulis polarisationis 1830; Pg. XX, 27 ; XXI, 290; XXII, 126 ; XXXVTII 276)
b Yomnte }5 .(131 lf}n IIT‘elnfachbr?chcnden Substanzen und am Kalkspath gegeben, an dencn ein(; fein'cre Thedric —aich
. Hierher gehren auch Neumann's ausgezcichnete photometrische Untersuchungen, von denen unten )
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zu bieten, unter der leitenden Idee einer gliicklichen Hypothese die Schleier zu liiften, unter
denen die wunderbaren Erscheinungen des Lichts fiir immer verborgen zu bleiben bestimmt
schiecnen. Fresnel hatte erst die Allgemeinheit des Brewster'schen Gesetzes bezweifelt DK
doch bald iiberzeugte er sich von der Giltigkeit desselben, wenigstens innerhalb der Grenzen,
welche durch die ihm zu Gebote stehenden Beobachtungsmittel gesteckt wurden. Indem er
seine hicher beziiglichen theoretischen Arbeiten mit der kithnen Hypothese der Transversalitit
der Atherschwingungen beginnt, behandelt er zuerst den Fall, wo die Schwingungen senk-
recht gegen die Einfallsebene stehen ?); bald aber gibt er einc allgemeine Theorie fiir gerad-
linige Oscillationen jeder Art®). Seine Annahmen sind:

1. Jene Vibrationscomponenten der cinfallenden, reflectirten und gebrochenen Wellen,
welche parallel der Trennungsfliche der beiden Mittel entfallen, #ndern sich nicht weiter,
wemn die Schwingungen sich von dieser entfernen. Diese Hypothese soll die Berechtigung
bieten aus den Beobachtungen der Eigenschaften des reflectirten oder gebrochenen Strales einen
Schluss zu ziechen auf die Verdnderungen, die an der Trennungsfliche die Amplitude und
Phase erfahren.

2. Dic horizontalen Componenten der absoluten Geschwindigkeit (wenn nimlich die
Trennungsebene horizontal gedacht wird), welche die cinfallende Welle herbeifiithrt, hinzuge-
tiigt zu der horizontalen Componente der absoluten Geeschwindigkeit, welche die reflectirte Welle
crzeugt (genommen mit dem ihr zukommenden Zeichen), muss gleich sein der horizontalen
Componente der absoluten Geschwindigkeit, welche die Molekiile des zwciten Mediums in der
durchgelassenen Welle besitzen. Von den Componenten, die senkrecht gegen die Trennungs-
fliiche entfallen, wird dabei ginzlich abgeschen.

3. Die Erhaltung der lebendigen Kraft, d. i. wenn 1, v, u die absolute Geschwindigkeit
der Molekiile in der einfallenden, reflectirten und gebrochenen Welle, und m, m,, m, die in
gleichen Zeitabschnitten erregten Massen in diesen Wellen bezeichnet, das jedesmalige Statt-
finden der Gleichung m = m, v* + m, u’.

4. Gleiche Elasticitit in beiden Medien bei verschiedener Dichte. Diese Annahme ist
wesentlich wegen der Bestimmung der IFortpflanzungsgeschwindigkeit, welche hiernach umge-
kehrt proportional der Quadratwurzel der Dichtigkeit in jedem Mittel ist: d. i. wenn ¢,, ¢,
d,, d, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit im ersten und zweiten, und cbenso die Dichte
bezeiclmet ¢,:¢, = Vd,: Vd,.

Bei der Totalreflexion beobachtete Fresnel schon sechs Jahre ehe er seine Reflexions-
theorie veriffentlichte, eine theilweise Depolarisation des einfallenden polarisirten Lichts; die
Erscheinung liess sich erkldren, wenn man annahm, dass diejenige Componente der einfallen-
den Schwingungen, welche in die Einfallsebene entfillt, um einen Bruchtheil einer Undulation
gegen die senkrecht gegen die Einfallsebene entfallende Componente der einfallenden Schwin-
gungen beschleunigt werde, oder, wie Fresnel sich ausdriickt, dass die beiden Componenten
nicht in gleichen Tiefen reflectirt werden. Die bekanuten Interferenzregeln geben dann sammt-
liche Phinomene. Es wird nicht iiberfliissig sein, zu zeigen, auf welchem Wege Fresnel

) Thomson, Chemie, Paris 1822, p. 93; Pg. Ann. XII, p. 225.

2) Betrachtungen iiber dic Polarisation des Lichts. Ann. phys. chim. XVIL, 179, 312 (1821); Pg. XXII, 68.

3) Uber das Gesctz der Modificationen, welche dic Reflexion dem polarisirten Lichte einprigt. Ann. ph. ch. XLVI, 205: cigentlich
schon 7. Jan. 1823 der Akademie vorgelesen und crst 1830 unter den Papieren Fourier's wieder aufgefunden. — Pg. XXII, 90.

Denkschriften der mathem.-naturw. 1. TX. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. 1
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sur Ableitung dieser Resultate aus seinen Formeln gelangte. I gesteht zu, dass sie die wirk-
liche Erscheinung in der Natur nur niherungsweise darstellen kinnen, da sie nur fiir den
speciellen Fall angelegt seien, wo dic Elasticitit des Athers in beiden Mitteln dieselbe ist,
withrend in der Natur dies nur in wenigen Fillen stattfinden konne; da sic ferner auf Annalimen
beruhen, die nur fiir di¢jenigen Wellen evident sind, deren Vibrationen senkrecht auf’ der
Jinfallsebene stehen, withrend sic im entgegengesetzten Falle des Beweises bediirfen: sonder-
barer Weise aber gewinnen duveh die ausgezeichnete Ubereinstimmung der Formeln mit der
Erfahrung i einigen speciellen Fillen dieselben ein so entscheidendes Ubergewicht gegen alle
Zaweifel, welehe die von Brewster schon 1819 bemerkte Unvollstindigkeit der Polarisation
dureh einmalige Reflexion in Fresnel erregen musste, dass er nach Abwigung aller Bedenken
orklict Ursache zu haben, sic fiir strenge zu lalten, da sic nicht blos durch Thatsachen
bestitigt seien, sondern auch auf, sehon ansich sehr wahrscheinlichen theoretischen Betrachtungen
beruhen. 1licrauf stiitzt sich seine Uberzeugung, dass sie auch dic Irscheinungen der Total-
reflexion, welche dem Lichte Modificationen ganz cigener Art einprigten, errathen lassen
miissen. Setzt man in den Formeln sin ¢ = 6 sin ¢ (wo # der Brechungsindex), so erhilt man,
wenn @ sin i > 1, allgemein fiir jede der beiden Intensititsformeln einen Ansdruck von der
Giestalt @ 4+ b ¥ — 1 und zugleicli in beiden a* 4 4* = 1. Danun nach dem Interferenzprineip
das durchgelassene Licht (wenigstens fiir einen Punkt der sich verglichen mit einer Wellenlinge
in sehr grosser Lntfernung von der Trennungsfliche befindet) in diesem Falle Nullist, folglich
nach dem Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft die Intensitit des reflectivten Lichtes
gleich der Intensitit des cinfallenden sein muss, so zeigt dic Intensititsformel allerdings an,
dass das ganze Licht reflectirt wird, sobald man nur annimmt, dass der reclle und imaginire
Theil die Amplituden zweter in derselben Iibene schwingenden aber um cine Viertelundu-
lation gegen einander verschobenen Wellensysteme anzeigen: denn die Interferenzformeln
zeigen, dass in diesem Falle das Quadrat der Amplitude des resultirenden Strales gleich ist
der Summe der Quadrate der Amplituden der componirenden Stralen. Is zeigt daler die
imaginire Form cine Verschichung der Phasen an: da im Allgemeinen diese Verschiebung fiir
den Stral, der in der Einfallsebene schwingt, eine andere ist, als die der senkrecht dagegen
vibrirende Stral erfilirt, so muss, sobald der einfallende Stral cin anderes Azimuth als 0 oder
90" (und Vielfache davon) besitzt, der durch Totalreflexion entstandence Stral elliptisch polari-
sivt sein, und die Ellipticitit desselben bestimmt Fresnel nach den von il gegebenen
Interferenzregeln. |

8. 2.
AP e T .
Fresnel's Theorie wurde zum Nachtheile der Wissenschaft dureh mehrere Jahre der
( . .
)fentlichkeit vorenthalten; der Anstoss, den seine und Brewster’s Forschungen gegeben,
dusserte sich darum cine /01’[ lang vorziiglich in der Aufsammlung von neuen Thatsachen.

Secebeck ') setzte die von Brewster begonnenen Untersuchungen tiber den Einfluss kry-
stallinischer Korper auf das reflectirte Licht mit grosser Priicision fort und versuchte,

1 r . ) e . . .
) Uber den Polarisationswinkel am Kalkspath. Pg. XXI, 290. Nachtrag hierzu XXII, 126. — Bemerkung iber die Polarisirune des
Lichtes durclh Spiegelung lesonders an doppelbrechenden Kérpern. XXXVIII, 277.

— Uher die Polarisirung des Lichts
Spicgelung an Krystallen. X1, 462. & o Tichee dureh
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sobald die Fresnel'sche Abhandlung bekannt wurde, die Ableitung sciner empirischen
Formeln aus der gegebenen Theoric; Brewster?) lieferte durch seine Beobachtungen iiber
die elliptische Polarisation des von Metallflichen reflectirten Lichtes ecine
Reihe ganz neuer der damaligen Theorie vollig unzuginglicher Thatsachen ?) und Airy's
Beobachtungen iiber die an der Oberfliche des Diamanten bewirkten Verinde-
rungen in den Phasen der einfallenden Stralen®) schienen einen Zusammenhang
anzudeuten zwischen der Reflexion an durchsichtigen und metallischen Oberfliichen.

Dieses vermehrte Material, das zu bewiltigen die Fresnel’schen Annahmen nicht aus-
reichten, suchte Neumann und Mac-Cullagh durch Einfihrung umfassenderer Grund-
hypothesen unter theoretische Gesichtspunkte einzuordnen. Der Metallreflexion gegeniiber,
gestchen sic offen die Unzulinglichkeit der Theorie. ,Man darf nicht hoffen, sagt Neumann,
die Iirscheinungen, welche das an Metallflichen reflectirte Licht zeigt, aus einer allgemeinen
Theorie des Lichts zu deduciren, bis man eine genaue optische Definition hat von dem, wo-
dureh der grisscre oder geringere Grad von Undurchsichtigkeit bewirkt wird, wozu ungeachtet
der Vorarbeiten durch die mannichfalticen Untersuchungen iiber die Absorption des Lichts
namentlich von Brewster und I erschel, doch der Schliissel noch zu fehlen scheint= *). In
seiner Untersuchung *) gcht er daher von folgenden Annahmen aus:

1. Zerlegt man die Schwingungen im reflectirten Strale nach der Einfallsebene und senk-
recht dagegen und nennt die Vibrationsintensitit in den ersteren R,, dic in den anderen £,
so hiingt das Verhsiltniss B, : B, von der Grésse des Einfallswinkels ab, und zwar so, dass es
ein Kleinstes ist fiir den Polarisationswinkel und von da an nach beiden Seiten hin wachsend,
an den Grenzen 0 und 90° die Einheit als Maximum erreicht. Das Licht wiirde sich demnach
dem particll reflectirten an unkrystallinischen durchsichtigen Medien analog verhalten, wo auch
R ,:R, cin Minimum unter dem Polarisationswinkel erreicht und von da aus wachsend an den
Grenzen der Einheit gleich wird, wihrend bei der Totalreflexion R,: R, constant bleibt.

2. Dass wie bei der Totalreflexion der zu £, gehorige Stral gegen den zu 2, gehirigen
um einen Bruchtheil ciner Wellenliinge zuriickbleibt, jedoch dergestalt, dass diese Verzoge-
rung an ciner von den Grenzen 0° und 90° verschwindet, an der andern ein Maximum erreicht
und einer halben Wellenlinge gleich wird, wihrend bei der Totalreflexion an durchsichtigen
Substanzen die grisste Verzigerung zwischen den Grenzen der totalen Reflexion liegt und ihre
Grisse von den Brechungsverhiiltnissen der beiden Mittel abhiingt, an deren Grenze die Total-
reflexion stattfindet. Die Verzogerung betriigt genau cine Viertelundulation unter dem Polari-
sationswinkel, da cine zweimalige Reflexion unter diesem Winkel die geradlinige Polarisation
wicderherstellt.

Dass unter diesen Annahmen die Brewster'schen Beobachtungen sich ableiten lassen
kann nicht verwundern, da sieinder That dieselben sind, die sich als Folgerungen ciner Theoric
ergeben, die sich in all ihren Consequenzen so wunderbar der Natur anschliesst, dass man sie

1Y On the phenomena and laws of elliptical polarization by the action of metals on the light. Phil. Trans. 1830. II, 287, Pg. XXI, 219.

2) Brewster kann mit Recht der Entdecker der empirischen Gesetze der metallischen Reflexion genannt werden; denn die Arbeiten von
Arago (PPg. XXVI), Nobili (Pg. XXII) und Airy (Pg. XXVI) lieferten mehr Anregung als Aufklirung iber die absonderlichen
Erscheinungen.

31 Pogg. Ann. XXVIIL

%) Uber den Einfluss der Krystallfl. bei der Reflexion des Lichtes. Berlin 1835, p. 3.

%) Theorie der clliptischen Polarisation des Lichts, welche durch die Metallreflexion erzeugt wird. Pg. XXVI, 89.
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woll als Massstab der Richtigkeit an alle friiheren Versuche legen darf; Neum an’n’s Grundhypo-
thesen finden sich mit geringen Modifieationen unter den CoroHarien' d(?,r Cauch.y schen Analy.so.

Mac-Cullagh') leitet seine Formeln aus einer zumlytis_chen F 1c’t10n ab, dl.e zZwar gar kenTc
physikalische Auslegung zuliisst, doch mit Anwendung der Fresne.lschfan Gleichungen auf die
H(\,;)bzu'htm|gun #iliet. Tor sotzt nimlich in den Fresnel'schen Intensititsformeln den Brechungs-

index imagingir, indem er iln unter der Gestalt

m (cos y + siny . V—1)

in dic Rechnung einfiihrt. Er findet unter dieser Voraussetzung Formeln, die genau die Cau-
chy'schen sind; cigentlich beruhen sie doch nur auf einer Erweiterung des Fresnel’s_gli(?n
Raisonnements, denn M ac-Cullagh leitet zuerst cinen imaginiren Ausdruck a(cosé + sy —1)
fiir dieAmplitnldc ab. deutet diesen wie Fresnel seinen totalreflectirten Stral und setzt sodann
dic beiden, senkrecht zur Einfallsebene und in derselben vibrirenden componirenden Stralen
zZusammen.

Mac-Cullagh vergleicht seine Rechnungen mit Potter's?) Messungen und findet alle
Ubereinstimmung die bei Potter's Beobachtungsmethode nur irgend zu erwarten war.

Mit grisserer Sicherheit fassen die beiden Forscher das Problem der krystallinischen
Reflexion an vollkommen durchsichtigen Medien an und obschon beide unabhingig von ein-
ander, und von verschiedenen Geesichtspunkten aus, an die Losung gehen, so gelangen sie doch
zu denselben Grundannahmen. Es kann auch kaum von einer Prioritit die Rede sein, da beider
Arbeiten nahezu in dieselbe Zeitfallen, in den Zwischenraum zwischen den Jahren 1835 und 1840.

Necumann °) legt seiner Theorie folgende Voraussetzungen zu Grunde:

1. Die Verschiedenheit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit in verschiedenen Mitteln, oder
dic Brechung des Lichts, riilirt bei vollkommen durchsichtigen Medien allein her von der Ver-
schiedenheit der Elasticitit des Athers; die Dichtigkeit desselben ist in allen diesen Mitteln -
gleich. Es crsetzt dies die vierte Annahme Fresnel's: da man sich fiir eine der beiden ent-
scheiden muss, so glaubt Neumann sich fir den von ihm ausgesprochenen Grundsatz ent-
scheiden zu miissen, da man sich wohl verschiedene Elasticitit nach verschiedenen Richtungen.
nicht aber verschiedene Dichtigkeit denken kionne*). ,Beide Voraussetzungen zugleich schliesst
dic Natur der durchsichtigen Korper aus, da alle Phinomene der Reflexion und Refraction
allein vom Brechungsindex abhingen: es wire aber moglich, dass bei den metallischen und
anderen in so weit sic nicht vollkommen durchsichtig sind, eine Verschiedenheit in der Ela-
sticitat und Dichte zugleich stattfinde.¢

2. Das einfallende Licht besteht aus Transversalschwingungen und erzeugt bei der Re-
flexion und Refraction nur eben solche Schwingungen.

1) On the Jaws of reflexion from metals. Phil. Mg. X. 382. Uber seine Roclamation de priorité rélativement i certaines form. cet. s unter
Cauchy.

%) Edinb. Journ. of Science III, 278 (1831). Pg. XXII, 606. — Phil. Mg. VIII, 60.

3) Theorie der doppelten Stralenbrechung. Pp. XXV, 418 (1832). — Uber den Einfluss der Krystallfiichen bei der Reflexion des
Lichts und iiber die Intensitit des gewdhnlichen und ungewdhnlichen Strales (1835). Aus den Abh. der Berl. Akad. Berlin 1837.
— Photometrische Versuche die Intensitit der ordentlichen und ausserordentlichen Stralen zu bestimmen. Bemerkungen zu Hrn-
Cauchy's Vervielfiltigung des Lichts in der totalen Reflexion, Reproduction der F'resnel'schien Formeln {iber totale Reflexion.

Pg. XL. 197. - - Beobachtungen iiber den Einfluss der Krystallfliche anf das refleetivte Licht und ither die Intensitit de
und ausscrordentlichen Stralen. g, XLII, 1 (1837).

) Vergl. Mac-Cullagh, Trans. J. Ac. XVH], p. 69.

r ordentlichen
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3. Die Richtung der Vibrationen liegt iiberall in Lr) stallinischen und nicht-krystallini-
schen Medien, in der Wellenebene. (Nach Neumann's Theorie der doppelten Stralen-
brechung macht die Richtung der Bewegung der Theilchen im Allgemeinen cinen kleinen
Winkel mit der Wellenebene.) _

4. Die Polarisationsebene fillt mit der Schwingungsebene zusammen. Eine nothwendige
Folge dieser Annahme ist, dass der Stral immer senkrecht steht auf der Richtung der
Bewegung der Athermolekule (die Athermolekiile der ausserordentlichen Welle schwingen
senkrecht gegen die Ebene, die sich durch Stral und Wellennormale legen ldsst).

5. Cher die Reﬂenon und Refraction an der Oberfliche vollkommen durchsichtiger
Korper werden folgende Vorstellungen zu Grunde gelegt:

Dic Tracen der reflectirten und gebrochenen ebenen Wellensysteme schreiten gleichformig
lings der Trennungsfliche fort, so dass sic stets in cine gerade Linie zusammenfallen.

Die Geschwindigkeit der verschiedenen Wellensysteme ist den Sinussen der Winkel pro-
portional, welche dic Wellenebenen mit der Trennungsebene cinschliessen.

Die Componenten der Bewegung, welche den Theilechen der Trennungs-
cbene vonder einfallenden und refleetirten Wellenebene ertheilt wird, sind
gleich den Componenten der Bewegung, welche ihnen von der gebrochenen
Wellenebene mitgetheilt wird.

Diese Voraussetzung, dic die Fresnel'sche 2. ersetzt, beriicksichtigt die Gesammt-
wirkung der transversalen Vibrationen, und folgt aus den Navierschen Grundgleichungen,
welche Neumann seiner Theorie der doppelten Stralenbrechung zu Grunde gelegt.

6. Die lebendige Kraft in der einfallenden Wellenebene ist gleich der Summe der leben-
digen Krifte in den reflectirten Wellenebenen und in den gebrochenen Wellenebenen.

»Dieses Princip, sagtNeumann, ,hat die hier zu entwickelnde Theorie gemeinschaftlich
mit der Fresnel'schen Theorie. Ich gesteche aber, dass es dasjenige ist, welches von der
theoretischen Seite am meisten Zweifel in Bezichung auf seine Zuverlissigkeit erregen muss:
denn man begreift nicht, wie nicht ein Theil der lebendigen Kraft der cinfallenden Wellen-
ebene zu longitudinal schwingenden Wellen, die nicht als Lichtwellen wahrgenommen
werden, sollte verwandt werden; es miisste ein Theil des Lichts immer verschwinden, weil
seine Intensitit eben durch die lebendige Kraft der transversal schwingenden Wellenebenen
gemessen wird, und es existirten eigentlich keine vollkommen durchsichtigen Kérper. Dieses
Prineip kann also nur auf den Grund der Erfahrung genommen werden, dass es wirklich
Korper gibt, bei welchen die Intensitit des cinfallenden Lichts gleich ist der Summe der
[ntensititen, mit welchen das Licht reflectirt und gebrochen wird.*

Die aus diesen Annahmen abgeleiteten Gleichungen geben die Fresnel'schen Inten-
sititsformeln wieder. Fiir den Kalkspath findet Neumann folgende Relationen, die wir
hier mittheilen, da wir uns im Verlaufe unserer Untersuchungen auf dieselben zu bezichen
bemiissigt sehen werden. Sind &, R,, IV, D" die Amplituden der senkrecht zur Einfallsebene
und parallel dieser schwingenden, reflectirten und der ordentlich und ausserordentlich gebro-
chenen Welle. so ist: '

D = ¥1=7Y ;”wcy’y‘]’sm (¢ 4+ ¢") Asinw— S [C (sing” cosgsing + cos¢” sin¢”)

1)
— Acosw (cosg” cos g sing + sing’ cos¢”) ] : '
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{
)

2) = P Eifwil’sin(go—{—g;') (Csing'— Acosweosg’)+ Ssin(p + ¢ )eos(p—¢') Asinw
3y L,=pl 48 R=pP+5s8

wo p o= - ;sm (¢ + ¢)(Csin ¢ — Acos w cos ¢) [C (sin ¢" sin ¢ cos g — cos ¢ sin ¥ —
4\' . i
Acosw(cos¢” sing cosp — sing” cosg®) | + A*sin w*sin(¢ — ¢')cos(p+¢')sin(p+¢ )%

§ = g.w,'n (¢ — ¢) (C sin ¢ — A cos @ cos ¢') [ C (sin ¢" sin ¢ cos ¢ + cos g" sin ¢*) —
v N
Acosw(cosg” sinpeos ¢ + sing’ cosg®)] + Asina® sin(p + ¢')cos(p —¢')sin(p — ¢ )$

p o= — LV[A sinw(Csing — Adcosw cosg') sin 2 ¢ sin (¢ — 50")]

§ = — %[A sinw(Csing + Acoswcos¢’) sin 2 ¢ sin (¢ — 50”)]

N =sin(¢ + ¢)(Csin ¢ — A cos o cos ¢) [ C(sin ¢ sin ¢ cos ¢ 4 cos ¢" sin ¢*) — Acos @
(cos ¢" sin ¢ cos ¢ + sin ¢ cos ¢?) ] + A* sin w® sin (¢ + ¢') cos (p — ¢) sin(p + ¢7)

wog, ¢, ¢" der Einfallswinkel und die Brechungswinkel der ordentlichen und ausscrordentlichen
Welle, @ das Azimuth der Einfallsebene ist, ' 7 dic Cosinusse der Winkel, welche die
ordentliche und ausserordentliche Wellennormale mit der optischen Axe einschliesst, 4 und ¢
die Cosinusse der Winkel, welche die Normale der brechenden Ilbene mit der optischen Axe
und einer in der Einfallsebene liegenden auf der optischen Axe senkrechtenRichtung einschliesst,
P und 8 sind dic Amplituden der senkrecht zur Linfallsebeue und in derselben oseillirenden
cinfallenden Wellen. ,

Dic Ubercinstimmung dieser Ausdriicke mit der Natur hat Neumann nachtraglich durch
sorgfiltige photometrische Messungen constatirt, welche aber, wie es scheint, nicht weiter
bekannt worden sind, da Cauchy noch vor kurzem ciniger ungefiliren Messungen erwihnt,
dic er mit Soleil angestellt, und die dureh Neumann's Versuchsreihen reichlich geboten
worden wiren.

Mac-Cullagh') wurde durch cine eigenthiimliche geometrische Construction auf seine
Theorie geleitet. Indem er unter dem Namen der Transversalen eines polarisirten
Strals dicjenige Gerade in Betracht zog, welche senkrecht gegen den Stral in dic Polari-
sationsebene fiillt, fand er aus den Fresnel'schen Gleichungen, dass die Transversalen dos
einfallenden, reflectivten und gebrochenen Strals bei isophanen Mitteln in eine Ebene zu

') Mac-Cullagl’s hierhergehirige Untersuchungen, welehe in seiner Ieimath mit der gréssten Auszeichnung aufgenommen und mit der
hischsten wissensehaftlichen Ehren gekrint wurden (scin Biograph im Phil. Mg. stellt ihn neben Newton), wihrend sie im Auslande
nieht iiherall dieselbe hingebende Bewunderung gefunden, sind theils in den T

ransactions of the royal Irish Academy, theils in den
Proceedings derselben und dem Philosophical Magazin enthalten. Die

oben mitgetheilte kurze Darstellung ist aus folgenden Abhand-
langen gezogen: On the laws of erystalline reflexion and vefraction 9. Jan. 1837, Transact. XVIII, 31.
dynamical Theory of erystalline Reflexion and Refraction 9, Dez. 1839, Trans, XXT, 17,
aurfaces, 1835, Phil.

— An Essay towards a
— On the laws of reflexion from crystallized
Mg. VIII, 103, — On the laws of erystulline reflexion Dez. 1836. Phil. Mg, X, 42. 1837. XI, 134. Die erste
Erwiihnung seines Prineipes der Xquivalenz der Vibrationen finde ich in einer Note vom Aug. 1835: A short account of some reeent
investigations concerning the laws of reHexion and refraction at the surface of erystals hil. Mg. VII, 295.
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liegen kommen; und was noch auffallender erschien: es zeigte sich, wenn man die Transversalen
cleich den Amplituden machte, dass dieselben in cinem solchen Verhilmisse stchen, wie die
Sinusse der gegeniiberstehenden Winkel, d. i. die Vibrationsgrisssen setzen sich zusammen nach
dem Kriftenparallelogramme. Nun fallen aber nach Fresnel's Theorie die Schwingungen
senkrecht gegen die Polarisationsebene, wihrend die Transversalen in dieser liegen, und es
lag nahe, zu vermuthen, dass Fresnel's Ansicht von der Natur abweiche; doch dann entstand
cine neuc Schwierigkeit, indem bei Mac-Cullagh’s Constructionsweise die Erhaltung der
lebendigen Kiifte verletzt wurde, sobald man nicht im Gegensatz zu Fresn el annahm, dass
die Dichte des Athers in allen Mitteln gleich sei. Mac-Cullagh hilt aber gerade diese
Annahme a priori fiir die plausiblere, da eine Verschiedenheit der Dichte nach verschiedenen
Richtungen in Krystallen von doppelter Brechung etwas Undenkbares sei *). Darum hilt er
sich fiir berechtigt von Fresnel's Grundansichten abzugehen und-seine Construction auch auf
anisophane Mittel auszudehnen: sie ist in der That ein Denkmal eines gewaltigen synthetischen
Geistes, und rechtfertigt die Bewunderung seines Biographen ®):

Mac-Cullagh hat cine dynamische Theorie entworfen, welche zu diesen Constructionen
fiilhrt; er setzt voraus:

1. Dass die Dichte des Lichtithers eine unverinderliche Grisse ist, und zwar unverin-
derlich sowoll durch die Bewegungen, die Licht hervorbringen, als auch durch die Gegenwart
materieller Partikel, so dass sie dieselbe ist im freien Raume und in Kérpern und dieselbe
bleibt selbst bei den heftigsten Vibrationen.

2. Dass die Vibrationen in einer ebenen Welle geradlinig sind, und dass, wihrend die
Welle parallel mit sich selbst fortschreitet, die Vibrationen parallel einer fixen geraden Linie
bleiben; dabei ist die Grosse und Richtung dieser Geraden eine Funetion der Richtung der
Wellennormale.

Aus diesen beiden Voraussetzungen folgt mit Nothwendigkeit, dass nur transversale Wellen
entstchen konnen. Dadurch unterscheidet sich diesc Theorie von der Green's und Cauehy's
von vornehercin, Die Gesetze der Lichtbewegung werden nach der von Lagrange in der
Mécanique analytique vorgezeichneten Methode entwickelt. Ist z, g, 2z der Ort cines Partikels
vor, x+&, y+, 2+ ¢ nach der Verschicbung, wo &, 5, £ Functionen des Orts und der Zeit

1) Those who maintain that the density of the cther is different in different media ought to consider the following question: What func-
tion of the 3 principal indices of a doubly refracting crystal. represents the density of the cther within the crystal? Diesc Frage
scheint kaum schwieriger zu beantworten, als wenn man statt density setzt elasticity ; eine anschauliche Vorstellung von verschie-
denen Dichten hat mir im Gegentheile immer leichter geschienen und die Anschaulichkeit in den Prineipien kann nicht strenge genug
gefordert werden.

2} Es sei 0 der Incidenzpunkt auf dem Krystalle, OT und 07" die gebrochenen Stralen, T und T’ auf der Wellenfliche gelegen.
Entsprechend dem 7, 27 gibt es zwei andere Punkte > und M auf einer anderen Fliiche, welche die reciproke der Wellenfliche ist.
Die Lage von P und M wird nach einer cinfachen Regel bestimmt. Um nun zu erfaliren, nach welcher Richtung der einfallende
Stral polarisirt sein muss um 077 verschwinden zu maechen, lege man durch O eine Ebene A senkrecht auf 07’1’ und parallel TP
Dicse schineidet die Ebene der cinfallenden und refleetirten Welle in 2 Geraden, welche die Transversalen dieser Wellen sind, so
dass wenn der cinfache Stral polarisirt ist parallel dem ersten Schnitt, der reflectirte parallel dem zweiten polarisirt ist und nur
der einfach gebrochene Stral OT vorhanden ist. Eine Gerade dureh O senkrecht zu Q7P liegt in jener Lbene und ist die Trans-
versale von O7', und wenn man vom Punkte O die Linge der 3 Transversalen misst, welche dic Amplituden darstellen, so ist
dic Amplitude des gebrochenen Strales die Diagonale cines Parallelogrammes, welches durch die2 Amplituden im einfallenden
und reficetirten Strale gebildet wird. Ganz so wird verfaliren, wenn nur O7" vorhanden ist. Ist der ‘cinfallende Stral polarisirt in
einer mittleren Richtung zwischen den 2 Transversalrichtungen. die einen cinzigen gebrochenen Stral geben, so kann er zerlegt
werden in 2 Vibrationen parallel diesen Transversalen. Die reflectirten Vibrationen, die von jedem der componirenden des cinfal-
lenden Strales entstehen, werden nach der vorhiergehenden Regel gefunden und dann zusammengesetzt.
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' i iti ' >rinel > vir Geschwindigkeiten
sind, so ist durch die gleichzeitige Anwendung des Princips der virtuellen g

und des d'A Tembertschen Prineips

2 2 25 v
/]f:lw dy dx (Z—lfs 0& + %_—j oy + :;’ o¢ ) ::/f dx dy dz . oV
and es ist nur dic Function V' zu bestimmen: da dicse aber fiir das ])iﬁerentif'z,lelemen.t dx.dy.dz
nur von der Richtung der Krystallaxen und der durch die Vibrationsverschlebung- 'emtretenden
Winkelveriinderung in den Seiten dieses parallelepipedischen Elementes abhdngen 'kann,
und ¢ V fiir den Zustand desGleichgewichtes verschwinden muss'), die Lage des Coordinaten
werde gewihlt wie immer, so ist (unter Vernachlissigung der Potenzen, die die zweite iiber-
g2

s dEy T dpye
[ S = G
2 dz dy) dax dz dy dx

wo a, b, ¢ constante Grissen und die Coordinatenaxen die Hauptaxen des Krystalles sind. Sub-

schreiten)

stituirt man dies in der obigen Gleichung, so erhilt man rechts ein dreifaches und 3 zweifache
Integrale: jencs reprisentirt die allgemeinen Bewegungsgesctze innerhalb eines und desselben
Mittels und zeigt, dass nar in der Wellenebene Bewegung stattfindet, wie es nach den Grund-
annahmen der Theorie nicht anders zu erwarten ist®). Die Doppelintegrale bezichen sich auf
die coordinirten Ebenen und jedes derselben gibt die Bedingungen, welche sich auf die
Trennungsfliche zweicr Medien bezichen, je nachdem man diese oder jenc dieser Ebenen als
brechende Fliche willts sie geben das Sinusgesetz, die Erhaltung der Schwingungsdauer, die
Aquivalenz der Amplituden und die Erhaltung der lebendigen Kratft.

Diese Theorie, so plausibel sic scheint, enthilt nichts, was nur den geringsten Aufschluss
iiber die elliptische Polarisation zu geben vermdcehte, dic bei der Reflexion bei weitem das
alleemeinere Phinomen ist?). Dass das Princip der Erhaltung der lebendigen Kriifte, wie es
bei jeder richtigen Theorie der Intensitéit des Lichts geschehen muss, aus dieser als Corollarium
hervorgeht, darf nicht irre machen: cs folgt nur unter der Voraussetzung, dass bei der Reflexion
und Brechung die Phasen ungeiéindert bleiben.

1) Mac-Cullagh wendet hier dasselbe Raisonnement an, das Lagrange in eincm analogen Lalle gebrauchte. Mecan. Anal. 1, 68.

2) In the ingenious but altogether unsatisfactory theory by whichFresnel has endeavoured to account for his beautiful laws the diree-
tion of the clastic force brought into play by the displacements of the ethereal molecules is in general inclined to the plane of the
wave. He supposes however that the foree normal to that plane does not produce any appreciable effect by reason of the great resis-
stance which the cther offers to compression. Das Unbefriedigende der Fresnel'schen Theorie liegt aber nach dem, was die Unter-
suchungen Greens, Cauchy’s und Jamin's lehren, gewiss nicht darin, dass nach ibr Longitudinalschwingungen mdglich
sind, vielmehr in der ungereehtfertigten Elimination derselben,

=

Was dic metallische Reflexion hetrifft, so sagt M ac-Cullagh selbst:1fwe wished to give a reason for the hypothesis of Equivalence
of vilirations we might say that the motion of a partiele of cther at the eommon surface of two media ought to be the same, to which
soever medium the particleis conceived to belong: and as the ineident and reflected vibrations are superposed in one medium and the
refracted vibrations in the other, we might infer that the resultant of the former vibrations ought to be the same, both in length and
direction as the resultant of the latter. At first sight this reasoning appears sufficiently plausible; but it will not bear a close exa-
wmination. For as the argument is general it would prove that the principle of the enuivalence of vilirations is true for metals as well
as for erystals, which it certainly is not. It is not casy to see why the prineiple should hold in the one case and not in the other;
Lut it is probably prevented from holding in the case of metals by the same cause, whatever it is, whieh produces a change of phases
in metallic reflexion. In einer Note sagt cr allerdings: a few days after this paper was read I found reason to persuade myself that
in metals the vibrations parallel to the surface are equivalent but not those perpendicular to it, and that in metals as well as in ery-
stals the vis vivais preserved; doch ist Mac-Cullagh ein viel zu klarer und niichterner Forscher, um nicht einzusehen, dass di;?s
hochstens zu der Hoffnung bereehtigt nthat kindred subjects, such as metallic and erystalline reflexion will one day be brought

under the same theory¥, eine Hoffnung, dic zur Zeit als sie ausgesprochen wurde, bereits realisirt war, wenn auch aunf anderem
Wege und durch andere Minner, als Mac-Cullagh erwartet hatte.
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Das vorziiglichste Resultat, das Neumann's und Mac-Culla gh’s Arbeiten fiir die
Theorie geliefert, darf ein negatives genannt werden; man sicht nimlich, dass unter der
blossen Berticksichtigung transversaler Wellen weder die metallische Reflexion noch die am
Diamanten, noch irgend cine andere wo Phasenverschiebung stattfindet, erklirt werden kann.
Necumann sah, wie die oben mitgetheilte Stelle aus sciner ausgezeichneten Untersuchung
itber die Reflexion an Krystallen deutlich zeigt, die Nothwendigkeit der Betrachtung der Mit-
wirkung longitudinaler Oscillationen an der Trennungsfliche zweier Medien, schr klar cin;
doch der erste, der sie wirklich in den Caleul aufnimmt, ist Green') (Cauchy schon vor ihm,
wic man aus dessen Briefen an Libri und Amypére vom Jahre 1836 sieht: doch gibt er seine
Theorie im Zusammenhange erst 1840, und von der zusammenhingenden Theorie ist hier die Rede).

(ireen’s Arbeit ist ausserdem noch dadurch hichst merkwiirdig, dass sie fiir die durch
Cauchy in dem letzten Jahrzehend gegebenen theoretischen Ansichten, die durch Jamin's
Experimental-Arbeiten eine so schine Bestitigung gefunden,noch einen weiteren der Theorieselbst
entnommenen Beweis der hohen Wahrscheinlichkeit derselben liefern; indem beide Forscher, von
denselben Principien ausgehend, cinen verschiedenen Weg in der Analyse einschlagen, ihre Diffe-
rentialgleichungen durch etwas abweichende particuldre Integrale befriedigen, und (wenigstens
mit Beriicksichtigung der in der Note citirten Bemerkungen Haughton's) auchzuverschicdenen,
wie cs scheint auf einander nicht reducirbaren Endgleichungen gelangen, welche gleichwohl
mit gleicher Vollkommenheit die Naturerscheinungen wiederspiegeln. Green bedient sich des
(Yalculs, den Lagrange in der Mécaniqué analytique angegeben, und von dem auch Ma c-
Cullagh Gebrauch gemacht; es liegt nicht im Plane dieses Aufsatzes, der nur die Principien
anzugeben hat, eine Mittheilung dieser Analyse zu bieten. Das Gesetz der Reflexion, das
Sinusgesetz, die Erhaltung der Schwingungsdauer wird in der Theory of Sound im Allgemeinen
tiir jede Oscillationsbewegung abgeleitet; fiir das Licht werden folgende Annahmen gemacht:

1. Der Lichtither besteht aus cinem System von auf einander anzichend und abstossend
wirkenden Molekiilen. Wie diese auch auf emander wirken mégen, immer wird diec Summe der
Producte aus den inneren Kriiften in dic Elemente ihrer respectiven Richtungen cin vollstiindiges
Differentiale irgend ciner Function sein, da sonst jede Lichterregung in alle Ewigkeit fort-
vibriren miisste. :

2. Woimmerbeider Brechung die Direction der Vibrationen sich dndert, da miissenlongitudi-
nale Oscillationen entstehen und dieselben diirfen in der Rechnung nicht vernachlissiget werden.

3. Die Wirkungssphire eines Molckiils ist verschwindend klein gegen cine Wellenlénge.

4 Die Dichte der verschiedenen Medien ist verschieden. Thre Elasticitit wird gleich
angenommen, indem in einem analogen Falle, nimlich bei der Schallfortpflanzung in Gasen cs
nachgewiesen ist, dass die Elasticitit unabhiingig ist von der Natur der verschiedenen Grase und

1) On the laws of the Reflesion and Refraction of Light at the common Surface of two non erystallized Media (11. Dec. 1837). Cambr.
/ Phil. trans. VII, 1. Dic darin entwickelten Gesetze werden unter ciner einfacheren Form mitgetheilt in cinem Supplement to the
Memoir on the Reflexion and Refraction of Light (6. Mai 1839) VII, 115; er bringt sie da unter gleiche Form wie die Gleichungen,
welche in der gleichzeitigmit der ersteren gelesenen und it dieser im innigsten Zusammenhange stehenden Abhandlung: On the Reflexion
and Refraction of Sound Cambr. Phil. trans. VI, 102 gegeben sind. Die ModificationenHaughton’s an Green's Formeln. wodurch

dicse mit den Cauchy’schen gleichwerthig, wenn schon njcht gleichlautend werden, s. Phil. Mag. VI, 82.

Denkseliriften der mathem.-naturw. Cl. IX. Bd. Abhandl. v. Nichimitgl.
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Jiese Annalme so lange dureh ihre Binfachheit sich empfehlen muss, als nicht Thatsachen
von 111101 Unrichtigkeit zeugen. . N

. Dic Gesehwindigkeit der Fortptlanzung der longitudinalen Oscillationen ist unendlich
oross gegen die I ortpflanzungsg geschwindigkeit der transversalen Vibrationen.

lmt/tu ¢ Voraussetzung ist von HHaughton dahin modificirt worden, dass dies Verhiltniss
nur sehr gross, nicht aber unendlich gross sei. Cauehy selbst hatte vermuthet, dass es unendlich
sei. indem er f =1 sctate: doch da er dic Formeln in ihrer allgemeinsten Form gab, so vermied
er diesen [rrthum.

Unter diesen Voraussetzungen gelangt Green zu folgenden Resultaten :

1. Die Bedingungen, welche an der Grenze zweier Mittel stattfinden (wenn &7, ¢, &, 7,. ¢
die Verschicbungen im ersten und zweiten Medium, z, , 2 dic Coordinatenrichtungen,z y die
Trennungsfliiche und = das Einfallsloth bedeuten, und die einfallende Welle der Axe der
2 parallel fortschreitet), s sind fiir ® = o, fiir die Oscillationen senkrecht zur Einfallsebene

C C d¥ d:l
-y d.lr T de
und fiir die Oscillationen i der Einfallsebene
dg A&, dy dr
E— — s __ I __n
Q_E“v_yi” de  dx’ dz dax

dies sind diebeiden vonCauchy mitdem Namen der Principien der Aquivalenz der Schwingungen
und der Continuitit der Bewegung bezeichneten Gesetze. Da aber im Falle der totalen Reflexion
dic Bewegung nicht in das zweite Mittel hineinschreitet, oder doch nur auf eine hdchst geringe
Distanz von der Trennungsfliche, so muss die Verschiebung im zweiten Medium statt durch
cine Kreisfunetion, durch eine Exponentielle dargestellt werden, deren Modulus eine negative
(lonstante ist, da dic Bewegung im Fortschreiten erlischt; dadurch werden aber in die Differential-
ausdriicke, welche die Bedingungen an der Grenze zweier isophanen Medien enthalten, sowohl
Cosinusse als Sinusse treten, und es wird denselben nur so Geniige geleistet werden kinnen,
dass dic Bogen, deren Sinus die Bewegung im einfallenden und reflectirten Systeme proportional
ist, um gewisse Constante vermehrt werden; wodureh der analytische Beweis fiir die Nothwendig-
keit der Phasenverschiebung geliefert ist.

Vergleicht man Green’s Theoric mit der Cauchy’s, so zeigt sie in Principien und
Resultaten (worunter wir zunichst dic in den Bedingungen fiir die Grenzfliche enthaltenen
Gesetze der Aquivalenz der Vibrationen und der Continuitit der Bewegung rechnen mochten,
da sic aus den hohern Principien der Theorie gefolgert werden und daher nicht wie Haughton
cs thut, unter diese Principien selbst gereiht werden kinnen) die wesentlichste Ubereinstimmung;
Cauchy's Theorie, auf die wir nun iibergehen, hat aber den grossen Vorzug allgemein und
vollstindig zu sein. Wir wollen versuchen mit einigen Ziigen eine Idee von den unterscheidenden
Principien zu geben, nach welchen der grosse Forscher seine Theorie geschaffen hat?).

) Da cin ausfiihrliches Lingehen in die Theorie Cauchy’s im Texte nieht méglich ist, so ergiinzen wir das oben Angedcutete durch
cin miiglichst vollstindiges Verzeichniss der Literatur, in welcher Cauchy’s Arbeiten iiber diesen Theil der theoretischen Optik ent-
halten sind. Inl* érussac’s Bulletin des sciences befindet sich der erste Artikel ,Surla réflexion et la refraction de lalumiére® Jul. 1830
wo angenommen wird, die Polarisationsebene falle mit der Oscillationsebene zusammen, und die Bedingungen beziiglich der
Trennungsfliche aus der Gleichheit gewisser Pressionen abgeleitet werden, wobei die Dichte constant gesetzt ist. Doch schon im
August 1836 licss Cauchy in Budweis cin Memoire ,Sur la Theorie de la lumiére lithographiren, das die Grundziige der ganzen
heutigen Theorie enthilt (deutsch bearbeitet v. Prof. Moth, Wien 1842) ; gleichzeitig erschienen die Briefe anLibri undAmpeére,
in denen die neuen Principien sammt einigen Folgerungen beziiglich der elliptischen Polarisation durch Reflexion an durchsichtigerll
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Cauchy beginnt nicht damit den Lichtither in den differenten Medien mit bestimmten
Eigenschaften auszuriisten, und daraus die Bewegungs-und Bedingungsgleichungen abzuleiten,
sondern er behandelt die Gleichungen unendlich kleiner Bewegungen in ihrer allgemeinsten
Form und zeigt dann nur, dass diec Lichtbewegung ein specieller Fall derselben ist.

Da nach diesen Gleichungen die Quadrate der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der in
cinem solchen Medium mdglichen Stralen durch eine Gleichung des dritten Grades gegeben
sind., so muss bei der Reflexion auch auf den dritten Stral Riicksicht genommen werden, der zwar

und opaken Kérpern mitgetheilt wurde (Compt. rend. 1836, 1, 341, 427, 455 — 182, 207, 364; Pg. Ann. XXXIX, 18); die Bedin-
gungen an der Grenze zwejer Medien wurden ausfihrlicher entwickelt im Mémoire sur la dispersion de la lumitre (Prag 1836) §. 3,
§- 10 und in den Nouv. Exerc. de Math. VII livr. 1836. Mit dem Jahre 1838 beginnt eine fortlaufende Reihe von Memoiren in den
Comptes rendus ; der VIL und VIIL Band entliilt das Mémoire sur la réflexion et la refraction de lumiére (besonders abgedruckt im
Récucil de mém. sur divers points de phys. math. p. 1—63); worin nur der allgemeine Gang der Operationen und die Resultate
angegeben werden olhne Zuzichung des Calculs; im ,Méthode générale propre & fournir les équations de condition rélatives aux
limites des corps“ (C. r. VIII, 1839 — Rec. 64—94) werden die Bedingungsgleichungen, welche in den fritheren Memoiren v. 1836
angedeutet sind, strenge abgeleitet, die dann unter elementarerer Form, Band X (17. Febr., 2. Miirz 1840), XV (1842, 12. Sept.),
XXVII (1848, 24. Juli) mitgetheilt werden; B. XVI (Jan. 1843) enthilt eine ,Note sur les pressions supportées dans un corps
solide ou fluide par 2 portions de surface trés voisines, I'une & l'exterieur P'autre & linterieur & ce méme corps“ die sich auf die
physikalische Begriindung jener Bedingungen bezieht. Die Formeln, die aus diesen Principien fiir die Intensitit und Phasenver-
schicbung abgeleitet werden, sind in folgenden Memoiren enthalten: Note sur la quantité de lumiére réfléchie sous les diverses inci-
dences par les surfaces des corps opaques et spécialement des métaux (C. r. VIII, 533. 15. Apr. 1839: erste Bekanntmachung der
Formeln fiir metallische Reflexion). — Sur lintensité de la lumicre polarisée et réfiéchie par des surfaces métalliques (VIII, G58.
Anwendung dieser Formeln auf 4 Metalle). — Mémoire sur la réflexion et la refraction d’'un mouvement simple (C. r. VIII, IX, 1839.
Lxerc. d'Annal. et de Phys. Math. 133—177; die Schlussformeln fiir das in der Einfallsebene schwingende Licht sind unrichtig, und
das Versehen wird in einer spiteren Note berichtigt. Ex. 233). — Mémoire sur la polarisation desrayonsréfiéchis ou refractés parla surface
de séparation de 2 corps isophanes et transparents (C. r. IX, 1839 — Ex. 212—260, nichst der Méthode générale das Hauptwerk).
Notes sur les milieux dans lesquels un rayon simple peut étre complétement polarisé par réflexion (C. r. IX, 726). — Mém. sur la
polarisation incompléte produite & la surface de séparation de certains milieux par la réflexion d’'un rayons imple. (C.r. IX, 727, 1839,
2. Dec.) — Sur la réflexion des rayons lumineux produite par la seconde surface d'un corps isophane ettransparent (C. r. IX, 764). —
Die bisher entwickelte Theorie befindet sich besprochen mit besonderer Hervorhebung der Principien durch v. Ettingshausen,
Pg. L, 409. Cauchy fiigte nur noch zwei Noten hinzu (C. r. X,347,XV, 418). Dann ruhten diese Arbeiten bis Jamin’s Untersu-
chungen ihn aufs neue auf diesen Gegenstand zurlickfihrten; er begann damit auf seine schon friiher gegebenen Metallrefiexionsfor-
meln aufinerksam zu machen (C.r. XXVI, 86; Pg. Ann. LXXIV, 543) und seine Theorie bei Gelegenheit der Besprechung der
Jawm in'schen Messungen zu erliutern (C. r. XXVIII, 121 ; XXXI, 112). Dabei verliess er aber die Form der Bedingungsgleichungen,
welclie er in der Méthode générale mitgetheilt hatte, indem er die oben im Texte niitgetheilten Principien aufstellte und nach diesen
die Formeln fiir isophane Kgrper, welche Rotationsvermdgen besitzen, entwickelte (C. r. XXXI, 160, 1850, 5. Aug.; XXXI, 225)
und endlich auf Krystalle ausdehnte (Mém. sur la réflexion des rayons lumineux & la surface cxter. ou inter. d'un cristal XXXI, 257,
1850, 26. Aug. Dazu zwei Noten XXXI, 666 — XXXI, 766). Im XXXI. B. der C. r. p. 532 wird auch angegcben, dassCauchy ein
Mém. sur les lois de la réflexion et refraction opérées par la surface d'un cristal iiberreicht habe und dass dies im XXIII. B. der
Mém. de I'Acad. ersclieinen sollte; leider ist dies unterblieben. Endlich hat nocl Cauchy in den letzten Jahren ein besonderes
Interesse der specielien Betrachtung der evanescirenden Strahlen zugewandt (C. r. XXVII, 621; XXVIII 8. u. 15. Jan. 1849; XXXI,
297). Eine lichtvolle Besprechung simmtlicher hier erwshnten Arbeiten gibt Moigno im Repertoire d’optique moderne, I, IV, die
zum Theile aus den Einleitungen Cauchy’s zu seinen verschiedenen Memdiren gezogen ist und sich im Ausdrucke strenge an das
Original schliesst. Da Cauchy von seinen Formeln die Ableitung nicht mittheilt und iiberhaupt trotz del: staunenswerthen _:knza,hl
seiner Mittheilungen doch mehr zerstreute Andeutungen und Verweisungen auf spiter Auszufiihrendes gibt, so hat Beer die sehr
dankenswerthe Arbeit unternommen, die Theorie durch die volistindige Ableitung der gegebenen Endformeln aus den gegebenen
Begriindung der Reflexionstheorie durch Herleitung der verschiedenen Stralen aus den allgemeinen Diffe-

Principien zu erginzen ( ' g - Dil
2. Herleitung der allgemeinen Cauchy'schenReflexionsformeln fiir durchsichtige

i i Lichtbewegung. Pg. XCII, 52
Lf:z;lsilg(iilrccl;ll:cg:trilgjt;;;r]:ert.bi’g.gXC%I, fO?. Herleitung der Cauchy'schen Formeln fiir durchsichtige Mittel, ?g. }ECI, 467 — fiir
Totalreflexion, Pg. XCI, 268 — fiir Metallféichen, XCI, 561 — Herlcitung der Fresn'el’schen Formfsln, XCI, 113). Wir bedauern nur
dass der Verfasser die Cauchy'sche Ausdrucksweise verlassen und in Zeichen und Richtungen Verat'lderungerf gefroﬂ'e:*n, welche dem
an Cauchy's Analysen Gewdhnten fremdartig sind. Dic Architektur der Cauechy'schen Methoden wird an Leichtigkeit und Eleganz

nur schiwer iibertroffen und darum nirgends gern vermisst werden.

k¥



76 Joseph Grailich.

bis jetzt niche geschen werden kounte, dessen Ixistenz ab.er cbe.n wegen der nur .d.ulrchv sc(ilje
Mitwirkung erzielten elliptischen Polarisation des reﬂectn:ten Lichts n.1cht b.ezwelfe t \1\ f}rk on.
kann, ja Cauchy vermuthet, dass cs nicht unmoglich sei, dass man 1-hn r.nl_ttel.st geschickter
Versuehe sichtbar machen werde; dic Molekiile dieses Strals bewegen sich in Jj]lhpsen, Welch(_e
in der Einfallsebene liegen, wihrend die Wellen senkrecht stehen auf der Emfa%lsepene und
Jder brechenden Fliche. Die zwei ersten Wurzeln der erwihnten Gleichung, welche die S{Chtb&l‘@ll
Stralen lictern, sind gleich fiir isophano nicht rotatorische Medien, withrend sic ungleich, aber
nur wenig vorschieden sind fiir doppelbrechende Korper, diesclben seien Krystalle oder
isophane Mittel mit Rotationsvermdgen.

Beziiglich der Grenzfliche macht Caucehy die Voraussetzung , dass der Ha.lbm‘csscr der
Wirkungssphiire eines Molekiils verschwindend klein sei gegen die Lidnge ciner Llchtwel‘le,
dadurel aber wird die Dispersion unmdglich; da sie gerade aus den hioheren Gliedern der Reihe
puwrtoy+wr — | abgeleitet wird, welehe nach dieser Voraussetzung vernachlissiget werden
miissen: diese Voraussetzung ist aber nothwendig, man bediene sich der in der Méthode générale
dargestellten Ableitungsmethode oder des Princips der Continuitit der Bewegung?).

Uber die Verschiedenheit der Constitution der beiden Medien werden a priori keine Voraus-
setzungen gemacht, doch geht aus der niheren Untersuchung der cinfachen Lichtbeweguny
(Théorie de la dispers.§ 9) hevvor, dass die Fortpflanzungsgeschwindigkeit im Raume cine reime
Function der Dichte ist, und somit in verschiedenen Medien der Ather gewiss in verschiedener
Dichte enthalten ist.

Dic Gesetze der Reflexion und Brechung werden aus dem Princip der correspon-
direnden Bewegungen und dem der Continuitit der Bewegung abgeleitet. Das
erstere gibt die Gleichungen, welche dic Richtungen der Wellenziige bestimmen, und wir
haben uns desselben im ersten Abschnitte bedient. Es ist bereits von Fresnel, Neumann,
Mac-Cullagh —kurz von allen, die sich mit den Reflexionsgesetzen bosch'ziftigt, angewendet
worden. Nach dem zweiten wird die Verschiebung eines Athermolekiils gemessen lings den
drei rechtwinkeligen Coordinatenaxen in einer unendlich geringen Distanz von der Trennungs-
fliche denxelben Werth behaupten, wihrend die Bewegung aus dem ersten in das zweite Medium
sich fortpflanzt, und dassclbe gilt fiir die Derivirten dieser Verschicbungscomponente, genommen
in Bezug einer Coordinate, die senkrecht steht auf der reflectivenden Ebene. Dies sind sonach
dieselben Bedingungsgleichungen, die wir oben bei Grecen’s Theorie mitgetheilt. Die aus diesen
Principien abgeleiteten Formeln werden dureh Jamins ?) Messungen fiir isophane Kérper
vollstindig bestitigt. Die elliptische Polarisation unter dem Polarisationswinkel (eigentlich

) Vergl. C.r. X, ."266—273; XV, 131155, wo nachgewicsen wird, dass P 0 iss 0 n’s Annahmen iiber die Grenze derKérper nicht streng
richtig sind. Uber die erwiihnten Dispersionsglicder s. ausser den Mém. sur la disp. dic Mém, sur les mouv. inf. p. Ex de M. p. 7,
und sur la véll. Ex. p. 150. Dass sic weglallen auch in der spiiteren Theorie s. Green Cambr. Tr. VII, 4. Trotzdem sagt Cauchy
18. Dee. 1848: dans le cas ol les équations sont d'un dégré plus élevé gue le second on devra joindre de nouvelles conditions aux
préeédentes que on deduire immediatement du principe énoneé, d. i. aus dem Princip des Continuitiit, und er spricht kurz darauf
(5. Jan. 1849) von ciner Intensititstheorie mit Beriicksichtigung der ])ispcrsionsgliedcr, ‘Wie die Theorie jetzt stcht, schliessen
sich aber Dispersion und Regelmiissigkeit in den Reflexionserscheinungen gegenseitig aus.

Mém. sur la polarisation métallique, C. r. XXI,430; XXII, 477 ; XXIIT, 1103. Pg. LXIX, 459. Erg. B. 299, 437. Mém. sur les cou-
leurs des métaux C.r. XXVI, 83. Ann. Ph. Cl. (IIT) XXTI, 311, Pg. LXXIV, 528. — Méum. sur la réfl. de la lum. parles subst. transp.
C. r. XXVI, 383, Pg. LXXIV, 218. -~ Mém. sur la réil. de la lum. C. vr. XXVII, 147. — Mém. sur la réfl. de la lum. & la surf. des
corps transp. C. r. XXVIII, 120. — Mém. sur la réfl. totale XXXI, . Pg. Ann. LXXXTI, 149. — M¢ém. sur la réfl. des liquides

(/: r. I}":(XI, 696. I'g. LXXXII, 279, — Hierzu kmmt nun noch Haughton: On some new laws of reflexion of pol. light. Phil. Mg.
Nro. 55, p. 507 iiber dic Lage der Axen der Ellipsen.

[
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incidence principale) ist die allgemeine Erscheinung: geradlinig wird sie am Minilit und der
Hexaederflache des Alauns. Wihrend bei Metallen die Phasendifferenz von der senkrechten bis
zur streifenden Incidenz von der Grenze 7 bis 27 allmihlich anwiichst bleibt sie fiir die gewdhnlichen
durchsichtigen Substanzen in der Nihe jener Grenzincidenzen constant 7 und 27 und erst in
der Nihe desjenigen Incidenzwinkels, fiir welchen der reflectirte Stral sich senkrecht gegen
den gebrochenen stellt, geht sie von 7 in 2z iiber; im Allgemeinen ist dieser Ubergang rascher
bei schwicher brechenden Substanzen; fiir die obengenannten zwei Korper, fir welche die
I'resnel’schen Gleichungen gelten, ist derselbe plotzlich. Jamin hat als zweite Constante

die Differenz ¢ = T bestimmt; %, & sind die Exstinctions-Coéfficienten Cauchy's fiir die
i :

verschiedenen Stralen unter der senkrechten Incidenz in den zwei Medien; e ist J am in's
Ellipticitits - Coéfficient.

Wir bemerken, dass Cauchy das Princip der Continuitit nur fiir isophane, also nicht
krystallinische Kérper in der Meéthode générale abgeleitet hat; die Bedingungsgleichungen,
welehe er dort, so wie in den Memoiren des IX. Bandes der Comptes rendus und der Exere.
tindet, sind unter der Beschrinkung angewandt, dass sich die 6 Constanten der allgemeinen
Bewegungsgleichungen auf 2 zuriickfilhren lassen. Aber es ist klar, dass die Bedingungs-
gleichungen fiir krystallinische Medien sich in derselben Weise entwickeln lassen, und Cauchy
schligt daher den kiirzeren Weg cin, indem er das Princip der Continuitit ohne weiteres auf
doppelbrechende Korper anwendet. Ir findet dann 3 Ellipticitits-Coéfficienten und berechnet die
Verdinderungen, welche der cinfallende Stral bei seinem Ubergange in den reflectirten und
gebrochenen erleidet, niherungsweise; doch ist diese ganze Theorie noch schr skizzenhaft,
wenigstens so wie sie in"den Comptes rendus enthalten ist; das in der Note erwihnte Memoire
waren wir aber noch nicht so gliicklich zu Gesichte zu bekommen. Die Folgerungen, dieCauchy
stellenweise mittheilt stimmen mit Neumann's Resultaten, und die Messungen, welche
Cauchy zur Constatirung seiner Folgerungen erwithnt, sind von Neumann schon vor Jahren
m umfassender Weise ausgefithrt worden. Und doch wiire eine vollstindige Theorie der Reflexion
an krystallisivten Kérpern wie wir sie fiir isophane Medien scit Cauchy's (und setzen wir
hinzu B ecr’s) Arbeiten besitzen, in hohem Grade zuwiinschen, seit durch Iaidinger’s merk-
wiirdige Forschungen iiber Korperfarben ein neues, fiir die Theorie, wegen der unaus-
Dleiblichen Ankniipfung an die Frage der Dispersion, wahrhaft unabschbares I'eld sich

eroffnet hat.
& 5.

Wir kommen nun zur Darlegung der Principien, welchen wir bei der Losung der
Intensititsfrage gefolgt sind.

Aus der in den vorigen Paragraphen gegebenen Darstellung ist ersichtlich, dass diejenige
Theorie, welche Longitudinalschwingungen fiir den Incidenzpunkt mit in Rechnung zieht, wenn
die Oscillationen der einfallenden Wellen in der Einfallsebene vor sich gehen, nicht nur mit
den anschaulichen Vorstellungen, die wir uns von den Athervibrationen bilden miissen, im vollsten
Einklange steht, sondern dass sie auch in allen ihren Folgerungen durch die Erfahrung bekraftigt
und bestitigt wird. Es ist desshalb auch der Cauchy'sche Beweis fiir die Lage der Polari-
sationsebene so kriftig als der von Stokes; beide Beweise stiitzen sich auf den allgemeinen
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Satz: wenn zwei Voraussetzungen sich gegenseitig ausschliessen, ein'e dafron ab'er noth'wendlg
stattfinden muss, und die Folgerungen aus beiden in allen F'alllen. glelch sind, bis auf einen, so -
reicht dicser eine Fall vollstindig hin, iiber die Richtigkeit der einen oder der andern Voraus-
setzung zu centscheiden. ) : )

An der Trennungsfliche zweier Krystallindividuen werden nun gewiss durch die Reﬂexm.n
und Brechung cvanescirende Stralen erregt, die sich in Ellipsen fortrollen, welche gegen die
brechende Fliche und Einfallscbene eine gewisse Neigung haben, ohne jedoch bedeutend- von
dor letzteren abzuweichen. Die Differenz in den Abmessungen und Neigungen dieser Ellipsen
bewirkt die Correction, welehe die Fresnel'schen Formeln erhalten miissen um die Erscheinung
wirklich zu reprisentiren. Aus derSymmetric der Zwillingsbildung folgt aber, die einfallen(?o
Welle sei cine ordentliche oder ausserordentliche, dass die Abmessungen dieser Ellipsen in
beiden Individuen gleich, die Bewegungen in denselben aber cntgegengesctzt sein werden, so
dass sich die evanescirenden Stralen gegenseitig in ihrer Wirkung annulliren. s werden hier
somit jene Correctionsglieder wegfallen.

Das Princip der Erhaltung der lebendigen Kriifte involvirt zwei andere Sitze. Zuerst die
Erhaltung der Phasen ausserhalb der Grenzen der totalen Reflexion ; dies ist in Mac-Cullagh’s
Analyse nachgewiesen und folgt von selbst, wenn man die Bedeutung jenes Princips iiberlegt.
sowic es wenigstens in den Intensititsforschungen eingefiihrt wird. Es heisst ndmlich hier weiter
nichts, als dass die ganze Bewegungsgrosse, welche das Auge im einfallenden Lichte wahrnimmt,
von demselben in der Summe des reflectirten und gebrochenen Lichts empfunden werden wird.
Da aber einTheil der einfallenden Bewegung auf die Bildung longitudinaler, vom Auge als Licht
nicht empfindbarer und nach der Natur des Lichtithers auchnicht {iber dic unmittelbare Nihe der
brechenden Fliche sich fortpflanzender Vibrationen verwendet wird, wobei nothwendig eine
Phasenverschicbung cintreten muss, fiir welche das Auge unmittelbar keine Empfindung besitzt.
so kann der Satz der lebendigen Kriifte in der Weise, wie ihn Fresnel, Mac-Cullagh und
Neumann in Rechnung filhren, nicht auf vollkommen genaue Ergebnisse fithren. Bei Zwillings-
krystallen aber, wo eigentlich dies- und jenseits dasselbe Medium vorliegt, kann keine
Phasenversehicbung stattfinden. — Der zweite Satz, den man bei Anwendung des Princips der
Erhaltung der lebendigen Kriifte in dieRechinung legt, ist der der Erhaltung der Oscillationsdauer;
denn indem man die Gesehwindigkeit in den zwei Medien den Sinussen des Einfalls-, Reflexions-
und Brechungswinkels proportional setzt, und ebenso bei Berechnung der bewegten Massen
dic Dimensionen der Volumina senkrecht gegen die Wellenebene nach demselben Masse misst,
supponirt man dass das homogene einfallende Licht seine Farbe nicht #indere. Der letzterc Satz
liegt iibrigens durch das Cauchy’sche Princip der correspondirenden Bewegungen, das wir
im ersten Abschnitte der Untersuchung iiber die Richtungen der reflectirten und gebrochenen
Stralen zu Grunde gelegt, bereits in unseren Gleichungen. Der erstere hingegen macht es uns
miglich das Princip der Erhaltung der lebendigen Krifte bei der Lisung unserer Aufgabe
beizubehalten. Es haben uns hiezu noch folgende Betrachtungen bewogen. ‘

Die verschiedene Phasenverschiebung in den 2 senkrecht gegen cinander polarisirten
Componenten (in die sich jeder einfache Stral zerlegen lasst) kann nur in dem Falle, wo das
Medium, i welchem sic}} die reflectirte Bewegung fortpflanzt, isophan ist, durch dic Lllipticitit
irer Os?illationen des reflectirten .St-rales. gemesseil werden; aber welches Mittel gibt es, diese
.erschlcbung zu messen, wo die zwei reflectirten Componenten nicht in dieselbe Richtung
fallen, wic dies bei Zwillingskrystallen geschieht? Wir wiirden dic ohnchin héchst verwickelte
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Rechnung noch mehr compliciren, wollten wir die Anomalie der zwei Stralen, die, wie wir
gezeigt haben, gewiss von der Nulle nur Husserst wenig, ja wahrscheinlich gar nicht ver-
schieden ist, aufsuchen, und dann doch nur Formeln liefern, fiir deren empirische Bewahr-
leitung, wenigstens gegenwirtig, es gar kein Mittel gibt. Wir haben uns daher auf die
Bestimmung des Verhiltnisses der Amplituden beschrinkt, und zwar in einer Approximation,
die, wic Neumann's Messungen zeigen, der Vorwurf geringer Genauigkeit nicht triff.
Wir verweisen auf die Resultate, die er Poggend. Ann. XLII, 1 — 30 mittheilt: und diese
beziehen sich doch auf einen Fall, wo das Mitwirken longitudinaler Vibrationen ausser Zweifel
gesetzt ist. Einer Theorie, die zu solchen Ergebnissen fiihrt schliessen wir uns um so zuver-
sichtlicher an, als es uns bei der Aufgabe, die wir uns gestellt, mehr um die empirische als
theoretische Seite derselben zu thun war, mehr um die Constatirung des Thatstichlichen, als
um die Krhirtung ciner theoretischen Ansicht. Und es haben ausgezeichnete Autoren in
ihnlichen Fillen #hnlich gethan; Herschel, in seinem Treatise on light, leitet die Richtung
der im Doppelspath gebrochenen Stralen aus dem Principe der kleinsten Wirkung, also der
Emissionstheorie ab, obschon Herschel gleichzeitig gewiss nicht minder fest von der
Wahrheit der Wellenlehre, als der Verfasser von der Richtigkeit der Cauchy’schen
Theoric iiberzeugt ist. Es hat mich vorziiglich die voraussichtliche unvermeidliche Com-
plication der Rechnung bewogen, mich an Neumann's schone Arbeit anzuschliessen, da
die obigen Betrachtungen die Uberzeugung gaben, dass dieselbe in dem speciellen Falle der
Zwillingskrystalle zu demselben Resultate fiithren miisse wie die Theorie, welche auch longi-
tudinale Vibrationen Dberiicksichtigt.

Ehe ich zur Entwickelung der Grundformeln schreite, fithle ich mich noch ge-
drungen, meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Regierungsrathe von Ettingshausen,
fiir die dusserste Liberalitit zu danken, mit welcher er meine Arbeit in jeder Beziehung
unterstiitzt hat.

DRITTER ABSCHNITT.
ENTWICKELUNG DER GRUNDGLEICHUNGEN FUR DIE INTENSITATSVERHALTNISSE.

ORDENTLICHE WELLE.

8 1.

Wir behalten dasselbe Coordinatensystem bei, welches in den beiden im ersten Abschnitte
erwihnten Aufsitzen zur Bezeichnung der Richtungen des Lichtstrales gegen die Constanten des
Krystalls gebraucht wurde. Die Zwillingsflache ist die Ebene der X Y, dasEinfallsloth die dritte
coordinirte Axc; die Ebene, welche durch die optische Axe und das Einfallsloth geht, ist die
X Z, folglich dic Abscissenaxe die Richtung der Projection der optischen Axe. Wir stellen
uns dabei den Krystall in eine solche Lage gebracht vor, dass diese Projection nach rechts
hin fillt, und betrachten die Abscissen positiv in derselben Richtung.
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Die Cosinusse der Winkel, welche die Normale der einfallenden Welle mit den Coordinaten-

axen einschliesst, bezeichnen wir mit

u, v, W
die Cosinusse der Winkel. welche dic Normale der reflectirten ordentlichen und die der
reflectirten ausserordentlichen Welle mit den Coordinatenaxen einschliesst, mit

uw, v, w,

0
’

w, v, w,

e

dic Cosinusse der Winkel, welche dic Normale der gebrochenen odentlichen und die der
gebrochenen ausserordentlichen Welle mit den Coordinatenaxen einschliesst, mit

und bedienen uns zur Bezeichnung der Richtungen der zu diesen Wellen gehérigen Stralen

der Buchstaben &, 9, $5 & 70 o5 &0y 70 o3 €0 970y 05 €0 ' £, Dabei kann gleich jetzt
bemerkt wvgrden, dass nach dem Satze, dass der Reflectionswinkel der ordentlichen und ausseror-
dentlichen Welle gleich ist dem Brechungswinkel der ordentlichen wnd ausserordentlichen Welle

u,’ — ’LL” 2)/ — vll Z0/ — wua

o o ]
4 1 ’ 1 ’

v, w :——w"e

K
I
B
.
<
I

e

sein muss, wo noch aus der Natur des Zwillingskrystalles die Gleichungen

w=—u,=—u’
v = —7)'0 = — ?)”o
w= w,=—w"

hinzukommen.
Die Oscillationsrichtungen werden dann analog mit den grossen Buchstaben bezeichnet :
es stellen daher

UV, w

Cy . _— .
die Cosinusse dar, welche die Oscillationen der einfallenden Welle mit den Coordinaten

. . o )
axen cinschliessen;

U, vV, W

v, v, w,
dic Cosinusse der Winkel, welche die Oscillationen der reflectirten ordentlichen und ausser-
ordentlichen Wellen ‘

Tre 7
L/ o V o W”o
Tit 11
v, v, w

die Cosinusse  der Winkel, welehe di illati
Josinusse e , > die Oseill * oebroche '
TR 3 . ' atlonen. der gebrochenen ordentlichen und
ausserovdenthichen Wellen mit den Coordinatenaxen einschliessen Wir miissen vor alle
SSCIL. > allem

diese als Funetionen  der Richtungen der Nor Ri o
I ung er Normalen und der Riel ’ [ ’
darstellen, Richtung des optlschen Axe
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«) Einfallende Welle. Thre Oscillationsebene geht duteh die Normale und optische Axe,
welche mit den 3 Axen Winkel macht, deren Cosinusse |

cos a, 0, Sin a
sind; die Gleichung der Schwingungsebene ist somit
—ovsinax + (usin o — wceosa)y + veosa.z=0
die Sechwingungen U, V, 1V stehen senkrecht auf der Normale, daher
Cu + Vo + Ww =0
sie liegen i der Einfallsebene, folglich
—wvsma. U+ (wsina — wcos o) V+ v cos a . W=0

und es 1st
U? + VP4 =
Aus diesen drei Gleichungen erhilt man

U= sing — (1 — u?) cosa

T Yis (wsina + ucosa)?

v (wsina 4 ucosa) 4)

T V1 —(wsine t ucosa)?

TV — “cos a— (1 —w? sina

Y1 — (wsina + ucosa)?

b) Reflectirte ordentliche Welle. Die Gleichung der Reflexionsebene ist dieselbe, wie

die Einfallsebene:

vsina.x— (usina —wcosa)y —veosa.z=70
und die Schwingungen U, , V',, W', stehen senkrecht auf der Normale, daher
UDu+ Vo—Ww=0
sic liegen in der Einfallsebene, folglich

veina. U, —(usma—wcosa) V, —vcosa. W,=0

und es ist

Ur VW=

Denkschriften der mathem.-naturw. €l 1X. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl.
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R

Aus diesen drei (leichungen erhilt man

U ww sin @ 4 (1 — u?) cosa

° 1 — (wein @ — ucos a)?

- 1% o (w sin @ — wcos &)
)] ) G St g

o

V1 — (weina — u cos a)?

1% uweosa + (1 —w?)sina

0

V1= (wem & — ucos u)?
¢) Retleetirte ausserordentliche Welle. Die Schwingungen U', , V', W', stehen senkrecht

auf der Normale, daher
U, u, —{- V.o, + W, w, =0
sie stehien senkrecht auf der Axe, folglich
U,cos 0+ W, sinoa=20
und es ist
re, + Ve 4+ W =1

Aus diesen drei Gleichungen erhilt man

U ¥, sina

¢

Y1— (v sina+ o, cosa)?

6) Vo= Mesma—wcma
V1— (e stna — ', cosu)?
I‘VI _ ', cosa

¢ e ——
V1—(w, sina + u', cosu)?

d) Gebrochene ordentliche Welle. Die Oscillationsebene ist
—vsinoax + (usna +weosa)y—oveosa.z=0 ... (E"),
V\{clche Gleichung sichnur durch die Beziehung auf die untere Axe von der Gleichung der Einfalls-
ol a1 > 3 1" bl 7 v T
ebene unterscheidet. Die Schwingungen U”,, V”,, W, stchen senkrecht anf der Normale, daher
T . A}
U'uw+ Vw4 W' w=0
sie liegen in der Ebene (L"), folglich

—osma. U, + (wsina + wceos) V') — v cos o W', =0
und es ist

U, + Ve o+« W =1

o

Aus diesen drei Gleichungen folgt:

" — ww sin i+ (1 —u?) cos a
0 = - - = =

Y1 — (wsin @ — ucosa)®

7) V' — r (wsin @ — wu cos «)
o — T -
VY1 — (w0 sin @ — wcos a)?
W — ww cos 4+ (1 — w?)sine
, = - ————— e -

V1—(wsina — 1t cos a)?
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¢) Gebrochene aus iche” ie Schyvi " 2 ,
. ) ¢ serordentlicheWelle. DieSchwingungen U”,, V",, W", stehen senkrecht
auf der Normale, daher

T " i 1" ’ N -

U ', + V7,0, + W', = 0

sie stehen senkrecht auf der optischen Axe, folglich

Ter . 17 .
U’, cos a W' sina =0
und es ist
Lﬂlge + 'Vllge + Wllge — 1

Aus diesen drei Gleichungen folgt:

C'n 2, sina
. P

V1— (0. sina —u', cosa)?

VY — u’e sin a + 0", cos a Q )
_— - C
¢ Vi — (v, sina — u'", cos a)?
W — 2", cos a

e - =
Y1 — (", sina —u', cosa)?

Da wir im Folgenden, der einfacheren Operationen wegen, hiufig Hilfsgrossen in die Rech-
nung einfiilhren werden, so wird es zweckmissig sein, dieselben vor dem Beginn der eigentlichen
Untersuchung zu entwickeln, um den Gang derselben nicht durch eingeflochtene Hilfsoperationen
noch zu verlangsamen. Wir werden auch die mit einem Striche bezeichneten Cosinusse ', o, w',

in 6) durch dic doppelt-gestrichenen ersctzen, so dass wir statt G) folgende Werthe fiir die
Oscillationsrichtungen in der ausserordentlich reflectirten Welle erhalten:

" .
L'n C SN A

V1 — (0, sin a — u'. cos a)?

[ A— w', sina 4 w'. cos a
¢ Y1— (. sina— v, cosa)? 9)
IV’ 2, cos
vV —

¢ VI —(w.sima —u', cosa)?

Man sieht, dass auch in den Oscillationsrichtungen dies- und jenseits der Zwillingsebene cine
Ubereinstimmung stattfindet; es ist ndmlich aus 5) und 7)

v,= U,
V, = |48 10)
W, =—Ww,

und aus 8) und 9)
U/u — 1" )
If/p —_ ]7”,, 11)
W,= W,

Wir werden im Folgenden die Buchstaben-Indices weglassen und blos die Striche b(flbchalton,
LV, We— T, V', W bedeutet.

|

. . . " " " r
da weiter kein Zweifel mehr entstehenkann, was”, v, w™ — U
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Einf: 1 W ormalen kei Stmlen.
Ist w das ;‘\Zill’luth der Emtnllsebenc, und, da wir nur 01101111 1 al i llllel d ,
flexi n n er I ] - der Bre-
l)(‘tl‘lehtCll, RUCh das der Reflexions- und Brechu gsebene, u d ¢ der Emfa/l, 8- ¢ |
a i vi i o i der chungs-
uhunbs- llll(]_ Reflexionsy mkcl der Ol’dOllthC]l bebrochenen und rcﬂectlrten, ¢ C Bre ]u ]g‘
] V1 1 o n ] W § ten
lllld I{OHCXiOHS\ l]lkOl der ﬂllSSOl‘Ol‘dCl’lﬂlCh beI‘OChCnC und reﬂcctlrten CHC, S0 crha

wir, da ¢’ =¢

U = s @ cos W
v = sin ¢ Sin©
w = cos ¢

— SN ¢ COS ®

12) VvV = — sin ¢ sin
W = cos ¢
u' = — sin ¢" cos
V' = — sin ¢’ sin w
w' = — cos ¢’

Nennen wir ferner y den Cosinus des Winkels, den die Wellennormale mit der optischen Axe
einschliesst fiir dic cinfallende, 7, fiir dic ordentliche reflectirte, 7/, fiir dic ausserordentliche
reflectirte, 77, fiir die ordentliche gebrochene, 7, fiir die ausserordentliche gebrochene Welle,
so folgt aus der Symmetrie der Zwillingsgestalt

7o
re=r"

so dass wir auch hicr die Buchstaben-Indices weglassen kénnen. Man findet

I
-
Q

y= % cosa 4+ wsino= Sin ¢ cos @ €08 6. 4 COS ¢ SN
13) ;= —u cosa 4+ wsing = -— sin¢ cosw cosa + COS ¢ SN

1" ’ . . .

7= —u' cosa + wsina = — sin ¢" cos o cos o + cos ¢" sin a

Wir neunen Hauptsehnitt ciner Welle die Ebene, dic sich durch die Krystallaxe und Wellen-

normale legen lisst; sind A, B, C die Cosinusse der Winkel, welche diec Normale auf den
Wellenhauptschnitt mit den Coordinatenaxen einschliesst, so erhalten wir

A _ :__g_s_z'n_ @ B _ wsna — weosa (y - ©cos
B _— Vl____ 9 — - 1/’-_ - = i —— _‘:::;
—~7 1 — y=® V1 — I
4, — __L'- sin _ B, _ sin a»_—l}-_ w o8 o C, __ © cos i
0 YTy o Y1 — ;2 ' o T 1/'1“:—_7’—"
14:) e e sina B = W' sin o+ w'' cos a O — 7' cos ¢
/ ‘ Vi, e T Vi—,72 e T V1772
A7 [N N a A § 1L : COS
11‘ o — T — ]))”u == __'_—.—"__ o oo .1” = — ’g’f_u_
1/1——7- 1/1.__)/2 v V]_rf;'
A = _olamna B =— W sin o A w” cos a oo e’ cos «
e Vi =772 7 Vi—, 7 e = Vi—ye

-] A . N R »* - . T . 1 . .
Die Cosinusse der Winkel, welche dic Normale der Linfallsebene mit den Coordinatenaxen
cinschliesst, sind:

— s w, cos ®, 0
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Man hat daher wenn man mit  den Winkel bezeichnet, den der Wellenhauptschnitt mit der
Einfallsebene cinschliesst:

cos O csn wsinag + (usina — w cos @) cos w 8 @ sin @ — cos ¢ cos @ cos w
Y1 —;2 |
cos O —osinwsinag — (usina - wcos a) cos w SIN @ sin @ + cos ¢ cos ¢ cos @
¢ VT—72 VY1i—y2 N
cos O o' sin w sin a + (u” sin & + w' cos @) cos w sin @' sin @ + cos ©" cos a cos w 15
5 — —_ ;
e Vi1—"2 ——y '))
1— 72 Y1—;72
cos 0:, v sinwsina 4 (1 sin @ + w cos @) cos w sin @ sin a -+ cos ¢ cos a cos w
o Y —— E—— -
1—7r- V11— 7'
cos 0" —o" sin w sin @ — (u" sin a 4w’ cos a) cos w sin @' sin @ + cos 9"’ cos a cos w
¢ YIi—,7¢ YT— e

Aus 14) sichit man, dass

A,u - A“o B’a - — ]}”o Clo - Cmo 16
A/c — 4’1//6 ]3/32 _ Bue' O/e — CﬂlE )

und aus 15, dass
cos 0, = — cos ¢, cos tf, = — cos ¢, 17)

Wir werden daher in der Folge die Buchstaben-Indices weglassen, und unter cos ¢ den auf
dic ordentlich reflectirte, unter cos ¢” den auf die ausserordentlich gebrochene Welle beziiglichen
Werth verstehen.

8 2.

Es sind nun die Gleichungen aufzustellen, welche sich aus der Bedingung der Gileichheit
der Componenten ergeben. Nennen wir dic Amplituden der Schwingungen

der einfallenden Welle: o,

der reflectirten ordentlichen Welle: %',

der reflectirten ausserordentlichen Welle: %',

der gebrochenen ordentlichen Welle: %",

der gebrochenen ausserordentlichen Welle: 2",
so ergibt sich folgendes System von Gleichungen:

NT + A, U, + AU, =0, 0, +%, U,
AV LW, TV, LAV, =,V W,V
AW+ A, W, + U, W, =9, W, + A, W,
welehe sich unter Beriicksichtigung von 10)und 11) des vorigenParagraphes in die cinfacheren

verwandeln

I

QI U + Q(’o UI _ QIIG U’/I Q[”D U/ + QI.Na L/T'H
QI V + QI’O 'V; _ Q.[’e 'V// QIIIO V/ + QII/E 'Vl/ 18)
AW 4 A, W+ %, W =— W, W w, W

Multiplicirt man die erste dieser 3 Gleichungen mit %, die zweite mit », die dritte mit w, und

addirt diese, so erhilt man:

N (Uu + Vo + Ww) + %, (Uu + Vo + Ww) — U, (T'u + Vo — W) =
=W, (Uu 4+ Vo— Ww) + U, (U'u + V'v + Ww)
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Nun ist, wenn man auf 4) und 13) Riicksicht nimmt:

Uu+ Vo + Ww = 0;

ferncr, aus ) und 13):
[l —w?)sina + uw cos a]

Uu + Vv + Ww=—2w i

aus 9) und 13):

(we"” — u'z) sine — (zo”" + z'"1e) cos
g

o — u'z) sine + (w0 — vw’') cosa
yi=r?

U'u+ Vo —Ww=+

Uw+ Vo +Ww=+4 (
aus 5) und 13):
Uu+Vv— Ww=20

wodurch wir folgende Gleichung erhalten:

R . [(1 — w?) sin @ 4 ww cos a] ot ,.f,[(m’” —u'v)sina— (v’ + " w) cos "|
Yi—72 S A
19) o .
= —:_7—[(0 w — uv") sina + (vw" — v"w) cos a]
-7

Multiplicirt man aber die erste der Gleichungen 18) mit 4, die zweite mit /3, dic dritte mit C,
und addirt diese 3 Gleichungen, so findet man:

ATA+VB+ WO+ A, (UA+VB+ WO — A (UA+ V'B— W)=
A, (UA+VB—WO) +U,(U'A+ V'B+W0).
Mit Beriicksichtigung von 4) und 14) findet man:
UA+VB+ WC=0
von 5) und 14):
UA+ VB4 W0 = 2recwalecna t v

YIT=73 =79

von 8) und 14):

LT”[[ + V”.B _ IV”O —_ sin a? (wu'' + e0") — sind cos a (W' — u Yt eos 0 (ro" 4 wi”)
YI—7 (T —r?

von ) und 14):

UA+ VB —W(Q = _ 22snacma _
LACIE)  f——"y

von 8) und 14):

U'A + V'B + W = —sina? (ww' +o2") + cos a2 (0" + wew") 4 sin acos a (e — wiw')
DY T ——— AL R e e S T
Y= T =72
wodarch wir folgende Gleichung erhalten :
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YT =E 2 vw cos a (u cos o+ w sin a) -+ = [sm a*(u’ +vv") — sin a cos a(u'w — uw”) +
+ cos o (U'U”_wwﬂ — A, Qv SIN o COS @ + L . 2 o " 5
) Vi=ye L = [— sin o’ (' + vv") +  20)

cos a@® (v0" + ww") + sin a cos a (u'w — uw’)]

Ebenso findet man, wenn man die 3 Gleichungen 18) der Reihe nach mit —u, —», 2 mul-
tiplicirt und dann addirt:

A(Uu + Vo— Ww) + W, (Uu + Vo — W’w) — W (U'u + V'o + Ww) =
Wo (Uu + Vo4 Ww) + W' (U'u + Vo — W)
Mit Beriicksichtigung von 4) und 13) findet sich:

Uu + Vo — W = 2 [tew0 cos @ — (1 —2?) sin g

Yi— y'-)-

von 5) und 13)::
Cu+Vo—Ww=20
von 8) und 13):

- s sin a (uv' — 'y cos a (0w — rw"
C'u+ Vo + Ww=— ( v) ( )

von 5) und 13):
2w [uw cos & + (1 — w?) sin a]
vi—52

Uuw—+ Vo 4+ Ww =
von 8) und 13):

: sima (u'e — uz” cosa (v''w + w'e
U'u + V'o— Ww = ( ) cosaf )
Vi—y72

woraus man folgende Gleichung erhilt:

z—?( — uw [uu’ oS o — (l_wr_;) Sl.n 0_] + VIS)’,. ~ [32'72f/,(uvu—“/”‘v)‘f—cosfl (v”w—vw'f)]:
s —-r -
21)
S)[”o 2\ o) .- {)[”e . " " 4 ' )
V—l—r';?w[(l_w ) sin & 4+ uw cos ] + = [sin o (w'v— wv") + cos o (v"w + w'v)]

Multiplicirt man dagegen die drei Gleichungen 18) der Reihe nach mit 4',, B, (', und addirt

dieselben, so hat man:

W(TA, + VB + WO + W (UL'y+ VB W0y —A, (U4 4+ VB, — W,) =
Wo (UAo+ VB, —WC,) + W (U'A,+ V'By+ WC,)

-

wo man wieder nach 4), 13) und 14) findet:

L,'A/o + VB/,, + WC,O —_ 22 w cos @ (u Frosma‘y—f- w_s_z"fz_ gz)d
: Yi—p2
nach 8), 13) und 14):
U A + 1" B W — sin o (v0" 4 ') — sin a cos o (uw' + w''w) — cos & (w0’ + #2")
<lo 20— o—

—



88 Joseph Grailich.

nach 5), 13) und 14):
UA, + VB, + WC, =0

nach 8), 13) und 14): |
sin a2 (w4 vv'') 4 sin @ cos @ (ww" + w'ew) — f‘ya_g(-a_(_vv';—f__sz_)

Uiy 4 VB, + W, = 22t i cor & (e

l—y

ach 5), 13) und 14):
UA, + VDB, — Wl = —

22 cos « [uw cos a + (1 —w?) sin a|
1/1 ——-_)”2
os ist dalier, wenn man diese Ausdriicke substituirt, die obige Gleichung:

— V_si — 2 ow (w sina + wcosa) + Vli—z[— sina® (uu’ + vv') — sina cos a(uw” + w'w)
- Vi=7 -7
22) — cosa? (ww" + )] = — 1/15{07’2' 20 cos a [uw cos o + (1 — w?) sin a] +
1/1{’1”‘ — [sin o (ww’ 4 v0") 4 sina.cosn (uww” + w'w) + cos a® (uw” — vv")|
—r

Ebenso erhilt man durch die Multiplication der ersten Gleichung mit #”, der zweiten mit 2",
der dritten mit — w”, und durch die Addition:

A (T’ + Vo' — Ww") + W, (Uw' 4 Vo' — Ww") — W, (Tw' + Vo' + W) =
Ql”o(LT’u” + ‘V/vn + ‘L /w//) + QI”g(UHu” + V’DH . ‘[Vuw//)
substituirt man aus 4) mit Beriicksichtigung von 13), so findet man:

Uu’ 4- V' — Ww" = sin a [w (ue” + 29") + @ (1 — w‘-’i/]j: cos a [u (vo'' — ww') —u’ (1 — n?)]
1 — p

und aus 5) und 13):

Uuw' + Vo' — Ww' = sin @ [w" (1 —w?) —w (uu” + L”B] + cos @ [ (po” + wo'") — " (1 —¥)|
1— 72

und aus 8) und 13):
Uv + Vo' + Ww' =0
aus 5) und 13):

Uw’ + V" + W' —= — sina[w (wu' 4 v2") + 2" (1 — %] + cos a [# (ww'" — v2") + @' (1 — u?)]

1/1—-7'2_

aus 8) und 13):

Druuu + V”v” __ ‘[/V‘//w// —_ 2 z:”w” cos &
1/1 — ru 3
wodurch obige Gleichung folgende Gestalt annimmt

A . r " " " o
e (sm afw (ue” + v0")—w (1—w*)] +cos a [w(ve” + ww") —u’ (1 —u")]) +
o y 14 2 7’ 1"
2) yie= (st 2 [ (1 — %) — 0 (s’ + 00) ] + cos « [ (2" + ww") —u’ (1—u?)])
QI" . 7" " " ’
VT—y* (sm alw (wu' + oo )+ w' (1 —w*)] + cos a [w (ww"—vv”) +u' (1 —uz)]) +

Ql”e
Vi—yTe 20w cos g = 0
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Multiplicirt man dagegen dic 3 Gleichungen der Reihe nach mit cos @, 0, sin a, s0
erhilt man: 7 ’

A(Ucosa + Wsina) + A (U cos a + W sin a) + A (— U cosa + W' sin 7) =
A, (U cosa— W sina) + A, (U" cosa + W sin a)

wo man wieder, durch Beriicksichtigung von 4) und 13) findet:

U cos a +Wsina = — VT —
von 5) und 13):
Ucosa + W sinag = — VI — 7
von 8) und 13):
— U cosa + W' sina = 0

von 5) und 13):

1 — w?) sin a2 — (1 — u?) cos «2

Y1 — r“—’

U cosa— W' sing =

von 8) und 13):
" "o __ 20" sinacosa
U'cosa + W wza_ﬂ

wodurch wir folgende Gleichung erhalten :

S I ’ T .2 A : 2\ o 2 2 o0
AVI — 2 + A, V1T —7 +m[(1—w)5z7za—(l—u)coar/.]—}-
a 24)
e 9 v'sin xcosa = 0
+ = 2 . = 0.

Auf dieselbe Weise finden wir ferner durch Multiplication der Gleichungen 18) mit4-u”, + 2", 4+ w"
und Addition dersclben:

AU’ + Vo' + W) + U, (U'd" + Vo' 4 W) — % (U + Vo' — W) =

QIDII (U( Z‘” + V/ v/l _ W'/ wll) —I— QICII (U/l u// —I— Vl/ Z)” + W// w// ‘

. 1. wenn man 4) und 13) beriicksichtigt:

, p sin @ [w (un” + 20'") — " (1 — w?)] + cos a [u (20" + ww') — ¢ (1 — u?)]
Uu' + Vo' 4 W' = Teletl s o)z Qo] ema o ) !
.

und wenn 5) und 13):

sin a [ (uu” + vo") + 0" (L — w?)] + cos a [u (w0 — ev") + u” (1 — 22)]

Uuw + Vv + W' =— Vi

und wenn 8) und 13):

2" w' cos @

U”ZL“ + V// vu _ WN wll — TT_W_-_
und wenn 5) und 13):

sin a [0 (1 — 2) — w (w” + 20")] + cos a [ u (v + ww') — o' (1 — u?)]

Uw + Vv — Wuw' = e

Denksehriften der mathem.-naturw. €l 1X. Bd. Abhandl. v, Nichtmitgl.
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und wenn 8) und 13):
UN 1" + I/”U” + 'PV// "o

folglich wird unsere Gleichung:

L

Vi— 2
%) — -:—“—rm (s o a4 o) 10" (1 — 7)) eos [ w” — ) (L —0)]) +

(sm a[w (uwu” + v") —w’ (1 —w*)] + cos a[u(vv” + ww”) —u" (1 —u’)]) —

(sm a[w (w4 vv")—w" (1 —w )] cos o [ (1 —u) —u (00" + ww")]) +

QI/!

+ 2v" w ecosa =0
Y1 — 7

Und ebenso, wenn man die erste Gleichung mit cos a, die zweite mit o, die dritte mit — sina
multiplicirt und addirt:
W (U cos & — Wsin a) + W, (U cos o — W sin a) — W, (U cos o + W' sin u) =
=W, (U cos o+ W sina)+ W', (U’ cos a — W sin u)
wo, mit Riicksichtnahme auf 4) und 13,
Ucos o — Wsin o = — (1 — %) cos ® + (1 — w®) sin o’
ist, wodurch diese Gleichung sich in folgende verwandelt:

9y 32[,'

T [(1—w?) sin &®— (1 —u’) cos &’] +
20) 0.
T YT

T [(l—w)S?na—(l—u)COSazl_

smr/coca—i-QI"Vl—r =0

Dic Gleichungen 19) bis 26) konnen nur zur Elimination dreier Unbekannten dienen; doch
lassen sic sich viel einfacher darstellen, wenn man statt der Cosinusse %..., « ... dic Einfalls-

und Brechungswinkel und das Azimuth der Einfallsebene in dieselben einfithrt. Aus 12) sieht
man nimlich, dass

2w (sina (1 — w*) + ww cos a) = + sin 2 ¢ (sin a sin ¢ 4 cos a cos ¢ cos o)
sin o (w"” — w'v) — cos o (vw" 4 V'W) = cos a sin © sin (¢ + ¢)
sin o (uv" — w'v) 4 cos a (V'w — vw") = cos a sin © sin (¢ — ¢)

was mit Beriicksichtigung von 15) die Gleichung 19) in die folgende verwandelt:

$N w cos @

27) — WA, sin 2 pcos O + = U, sin (p + ¢") — A" sin (¢ — ¢")) =
ferner wenn wir

o ) )
28) st @ oS 0. = Sin ¢

sctzen,
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20w (ucos @ 4 w sin a) = sin 2 ¢ sin 0 (sin ¢ cos @ cos & + cos ¢ sin @)
sin o' (ww' + ov") — sin @ cos a (u'w — uw") + cos a* (V0" — ww') =
cos a* cos (¢ + ¢") — sin o cos a cos w sin (p — ¢") — sin g sin ¢” (sin a® — cos 2* cos @?)
2 v sinacos o = 2 sin ¢ sin o sin 0

— sin o* (uu" + vo") + sin a cos a (Ww — uw’) + cos u (Vv + ww') =

Y

— cos @* cos (p — ¢") + sin a cos a cos w sin (p—¢") + sin ¢ sin ¢’ cos ¢

was in die Gleichung 20) zu substituiren ist:

)J[’o . . N . . Sl[’, 9 7t
. Y ¥ {2 2 L 8SIN O (sin COS ) COS @ cos SN o ————— | CcO0S§ 4~ COS —_— —_—
VI—;? ¢ ( 12 + ¢ ) + e [ (¢ 99)

—sina cosa cos w sin(g—¢") — sin g sin ¢’ (sina® — cos a® cos w*)] = 1/1—" 2singsimasing + 29)
—

"

+ %[—— cosa®cos(¢—¢") + sin @ cos a cos w sin (p — ¢') + sin ¢ sin ¢ cos 07|
1—y"

Es ist ferner:

sina [w (ww’ 4+ v0") + w' (1 — w*) ]| + cos a[u (v0" — ww") — u’ (1 — u*)]
= — sin (¢ + ¢") (sin ¢ stn a — s0s ¢ cos a cos o)

sina [w' (1 —w) —w (uu' + o0")] + cos a[u (v0" 4+ ww') — ' (1 — ¥)]
= — sin (¢ — ¢") (sin ¢ sin a + cos ¢ cos a cos w)

sin o [w (ww’ + v0") + w' (1 — w’) ] — cos a [u (v0" — ww") — v’ (1 — u*)]
= —sin (¢ + ¢') (sin ¢ sin a + cos ¢ cos a cos w)

22" W' cos a = sin 2 ¢’ sin o cos u

was mit Beriicksichtigung von 15)und 28) die Gleichung 23) in folgende cinfachere verwandelt:

—Asin (p+¢")cos 0+ W', sin (¢—¢") cos ) + A" ,sin(p+ ¢")cosd + ‘71%(_),1 sin2 ¢ sind=0 30)

d. 1

— Usin (p + ¢") cos § + cos 0" [sin ¢ cos ¢ (W, + A",) — cos ¢ sin " (A, — A",))] +

2

¢ P~ 1/ . N o ‘
+V1—_r,,;sm2¢ sin 6 = 0 31)
ferner
v o U <) . D 1.‘ 2
sin a* (1 — w?) — cos o® (1 — w®) = sin ¢* (sin a® + cos &* cos @) — cos o
20" stn acos o = — 2 sin ¢’ sin 0 sin a

was mit Berticksichtigung von 28) die Gleichung 24) in folgende verwandelt:

—_— . 1" . D . . . <
% ) ‘ — A n ¢ cos 0° — cos &) — ——— dsing’ ' sindsina =0 32
Vi—py + A y1—7 = (stn ¢ cos & ) i ¢ )
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Isbenso findet man

sin o [w (wu’ + v0") — w”’ (1 — w?)] + cos [w (v0" + ww") — o’ (1 — w)] =
— sin (¢ — ¢") (sin @ sin @ — cos @ €0s ¢ €05 w)

— sin a[w (uu' + ") + @' (1 — )] + cos & [u (00" — ww') — u' (1 — )] =
7 = sin (¢ + ¢") (sin a sin ¢ + cos & 005 ¢ COS w)

sin o [w (w4 vy —w" (1 — w?)] — cos a [u (00" 4 ww") — w (1 —u?)] =
= sin (¢ — ¢") (sin o sin ¢ + cos @ cos @ €08 o)
Qw’ v cos o = sin 2¢" sin @ cos .

was mit Beriicksichtigung von 15) und 28) die Gleichung 25) in folgende verwandelt:

2

* 1 4 [!’ A ,_// . S
33) Asin (p—¢") cos — W, sin g+ ¢") cost/ — W, sin(p—¢")cosd + g 2¢" sind=0
d. i.

W sin (¢ — ¢") cos @ — cos 0 [sin ¢ cos ¢ (W, + W',) + cos g sin ¢ W, — A" +

34') Ql'e . o . R
Ji—m St 2¢" sin 0 = 0
—7m
ferner

sin o (1 — w®) — cos o (1 — u®) = sin ¢* cos 6° — cos o’

was die Gleichung 26) in die folgende verwandelt:

35) ( L ) (sin ¢* cos 6* — cos o) +- L9 sin ¢ sindsina+ A, V1T —*=0.
Vi—y? V1 —72 Vi—y7 0

Der Gleichungen 30), 32), 33) und 35) kénnen wir uns nun bedienen um 3 der Unbekannten
als Functionen einer Unbekannten und der bekannten Grisse A auszudriicken.
Lliminirt man ndmlich %, aus 30), und 32), so erhilt man:

30 1 e A v, W,
36) g, — AT VA

wo o a = sin (g + ¢) VI 7 (cos (s ¢ oos 0 — cos ) + 05 0" VT ) (1 — 1)
3T) b =cos 0" VI —7 [(L—7?) sin (¢ + ¢") — (sin ¢* cos 6* — cos o) sin (p — ¢")]
O = Y sing" sin 0 [oos ¢ (sin g* cos & — con o) + sin acos VT =7 sin (¢ + ¢)

N . h . - X3
Lliminirt man ferner %’, aus 33) und 25), so erhilt man:

38) g/, = X F VA
wo @, = — sin(p—¢" W(I—7 (A—7")[cos 0VW)(1—72) +cos O (sin ¢* cos 6° — cos a) |

39) Vo= oo 0 VT=7T = (1) sin -+ ¢") — sin (g—g") (g cos #*— eos )]

¢, =2 sin¢" sin ¢ V(1 — 7) (L —77) [cos ¢" VT —7% + sin a cos 0 sin (p — ¢)]
Eliminirt man endlich A", aus 30) und 32), so erhilt man:

0) W, = ERE AT
¢’y
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wo @', =V1 — % [sin (¢ + ¢") cos 0 sin « — cos o
b= —V1—y"[sin(g—¢") cos 0" sinu + cos ¢' VT — ) 41)

/7 A U T e ’
¢, =sin(p + ¢") cos8'V1—y* sin at-cos ¢ (sin ¢* cos 0°— cos o).

§. 3.

Zu diesen 3 Gleichungen 36), 38), 40) tritt nun noch die vierte, welche dic Bedingung
der Erhaltung der lebendigen Krifte in sich enthilt. Nehmen wir, getreu der Hypo:hes:’
Neumann’s, an, die Dichte in den verschieden brechenden Mitteln sei gleich, so kénnen wir
dic Massen proportional setzen den Voluminibus, welche von der Bewegung diesseits und
jenscits der Zwillingsfliche in gleichen Zeiten durchschritten werden. Diese Volumina werden
wir zuniichst bestimmen. Nennen wir

I den Raum, der simmtliche Bewegungszustiinde der einfallenden Welle innerhall einer
gewissen Zeiteinheit in sich enthilt;

IY, dassclbe fiir die reflectirte ordentliche Welle;

I, dassclbe fiir die reflectirte ausserordentliche Welle:

I, dasselbe fiiv die gebrochene ordentliche Welle;

I, dasselbe fiir die gebrochene ausserordentliche Welles
so ersehen wirwieder schon im vorhinein, dass gemiss der Gesetze der Gleichheit der Reflexions-
und Brechungswinkel, bei der Symmetrie der Zwillingscombination

R =R,=1I",
R, =R",

sein miisse , wesshalb wir nur die Volumina £ und £, aufzusuchen haben.

Es stelle P@Q die Zwillings-
chene dar; Aa sei ein einfallender
ordinirer,ad derzugehorige ausser-
ordentlich gebrochene Stral. Die
Lincareinheit seiCa, aa’ = o cin
begrenztes Stiick der einfallenden
Welle; wir nehmen an, dass in dem
Augenblicke, wo cine cinfallende
Welle durch die Ebene A4’ BB’
schreitet, eine gebrochene sich in
der Lage CC" DD’ befindet und
dass in der Zeit, innerhalb welcher
die ordinire cinfallende Welle bis
b6 aa’ gelangt, dic extraordindre
gebrochene die Lagecc' dd’ erreicht.
Es ist dann A4 BB ad b6 =R

CC" DD cc dd =R"
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a) Das Volum R ist, da der Stral mit der Wellennormale in der einfallenden Welle
susammentiillt, gleich dem Producte aus der Basis aa’ 60 in die Hohe a4, d. L.

R=ab.o..la

Nun ist @b offenbar = cos ¢, und Aa = der Geschwindigkeit der einfallenden Welle,
dieso aber ist diesscits und jenseits der Zwillingsebene, proportional dem Sinus des W inkels, den
dic Welle mit dieser Ebene einschliesst, hier also proportional sin ¢; folglich wenn wir n vor-

hinein schon den gcmcinschnfrli('hcn Factor weglassen
42) I = o. sin ¢ cos ¢.
b) Das Volum R”ist, da der Stral in der extraordiniren Welle nicht mit der Normale

coincidirt, gleich dem Produete aus der Basis CC" DD’ in die durch die Normale ag gemessene

Héhe Ggj; d. 1
R" = CC" DD'. Gg

CC’ DD’ ist ein Parallelogramm; legt man durch Ca eine auf diesem Parallelogramm senk-
recht stechende Ebene, so schneidet diese in C H, und nehmen wir den Winkel dieser Trace mit
der schiefen Seite ¢ D = p, so finden wir

43) (C' DD’ = CC" . CD cos p = o. CD cos p.
Es ist aber
CD cos p = CG + GH = CG — GD cos 0;

denn es ist Cag die Brechungsebene der Wellennormalen, Dag der Hauptschnitt der gebroclie-
nen Welle. Die Ebene, welche dic Normale und den Stral enthiilt, muss auch die optische Axe
in sich fassen; denn jede Beriihrungsebene an ein Rotationsellipsoid steht senkrecht auf der
Ebene, die sich durch den Beriihrungspunkt und die Pole (Stral und Axe) legen lisst, es muss
daher letztere Iibene die Wellennormale in sich enthalten. Die Winkel dieser beiden Ebenen
aber haben wir ¢” genannt (s. 15). Nennen wir ferner p den Winkel zwischen Normale und
Stral, so haben wir (s. Sitzungsber. 1853, Seite 830):

s __ [L+ (g — 1) cosa?] ' — (g—1) sin @ cos a.w"
& = d
T/ @ D)
1
7/” —_— v__..,__‘
VTG =T
= L+ (g—Usnaln" — (g—1)snacosa.u"
0* .
wo ¢ = —; folglich
44) cosp =g + o'y 4wl =Lt

Vet (ot —ef) r”.”

Nun ist (0 = cos ¢"

GD = alt. tgp = sin ¢ tgp
folglich
CD cos' p = cos ¢" — sin ¢ tg p cos 0"
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d. i. wenn wir aus 44) und 15) substituiren

2 N T .
v (E—) " VT — 72 sin o sin a + cos ¢ cos a cos w

CD cos p = cos ¢" — sin ¢ -
2 (32 —_ 02) 7!/2) « — 7,”_

Es ist aber
sin ¢ (sin ¢ sin u + cos ¢" cos a cos ) = sina — " cos ¢
folglich endlich

]

. (62 — o%) " (sin Iz " o o . (SR .
CDCOS#:COS?”_ ! rene 2606‘55” 1—(8_0)7’ (cos(_o"—r)]

2 — (e — of) p'"2

was In 43) substituirt werden kann. Man erhilt

sn a
CC' DD’ = g cos ¢" Il _E=y (costp”—r )l
2 — (2 —o%yr |

und da die Hohe Gig wieder proportional dem sin ¢” ist, so erhalten wir

, o o sin a _ ”)
R" = o cos ¢" sin ¢" [1 — F=Ay (cos o 7 45)

W — (2 — o%) p"2
folglich die Gleichung
R (QIZ _ QI,,I2 o QIG/IQ) — RN (916/2 —]I- QIGH 2)

welche die Iirhaltung der lebendigen Kriifte ausspricht, durch Substitution von £ und B aus
42) und 45)

(W — W — W2 sin g cos ¢ = (U > + W) sin ¢ cos ¢’ [1 4 =y (Zos ¢ r)] 46)
¢+ (02— o) "2
Untersuchen wir nun ob diese quadratische Gleichung sich dureh die im vorigen Paragraphe
abgeleiteten Relationen in Factoren zerlegen lisst.
Addiren wir 30) und 33), so erhalten wir
W cos 0 [sin (¢ — ¢') — sin (¢ + ¢')] + W, cos O [sin (¢ — ¢") — sin (¢ + ¢")] +

sin 2¢" sin & 0

W', cos 0 [sin (¢ 4 ¢") — sin (p — ¢")] + (W' + A) =
Subtrahiren wir dagegen:
— W cos O [sin (g — ¢") + sin (¢ + ¢)] + W, cos 0 [sin (p — ¢") + sin (¢ + ¢")] +
sin 2¢" s 8
=0

W, cos 0 [sin (¢ + ¢) + sin (¢ — ¢')] + (W', = ¥) ==~

Nun ist
sin (p—¢') —sin(p + ¢') = — 2 sin ¢’ cos ¢
sin (o +¢') +sin(p—¢)= 2smyp cosg’
wodurch die beiden Gleichungen folgende Gestalt erhalten

, . , " sin & -
cos¢[%[cosd+ o, —A",) cosﬂ]:(%{e—{—ﬁle) cos ¢ 7 47)

sin ¢ (U cos § — (A, + A”,) cos 0] = W, —A,) sin ¢’ lil_n:”z 43)
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Multipliciren wir 47) mit 48), so wird das Product

. , N . . . . "o s gy s @ cos @ e
19) (A cos 0 — A, cos 0/)* — U} cos 0 | cos ¢ sin @ = a2 — ‘216)———1_7,,2 sin G
Addiren wir hiezu die Gleichung 46), in der wir der Kiirze halber
” o~ s« "
50) (== r (cos o' ’ ) —
e 4 (oi—e?)y''2
setzen, so finden wir
. e A2 o ] 2 a2 (l— ,,,)
i ._![u).s() (L—y ) ] L ,,,[cosﬂ (t—y"3) ] [,,‘,[roe 4 ]
-l) 1‘2[ sin 02 l—f—lv A sin 92 +1+L +Q sin 02 +1+/c
5
0  cos ' (1 — . 9 . g
— 2w, = % cos ¢ stn ¢ = 2 W' 2 cos ¢ sin ¢’.
2 AN ? sin 02 ¢ ¢ € 12 4

Vergleichen wir hiemit die Gleichung 32) und dividiren wir die entsprechenden Coéfficienten,
so haben wir

9,2
Tz sin 02 sin @' cos ¢ pos o8 g
3[ = —sin ¢ ——= A, a’,
——_ sin 0 sin @' sin @ Yi— r'= sina
Yi— 2
o2 sin 02 )
o (COS + EL + ]») ( _r”'.’,) — Sl[ (SL'?L o2 + (1 + L) (1 _7!/2) cos 02) . QI .
52) ” YT — 72 7t VI_T),‘.’— (1+&@1 _rr/‘_))
a2 e sin 02
_ a(t‘os " (L4t —7”2)) ¥ (Sl’n P+ L+ (A —y"Ycos @ A a
A, Y1 _rr'z 1/1 __rr-_)' (1 + L) (1 _rur_)) ) — PRL N
D[H 2 ( 02 3[.))’62 )
N2 (cos 2 — —— . s
(L&) (L—7p"2) ‘/l—r ( eos 2 (1 + k) (1 —y"2) — sin 62 ) P
_j; (-"I"L 9”2 cos 0% — cos a.-) ( ) ( ” )) (sm 50‘ cos 0% — cos a2 ) - o [
Vi—y2

Wenn wir nun 32) in folgender Gestalt schreiben
! ’ 1 " i
No + W o, LW o', =N, a",
und diese Gleichung mit ciner #hnlichen, von der Gestalt
53 . _ 1 (4 /l —_— 1 1
) cos ¢ sin ¢ (Ua — W, o, + A, a",) = A", a",

(wo a, @,, a’,, a”, die aus 52) ersichtlichen Werthe reprasentiren), multipliciren, so erhalten wir
das Product

. 3 ) 2 2 ' i ' ’
o8 ¢ sin ¢ {‘2[ aa — W2d o, + Q[_’ oA, + AW, (o ja — ad,) + A, (za’, + ', 0)]
+ Q[,ﬂ QIHO (alo ano - f/.”“ ala)} — Q[Ne? aue au
Y 2
aa =cos? -{——#
(I—=7"3) (1 + %)

sin 02

sin 02

sin 42

€

wo

allao:cos 012+
o0, = cos 0’2_

2", = 2 cos ¢ sin p” —
-7
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ist, und es muss, damit 53) ein Factor von 51) sei

g0 — aa, =
7 a', + d'a = — 2 cost cos ¢
’llaallo - (_/'//O aln : ()

sein.  Dies soll zunidchst untersucht werden., Es ist

o, = VI_:7':_ . sin 4 —,—_ L4k (1—yp"2) cos 82
= A8 07
T — V_l_ 77 s 9% 4 (L4 R) (L—y"2) cos 02
D) 1___7!3 (1‘?"/&)(1 u)) ] *

Setzen wir die beiden Ausdriicke einander gleich und sondern wir die Glieder mit dem Factor
+ k) aus, so erhalten wir

(L + &) (1 — 7)) [eos 0° (1 — ) — cos 02 (1 — )] = sin 0* (72 — 7). 54)

Iibenso ist

. o cos 8'2 (1 +ll(l 7% — sin d2
[/ o a o == (1 I r -) P 9 2
N (L&) (1 —y -) (s:ngo-cos 32 — cos a?)
v sin ¢2 cos 02 — cos u? s d? 4 (1 -+ k) (1 —y"2) cos A'2
/4 = .
e s 18—

Setzen wir die beiden Ausdriicke cinander gleich und sondern wir die Glieder mit dem Factor
(L + k) aus, so erhalten wir

(4B (= e 02 (L — ) — G em 0 —on )] =

sin 0* [(sin ¢* cos 0* — cos @*)* + (1 — %))

Dividiren wir 54) durch 55) und multipliciren hierauf beiderseits mit den Nennern, so fillt
(1 + %) (1 — ") heraus und wir crhalten die Gleichung

[cos 6% (1 — 7Y — cos 0% (1 — )] [(sin ¢* cos 6* — cos &*)® + (1 — 7)1 =
7 — 7)) [(1 — 7%)° — (sin ¢* cos 6 — cos &*)*] cos ¢°.

Wenn wir nun in diesc Gleichung die entsprechenden Werthe substituiren und die Rechnung
ausfiihren, deren Detail wir jedoch ihres negativen Resultates so wie ihrer grossen Ausdehnung
wegen nicht mittheilen, so finden wir dass sich dieselbe auf Null nicht reducirt, dass folglich
46) nicht den Factor 39) in sich enthilt und dass wir uns allgemein mit der Auﬂoquno der
quadratischen Gleichung befassen miissen, wodurch eine Z weideutigkeit in die Ausdriicke der
Amplituden der gebrochenen und reﬂcctlrten Wellen kommt, dic cigentlich in der Natur der
Aufgabe, in der Begrenzung innerhalb welcher wir sie auffassen, nicht enthalten ist. Uber dic
Wall der Zeichen wurde daher nach specicllen Fillen entschieden, welche aber erst im folgenden
Abschnitte mitgetheilt werden kénnen. Aus 36), 38), 40) und 46) erhalten wir

do e Vo 56)

Denksehriften der mathem. -naturw, Cl, 1X. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl.



98 Joseph Gratlich.

" 7 g2 e o1 2 ’ ’ Cug ) a// b//" crrg
wo p,,:—'na,,b’ucec w'lt@ b,k +a )

€
2 "2 r2_ o 2,
(]: — (}’PZ C”,,? 722 (Cung + bu(‘g _ au“g) _{_ nnu. [cuog (Creg (b”,,l —a C_ﬁ) + ¢ ‘.) (b . a. ))
{ o 3 ¢

T e 8 O A B e U et AL
o 4

o
[

¢ [ 2 2 12 2 g2
3’ —n cleg (J”ﬁ? (C//O_), + blia_') + C//n‘l 72/! (b/('ﬂ 6//‘: + b , (,e)

ferner
, Petclobece Vg
57) ", =%
wWo
P ’ ’ ’ ’ 1] 4 Jr2 1" r 1" _ " ’
p.=d, (cuez n @, B+ 2 —d, b, b, + 6, ' 2w (a, b, a’, [),_i)
7.=7,
S == .S'I“
ferner
II" — b!!" cVe clle V-u_"
:')8) A, =AU z T 1
L Y
WO
2)//“: aua cle‘_), 01162 C”n % + C”O n/l [b/e c//eg (ano b/b —a(c b//a) + buv C",.l ((I”“ b”‘, . (L”‘ bn")J
" ’
79.=9q.
S”U - S’U
endlich
1" iz 7 " i
= , + e’ . b Vq'.
59) A, = g Lt e fe el
WO

Plo=c feln(a @+ 00 — a BB+ 2 A (@b, — a6

hQ:

|
]
s

Ehe wir zur Discussion dieser Gleichungen iibergehen, wollen wir die analogen Grossen
fiir die cinfallende ausserordentliche Welle aufsuchen.

AUSSERORDENTLICHE WELLE.

8 4.

Wir bedienen uns zur Bezeichnung der hier in Betracht kommenden Cirissen analoger
Zcichen, wie bei der ordentlichen Welle ; so nennen wir auch hier

Uuvw

die Cosimusse der Winkel, welche die Normale der einfallenden Welle mit den Coordinaten-
axen einschliesst;
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w, v, w,
w, v, w,
Cee . ) . )
die Cosinusse der Winkel, welche die Normalen der reflectirten ordentlichen und ausserordent-
lichen Wellen;

I

w

o 9

urro U”
u/re v”e wue

dic Cosinusse der Winkel, welche die Normalen der gebrochenen ordentlichen und ausser-
ordentlichen Wellen mit den Coordinatenaxen einschliessen. Dabei ist wieder, nach dem Gesetze
der (ileichheit der Reflexions- und Brechungswinkel

, 7 ’ " ’

o a D=v w

’ 7” ’ 1z ’

"
e e ¢ w,=m—w,

e €

u = —w",

I

o

124

Il
I

doch kann nicht mehr v = «', = ", u. s. f. gesctzt werden, da hier auch bei der einfallenden
Welle der Winkel in Betracht kommt, den die Normale dersclben mit der optischen Axe ein-
schliesst. Ferner nennen wir ebenso
cviw

die Cosinusse der Winkel, welche die Oscillationsrichtung der einfallenden Welle mit den Coor-
dinatenaxen einschliesst;

v, v, w,

LTIC V’c ;Vlc

die Cosinusse der Winkel, welche dic Oscillationsrichtungen der ordentlichen und ausserordent-
lichen reflectirten;

U//o ‘VUO Iifuo

U//e V/le IV'HE
die Cosinusse der Winkel, welche die Oscillationsrichtungen der ordentlichen und ausserordent-
lichen gebrochenen Welle mit den Coordinatenaxen einschliessen. Diese miissen zunichst als
Functionen der Richtungen der betreffenden Wellennormalen dargestellt werden.

a) Einfallende Welle. Die Schwingungen U V W stehen senkrecht auf der Normale,
folglich

Uu+ Vo 4+ Ww =10
sic stehen senkrecht auf der Axe, folglich
Ucosa + Wsina =0
und es ist
U + 12+ W2 =1

woraus folgende Werthe abgeleitet werden:

—rana

YT = (w cos @ + w sin a)?

- wsna — wcosd 60)
R (w cos @ + w sin a)®
W v cos a

VY1 — (1 cos a + e sin u)*
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4) Reflectivte ordentliche Welle. Die Schwingungen U’, V', W', stehen senkrecht auf der
Normale, folglich
U,u -+ V,v + W, w =0,
si¢ licgen in der Ebene, dic sich dureh die Normale und Axe legen lisst; folglich
U v sina+ V', (W sina— w cos a)4- TV, 2" cos g =0
und es ist
U 4V =1,
woraus folgende Werthe abgeleitet werden:

rr we' sma — (1L — u'?) cos o
» ==

V1 — (0 cos a 1+ w sin &)

v’ (w' sin a + ' cos a)

61) -

Vi — (i cos a + w' sin u)?

W = ww' eosa — (1 — w'?) sina
14

VI—( o a 1 o simna)

¢) Reflectirte ausserordentliche Welle. Die Schwingungen U', 17, V7, stehen senkrecht

auf der Normale, folglich
U, v +V, 0" —W_, 0w =0,
sic stehen senkrecht auf der Axe, folglich
U,cos .+ W ,sma=20
und es ist
U+ VEEWE=1.

woraus folgende Werthe abgeleitet werden:

U — ¢ sin a

€

V1 — (" cosa — w" sina)?

(i_’) Vo o— W' sin e + w'’ cosa
. —

VYU — (" cosa — w sinu)?
"

I'V’ _ 2" cos «

e

o}

VI— (" cosu — w sina)?

d) Gebrochene ordentliche Welle. Die Schwingungen U”,, V", . V", stchen senkrecht
auf der Normale, folglicl

1
U . u/ + V”o 2)l IV”U wl —_ 0,
sic liegen in der Ibene, die sic i i
g ; die sich dureh Normale und Axe legen lisst, folelich

]‘u U ’,’// [N ’ .

. U, o sima+ 1" (W' cosa — w sin a)+ W' v cosa = 0

und es ist
"o M he

U"2 4 V247 = 1

i - I
woraus folgende Werthe abgeleitet werden:

"
U Ww sin 06— (1 — 2'2) ¢p5 o

o — p—— —
1

—
— (% cos & + w sin )2

‘-‘_,\ gt
1) 77—t (W cosa 4w sin a)
. = VLS w )

!
Y= (v cos a + w sin a)?

[V T cosa 4 (1 —w'?) sing
7 —

N R
V1= (' cos « + w’ sin a)?



Brechung und Reflexion des Lichts an Zwillingsfliichen. 101

e) Grebrochene ausserordentliche Welle. Die Schwingungen U”, V', W, stehen auf der
Normale senkrecht, folglich
U//e u// + I/Y'//e 2)u + ‘I;V//E 20,, — O

?
sie stehen senkrecht auf der Axe

U'cosa — W', sinag =0
und es 1st

U+ Vi we=1
woraus folgende Werthe abgeleitet werden:

?

"

" e sina
T YT— (" cos a—w” swina)?
Vo — w' sina 4 w' cos a 64
¢ V1 — (u cos a— w” sina)? )
|- v'' cos a
¢ V1 — (« cos a—w" sina)2 '

Man sieht, dass auch hier eine Ubereinstimmung zwischen den Oscillationsrichtungen dies-
und jenseits der Zwillingsebene stattfindet; es ist nimlich nach 61) und 63)

U, = v, =U
V', = V', =V
W,=—W, =W

und ebenso nach 62) und 64)
— U, =0, =U0"
—V, =V,=V
W, =W, =W
der letzteren Symbole werden wir uns kiinftig bedienen um dic Buchstaben-Indices zu vermeiden.
Wir miissen nun wieder Riicksicht nehmen auf den Zusammenhang zwischen den Cosi-
nussen der Winkel der Normalen, und dem Iinfalls-. Reflexions- und Brechungswinkel.
Nennen wir wieder '
¢ den Linfallswinkel;
¢, =¢", = ¢ den Reflexions- (Brechungs-) Winkel der ordentlich reflectirten (gebro-
chenen) Welle:
¢, = ¢", = ¢" den Reflexions- (Brechungs-) Winkel der ausserordentlich reflectirten
acbrochenen) Welle:
o das Azimuth der Einfalls- (Reflexions-, Brechungs-) Ebene; so finden wir

U = S @ oS W
vo= 8N @ Sin O

W == cos ¢

U = — sin ¢ cos w

<
<t

]

2 s ¢ s o
7

12

st ¢’ cos @

~
<
Q
j~
[P

|
l

¢ = — sih ¢ sin

w' == — cos ¢
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Nennen wir ferner, wie oben

7 den: Cosinus des Winkels zwischen Normale der einfallenden

Joseph Grailich.

Welle und Axe:

ro=r,= 7 den Cosinus des Winkels zwischen der Normale der ordentlich reflectirten

(gebrochenen) Welle und optischen Axe;

]

re=7

!
e

;o= u cos & + w sin o
66) 7 =u cos o+ wsina
7= u'cos @« — W sin a

Sind 4, B, C die Cosinusse der Winkel,

§. 1) mit den Coordinatenaxen einschliesst, so erhalten wir

— 7' den Cosinus des Winkels
tirten (gebrochenen) Welle und optischen Axej; s

zwischen der Normale der ausserordentlich reflec-
o erhalten wir
sin ¢ €os w c0s 4 + C0S ¢ SN 4
— sin ¢ cos w cos @ + cos ¢ sin 4
— sin ¢ cos © cos @ + cos ¢ sin o

welche die Normale des W Qllenhauptschnittcs (s. oben

1 — — v 8n B - U SN @ — w cos (L C o8
P R y— = —
Y1 — 2 Yi— 2 Yi-—p2
, —2' sina , w sina — w cos a ' cos a
fl = — B prmd O’ P —
° T Yi=gr Yi—77° ° T YT ,F
—2"sina ' uw' sina + w'' cosa 2" cos a
- 11’ —_— B — T CI — S
67) s T yi—y o f Vie e c T VT,
I » sin a " —u' sina + w cosa v cos a
A o — TT——— B, = e — C” -
yi—yz ¢ Vi=y" © T Yi=,2
A — 2" sin a B == w' sina — w'’ cos a o — v cos
e E— e Vi—,2 R w——
Man hat daher wenn wieder 6 den Winkel zwischen Wellenhauptschnitt und Einfallsebene
bezeichnet:
cos ) — vsin asn o + (usna— wcosa) cos w __ En@sma— cosgCcosacosw
Y1i—y? Yi—p°
cos 0’0 = o' sin @ sin w + (v sin @ — w’ cos a) cos w sin @' sin @ + cos ¢’ cos a4 cus w
68) COS 0/': — ¢ sin asinw + (¢ sin a + ' cos a) cosw sin @' en @ + cos ¢ cos u cos w
Vi—y72 Vi
cos 0", = — v sinasinw + (0 cosa—u sina)cosw s sina + cos ¢ cos acos w
Vi—;* T Vi—y=
cos ﬁue _ —rsmasno — (W' sina 4 w' cosa)cos w __ sin ¢’ sina + cos @' cos u cos w
Vi—p? _ Vi-p2
Auch hier ist sonach
cos ¢, = — cos 0", = cos ¢
U 7.
cos O, = — eos t', = — cos 0.

8. 5.
Die Ampli : .
mplituden der verschicdenen in Betracht kommenden Wellen bezeichnen wir so wie

o . . .
(:l ()‘ben ?)01 der‘ ordentlichen einfallenden Welle geschah; die Gleichungen, welche aus der
rleichheit der Componenten abgeleitet werden, sind sodann: o

Q[U + QIIO U/ . QIIE U//
AV + A,V — A, V"
AW+ A, TV 4 o, W

AT + AU
W, Vv
— W, W4 w W

69)

Il
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Aus diesen drei Gleichungen werden wir wieder zur kiinftigen Beniitzung eine Reihe von
Gleichungen ableiten, deren jede um eine Unbekannte weniger in sich enthilt.
Multipliciren wir zu dem Ende die erste derselben durch w, die zweite durch z, die dritte

durch « und addiren wir:
A(Uu + Vo + Ww) + U, (Tu+ Vo + W) — W, (U + Ve — W) =
W, (Uu + Vo — Ww) + A", (U'u + V' + W)
Nun ist nach 60) und 66)
Uu+ Vo + Ww =0
nach 61) und 66)
[/ (w4 o) — e (1 — 0 sina + [W (o0’ + ww) — (1 — 2] cosa

Yi—yZ
’ o _ 12 . ' P e LAY a2
Lnu 4+ Vo — Wi — [0’ (nw + ev2') + w0 (1 — w'2)] sina + [u (2o ww') w(l —u'?2)] cosa

Vi—p2

UCu+ Ve 4+ Wo

I

nach 63) und 66)

U"u + Vg — W' — (e —w'r)ysma — (rw' + ¢''w) cos a

Vi—7%

(e — w'v) sina — (pw'’ — ') cos u

T 7 V0 =
U'w + e + Ww = e

wodurch die obige Gleichung folgende Gestalt gewinnt:

e ([0 (wd + o) —w (1 —w)] sin a + [ (o0 + ww) —u (1 —u)]eosa) +

’

e [sin & (w0 — wi’) 4 cos a (10" + )] = 10)
T ([0 (u + 90) + 0 (1 — )] sina + [ (o0 —ww) — u (1 —u]eosa) +

"
e

[(wv” — u') sin a — (vw” — v'w) cos «].

Wenn wir dagegen die erste Gleichung mit cos ¢, die zweite mit 0, die dritte mit sin « multi-
pliciren, und addiren:
N([Tcosa+ Wsinal + W, [U cosa+ Wsina] + W, [— U’ cosa+ W sina] =
W, [U cosa — W sina] + W, [U" cos a + W sin a).
Nun ist nach 60) und 66)
Ucosa + Wsina=20
nach 61) und 66)
Ucosa + W sing = — y1—;7
(1 — %'2) sin a? — (1 — 1'% cos a2

Vi ye

U cos a — W sin o

nach 63) und 66)
— U'cosa+ Wiesina =20

ror e macosa.r’
U'cosa + Wiecos o = ==
+ VI — 7’”2

wodurch unsere Gleichung folgende Gestalt gewinnt:

€A,

L [(1 —u?) ensa®— (1 —w?) sina®] = U, 1/1_—7-{— e 2¢" sin a cos . T1)

Vl—r"-’ 7
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Multipliciren wir weiter dic drei Gleichungen der Reihe nach durch « ¢ ' und addiren wir

AT + W + Ww') + A, (Uw + V' + Ww) — A (U + VY — Wrw') =
— QION <U‘/u/ + V/?)I _ [V/w/) _+_ QIe// (U’//u/ + 'V//v/ + '[,Vuu;l)'
Es ist nach 60) und 66)
sin @ (ny' — w'v) + cos a (vw — #'10)

U + V' + Ww = T

nach 61) und 66)
Uvw + Vo + Ww =0
U + Vi — Ww = —

220 [(1 — w'?) sina — w' w cos a]
VT—772

nach 63) und 66)

sina (W —w v') 4 cosa (v w + & w)

Ulllbl + Vllvl . I,[/rl/ 10/ —

VI—7%
PN o o sima (' —u' ) —cosa (v w — " w')
Uuw + V' — W' = S
— T -

wodurch die obige Gleichung in folgende sich verwandelt:

sl[ ! ! ., ! _ .’I QI’; o f _ L 2y
] M [(wo' — w'e) sin a 4 (vw v'w) cos u| + = [(w'v wWe') sinw +
lc-:)) + ('U’ZU” + UHZD’) cos a]
= VIQI—? 20’ [(1—w") sin a—u'w’ cos «] +V1‘ﬁ2r" =W —wv)sina — (V' — v"w') cos ).

Wenn wir dagegen die erste Gleichung mit 4°,, die zweite mit I3',, die dritte mit ", multipli-
ciren, und addiren:

AWA, + VB, + WC')) + W, (U4, + VB, + WC(C,)—U, (U4, +
+ V'B,— W'C',) =
A, (UL, + VB, —WC) + A, (UA, + V'B + W'C).
Es ist nach 60), 66) und G7)

U’A'o + VB/O -+ IVC/O — sin 02 (un' + v¢') — s a cos a (W'w + ww') + cos u? (vv’ + ww')

Vi—;2
nach 61), 66) und 67)
U4, + VB, + W(C,=o
U/A/o + V/B/u — W O/” - 27" cos a [’ cos a — (1 — &) sin a|
Y1 — 7

nach 63), 66) und 67)

U’ A’o + V'”B’o — W C,o . smat (v 4+ ) + simdcosa(ww — u'w) + cosa? (e w'w)

]
U' A, + V/B, 4 W — a0 & ofs") — sinaeora (ws” — i) — oo a2 (2" + w'a”)
o —_— . e S e

VT =77

wodureh dia alion (tat _ .
wodureh die obige Gleichung nachfolgende Gestalt gewinnt:
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A

yro=y s (wid + wef) —sinacosa (Ww + uw) + cosa® (v + ww')] +
=3

Y Y1)

[sin a® (W' + 2'0") 4= sin a cos o (Ww" — w'w') + cos @* (VV'— ww")]=

27 cos o [(1—w")sin & — ww' cos o] —[—V—lg[ —[cosa® (Vv +w'w") - cos a sin n
—7

(W'w — ww") — sin o® (Wu'" + v'0")]
Multiplicirt man ferner die 3 Gleichungen der Reihe nach mit %", »", — %" und addirt:

U(Dw' + Vo' — W) + U, (Uu + Vo' — W) — %, (U + V' o W
— Q[//o [C;V‘/ZLN ”:_ V/'L’” _i_ 'H’/‘/wl/] + QIHE (Ul!u// + 'V'/vu L W‘//wu].

Nun ist nach 60) und 66)

U + Vo' — W' = Wz vipeime — (o + o) cosa
‘ Vi
nach 61) und 66)
Uw — V' — W' — [0" (1 —w'?) 4+ ' (W' + ¢'¢")] sina — [ (1 —w'2) — ' (22" — w'v")] cos a
‘ ‘ Y1 — ;7
Ud + Vo' - Wae' — [— 2" (1 — @) + ' (w'u + 0'0")] sin o — [w" (1 — u'2) —}ﬂ?ev” + w'w'’)] cos a
o c - YT — 2

nach 64) und 66) ,
U//u,// _§_ V”U” _:_ "’/V//wll — O

", I 17,07 M on!! — 20" w' cos a
U'v' + V' — Wu' = — Vi

und es verwandelt sich unsere Gleichung in die folgende:

—l--s')—[_;, [sin @ (w0 — w'v) — cos o (V'w + vw”)] + e Lo = [sz’n a (w (1 —w?)+
Vi—7p —7
7 7 " / 1" I ! ! ’ 1 !/ s"‘[”ﬂ
+ w (W + vv))——cosa(w 1 —u?) —u (Vo ——w’w’))] = = 14)

[sz’n a (w (Wu' +22") —w" (1 — w’g))—}— cos o (u’(v’v”—|—w’w”)——u”(1——u'9))] —

{)[/Ie
Vi

2 v'w" cos a.

Wenn man dagegen die erste Gleichung mit cos «, die zweite mit o, die dritte mit sin « multi-
plicirt und addirt:

A (Ucosa + Wsina) + W, (U cosa + W sina) — W, (U" cos a — W sin a) =
=W, (Ucosa— W sina) + A, (U" cosa + W' sin a)

und es ist nach 60) und 66)
Ucosa+ Wsing =10

nach 61) und 66)
U'cosa + Wsina=—¥V — rr

. 1 — »'2) sin a2 — (1 — u'2) cos a®
U cosa — W sinag =" ) ( )
V1 — r"—’

Denkschriften der mathem.-naturw. C). TX. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. o
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nach 64) und 66)

U cosa— W' sino=20
2 ¢ sin a cos &

1/1_—__—7'72'

U’ cosa + W' sina =

wodureh unsere Gleichung diesc Gestalt erhilt:

— AV —7= V;g_ﬁ [(1 — w?) sin @ — (1 — u?) cos a] + VT%—_;S 2 v"sin a cos o.

Multiplicirt man ferner die drei Gleichungen der Reihe nach mit «, v/, — @, und addirt:

A (U + V' — Ww) + %, (Uw + Vv — Ww) — %, (U'% + Vo +F ") =
—w, (Uw + Vo + W) + ', (Tw + V' — W)

wo wicder nach 60) und 66)

Ui + Vo — Ww — (wo' — u'v) sin @ — (Vo + vw') cos a

Yi— y-’

nach 61) und 66)

' ) 1ot ; (1 — w'?) sin a—u'w’ cos a
Uuw + Vo' — Ww' =2 w e
Uuw +~ Vo + Waw =0
nach 64) und 66)

"ot

Ud + Vo + W = -— &

— uw'v")sin a + (¢'w" — ¢"%’) cos @

YT—77

U + V' + W'y — — (' — W) sina + (P'w" + ') cos a
yi—m

ist, wodurch unsere Gleichung folgende Gestalt gewinnt:

A5 , . - A, ,
[(wv — w) sin o — (cw' + v'w) cosa] + e 2w [ (1 —w'®) sin o —u'w cos a] +

= v
75H) ﬁ [sin a (W'v" — w'v") + cos a (V' — v'w)] =
QI”Z . rr 7
yie [stn a (Wv" — W't') — cos a (VW' + "'w)]

Wenn man dagegen die erste Gleichung durch 4”,, die zweite durch B"”,, die dritte durch C”
und addiren wir

AUA", + VB, + WC",| + W, [UA", + VB, + WC" | —A[U'A", + V'B',— W | =
QI(/O [UIA//O + VB/IO . W/OI/D] —I_ Q,[/Ie [U/IANO _|_ V//BI/D + ‘P /IO//D]
und es ist nach 60), 66) und 67)

o

UA”u + VB”U + I/VOHO — (v’ + v2') sin a® + (v’ — ww') cos a® 4+ (W'w 4 uw') sin a cos «

nach 61), 66) und 67)

UA', + VB, + W, = 2emelwma (1 —w?sind
? Yi—72
UIANO + 'V'I-B//.7 o WO”O — O 1 /
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nach 64), 66) und 67)

[l [T i

w'u' + ') sin a® W' — w'w') sin o cos a + (00" + w'w'’) cos u?
U//A//D + ‘V//B//o___ W/O//o — ( ‘I‘ ) +( ) (

. Yi—y"
" ') sin a? ww' — w'w'") sin a cos a + (v — w'w'') cos a?
U'A" + V"B 4+ Wi — Wt evl)eina 4 (e’ —u . 05 @
0 + o 1 o ’/l—m—
wodurch unsere Gleichung folgende Gestalt gewinnt:
A . ’ . 9 ’ 7 . ’ ! g
— [ — (w vo') sin @ L (Ww + ww') sin a cos v — ww') cos | +
Y1 — v
Q[l" 7 !l 192 o Q[’e ", 7 o 9
WL_‘*}*TQU cos o, [uw cos o« — (1 —w ) s a] -+ ﬁ[— (u u + v ’U) sitn o +
76)
1 /i J 1w [ ony] S‘)I”E 11 1 . 9
(W'w — ww") sin a cos a + (V" + ww") cos o] = i [(wu’ + v'0") sin & +
—,7
(Ww" — wW'w) sin a'cos & + (Vv — ww’) cos o).
Multiplicirt man die 3 Gleichungen endlich der Reihe nach durch %’, »”, w”, und addirt:
QI [Uuu + V’U” + Ww//] + Q'[Iﬂ [Ulu// + V?)// + Wlwl/] —Q(,e [Uuu// + Vuvu _ l’V”wl-IJ —
Q[”o [Ulull —Il— V/DI/ _ W’w//] + QI/IE [U//u// —l— VHZ"” + 'I/V/lu)r/]
und es ist nach 60) und 66)
U 1% W' — sin a (uv'' — u"'v) — cos a (v"'w— vw')
+ + W
nach 61) und 66)
U Vo' W' — sin a [ (W' + ') — W' (1 —w'2)] + cos a [u (00" + ww') —u’ (1 —u'?2
+ VYt L
Uw' + V' — W' — sin a [w (w'u" 4+ v'0") 4 " (1 —w'2)] - cos a [u' (00" —w'o") —u' (1 —u'2)
Vi—7%
nach 64) und 66)
Ui 4 Vo' — W' = — 2ot
VT—772
U//uu + VHDH + IVNwII — 0
wodurch wir durch Substitution zu folgender Gleichung gelangen:
‘9[ T 1" " " 17 Sl[ln . ’ ’
W [sm o (uv”’ — uw'v) — cos a (V'w — vw )] + i [szna(w (W' + v'v") —
g 4 1" / i ! ood! 1" 732 3‘11" 7" i
(1 —w?) w ) + cos a (u (V" + ww") —u' (1 —u ))] + = 20"w" cos @ = T7T)
s.)[lln

i [sin a (w’ (W' +v'v") —|-w”(1——w'2)) + cosa (u’ (00" —ww') —u' (1 — u”))]
Wenn wir dagegen die erste Gleichung durch cos @, die zweite durch 0, die dritte durch
— sin o multipliciren, und addiren:

U[Ucosa — Wsina]l + %, [U cosa — W sina] — U, [U" cosa + W' s a] =

W, [U cosa + W sina] + W', [U" cos a — W’ sin q

welche Gleichung durch Substitution aus 60), 61), 64), 66) sich in nachfolgende verwandelt:

o®
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7—{—; Iy sin @ cos o — 171—"‘[; [sin @ (1 — w'?) — cos * u (1 —ud)] +
1 —7 — 2

[,r " . 1 N TR
yi 9y sinacosa=—A, V17—

oz

78)

Diese Gleichungen lassen sich nun wieder durch Einfithrung von ¢, ¢, ¢ und @ mannigfaltig

vereinfachen und kiirzer fassen; aus 65) folgt nimlich

wi + vy = — sin @ sin ¢

wi — o0 = - sin ¢ sin ¢ cos 2w

Wl + ww = — s @ sin ¢ cos @ + o8 ¢
w! + v = —— sin g sin @’

wl! — v = — sin g sin ¢ cos 2w

! sin ¢ sin ¢ cos @* F cos ¢ cos ¢

uw + Www

I
|

w + wv = — singsng sin2o

w —wvr =10

w’ + W = -—sinpsing sn2o

w' —u'v =0

ww + ww = + s (¢ F ¢)cosw

ww” + Ww = — sin (¢ £ ¢’) cos

W' + V' = sin ¢ sin ¢’

wu' — v = sin ¢ sin ¢’ cos 2

W' £ ww' = sin ¢ sin ¢’ cos @ F cos ¢ cos ¢
we' + uw'v = sin ¢ sin ¢’ sin 2 @

wo' — w'v =0

ww' 4 ww = sin (¢ F ¢') cos o

ve’ 4 ww = — sin ¢ sin ¢ sin ©® + cos ¢ cos ¢
v’ + ww' = — sin ¢ sin ¢ sin 0 F cos ¢ cos ¢’
vw' + dw = sin (¢ F ¢) sin

"+ V'w = — sin (¢ £ ¢') sin

"+ ww' = sin ¢ sin ¢ sin @ F cos ¢ cos ¢
vw" £ VW = sin (¢ F ¢') sin .

Substituirt man diese Ausdriicke, so findet man:

[w (w4 v0') — w (1 —w'?)] sin a + [u (v0' + ww’) — (1 —u'?) u] cos a = —
sin ¢ sin (¢ + ¢) sin o — [sin ¢ cos (p + ¢) + sin ¢| cos @ cos
| (W'v—wu") sin o + (v’ + v"w) cos & = — sin (¢ + ¢") cos a sin @
[w (w +ov') + w (1—w'?)] sin o 4+ [o (20 —ww') — u (1—u'?)] cos z =
sin ¢ sin (¢ —¢') sin a4 [sin ¢ cos (p—¢) — sin ¢] cos w cos a |
(" — ') sin 0 — (v’ —v"w) cos & = sin (p—¢") sin o cos r/

wodurch die Gleichung 70) in folgende sich verwandelt:
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A, . / ., ., / . .
i [sm (¢ + ¢) sin ¢ sin a + (sm ¢ cos (¢ + ¢) + sin gp) cos @ €OS r/.] +

o, . . a,

Vi sin (¢ + ¢') cos o sin = + e

— [sz’n (¢ — ¢) sin ¢ sin o — 79)
2

"

. . " Q[ e » 17 g
e / 2 —_— / e —_— e —_— cY "'
(.szn ¢ cos (¢ — ¢')——sin ;o) COS W COS a] — sin (¢ — ¢") cos o sin @
ferner wird durch Substitution:

(1 — w?) cos a® — (1 — w'?) sin &* = cos &® — sin ¢* (1 — cos @’ sin w*)

2 sin a cos v = — sin ¢’ sin 2 a sin ®

wodurch die Gleichung 71) in folgende sich verwandelt:

w, V11— 7

‘?1” QIH

1/1—)/

~ [cos @® —sing* (1 — sin & cos o*)] + sing'sin2asmo  80)

ferner wird durch Substitution:

s a (uv’ — ) -+ cos a (vw — Yw) = sin (¢ + ¢) sin 0 cos a
sin o (W'Y —wr") -+ cos a (VW' + v'w) = sin (¢ — ¢') sin w cos a
29 [(1 — w'?) sin a — ww' cos a] = 2sin ¢ cos ¢ (sin ¢ sin a + cos ¢’ cos a cos

I//

sin o (Wv' —u'v) — cos a (VW' —v'w) = — sin (¢ + ¢”) sin @ cos u

wodurch mit Beriicksichtigung von 68) die Gleichung 72) in folgende sich verwandelt:

. sin 2 o cos @

T 0 (o ¢) i (¢ — ) £ W T e i (g f ) = 0 81)

Sitn W cos

ferner durch Substitution

sin @ (uuw + vv') — stin o cos o (Ww L uw) L cos & (v + ww) = cos &® (cos ¢ ros ¢ —
| 1 sp 7
sin @ sin ¢ sin W?) — sin @ sin ¢ sin @’ — sin (p —— ¢) sin @ cos v cos
sin @® (Vv + W)+ sina cos a (W' —u'w')+cos @ (v —ww' ) = cos o’ (cos ¢ cos ¢ -+

+ sin ¢ sin ¢ sin 0°) + sin ¢ sin ¢ sin & + sin (¢ + ¢) sin a cos a cos

D /el E AR __ D o 2 8 . ‘e : ,
— 2% cos a [ww cos a — (1—w") sin a] = — 2 sin ¢* cos a sin o (sin ¢ sin o - cos¢’ cos xcos w)

was wieder mit Riicksichtnahme auf di e Relationen 68) die Gleichung 73) infolgende verwandelt:

SJI [

1/1?_)’2[005 a® (cos ¢ cos ¢ — sin ¢ sin ¢’ sin «°)

sin 0. sin @ sin ¢ — sin w.cos . sitn (¢— ¢ )cosw |

321,2

+m/m [cos a*(cosg/cos @' + sing'sin ¢ sin®®) + sin®. sing'sing'’ 4 sina.cosasin(¢’ +¢") cos |
32)
. b . . 9 ”e . . . P ’ .
=", 2sin ¢"” cosasinw cos ' - T [cosa® (sing sing” sin w® — cos ¢ cos¢') — sinacosa
s

sin (¢ 4+ ¢') cos a — sin o . sin ¢ sin ¢

ferner durch Substitution
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sin o (wv” — W'v) — cos o (v'w + vw") = sin (¢ + ¢") sin © cos . ,

sin o [w" (1 — w”?) 4w (W’ + v'v")| —cosu [ (1 — w?) —u (Ve —w w')]=—sin (¢ —¢")
(sin ¢ sin ¢ + cos ¢ cos a cos w)

sin o [w (Wi + v'0") —w" (1 — w?)] + cosa[uw (V0" + ww")—u' (1 — W)= sin(¢ +¢’)
(sin ¢ sii @ 4 cos ¢’ cos a cos w)

2 eos aq v'Ww' = sin 2 ;a" st w cos ¢

was wieder mit Beriicksichtigung von 68) die Gleichung 7 4) in nachfolgende verwandelt :

83) [ nl— sin(p+¢")+ e _sin? gp"] sinwcos o+ [W, sin(¢ —¢") + U, sin (¢ +¢"|cosd'=10
Vi—7p2 Vi—y

ferner durch Substitution

sin o (uw — wWv) — cos a (VW' 4 Vw) = — sn (p — ¢) sin @ cos a

2w [(1 — w?) sin a — ww cos a] = sin 2 ¢ (sin ¢ sin a + cos ¢ cos a cos ©)
s (W' —uv") + cosa (Pw'— v"w') = sin (¢ + ¢") sin o cos «

sin o (W' —uv") 4+ cosa(Yw' 4 v'w') = sin (¢ —¢') sin a cos a

was wieder mit Beriicksichtigung von 68) die Gleichung 75) in die folgende verwandelt:

, sin2 ¢ cos oA, o

N A . ’ . 4 4 e . 4 Z
64) _,/1—__—7?837l<¢_¢)_91o—_— —{-VI—T_'_,—;’P_SZ?ZGD + ¢ ) "/?:_—;rf-zszn (50 —¢ )20

stn W cos &

ferner durch Substitution

— (wd + vo)sinat 4+ (v —ww)cosa® + (Ww + ww') sin o cos a = — cos o (sin ¢ sin ¢ sinw* 4
+ cosgpcosy) + sinacosasin(p— ¢)cosw + singsing sin o’
2¢ cosa (u’w’ cosa— (1 —w”?) sina ) = + 2sin ¢’ sinwcosa (sing sina + cos ¢ cos ucoso)
— (W' + v'v") sina® + (V0" +ww”) cos a® + (W'w' — ww”) sin a cos o = cos a® (sin ¢ sin ¢’ sin 0* —
— cos ¢ cos @) — sinacosusin (¢ + ¢') cosw — sin g sin ¢ sin a*
(W' + v'2") sina® + (V0" — w'w”) cos &’ + (w'w' — ww') sin v.cos a = cos u® (sin ¢ sin ¢ sin * +-

4 cos ¢ cosg”) + sinacosu sin(¢ + ¢")cosw + sin ¢ sin ¢ sing’

wodurch die Gleichung 76) folgende Gestalt gewinnt:

N .

—— | st u. s y y P 3 LY . . 9 ) ,
e [séna’.sin g sin ¢ + sina cos a.. sin(p—¢')cos @ — cos a*(sing sin ¢ sin @* + cos ¢ ros ¢ —

. . 9y
— W, 2sin¢* sinw cosm..cos’ + —— me sing’ sina : : \
- Lo — — §i7 y JR— ! g )
85) ° v +4,/1 - ‘/"2[ Sing sing sina S&}zaco,s‘a.sziz(;o +¢")cosw +
o 120 0 n oom oA o 2 / 7 0
cosa’(sing'sing’sin w*— = . S S o
+ (sing'sing cosp'cosg’)] 1/1T7~2[8m50 smg sina’4-simacosasin(¢' + ¢')eosw

+ cosa®(sing' sing” sin@® + cos ¢ cos ¢')]

ferner durch Substitution:
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(w" —u'v) sina + (V'w -+ vw'") cos & = — sin @ cos a sin (¢ — @)
[w’ ( / // _L_ 'U’Z)H) u (1 _w/2)] Sina + [u/ (Z’/’DH + w/w//) u// (1 o ulz)] oS o = Sl.n (’&/ + fp”)
(sin ¢ sin a 4 cos ¢ cos a.cos )
2 v"w" cos a = sin 2 ¢" sin @ cos a

[w' (wu' 4 v'0") +w" (1 —w?)]sina+ [« (v'0" —w'w")—u' (1 — w?)] cosa =— sin(¢' — ¢")
(sin ¢ sin a -+ cos ¢ cos o cos ®)

wodurch die Gleichung 77) folgende Gestalt annimmt, wenn man zugleich auf 68) Riicksicht
nimmt:

1

1%__‘;”_2 sin 2 50"] sinwcosa =W, sm (¢ +¢") W sin (¢ — ¢')]cosb’ 86)

[~ le—¢)+y

und endlich durch Substitution:

2 v sin a cos ¢ = 2 Sin ¢ Sin ® SIn @ COS A
sin a? (1 — w'*) — cos @* (1 — w?) = — cos &® + sin ¢ (sin o + cos o® cos @)
2 ¢ sin a cos o = — 2 sin ¢’ sin w sin a cos a

wodurch die Gleichung 78) folgende Gestalt gewinnt:

‘2( Vls')ir sn;p—{—y__,_zsm;a)s[nwsinacosa—}—QI”,,V'I;—?——

— ﬁL—; (cos #* — sin ¢* (stn o® + cos u® cos ©*)] = 0.
—7

Der Gleichungen 80), 83), 86) und 87) konnen wir uns bedienen um drei der Unbekannten als
Functionen einer Unbekannten und der bekannten Grosse W auszudriicken. Wir nennen wieder

SN @ CoS o = sin 0

daher

sin o + cos o cos @® = cos 0*

Durch Elimination von %", aus 80) und 83) erhélt man:

7 %Ia«”, + I)”, S)I',,
88) g, = Tole + ¥ Mo

W
C e

38)
wo

a',= [sin (¢ + ¢") (cos a® — sin ¢'* cos 62) sin 6] VY'1 — 72

b, = [sin (¢’ — ¢") (cos a* — sin ¢’ cos 6*) + sin (¢’ + ¢") (1 — p'?)]cos ¢ V(1 — %) (1— 77

¢, ={[sin(¢ + ¢") cos@ V1 — 32 sin o — cos ¢ (cos a®— sin ¢'* cos 0%) | 2 sin ¢’ sin oV 1— >
durch Elimination von %", aus 86) und 87) erhilt man:

QI/_G ‘9[-*—6’9{’

ce
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wo o, =[sin(p — ¢ )V 1T — 7 2 sin (¢ — o) sin g cos O sina) sin oV A—7H A —7")

[sin (g + ¢) (1 7"%) + sin(g— ) (cos a2 — sin g *cos %) eos ¢ VIE—7) (L =77

I =
o, = [sin (¢ — ¢") cos U sinu + cos ¢ VT—_?] 2sing’ sinadV ﬁ_‘:w—“)"—')
dureh Elimination von %, aus 86) und 87) crhilt man:
9()) 2 = i,’ﬂm%sin_
wo @', =sin (¢ + ¢") sin 6 sin o V177

V', = — [sin (¢ + ¢") cos ¢ VIi—yZsina + (cos a® — cos 6% sin ¢'*) cos gV 1- -7

0

o =V(I—7) (L—7") [sin (¢ — ¢') cos ¢ sin o — cos ¢" V1i—7r7

8. 6.

Bs ist nun die aus der Bedingung der Erhaltung der lebendigen Krifte resultirende
(tleichung einzufiihren, und wir verfahren genau so, wic es oben fiir die ordentliche cinfal-
lende Welle geschah, nur mit dem Unterschiede den die Verschiedenheit der hier betrachteten
Elemente bedingt. Die cinfallende Welle ist extraordinir; es wird daher das Quadrat der
Amplitude dersclben mit dem Volum jenes schiefen Prismas zu multipliciren scin, welches die
Bewegungen der Welle wihrend ciner belicbigen Zeiteinheit in sich schliesst; zur reflectirten
und gebrochenen ausserordentlichen Welle gehoren ‘wieder zwei schiefe, zur reflectirten und
gebrochenen ordentlichen zwei gerade Prismen.

Wir nennen wieder dicse Volumina:

R, R, R, R, I,
und bemerken, dass auch hier
Rlo — R//o — RI IL)/c — Z{//‘3 — R//

scin muss, wilrend jedoch &2 von allen diesen verschieden ist, aus demselben Grunde, durch
welchen die Verschiedenheit des ¢ von ¢ und ¢” bedingt wird.

@) Zur Entwickelung des Werthes von B braucht nur das oben angewandte Verfahren
umgekehrt zu werden. Iis sei nimlich ad der einfallende Stral, ag die Normale auf die zuge-
hirige Welle und ¢d ein gewisses begrenztes Stiick der Welle, so wird eine bereits an die
Trennungsebene der beiden hemitropen Individuen gelangte Lichtwelle im zweiten Individuum .
als ordentliche Welle (Stral) bis @4 vorriicken, wihrend e¢d bis 0D gelangt. Das Volum
cddd CDD'C stellt unser R, das Volum BAB' A'bab's dagegen unser R’ dar.

Nun ist
B =0DCD .Gy
da (g senkrecht steht auf CD'; fallt man von ( ein Perpendikel auf die gegeniiberstehende

Scite des Rhomboides CDC'D und nennt den Winkel DOH —

=/, 80 1st
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abdb =ad .abeosp =ada (Ga') — Gb cos 0)

und es ist
Ga=cosg Gb=CG.tgp
_(ez_o-zly‘/l—yi — sin . fololicl
und g p=-—5— s und CG = sin ¢, tolglich

T (A

ab cos p = cos ¢ — -8 ¢ . cos l

und da (fg wieder proportional ist dem Sinus des Einfallswinkels

AL b =ad . Ca.sing (cos ¢ + CoArVIZ P ¢ cos (I).

o2 -+ (02 — (12) TZ

wo wieder

sing cos O VI —p* = sin o — yeos ¢

wodureh endlich

2]

@ =y ()
R=0¢.Ca s[npcosgy(l + — 4 ,—)

2 4 (o2 — oty y

1) Um die Figur durch I'jbcrla.dung nicht unverstindlich zu machen, sind in dersclben die Buchstaben ¢, ¢, II, u

; p weraelassen,
welche aus der Figur §. 3 leicht zu erginzen sind,

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. IX. Bd. Abhandl. v, Nichtmitgl.
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4) Das Volum, das zur ordentlichen Welle gehort, ist das gerade Prisma
R=00C.0b, .58
wo ('), = cos ¢, und b, B, proportional sin ¢’ folglich
R = o.Ca.cos ¢ sing

¢) Das Volum, das zur ausserordentlich reflectirten und gebrochenen Welle gehirt, wird
eefunden wie das einfallende; ohne die Ableitung, welche nach der vorstehenden Figur leicht
wird, zu wicederholen, schreiben wir es sogleich hin, indem wir iiberall fiir ¢, r, das zu diesen
Wellen gehirige ¢, ¢ substituiren. Wir erhalten somit

9 oy un sin a . ”)
(o e?) v (cosgp” Y )

o oy 7 1
' =o0.Casin ¢’ cos ¢ (1 + P s

denn auch hier ist cos 6" V1 —"* sin ¢" = sin a — " cos ¢".
Wir haben somit dic gesuchte Gleichung, wenn wir die gemeinschaftlichen Factoren beider-

(0*— ey (ﬂ‘ _ 7’) (0t — e2) " (M _ 7’,)
91) W singcos (1 . i 4 )__ & 1B\ o 0 u( cos @ ,_)
) peospll + 2 ¥ (—e) 2 . + A7) sin ¢ cos g {1 + 2 (R )

= (A2 + A2 sin ¢ cos ¢.
Wir werden zunichst die Irresolubilitit dicser quadratischen Gleichung durch irgend cine der
oben entwickelten linearen Gleichungen nachweisen.

Addiren wir zunzichst 83) und 86), so erhalten wir

seits weglassen

” . 7 . 2 ° ) 7 II . / 17 . 4 : /
— [stn(p + ¢") + sin(p—¢")] sino + (A, + A o) [st0 (¢ + ¢") + sin (g —¢")] cos
+ Ao—w, . 2 & sin O
vy S 2 ¢ sin ¢ = 0,

und da l

sin (9 + ¢") + sin (p — ¢') = 2 sin ¢ cos ¢

sin (¢ + ¢") + sin (¢ — ¢") = 2 sin ¢ cos ¢”
so-erhalten wir durch Weglassung des gemeinschaftlichen Factors 2 cos ¢”

0 , , o w e
i Sl ¢ sin 0 + (U, 4+ A",) cos & sin ¢ + V—lﬁ—r"i sin ¢ sin 6 = (0.

Subtralirt man dagegen 86) von 83), so findet man

> [sin (¢ + ¢") — sin (¢ — ¢)] sind + (W', — W,) [sin (¢ + ¢") — sin (¢ — ¢ | cost'
SJ[”P—I-QI’e » .
YTy S 2¢" sin o =0,

und da
) " . )
sin (¢ + ¢') — sin (¢ —¢") = 2 sin ¢ cos ¢
) oy 7/ . o ’
sin (¢ + @ ) — sin (¢ — ¢') = 2 sin ¢’ cos o
so erhalten wir durch Weels : 1 1
wir durch Weglassung des gememschaftlichen Factors 2 sin ¢’

N

== CO0S ¢ SN G 4 "9 / Y90, .
= ¢ sm o + (A", A,) cos ¢ cos 0 + X+ cos ¢ sin @ = (),

Vi =

Bringen wir in ¢ zwel el . .
g len zwei Glelchungen die Summe und die Differenz der Amplituden der

ordentlich reflectiy : 1
il .ef.ie( ltuten und 'gebrochenen Wellen auf die andere Seite des Gleiehheitszeichens
mnd multipliciven sodann die zwoi Ausdriicke, so finden wir
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"9 i . ‘ ’ sin 02 %2 "2y " "
(A" — W2 sin ¢’ cos ¢ = — 0,0[ S St @ c0s ¢ + ————vin ¢ cos ¢ +
i r- 92)
A (Wt v We— o
R sm coS T sin cos ¢ ]
Vl —_ f—‘ (1/]_ So ¢ + /H‘) 90 )

Multipliciren wir nun 80) durch

cos a% — sin ¢'2 cos 62

Vieye
<0 erhalten wir
— W, (cos &> — sin ¢'® cos 6%) + l_"iT (cos a* — sin ¢* cos &°)° +
+ v 91[’:27,85;@ (si” smfz) (cos a® — sin ¢'? cos 6°) sin o = 0,
multiplicirt man dagegen 87) durch
Vi

so findet man

TS

T—y'? : 2 o o 2 2 ' 1o
A 2 sin ¢ sin 6 SmaVI—rz 4+, (cos a® — sin ¢'* cos 6*) — W, 2 swn ¢ sin 0 sin a Ty

— W, (1—7?) = 0;

addirt man nun diese beiden Gleichungen, so bekommt man

e 2 sin ¢ sin & sina . VI—p> + 3 ",2 [(cos &* — sin ¢'* cos 6%)* — (1 —7%)] —
A , . . - Y, cos a2 — sin ¢? cos 52
— —— _9sing’sindsinaVl —y°2 sin ¢’ sin dsina =0
e ¢ R Y i 1/___2‘ 2sing VT2

Nun ist aber, wenn man 66) und 68) beriicksichtigt
cos u® — sin ¢¥cos ' = 1—7* + 2sin asin g cos 0 VI—;~
folglich
(cos @* — sin ¢'2c0s %) — (1 — ') =4 sinasing cos@ (1 —y'*) (V1I—7'% + sing cos sin o)

und ebenso

substituirt man diese Ausdriicke in unscre letztc Glewhuncr so verwandelt diese sich in die

tol)
folgende

A, 2 sing cost Wy + sinasing eos) sing' l/? 6ll? V1 —r"

sin ¢ 1/__‘7

93)

H

sin ¢" (V1—¢% 4+ 2sin « sin ¢f (‘0.5(})

— iy
Multipliciren wir ferner 80) durch
V1l —y°
so erhalten wir

’ ’2 1" .2 ’9 a2 (T . AN ) -1—-72
— A, A —7%) + W, (cos & — sm ¢'* cos 6%) + W', 2 sin ¢" sin 0 sin u T—tm =0
—?

und 87) durch

cos a® — sin ¢'% cos 62
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<o finden wir

N ; 9 . 12 A2y 2 & 9 o /2 a2
X - s — sineieosdt ) — W', (cosa™— sin ¢ cos o
- '_’.sm ¢ 500G SN g~ (cosa ¢ ) o ¢ )
e o N cos a2 — sin ¢’ 2 cos 0%
A, . . sin ¢’ % cos 9%
— e D i @ 80O S A — 3
g 2 sing VI—7?
addirt man diese beiden Gleichungen:
4 2 o . ] o~ N
| . . . cos 1t — sin @'% cos 07 O o ) 2 < %) . -
-V_-—.,_r 2 sl ¢ sin 0 s i + [(cos & — sin ¢ cos 0 )P — (1 —7*)]
1=yt 2
' A cos 02 — sin @'2 cos 02 ‘J[", V 1 — 0
- " SO SN O —— dsing sndsmna V1—y* =1
e " S0 0 SO 1 — .2 i ,
" i $01 0 S8 0 i e ¢

s 1 g 1 ¥ . Tore cATIR
was sich wieder durch die oben angefiibrten Reductionen 1n folgende Gleichung verwan-
deln liissts

o e w1 ___r.: 4 sin ¢ cos O sin a) €, VT2 LD e st & eos )
04y A, 280 g cos V———7 0—’—1/——1—_;7'-" sing’ (V1—p?+ 2sinasing coslh)

ot

A . A/1 72 . . ’ i N, V 2
— e (VT—7* 4+ 2sinusing.cos ) — o—=5 sin V1 — .
Vi 2 S/( [} + 9’ ) Vl iz 9,

Addiven wir 92) zu 91), so finden wir, wenn wieder der Kirze halber

(@ —)y (sin 24 . 7’)

cos gﬂ
T @@=

0} CAN7i sin @ "
(@*—=e)r i g
cos @ _ /'//
— fv

62 + (02 —e2)y"2

neunen, folgende Summe:
sin 02

N' 22 en ¢ cos ¢ = U sin ¢ cos (—_
¢ ¥ 4 4 cos 82 (1 —y?)

o

(1+ ]u)) — W7 sin ¢ cos ¢

) . e sin 02 A ‘n 02
05 14 ke ) — W' cos ¢ sin (1 K — - — ) —
) ( + 4+ cos 072 (1 — ") ¢ sin gt (14 K cos 82 (1L—7y"? +V1—r'—'”""‘ o

9, 190, ", — 90,

)
(ﬁ sin @ cos ¢ 4 === i = sin ¢” cos 9)
subtrahiren wir aber 92) von 91), so erhalten wir folgende Gleichung:

TRTI . / ’ 9 » n 02
A2 sin g eos ¢ =W sin ¢ cos ¢ (1 + k— e ) W2 sin & cos ¢
cosﬁ2(1——-f'3‘) e ¢ c ¢

R " sin 0% ., o g )
96) (1 + b= ) ) A 2 sin ¢ cos ¢ (1 + k4 e )_ X ot
f” ))

ws (2 3 Py —————
cos 03 (1 cos 02 { — VI—7% =7

[, + A, sin g cos ¢ 4 (A, — A,) sin ¢ cos ¢].

Soll nun die quadratische Gleichung in rationale Factoren zerlegbar sein, so muss 93) ecin
Factor von 95), und 94) ein Factor von 96) sein. Dividiren wir gliedweise, so finden wi
& ’"f 2 sin @' cos ¢ cos 0’2 sin 0 o,

ANy 2 sin ¢ cos ' (Vm-i— sina sing' cos ﬁ') = 1,/1___./3 ' (

r
cos 0" V1 — Y= sin o
Vl_-?“’ + st a sin ¢ cos ﬁ’)

cos¢ = Q[”“(a”“')’

st 02
A2 sin @ cos ¢(h__,,,, + (1 + &) cos 5,2)
—— - r* ) 5ir 0% 4 (1 4 &) cos 62 : ’
— TR e— U= Y
—“[smgavl —r: Vi = 2 Vle’Z Cos ¢ =N (a)
L —
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sin
A2 sin @ cos ¢ ( m—i—(l+k”)cosﬂ )

G b &2 7 B ) ., L
:_1_/_.[2 s o +(1-|1-/L)c_'os20 (L—y )c()é‘¢ :_Q’[e(ae)
_-._’z —_1 — 72 ——1 —
A, sin @ L /”_) 7 7
1 v
o 2 ’ ( sin 92 1+ &) 0:-7)
"2 o ! — ") cos 82
N’ = sin @ cos @ — ( . A, sin 02 — (1 ]u) cos 02 (1 _ 7”2) o QI” o
T, —VI — -._1/ 2 sin @ e cos 0’ cosg = 'c(a e
— == s ¢ (Vl—/ 21 2sinasing’ cosﬁ) r 7 2 0s ¢ co
Y1i—y7
A2 2 sin ¢ cos ¢ cos 0’2 sin & _ Ay . sin 0 . cos ﬁ.’ Y1 — 7[,’2. cos 90, _ €w, (a,o),,
W, 2sin ¢ cos i’ (VI—772 + sin ¢’ cos 8" sin a) Y1 — y? VI =72 +sing cost sina
N ' P sin 2 ]
= 2si 1 2 2 — 15 o
[2sin @ cos ¢ [( + &) cos -2l o« sin 82 — (1 + k) sos 02 (1 — y2) cosg = U (a)’
Sl[ - 2 . — .2 D of ’ . ‘
— ’—/ s @ [Vl—r 2425 ¢’ cos ' sin a] Vi v Y1i— 924 2sing cos 0 sina
L—y?

sin 02
s " cos ¢ [ (142 s 02— ] S e B (1
1—-7 = — 9[; .sm ()" — (1 -+ k )COsﬂg(l—f ) (7035['”: Q[!c (afa>u

A, o .2 —— 9 s ; 0 si
——— sin¢" [VT—7"2+ 2sin¢' cos O’ sina] Vi—y V1 — % + 2sin ¢ cos 0 sina
V1i—; )

' sin 02
9 _ 2 72 .
A2 sin ¢ cos ¢’ [(1 +%") cos 82 + l_r,,g] A sin 82 + (1 4 E') cos 02 (17" 003¢" o o (a” )”
W = D e o
— — sin " V1T — y'2 7 7
1/] 77

Schreiben wir nun 93) kurz folgendermassen :
QI//O (a”o)/ o QIIE ((,1,(,), _ QI ((/.)l _ QIN’? (a”(,)l
und ebenso 94)
QI/O (alu)// —_ Sg)I/B (a’e)”—.QI (a)u _ QIHP (a”e)“
und multipliciren wir die erstere mit der Gleichung
sz[// (//)I:—m(a)/_sz[/p (a) —_QIN (H)I
und die zweite mit der Gleichung
QI!U (aln)u — QI (a)u + QI/(, (alu)u + QI//E (aue)/r
so muss 1n dem Producte
g)I//"z (a”n)’ (auo)l j— 912 (a)/ (a) _ QII 2 ((//L)/( ) _'_ Q[/I 2 (011 )I (al/c)r + QI[QIIE ((a)/ (ale r__ (l/(,)'(d)') _1_
F U0 @)+ ) @)] W[ @) — (@ @)
fir den Fall der Zerlegbarkeit
’ A Y ;o sin(p — ") sin &*
(f/,) (a «-‘) ’(aﬂ) (a) - V(l———r-)r(T——_;’T‘T)
' "y PV ) —— S (e £ @) sin 82
@ @)+ @) = etenl

(4 (W) — (@) (@) =0

~—r

und in dem Producte
W () (W) = — W) (@) + W2 () (W) — WE () W+ A () @ —
_(a)'/ (a/e)//)_mue ((a)u (an(.)u + ((/”(,l " ( ) )] + QI QIH I’( ' y/ (a”e)”_ ((l”e)” (a/e)//]

fiir den Fall der Zerlegbarkeit
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" A/ sin (¢ — @) sin 62
(arc)// (a) - (0) (a e) — V(I‘——)’,‘WQ—)

RVIAY sin (¢ + ¢'') sin O
@y WY+ @YW = e

T—7
(a/e)/l (a//e)// o (alle)// (a/e)ll e 0
sein. Dies wird nun zu untersuchen sein. .

Substituiren wir in dic erste dieser sechs Bedingungsgleichungen die entsprechenden Werthe,
so crhalten wir nach Weglassung des gemeinschaftlichen Factors V(1 —7) (1 — ;™) folgende
Gleichung:

(sz'n O+ (1+E)1— ) cos 0’2) cos ¢ sin ¢ e(sz'n 4+ (14+k@A—7r)cos 0’2) sing’ cosp =

= sin (p — ¢") sin 0°

ordnen wir diese nach den Coéfficienten von sin 6° und cos 6

sin & sin (p — ¢") + cos 0*[(1 + &) (1 —1*) cos ¢" sin ¢ — (1+ k) (1—77) sin ¢” cos ¢| =
sin (¢ — ¢"') sin 6°

folglich
97) (L4+E)A —7") cos ¢ sinp = (14 k) (1 — y*) sing” cos ¢.

Substituiren wir dagegen in die vierte Bedingungsgleichung die entsprechenden Werthe, so

finden wir nach Weglassung des gemeinschaftlichen Factors /(1 — p*) (1 — ™) folgende
Gleichung:

(sz'no\“’ — (14 k%) (1—7?) cos 0’2)32'73 ¢’ cos p — (sz’no\" — (1 + k&)1 —¢") cos 0’2) sin ¢ cos ¢ =
= —sin (p — ¢') sin &
ordnen wir auch hier nach den Coéfficienten von sin 6° und cos 6
— sind* sin(p—¢") — cos 0" [(1 + k) (1 —7°) sin ¢" cos o — (L k') (1 — ") cos ¢ sing] =
= —sin (p — ¢') sin ¢
was somit auf dieselbe Relation
A+k)(L—p)sing' cosp=(14+k)1— 7"%) cos ¢ sin ¢

fiihrt. Substituiren wir nun in die zweite und fiinfte Bedingungsgleichung und multipliciren wir
beiderseits mit '

V1 =77+ 2 sin ¢ cos 0" sina) Y (1 — )1 —7) 0 —= %0
so erhalten wir

(1= r'“)(sa,'n 7 (1 + &) (L—7") cos 0’2) cos ¢’ sun g +- (Vl‘_—‘? + 2sing cosl’ sin a)? (.sz'n 0"+
+ 1+ ]v')(l—f") 608()’2) sy’ cos p = sin (p+ @) sin oV j— (VT'_—r'z’ + 2sing cos b sina)
‘/1 W2 2 . / ;. 2 . 8o ' , R
7o sy cos Ol sina) (smo + (LK) (1 —¢"%) cos 0") cosg’sing + (1 —7”) (S?fn o —

- 1 ]b' —y? & Y /" —_— Y 7 . 99/ _—
(L4£) (1—7*) cos6 )Smsﬂ 008 =~ sin (¢4 ¢ )Sl?lONVl‘T'Z(Vl‘T'z—i-?sz'ngp' costt sin a).

< A . cn 1r Zu lelch ; ) 1
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sin 0 sin (p+¢") [(1—7") + (V' 1—7> 42 sin ¢’ cos ' sin a)*] = cos 0 [(1— %) — (VI—7* + 98)
+ 2 sin ¢ cos 0" sin o)’ [(1 4+ &) (1 — ") sinp cos " + (1 4+ k) (1 —°) sin ¢” cos ¢]

Substituiren wir dagegen in die dritte und sechste Bedingungsgleichung, so erhalten wir,
indem wir jede derselben mit -

Yi— )’I2 W1 —7 242 gm @' cos ﬁ’sz"na)_
sin ¢'' cos @'’

multipliciren, aus jeder die Relation
(VT —77 + 2sin g cos 0" sin a)* (sz’n &+ 14+ E)1—y"*) cos 0’2) =(1—7?) (.«sz'nc)‘2 — 1+ k)
(1 —¢") cos 0’2)
und wenn wir auch hier nach sin ¢ und cos 6" ordnen
1+ &)1 —7") cos 07 [(1—p) + (VI—72 + 2 sin ¢f cos 0' sin a)?] = sin 6*[(1 —7"?)
— (V1 —7* 4+ 2 sin ¢ cos 8’ sin a)?].

Dividirt man durch diese Gleichung die Relation 98), und substituirt man in diese aus 97) den
Werth von (1 + &) (1 — ") sin ¢ cos ¢", so erhilt man schliesslich die Gleichung

99)

1— 7% — (VT — 3242 sin ¢ cos 8' sin a)?
1— 78+ (YT =242 sin ¢’ cos 8’ sin a)*

Sin (fp_}"fp”\ (1 — ¢+ ¥T =724 2 sin ¢ cos 8’ sin a)? — 9 s ¢ cos 50” E

/ (1 — 7 —WT =72+ 2 sin ¢ cos 8’ sin a)?
welche, wenn man sie auflost sich nicht auf Null reducirt; womit der Beweis der Unauflosbar-
keit gefiihrt ist.
Nennen wir in 91)
1+ k) smmep cosg =n
(1 + k//) Sl'n ’011 cos 50// —_ nue
sin ¢ cos ¢ =n,

so crhalten wir aus 88), 89), 90) und 91)

P I 1t b
W, = — YL e VT 100)
Se
WO .2)/0 — n//e C”a2 (a/e b/e cuez + al/e b”e Cle2) _I_ nlo a”o bua c/az 01182
’ 9 2 2 2 2 2 2 /2 2 12
go —n [(6/82 Clleg + bue c/e) n//e cl/o + (c//o + b”o) nlo C/e clc] _ n//e C”o (a/e b//E _
Y 2 2 72 2 "e ’ 1" / / 7 \2 72 1" 1/
- a”e b,e) - nln (‘/e c”e a, — n’a 7 e [(a 0 be — a, bla) ¢ e (+ a, b e —

_ a//a 6110)2 c/eg + (a/eg C”ez _}_ a,”f 0102) 01102]
S/u — n//e 01/02 (6162 c"e2 + bueQ 6,22) + n/a 0’02 01182 (61102 + C//02)

ferner

o c”, I)”,, 1/_17
W, = —qLe—=2 Lo 101)

S u

WO p”,,: n‘H Io I’ble c//ez (ale b”,, _ al/o b/e) _}_ b”e CICQ (a//“ bl/” _ a//O br/e)] _ n/o allo c”o CIP2 CII ‘2

e

o,
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—_ I),e cua 0”,, VJ’:-

»e
4 —
", = — o

102)
E . - 2 [/ oop
WO })/c: }&”, (;//02 ('l” Z)”& ((l”(, b/” . (t,” b”,,) _ n/a C/c Cue_) [a’/” (b//(‘ 2 _1_ (‘.”u ) - [} . « . 1’/,,J

<
I
[}

endlich
103)

wo

2
I
=

-~

Die einfachen Gesetze, welche in diesen Gleichungen enthalten sind, averden im - folgenden

Abschnitte abgeleitet.

(Sehluss ime nitchsten Banle
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