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Vorrede.

D, nachsichtige Beurtheilung, welche meine im
Jahkre 1839 in Druck gelegte, jedoch nie im Buchhan-
del gekommene Inaugural- Dissertation zur Erlangung
der medizinischen Doctorswiirde von wvielen Seiten ge-
funden, hauptsichlich aber die gndidige Zusicherung
des hohen Ministeriums fiir Cultus und Unterrichi,
diese Schrift nach ihrem iffentlichen Erscheinen als
Hilfsbuch fir Lehrer und Schiiler an Mittelschulen
anempfehlen zu wollen, haben mich bewogen, den Ge-
genstand einer sorgfiltigen Revision und Umarbeitung
zu unterziehen. Ich glaube annehmen zu diirfen, dass
jeder, der Gelegenheit hat, die friihére mit. der gegen-
wdrtigen Arbeit zu wvergleichen, zur Ueberzeugung ge-
langen wird, es seien der Inhalt wesentlich vermehrt,
die Form verbessert, die Grenzen aber beibehalten wor-

den. Letzteres kinnte mir von Einigen zum Vorwurf
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gemacht werden; diese wollen aber bedenken, dass eine
Schrift nicht mehr wund mnicht weniger enthalten soll,
als was man dem Titelblatte zuw Folge darin zu suchen
berechtigt ist.  Ich will nicht liugnen, dass eine syste-
matische Anlettung zur Auffindung der Fldchen von
Combinationen fiir Manche recht erwiinscht gewesen
wire, und bin gerne bereit eine solche zu schreiben,
wenn der Wunsch von Vielen ausgesprochen werden
sollte.  Auch iiber Netzconstruction hitte ich leicht An-
hangsweise schreiben kinnen, und zwar ohne gerade
den Vorwurf einer Ueberschreitung meiner Grenzen auf
mich zu laden. Letzteres wollte ich aber absichtlich
nicht thun, denn es liegt nicht in meinem Plan, dass
digjenigen , welche dieses Werkchen beniitzen werden,
dadurch angeeifert werden sollen, sich eine grosse
Menge von Modellen ohne eigenes Nachdenken zu ma-
chen. Auch kann jeder Lehrer in weniger als einer
Stunde seinen Schiilern leicht begreiflich machen, wie
aus richtig gefundenen Flichen das Netz einer gewissen
Gestalt zusammenzusetzen ist. Meine Tendenz war eine
andere und ich bin verpflichtet mich hieriiber auszu-
sprechen.

Jeder, der Einsicht in das Wesen der Krystallo-
graphie hat, und von der Wichtigheit derselben fiir das
Studium der Mineralogie iiberzeugt ist, jeder, der die
Schwierigkeiten kennt, womit der Lehrer dieses Faches

bei dem Unterrichte zu kimpfen hat, muss zugeben,
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dass eine rein empirische Behandlung der Krystallge-
stalten zu einer grindlichen Einsicht des Zusammen-
hanges unter denselben nicht fikrt, Zu einer solchen
muss es aber kommen, wenn der Zweck der Krystallo-
graphie fur die Mineralogie erreicht werden soll.  For-
meln verkelfen in der Regel nicht dazu, aber klar und
befriedigend wirkt bei dem grissten Theil der Lernen-
den die geometrische Construction, und als eine Vor-
bereitung zur synthetischen Methode der Combinations-
Entwicklung wiinsche ich, dass das Ganze beurtheilt
werde. Ich gebe gerne zu, dass an wenigen Lehran-
stalten die Zeit vorhanden sein wird, sich viel in iffent-
lichen Unterrichtsstunden mit dieser Sache zu befassen,
allein dieser Umstand hebt die Moglichkeit nicht auf,
davon einen geecigneten Gebrauch zu machen. Man
wird sich ferner bald iberzeugen, dass die Lehrsitze
iber Congruenz und Aehnlichkeit der Dreiecke, iiber
Parallelogramme und gewisse Polygone u. s. w. hier
eine recht sichtliche praktische Amwendung finden, und
indem der Schiiler zu Hause eine oder die andere kry-
stallographische Construction durchfiihrt, bereitet er sich
nicht nur fir ein hoheres Studium der Mineralogie vor,
sondern er wird auch veranlasst, gewisse bereits frither
erlernte mathematische Lehrsitze praktisch anzuwenden.
Selbst als Uebung im Zirkelzeichnen und als Vorberei-
tung fir einen Theil der descriptiven Geomelrie wird
¢ine derartige Arbeit nicht ganz ohne Nutzen sein,
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Diese Andeutungen glaubte ich beifiigen zu miissen,
um die Tendenz der vorliegenden Schrift hinreichend
zu beleuchten. Da von Seite der Verlags- Buchhand-
lung der Preis moglichst billig gestellt wurde, so diirf-

ten die Anschaffungskosten der Verbreitung derselben
nicht hemmend im Wege sein.

Graz, im April 1855.

Der Verl‘asser.
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Einleitung.

I.

Uter allen naturhistorischen Eigenschaften der Mine-
ralien miissen die regelmissigen oder symmetrischen For-
men, in denen sie erscheinen, unsere vollste Aufmerksam-
keit in Anspruch nehmen; weil sie fiir das Feststellen und
Erkennen der naturhistorischen Species von grisster Wich-
tigkeit sind. Denn die Erfahrung lehrt, dass diese For-
men mit gewissen anderen Eigenschaften im innigsten Zu-
sammenhange stehen, und nach unabénderlichen Gesetzen
gebildet sind; ihre Untersuchung und Bestimmung erlaubt
daher die Anwendung der Mathematik, und sie gewiihren
somit eine weit grossere Sicherheit fiir die Systematik und
Charakteristik der anorganischen Naturproducte als die mei-
sten der iibrigen naturhistorischen Eigenschaften, bei wel-
chen eine so scharfe Bestimmung nicht moglich ist, und
Manches von der Individualitit des Untersuchenden ab-
hiangig bleibt.

IL.

Bei dem Studium von Wissenschaften, denen Mathe-
matik zu Grunde liegt, wird dberhaupt das Denken
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durch gewisse Zeichen oder durch anschauliche Vorstel-
lungen jener Gegenstinde, womit sie sich beschiftigen,
wesentlich erleichtert, Daher sind auch zum Studium der
Krystallographie dergleichen Behelfe nicht nur wiinschens-
werth, sondern selbst nothwendig. Wirkliche Krytalle,
wie die Natur sie darbietet, wiirden fiir diesen Zweck kaum
geniigen; abgesehen davon, dass ihre Anschaffung fiir den
Lernenden mit bedeutenden Auslagen verbunden wire, stel-
len sich noch mancherlei andere Schwierigkei:ecn im Wege.
Denn es kommen an den wirklichen Krystallen verschie-
dene Abweichungen von dem Zustande der Vollkommen-
heit vor, indem cinzelne Flichen sich vergrossern oder
verkleinern, andere gekriimmt und uneben erscheinen, und
selbst die Neigungen der Flichen gegen einander kleinen
Differenzen unterworfen sind. Eingewachsene Krystalle,
welche noch die vollkommensten wiren, sind sehr selten, fin-
den sich nur bei wenigen Mineral-Species, und erleiden durch
die sie umgebenden Massen manche Storung in jhrer regel-
missigen Bildung ; die aufgewachsenen aber sind unvollstiindig,
miissen daher bei der Betrachtung ergiinzt werden, und setzen
somit schon krystallographische Kenntnisse voraus. Fer-
ner ist zu bedenken, dass die wirklichen Krystalle nur die
#usseren Umrisse einer Gestalt vorstellen; zur deutlichen
Einsicht in das Wesen dieser sind aber Puncte und Li-
nien nothwendig, die man an den Krystallen vergebens
suchen wiirde. Endlich sind viele sehr klein, so dass
selbst das geiibtere Auge leicht manche Fliche tibersieht,
und die meisten sind Combinationen, in welchen oft regel-
missige (eestalten enthalten sind, die man als einfache bis
jetzt in der Natur nie getroffen hat. Eine kiinstliche Dar-
stellung der Krystallgestalten ist daher ein wahres Bediirf-
niss fiir Lernende. Die Uebung darin aber ist sehr zu
empfehlen, indem man dadurch am Leichtesten zu einer
grindlichen Einsicht iiber die gegenseitigen Verhiltnisse
der einzelnen Gestalten gelangt.
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Krystallgestalten lassen sich auf verschiedene Weise
kiinstlich darstellen. Man zeichnet sie entweder nach den
Gesetzen der Perspective, oder man stellt sie materiell,
d. i, als Krystall-Modelle dar; mit letzterer Art beschafti-
get sich die Krystalloplastik. Beide Methoden der
Darstellung setzen wenigstens einige Kenntnisse unmit-
telbar der Krystallographie, und mittelbar der Mathematik
voraus. Denn die Krystalloplastik bedarf der Verzeichnung
gewisser Schnitte oder Fldchen™); da es aber nicht gleich-
giltig ist, unter welchen Winkeln die einzelnen Schnitte
gefithrt werden, oder welche Figur die Flichen bekommen,
so setzt sie Kenntnisse der Beschaffenheit der Krystallgestal-
ten, ihrer wechselseitigen Verhiltnisse und Abmessungen,
so wie Fertigkeit in Berechnen der Kanten und Winkel,
folglich auch in der Anwendung mathematischer Lehrsitze,
also Krystallographie und Mathematik, voraus.

V.

Die Krystalloplastik hat ihre Aufgabe nach Verschie-
denheit des Materiales verschieden zu 10sen. Man denke
gich ein Hexaeder aus irgend einer Masse, die den von
seiner Begrenzung eingeschlossenen Raum mit irgend einer
Materie stiitig erfiillt, und ein zweites aus irgend einer Masse,
die jedoch nur den Raum begrenzt, keineswegs aber ihn
ausfillt, und deren Dicke als unendlich klein vorausge-
setzt wird, kurz ein hohles. An beiden verzeichne man
sich Schnitte, die durch je drei um ein rhombocdrisches
Eck gelegene Diagonalen hindurchgehen (man wird deren
acht verzeichnen konnen). Schneidet man npun wirklich

*) Das eigentliche Schneiden oder das Zusammenfiigen einzelner
Flachen zu einem ganzen Korper ist nicht Gegenstand einer wissenschaft-
lichen Betrachtung, sondern Sache des Bildhauers, Buchbinders oder
eines andern Kinstlers.
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der Vorzeichnung gemiiss, so wird man aus dem ersten
Hexaeder ein Oktaeder, aus dem letzten hohlen aber kei-
nen materiell begrenzten Raum erhalten. Daraus erhellt
zur Gentige, dass die Methode eine verschiedene sein
miisse, je nachdem das Material den Raum stiitig erfiillt,
oder ihn nur begrenzt. Fiir den ersten Fall nimlich be-
stcht die Aufgabe darin, die Lage der Flichen der zu
construirenden Gestalten zu bestimmen, deren Figur durch
ihren wechselseitigen Durchschnitt schon von selbst sich
ergeben wird; fiir den zweiten Fall aber ist zuforderst die
Figur der Flachen aufzufinden, deren gegenseitige Nei-
gung (Lage) durch ihre spiterc Verbindung zu einem Gan-
zen von selbst erfolgt,

Da Krystallographie von Anfingern an Modellen leich-
ter studirt wird wie an Zeichnungen, die Verfertigung von
Modellen aus Massen, die den Raum stiitig erfiillen, we-
gen mancherlei Hindernissen bei Bearbeitung des Mate-
riales, schwieriger und zeitraubender ist, so versuchte ich
die letzte Aufgabe zu 16sen. Ich habe absichtlich nur die
regelméssigen Gestalten mit ihren Hilften und Vierteln
im Folgenden abgehandelt, und von den Combinationen
keine Erwihnung gethan, einerseits weil hierdurch dieses
Schriftchen einen grosseren Umfang gewonnen hitte, als
in meinem Plane lag, andererscits weil ich die volle Ueber-
zeugung habe, dass Jeder, der Zeit und Miihe nicht
scheut, die Methode an einfachen Krystallgestalten griind-
lich einsehen und handhaben zu lernen, spiter dureh eige-
nes Nachdenken den Weg entdeckt, den er bei der Con-
struction von Flichen einer gegebenen Combination zu be-
treten hat. Fiir eine zweckmiissige Auswahl der zu zeich-
nenden Combinationen, sowie fiir einen graduellen Fort-
schritt vom Einfacheren zum Complicirteren zu sorgen,
wird jeder Lehrer bemiiht sein.



Erstes Hauptstick.

Zeichnung der Flichen der Gestalien des fessularischen
Systemes.

Allgemeine Bemerkungen.

§. 1.

Die Flichenconstruction der Gestalten des tessularischen
Systemes setzt bei einigen derselben nur Ein Datum, und
zwar am Bequemsten die Linge der pyramidalen Axe =1
voraus; bei anderen 1st hiezu auch noch die Kenntniss des
Liangenverbiltnisses der pyramidalen zur prismatischen und
rhomboedrischen Axe erforderlich.

Am Hexaeder verbilt sich die pyramidale Axe zur prismati-
schen und rhomboedrischen wie 1 : l/2 : 1/3. Dicses Verhalt-
niss wird bei allen abgeleiteten Gestalten modificirt, und bedingt
eben die verschicdenen Arten der abgeleitelen Gestalten und deren
Varietiten. Fiir die bekannteren Gestalten dieses Systemes finden
sich die Verhaltnisszablen in der rtickwiris beigebundenen tabella-
rischen Uebersicht, welche aus der 1. Auflage von Mohs: Leicht-
fassliche Anfangsgriinde der Naturgeschichte des Mineralreiches, ab-
gedruckt wurde.

Afchhorn's Flachenzeichnung. 1



Zeichnung der Fliche des Hexaeders.

§ 2
Ist die Liinge der pyramidalen Axe des Hexaeders
durch die Linie 4B (Fig. 1) =1 gegeben, so beschreibe man
mit der Linie 4B das Quadrat 4ABCD, welches die ge-
suchte Fliache sein wird.

Denn die Flichen von II sind Quadrate, und die Seiten dieser
Quadrate haben gleiche Linge mit der pyramidalen Axe desselben.

Vorbereitende Constructionen zur AufEndung der Fla-
chen der aus dem Hexaeder abgeleiteten Gestalten.

§. 3.

Der Flichenconstruction aller abgeleiteten Geestalten des
tessularischen Systemes liegen zwei Schnitte am Hexaeder zu
Grunde, von denen der eine parallel mit einer Fliche durch
den Mittelpunct, der andere aber durch zwei parallele Kan-
ten und die sie verbindenden Diagonalen gefiihrt wird.
Beide Schnitte halbiren also das Hexaeder.

Der erste dieser Schnitte ist der Fliche des Hexaeders
gleich, somit kann ihn ABCD (Fig.1) vorstellen, wenn man
darin nur noch die Linien QQ = Q‘¢' = 1 (zwei pyramidale
Axen) und AC = BD =)/ 2 (zwei prismatische Axen) zieht,
welche sich in M/, d. i. im Mittelpuncte von H schneiden.
Um den zweiten dieser Schnitte zu erhalten, construire man
ein Rechteck, dessen kiirzere Seite gleich einer Kante, und
dessen langere gleich einer Diagonale von H genommen
wird; man zieche darin die beiden Diagonalen, und lege
durch ihren Durchschnittspunct eine zur lingeren und eine
zweite zur kiirzeren Seite des Rechteckes parallele Linie.
Ist EH (Fig. 2) = AB (Fig. 1), und EF (Fig. 2) = AC
(Fig. 1), so ist EFGH der verlangte Schnitt; daher sind
EG = FH die beiden rhomboedrischen Axen, QQ die py-
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ramidale, und PP die prismatische Axe desselben, ihr ge-
meinschaftlicher Durchschnittspunct M aber ist wieder der
Mittelpunct von H.

Dass die fur beide Schnitte angegebene Constructions-Methode
richtig ist, folgt unmittelbar aus den Eigenschaften des Hexaeders.

Zeichnung der Flichen des Oktaeders und seiner
Halften.

§. 4.

Man verbinde die Puncte Q und ¢’ (Fig. 1) durch die
gerade Linie QQ‘, mache ab (Fig. 3) = QQ', und beschreibe
mit @ b das gleichseitige Dreieck a b ¢, so ist dieses die
gesuchte Fliche.

Denn da die Kanten von @ je zwei benachbarte Endpuncte
der pyramidalen Axen des Hexaeders verbinden, so ist QQ' = ab
eine Kante von @, und da die Flichen desselben gleichseitige
Dreiecke sind, so ist vermioge der Construction a b ¢ die gesuchte
Fliiche.

§. 5.

Um die Fliche von —02— zu finden, ziehe man von den
Winkelpuncten des Dreieckes a b ¢ (Fig. 3) parallele Linien
zu den gegeniiberliegenden Seiten, und verlingere diese bis sie
sich wechselseitig schneiden; das neu entstchende Dreieck
def wird die gesuchte Fliche sein.

Bei der Zerlegung von (0 werden zwei abwechselnde Flichen
an einem pyramidalen Eck vergrossert; die Durchschnittslinie der-

selben gibt daher eine Kante von —g—, welche den diesem Eck ge-

geniiberliegenden Kanten von () parallel sein, und in der erweiter-
ten Ebene der vollflichigen Gestalt liegen muss. Denn wenn zwei.
Ebenen (die zwei zu vergrossernden Flachen des () von. einer drit-
ten (der Ebene des diesem pyramidalen Eck entsprechenden Haupt-
schnittes) geschnitten werden, und die Durchschnittslinien sind pa-
rallel (bei @O ist der pyramidale Hauptschnitt ein Quadrat, folg-
lich die gegenfiberliegenden Seiten parallel), so miissen auch diese
zwei Ebenen, wenn sie vergrossert werden, in einer Linie sich

1*
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schneiden (der Kante von %), die diesen Durchschnittslinien parallel
ist. Da aber jede Eliche von @ zugleich an drei pyramidalen
Ecken liegt, und jedes pyramidale Eck auch cin Winkelpunct einer
Flache von O ist, so ergibt sich die Richtigkeit des angegebenen
Verfahrens von selbst.

Zeichnung der Fliache des cinkantigen Tetragonal-
Dodekaeders.

§. 6.
Man mache a b (Fig. 4) = Q@' (Fig. 1) = }/ 2, und

beschreibe um die Puncte a und & Kreise mit dem Halb-
messer (K (Fig. 2) = ', 173, so werden sich diese in
den Puncten ¢ und d schneiden; verbindet man nun die
Puncte a und b mit ¢ und d durch gerade Linien, so ist
abcd die verlangte Fliche.

Denn die Flichen von D sind Rhomben, welche senkrecht auf
den prismatischen Axen stehen, und deren lingere Diagonale je
zwei benachbarte pyramidale Ecke verbindet. Es ist somit QQ' =—
ab = }/2 cine dieser lingeren Diagonalen, und da vermoge
Construction AQMQ' ein Quadrat ist, so halbiren sich A3/ und QQ'
gegenseitig.  Halbirt man nun MP (Fig. 2), so dass JM =—
Y/, MP wird, errichtet von dem Puncte J eine Senkrechte, welche
dic ME in K schneidet, und verbindet die Puncte @ und XK durch
die Gerade QK = ac¢ = od = be = bd = Y, 18 (weil
die Dreiecke EPM und KJM &hnlich sind, so ist, da JM = 1/,
rM =% V2, auch KM = Y, EM = Y }/8;. KM aber
= QK wecil EQMP ein Rechteck ist), so gibt diese Linie die Linge
der Kante, die von einem pyramidalen zu einem rhomboedrischen
Eck geht; simmtliche Kanten sind aber gleich, weil die Flichen
Rhomben sind, folglich die Richtigkeit des Verfahrens erwiesen,

Zeichnung der Fliichen eines hexaedrischen 'l‘r'igonal-
Ikositetraeders und seiner Ililften.

§. 7.

Man wihle zwischen den Puncten £ und K (Fig. 2)
der Linie ZM irgend einen Punct L, ziehe von L zu EH
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eine parallele Linie, welche die HM in N schneidet, und
verbinde Q und L durch die Gerade QL. Man mache dann
ab (Fig. 8) = LN, und beschreibe um die Puncte ¢ und
b mit dem Halbmesser QL Kreise, so werden sich diese in
¢ schneiden. Verbindet man nun den Punct ¢ mit ¢ und b
durch gerade Linien, so ist abe¢ die Fliche von An.

Dass der Punct L, d. i. der Endpunct der rhomboedrischen
Axe von An in irgend einem Puncte der Linie EG, d. i. in der
rhomboedrischen Axe von M licgen miisse, wird wokl Niemand
bezweifeln; dass er aber zwischen E und K liegen miisse, erhellt
aus folgender Betrachtung. Riickte L bis E, so wiirde die Kante,
welche von einem rhomboedrischen Eck zu einem pyramidalen geht
180°% mithin verwandelte sich Am in H; rockte aber L bis K,
so wirde die Kante, welche zwei rhomboedrische Ecke verbindet,
180° werden, und aus An wiirde . Auf diese Art lisst sich
zeigen, dass die rhomboedrische Axe kleiner als ]/3 und grosser
als ', 18, oder die prismatische Axe kleiner als V2 und
grosser als '/, 2 sein misse. Folglich muss L zwischen E und
K liegen. Da nun die Flichen von AN *) gleichschenkliche Dreiecke
sind, deren Basis jene Kante ist, welche zwei rhomboedrische Ecke

*) Ich habe absichtlich cine unbestimmte Varietit des hexaedrischen
Trigonal - Ikositetraeders und das ihr cntsprechende hexaedrische Pen-
tagonal - Dodekaeder gezeichnet, um zu zeigen, dass selbst fir ein unbe-
stimmtes m die Linge der rhomboedrischen und prismatischen Axen
keineswegs ganz willkiirlich sei, sondern innerhalb gewisser Grenzen
liege, die. durch die Grenzen der Gestalt selbst bestimmt werden. Dem
zu Folge muss bei den oktaedrischen Trigonal-Ikositetraedern, deren
prismatische Axe constant = '/, /2, der Werth der rhomboedrischen
Axe zwischen '/, /3 und ', /'3 liegen, wihrend bei den zweikantigen
Tetragonal-Ikositetraedern und bei den Tetrakontaoktaedern die Werthe
der rhomboedrischen Axen zwischen 13 und '/, 1/3, jene der prisma-
tischen zwischen /2 und '/, 1/'2 fallen, und bei diesen noch tiberdiess zu
einander in einem bestimmten Verhiltnisse stehen. Man kann daher im
Allgemeinen sagen, dass die Endpuncte der verinderlichen Axen jener Ge-
stalten des tessularischen Systemes, bei denen Varietiten vorkommen kon-
nen, zwischen den Endpuncten der gleichnamigen Axen ihrer Grenzen lie-
gen miissen.

Bei den folgenden Gestalten des tessularischen Systemes werde ich
die Aufgabe fiir bestimmte Varietdten ldsen.
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verbindet, und deren Schenkel jene Kanten bilden, welche von
einem pyramidalen zu einem rhomboedrischen Eck gehen, so ergibt
sich die Richtigkeit des Verfahrens von selbst,

§. 8.

Um die Fliche von % zu finden, ziehe man von dem
Puncte ¢ (Fig. 5) zu ad parallel die Linie de, faille von
¢ das Perpendikel cf, beschreibe um @ (Fig. 1) als Mittel-
punct mit ef als Halbmesser einen Kreis, der die AM in
R schneidet, ziehe QR, und verlingere sie, bis sie die AD
in S schneidet, verlangere auch c¢f, und mache cg = @8,
und ce = ¢d = (;'S; verbindet man nun ¢ mit b, b mit
¢> 9 mit ¢ und a mit d durch gerade Linien, so ist agbed
die gesuchte Fliche.

Weil die charakteristische Kante von “% der Basis der Fliche

von AN parallel ist, so muss de parallel zu ab gezogen werden,
und zwar von dem Puncte ¢ aus, weil dieser Punct in beiden um
ein pyramidales Eck gelegenen und zu vergrossernden Flachen von
An liegt. Dass aber die charakteristische Kante der ab parallel
sein miisse, ergibt sich aus derselben Betrachtung, welche ich an-

wendete, um zu zeigen, dass die Kante von % der gegeniiberlie-

genden von O parallel sei. Denkt man sich ferner eine der cha-
rakteristischen Kanten senkrecht auf die Ebene des Papieres in Q
(Fig. 1), so muss cine andere in der Linie 4D liegen, und das
in der erweiterten Ebene von AR verlingerte Perpendikel ¢f ==
QR in S schneiden. Der Punct § ist also der Winkelpunct des

charakteristischen Winkels der Fliche von —Ai'-' Dieser Durch-

schnittspunct S der Linie QR und AD bestimmt aber auch die
Linge der charakteristischen Kante; denn da jede charakteristische
Kante zwei dreiftichige ungleichwinkliche Ecke verbindet, in S aber
cin solches ist, so muss Q'S =— ce = cd die Hilfte der charak-
teristischen Kante sein. Bedenkt man ferner, dass die rhomboedri-
schen Axen in beiden Gestalten gleich lang sind, dass also die
Puncte @ und b in beiden Gestalten Winkelpuncte bleiben, so wird
man die Richtigkeit des Verfabrens leicht einsehen,



Zeichnung der Fliachen eines oktaedrischen Trigonal-
Ikositetraeders und seiner Halften.

§ 9.

In B1 betrigt die rhomboedrische Axe %;, die pris-
matische Y, von der des H. Macht man daher M7 (Fig. 2)
= 2y MH, zieht TQ, beschreibt um «b (Fig. 6) = Q'
(Fig. 1) mit dem Halbmesser 7'Q Kreise, die sich in ¢
schneiden, und verbindet ¢ mit ¢ und & durch gerade Li-
nien, so ist abc die gesuchte Fliche.

Denn da die Flichen der oktaedrischen Trigonal-Tkositetraeder
gleichschenkliche Dreiecke sind, deren Basis die Endpuncte von zwei
pyramidalen Axen verbindet, so ist QQ' = a b diese Basis, und
da die Schenkel dieser Dreiecke von einem pyramidalen zu einem
rhomboedrischen Eck gehen, so ist 7Q = ac¢ = c¢ b ein Schenkel
derselben, daher @b ¢ die verlangte Fliche.

§. 10.

Um die Fliche von Bz-—‘- zu finden, ziehe man 7.J (Fig. 2)
verlingere dieselbe iiber J, bis sie die ME in T' schneidet,
ziehe ¢ d (Fig. 6) senkrecht auf ab, verlingere sie iiber d,
und mache de = JT'. Verbindet man nun ¢ mit ¢ und
b dulx;ch gerade Linien, so ist acbe die gesuchte Fliche

1
yon =.

Die Flichen der in Rede stehenden Hilfte sind Trapezoide,
die durch eine jhrer Diagonalen in zwei gleichschenkliche Dreiecke
getheilt werden, Der am rhomboedrischen Eck von B 1 liegende
Winkel und die beiden ihn bildenden Kanten gehen ganz unver-
dndert in die Hailfte tber, wihrend a b zu jener Diagonale sich
umwandelt, welche die Fliche von % in zwei gleichschenkliche Drei-
ecke theilt. Man hat also bereits durch die Fliche von B 1 zwei
Seiten und drei Winkelpuncte der Fliche ihrer Hilfte gegeben.
Da T ein rthomboedrisches Eck, und J der Endpunct einer prismatischen
Axe von B 1 ist, so gibt 7J die Hehe seiner Flichen, und ist
daher gleich cd. Bei der Zerlegung verlingert sich aber TJ bis
sie mit der zweiten im selben Hauptschnitt des Hexaeders liegen-
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den rhomboedrischen Axe in 7% zusammentrifft, welcher Punct daher
die Lage des neu entstehenden rhomboedrischen Eckes bezeich-
net. Verlingert man daher ¢d = TJ bis de = JT", folglich
ce = T71", so hat man durch e¢ auch den vierten Winkelpunct
der zu construirenden Fliche gefunden, und braucht folglich nur
die Linien ea und e¢b zu ziehen, um die Aufgabe zu losen,
w. z. b, w.

Zeichnung der Flichen eines zweikantigen Tetra-
gonal-lkositetraeders und seiner Halften.

§. 11,

In €1 betrigt die prismatische Axe %4 }/ 2, die rhom-
boedrische Y, 1/3. — Man mache K'M (Fig. 2) = Y,
EM, MO = %, MP, und ziehe QK' und K'O; ferner
mache man MO (Fig. 1) = 2%, MD, und ziehe QO
Wird nun ab (Fig. 7) = QK' genommen, und werden um
a mit dem Halbmesser Q 0/, und um b mit dem Halbmesser X0
Kreise beschrieben, so schneiden sich diese in ¢ und d.
Verbindet man nun ¢ und d mit ¢ und 5 durch gerade Li-
nien, so ist acd d die gesuchte Fliche.

Denn da K’ der Endpunct der rhomboedrischen Axe ist, so ist
QK' = a b jene Diagonale, welche von einem pyramidalen zu einem
rhomboedrischen Eck geht; da ferner O der Endpunct einer pris-
matischen Axe ist, so ist K'O jene Kante, welche ein rhomboedri-
sches mit einem prismatischen Eck verbindet; und weil endlich OO’
auch ein Endpunct einer prismatischen Axe ist, so ist QO‘ jene
Kante, welche ecin pyramidales mit cinem prismatischen Eck verbin-
det. Da nun vermdge der Construction b¢ = bd = K'O und
ac = ad = Q0', so ist die Richtigkeit des angegebenen Ver-
fahrens erwiesen.

§. 12,

Die Fliche von %—l wird gefunden, indem man cb
(Fig. 7) tiber ¢, und 44 iiber d verlingert, und dann durch a

eine auf ab senkrechte Linie zieht, welche mit den heiden
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verldngerten Seiten ¢4 und db in ¢ und f zusammentrifft;
bef wird die verlangte Fliche sein.

Weil diese Halfte nach dem ersten Zerlegungsverfahren ent-
steht, so bleibt der am rhomboedrischen Eck liegende Winkel un-
verindert, und die ihn bildenden Kanten werden ihre Grosse und
Richtung beibehalten, verlingern sich aber. Die Flichen der Halfte
sind aber gleichschenkliche Dreiecke, und zwar verwandeln sich die
verlingerten Linien ¢® und db in die Schenkel derselben, wihrend
die Diagonale ab zu ihrer Héhe sich umgestaltet. Da nun in jedem
gleichschenklichen Dreieck die Grundlinie mit der Hohe einen rech-
ten Winkel bildet, und a ein Punct dieser Grundlinie ist, ef senk-
recht auf a b steht, und bis zu ihrem Durchschnitt mit den verlin-
gerten ¢ b und d b gezogen wurde, so muss ebjf die verlangte
Fliche sein, w, z, b, w,

Zeichnung der Fliachen eines Tetrakontaoktaeders,
seiner Halften und Viertel.

§. 13.

In T'1 betriigt die prismatische Axe 3/, }/2, die thom-
boedrische Y, }/ 8. — Man mache MV (Fig. 2) = %, MP
=%V2 MU=, MF =, /3 und zieche QU und UV;
ferner mache man MV' (Fig. 1) = %; MB=%,}/2 und
ziehe QV. Wird nun ad (Fig. 8) = (U gezogen, werden
um ¢ mit @V und um & mit UV als Halbmessern Kreise
beschrieben, die sich in ¢ schneiden, und wird endlich ¢
mit ¢ und & durch gerade Linien verbunden, so ist abe
die gesuchte Fliche.

Da die Flichen dieser Gestalt Drciecke sind, und die Win-
kelpuncte derselben durch die benachbarten Endpuncte von drei
verschiedenen Axen angegeben werden, so braucht man nur diese
Endpuncte durch gerade Linien zu verbinden, um die Lénge der
Seiten zu finden, und mit diesen Seiten ein Dreieck zu construiren,
um die Aufgabe zu losen, Nun ist aber QU == ab die von einem
pyramidalen zu einem rhomboedrischen, @V’ == ac die von einem
pyramidalen zu einem prismatischen, und UV == b¢ die von einem
rhomboedrischen zu einem prismatischen Eck gehende Kante; folg-
lich ist abc vermdge der Construction die verlangte Fliche,
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§. 14,

Soll die Fliche von % gezeichnet werden, so verlin-
gere man UV (Fig. 2) iber V, bis sie die MG in U’ schnei-
det. Dann verlingere man & ¢ (Fig. 8) uber ¢, bis bd =
UU', und verbinde d und a durch die gerade Linie ad.
Es wird abd die verlangte Fliche sein.

Bei der Vergrosserung aller Flichen eines Hauptpunctes von
T1 bleibt der am rhomboedrischen Eck liegende Flichenwinkel
und die von einem pyramidalen zu einem rhomboedrischen Eck
gehende Kante ganz unverindert, jene Kante aber, die ein rhom-
boedrisches mit einem prismatischen Eck verbindet, behilt ihre
Grosse und Richtung. Man hat daher durch die Fliche von T 1
bereits fiir jene von T—zl gegeben: die Seite a b, den Winkel bei b,
und die Richtung der zweiten von b ausgehenden Seite. Diese
Seite ist aber kecine andere als UV (Fig. 2), die sich bei der Er-
weiterung der Flichen nothwendiger Weise verlingert, und zwar
so weit, bis sie mit der zweiten im selben Hauptschnitt des Hexae-
ders liegenden rhomboedrischen Axe in U zusammentrifft. UU'
muss folglich dic Linge der von einem stumpferen zu einem schir-
feren rhomboedrischen Eck ziehenden Kante dieser Hilfle angeben.
Macht man daher 6d = Ul”, und verbindet d mit @, so muss abd

die Fliche von F—; sein. Die angegebene Methode ist daher richtig,

§. 15.

Um die Fliche von :r;l- zu zeichnen, verlingere man
UV (Fig. 2) iiber U, und QM iiber Q hinaus, bis sich diese
Linien in X treffen. Man verlingere auch QM (Fig. 1),
und mache MX' = MX (Fig. 2), verbinde X' mit Q'
durch die gerade Linie X'Q‘, und verlingere QV", bis sie
die Q'X' in Z schneidet. Verlingert man nun ac (Fig. 8)
iiber ¢ hinaus, macht ae¢ = QZ, verbindet ¢ mit b durch
die gerade Linie ¢b, beschreibt um a mit dem Halbmesser
Q‘'Z und um b mit dem Halbmesser be¢ Kreise, und ver-
bindet ihren Durchschnittspunct f sowohl mit ¢ als mit &
durch gerade Linien, so ist aebf die gesuchte Fliche.
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Zur grosseren Deutlichkeit der Beweisfiibrung wurde ein Te-
trakontaoktaeder (Fig. 9) gezeichnet. Wenn z. B. an dem rhom-
boedrischen Eck r die mit &, ' und o' bezeichneten Flichen die
zu vergrossernden wiren, so milssen an dem rhomboedrischen Eck
7' die mit B, B’ und B" bezeichneten Flichen vergrossert werden,
weil das zweite Zerlegungsverfahren in Anwendung kommt. Denken
wir uns unterdessen nur die Fliche & vergrossert, so muss diese
die verlingerte pyramidale Axe Q@ in irgend einem Puncte treffen,
und zwar wird die verlingerte Kante rp, welche mit der pyrami-
dalen Axe Q@ in einer Ebene liegt, diese in z schneiden. Das-
selbe gilt auch von der Fliache B, und da @ und 8 gegen QQ
gleiche Lage haben, so muss der Punct X fir beide derselben sein.
Da aber beide Flachen zugleich vergrdssert werden, so werden sie
sich selbst gegenseitig schneiden, und ihr Durchschnitt kann kein
anderer als Q'X sein, weil beide Ebenen die Puncte @' und X ge-
mein haben. Aber auch die Flichen &' und f werden vergrossert,
daher muss die zwischen ihnen liegende Kante sich ebenfalls ver-
lingern, und wird die Q'X, mit welcher sie in einer Ebene liegt,
in irgend einem Puncte p’ schneiden, an dem ein dreikantiges vier-
flichiges Eck zu liegen kommt. Sucht man die analogen Linien
in Fig. 1 und Fig. 2 nach, so wird man leicht einsehen, dass Z
derjenige Punct ist, welcher dem Puncte p’ (Fig. 9) entspricht,
dass mithin QZ die von einem prismatischen zu einem dreikantigen
vierflichigen Eck gehende lingere, ZQ' die eben solche Ecke ver-
bindende kirzere Kante sein muss. Da nun die Puncte a und
(Fig. 8) in der Hailfte dieselben sind, wie an der vollflichigen Ge-
stalt, da ferner die Kante ac ibrer Lage und Grosse nach nicht
gedndert, sondern nur in der Hilfte verlingert wird, so ist, weil
vermbge der Construction ae = QZ, eb = bf, und af = Q'Z
genommen wurde, die Richtigkeit des Verfahrens erwiesen.

§. 16.

Soll die Flache von % gezeichnet werden, so ziehe
man von dem Puncte ¢ (Fig. 8) eine parallele Linie zu ab,
welche die be in g schneidet, mache bk = by, verbinde
a und % durch die gerade Linie ak, beschreibe um a mit
dem Halbmesser ak einen Kreis, der die verlingerte cg in
¢ trifft, und vereinige endlich ¢ mit ¢ durch die gerade Li-
nie a4, 8o ist ghbgi die gesuchte Fliche,
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Das dritte Zerlegungsverfabren verlangt, dass abwechselnde Fli-
chen am Hauptpuncte und die zu ihnen parallelen am Nebenpuncte
vergrossert werden. Ist also v ein solcher Hauptpunct, und werden
an ihm die Flichen f, 8 und B* vergrossert, so miissen am Ne-
benpuncte r die Flichen «, &' und &' verschwinden, wihrend die
zwischen ihnen liegenden und mit , p' und 9 bezeichneten zu
vergrossern sind. Hiedurch gelangen stets zwei an einem und dem-
selben prismatischen Eck abwechselnd gelegene Flichen zum Durchschnitt,
z. B. 8’ und p, und die Durchschnittslinie derselben wird durch dieses
prismatische Eck, als einen ihnen gemeinschaftlichen Punct gehen,
und wird parallel mit den diesem Eck gegeniiberliegenden die pyra-
midalen mit dem rhomboedrischen Ecken vereinigenden Kanten sein,
d. i. mit Q' und Q'r, weil diese zu einander parallel sind. Da
nun ¢ {Fig., 8) der am prismatischen Eck gelegene Winkelpunct,
und ab die ihm gegeniiberliegende Seite ist, so muss die durch ¢
mit ab parallel gezogene c¢g die Richtung der Durchschnittslinie
von zwei an demselben prismatischen Eck gelegenen und zu ver-
grossernden Flichen angeben. Da ferner in dieser Hilfte dieselben
Flachen B, B’ und f‘' vergréssert werden, die auch in 12—! ent-
halten sind, so ist es klar, dass die von 7' auslaufenden Kanten
auch in beiden Gestalten dieselbe Lage und Grosse haben missen; sie
sind folglich, weil ' = b, durch b e und 3/ ihrer Richtung nach ge-
geben. Die cgy schneidet aber die be in g, daher b¢g die Linge
der von einem rhomboedrischen Eck ausgehenden Kante, und da
alle von einem rbomboedrischen Eck ausgehenden Kanten einander
gleich sein miissen, so wurde bk == bg gemacht, Dadurch wird aber
auch h, das ist das ungleichwinkliche drejflichige Eck bestimmt, daher
ah die von einem pyramidalen zu einem ungleichwinklichen dreiffichigen
Eck gehende Kante, denn der Punct @ wird durch die Zerlegung
nicht geindert. Aber auch die von einem pyramidalen Eck aus-
gehenden Kanten missen gleich sein, daher wurde ai — ah ge-
macht, und mithin das Verfahren richtig.

T 1 . .
Wollte man die Fliche von lT—z— zeichnen, wenn die gefun-
dene die von l'TTl sein solite, so diirfte man nur den Punct ¢

auf die andere Seite der abd legen, das ibrige Verfahren wire
ganz dasselbe.

§. 17,

Um die Fliche von TT' zu construiren, verlingere man

in ahbgi (Fig. 8) bk iiber &, und bg iiber g hinaus, ziehe ¢4,
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lege durch a eine mit ¢ 4 parallele Linie, welche die verlén-
gerte bk in %k schneidet, und mache 6! = bk, und am =
ak. Werden nun endlich ! und m durch gerade Linien mit
d verbunden, so ist b kmd! die gesuchte Fliche.

Weil % nach dem ersten Verfahren zerlegt wird, so wer-

den die am rhomboedrischen Eck b gelegenen Kanten ihrer Lage
und Grosse nach nicht gedndert, sondern nur verlingert; desshalb
wurden bk und bg iiber 2 und g hinaus verlingert. Durch dieses
Verfahren kommen aber am pyramidalen Eck a abwechselnde Fla-
chen zum Durchschnitt, welche eine Kante erzeugen miissen, die
durch @ als einen ihnen gemeinschaftlichen Punct geht, und zwar
ist dieselbe nach dem in §. 5 Gesagten parallel mit ¢k, einer Hilfs-
linie, welche die Stelle der am Oktaeder dem oberen pyramidalen
Eck gegeniiberliegenden Kante zu vertreten hat. Aus diesem Grunde
wurde 7% und durch ¢ damit eine parallele Linie gezogen. Bei
der Vergrosserung der Flichen trifft jedoch die obere der vom
rhomboedrischen Eck b ausgehenden Kanten mit der am pyramidalen
Eck a sich neu bildenden in einem ungleichwinklichen dreiflichigen
Eck zusammen, daher braucht man nur die genannten Linien zu
verlingern, und ibr Durchschnittspunct wird den an diesem Eck ge-
legenen Winkelpunct der zu construirenden Fliche geben, welcher
in der Zeichnung mit % beschrieben wurde. Nun liegt aber an
jedem Endpunct der durch a gehenden Kante ein solches Eck, und
zwar sind beide gleich weit von a entfernt, daher wurde am = ak
genommen. Das erste Zerlegungsverfahren gibt wie bekannt den
dadurch entstehenden Gestalten die Hauptform des Tetraeders, und
mithin sind die Theile der rhomboedrischen Axe vom Mittelpunet
aus gemessen ungleich, Das Verhiltniss dieser Theile ist aber an
% dasselbe wie bei T—’;, weil dieselben drei Flichen, welche hier
das schirfere rhomboedrische Eck bilden, unter jenen sechs Flichen
vorkommen, die das schirfere rhomboedrische Eck in T—zl zusam-
mensetzen, folglich muss d der an einem schirferen rhomboedrischen
Eck gelegene Winkelpunct der Flache von ’—l;—l sein. Da somit auch

dieser finfte Winkelpunct d gefunden ist, so braucht man ihn nur
mit den zwei benachbarten ! und m zu verbinden, um die Auf-

gabe zu vollenden. Die Richtigkeit des Verfahrens ist folglich
erwiesen.

War die Hilfte l'T%", so wird das Viertel l"l% sein, und
umgekehrt; daher leicht einzusehen, dass bald die Fliche wvon



14

rthi’ bald die von IT‘;l zu Grunde gelegt werden miisse, je

nachdem die Aufgabe es verlangt *).

*) Da man aus je zwei analogen Hilften des Tetrakontaoktaeders
dieselben vier Viertel erhilt, so ist es gleichgaltig fur die Zeichnung der
Flichen der Viertel, welche Hilftenart hiezu beniitzt wird; man konnte
auch die Fliche des Viertels unmittelbar aus jener des Tetrakontaoktae-
ders erhalten. Ich habe die Fliche der nach dem dritten Zerlegungsver-
fahren entstandenen Hilfte beniitzt, weil bei ihr am leichtesten die Lage
jener Kante aufgefunden werden kann, die zwei dreiflichige ungleichwink-
liche Ecke verbindet, worauf es hauptsichlich ankommt.



Zweites Hauptstiick.

Zeichnung der Flichen der Gestalten des rhomboedrischen
Systemes.

Allgemeine Bemerkungen.

5. 18.

Unter der Voraussetzung, dass die Lénge der Seite
der horizontalen Projection bekannt ist, und als Einheit
angenommen wird, braucht man zur Zeichnung der Fliche
von R, d.i. des Grundrhomboeders einer gewissen Krystall-
reihe nur Ein Datum, wéhrend fir irgend ein R==n oder
P-tmn, auch noch das m, fiir irgend ein (P ==n)™ das n
und m, so wie fiir Hilften und Doppelgestalten die diesen
zu Grunde liegende einfache vollflichige Gestalt bekannt,
somit mehrere Daten gegeben sein miissen *).

*) Es kann sich hier nicht darum handeln, iiberhaupt die Flache
irgend eines Rhomboeders oder einer gleichkanligen sechsseitigen Pyramide
oder eines Orthotypes u. s. w. zu zeichnen, denn fiir diesen Fall wire je-
der Rhombus die Flache eines Rhomboeders, jedes gleichschenkliche Drei-
eck, dessen Winkel am Scheitel klejner als 60°, die Fliche einer gleich-
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Vorbereitende Constructionen.

§. 19.

Sowie im tessularischen System gewisse Schnitte am
Hexaeder zur Zeichnung der Flichen der daraus abgeleite-
ten Gestalten erforderlich waren, so bedarf man auch im
rhomboedrischen System zweier Schnitte, welche die Grund-
lage zur Zeichnung aller in einer rhomboedrischen Krystall-
reihe moglichen einfachen Gestalten bilden, nimlich die
horizontale Projection und denjenigen Hauptschnitt des Grund-
rhomboeders, in welchem die rhomboedrische Axe liegt.

Erstere wird erhalten, indem man mit HO (Fig. 10)
das regulire Sechseck HORZNT beschreibt, Der Haupt-
schnitt des Grundrhomboeders aber wird auf folgende Art
gefunden, Man ziehe eine verticale Linie 4X (Fig. 11)
so lang als die Axe von R, theile sie in drei gleiche Theile,
go dass AP = PQ = QX = Y, AX, errichte von P und
Q) senkrecht auf AX die Linien PC und QB = HO
(Fig. 10) = 1, und verbinde endlich B und € mit 4 und
X durch gerade Linien. ABXC wird der verlangte
Hauptschnitt sein.

Beziiglich der horizontalen Projection darf nur erinnert werden,

dass diesclbe dasjenige regulire Sechseck ist, dessen Seiten als Ein-
heit angenommen werden. Hinsichtlich der Construction des Haupt-

kantigen sechsseitigen Pyramide, jedes spitzwinkliche ungleichseitige Drei-
eck die Fliche cines Orthotypes u. s. w.; sondern es soll fir durch ihre
Abmessungen bestimmte Gestalten die Aufgabe gelost werden.

Die Daten, welche durch unmitteibare Messungen an Krystallen am
sichersten erhalten werden konnen, beschrinken sich auf die Grossen der
Kanten, jedoch sind diese Daten nicht wunmittelbar zur Zeichnung der
Flichen anwendbar, fiir welche die Langen gewisser Linien bequemer sind,
und daher entweder gegeben sein, oder durch Rechnung aus den Resulta-
ten der Messungen erst gefunden werden miissen. Diese Bemerkung hat
natiirlich nicht nur fir das rhomboedrische, sondern auch fir alle folgen-
den Systeme zu gelten.
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schnittes aber wird bemerkt, dass derselbe ein Rhomboid ist,
dessen eine Diagonale die bei aufrechter Stellung der Gestalt verti-
cale rhomboedrische Axe bildet. Zieht man also eine verticale
Linie AX von der Linge der Axe des Grundrhomboeders, so
sind durch die Endpuncte derselben 4 und X zwei Winkelpuncte
des zn suchenden Hauptschnittes nun schon gegeben. Es ist fer-
ner bekannt , dass dieses Rhomboid von zwei parallclen Axen-
kanten und den sie verbindenden geneigten Diagonalen gebil-
det wird. Da an jedem Rhomboeder dic Axc durch zwei auf sie
senkrechte Ebenen, wovon die eine durch die drei obern, die andere
durch die drei untern Ecken hindurchgeht, in drei gleiche Theile
getheilt wird, und da der Durchschnitt dieser Ebencn mit dem Rhom-
boeder die Figur eines gleichseitigen Dreieckes erhilt, weil er durch
drei horizontale folglich gleich lange Diagonalen desselben gefiihrt
wird, so sind die Winkelpuncte dieser Dreiecke zugleich auch Win-
kelpuncte der horizontalen Projection, denn sie sind obere und un-
tere Ecken von R, und es ist jede aus diesen Winkelpuncten zur
Axe gezogene Linie gleich der Seite der horizontalen Projection.
Macht man daher AP = PQ — QX =— ‘/3 AX, so miissen durch
P und Q die zwei obbemerkten auf AX senkrechten Ebenen gehen;
errichtet man ferner in diesen beiden Puncten die senkrechten Linien
PC = QB = HO, so ist B ein unteres und C ein oberes Seitencck
des Rhomboeders, und es werden folglich durch sie die beiden an-
deren Winkelpuncte des zu suchenden Rhomboid gegeben sein.
Verbindet man also B und C mit 4 und X durch gerade Linien,
so werden AC = XB die Axenkanten, 4B — X( die geneigten
Diagonalen, und ABXC der Hauptschnitt von R sein, w. z. b. w.

Zeichnung der Flichen von Rhomboedern und ihrer
Grenzen.

§. 20.

Uin die Fliche von R zu finden, mache man o (Fig. 12,
= AB (Fig. 11), und beschreibe mit dem Halbmesser AC
um ¢ und b Kreise, die sich in ¢ und d schneiden. Ver-
bindet man nun die letztgenannten Puncte mit a und & durch
gerade Linien, so wird abcd die verlangte Iliche sein.

Soll aber die Flache von R=tn gefunden werden, so nehme
man das Doppelte, Vierfache ... oder die Hilfte, das Vier-

tel ... der Axe von R, je nachdem das n es verlangt,
Aichhorn’s Flachenzeichnung. 2
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construire damit und mit der als Einheit angenommenen
Seite der horizontalen Projection nach §. 19 den Haupt-
schnitt des gegebenen R==n, und bilde dann aus ihm die
zu zeichnende Fliche genau so, wie aus dem Hauptschnitt
von R dessen Fliche erzeugt wurde.

Da die in Rede stehenden Flichen Rhomben sind, und da zur
Zeichnung eines bestimmten Rhombus die Kenntniss der Linge einer
Diagonale und einer Seite hinreicht, so ist, weil ab = AB, und
ac=ad = bc=bd = AC die Richtigkeit des Verfahrens fur R,
und somit auch fir R==m crwiesen, nur hat man sich in Bezug
auf letztere zu crinnern, dass bei gleicher horizontaler Projection
die relative Linge der Kanten nund Diagonalen von der Grésse der
Hauptaxe abhingt.

§. 21

Die Fliche von R — 00 ist cin regulires Sechseck gleich
der horizontalen Projection Z/IORZNT (Fig. 10); jene von
R 4 0o aber ein Rechteck von beliebiger Hohe, dessen
Grundlinie gleich der Seite des Querschnittes von R,
der zugleich die Grundflichen von einem begrenzten Theil die-
ses Prismas *) bildet, und der gefunden wird, wenn man in

*) Prismen im krystallographischen Sinne des Wortes lassen sich nie
vollstindig darstellen, es ist nur moglich Stiicke von ihnen zu modelliren
oder zu zeichnen.. Sie werden daher hier und in den folgenden Paragra-
phen, wo von ihnen dic Rede ist, im mathematischen Sinne des Wortes
genommen, d. h, mit eciner sogenannten Grundfliche versehen gedacht.
Unter dieser Voraussetzung erscheinen alle verticalen und schiefen Pris-
men vom krystallographischen Siandpuncte beurtheilt als Combinationen
ciner Gestalt von unendlich grosser Hauptaxe (den Seitenflichen) mit einer
Grundgestalt von unendlich kleiner Ilauptaxe (den Grundflichen des ma-
thematischen Prismas). Dic Figur der Grundfliche hingt natiirlich von
der Anzahl, der Beschaffenheit und von der Neigung der Scitenflichen ge-
gen cinander ab, sowie im Hohlmodelle die Grésse der Kantenwinkel des
Prismas durch die cbenen Winkel der Grundfliche fixirt wird; daher
warde bei verticalen oder schiefen Prismen auch die Zeichnung der
Flache der Grundgestalt von umendlich kleiner Axe beigefiigt, womit
dassclbe combinirt ist,



L
HORZNT (Fig. 10) die Seiten in G, G ... halbirt, und die
Halbirungspuncte durch gerade Linien verbindet.

Den Beweis liefert die Ableitung und zum Theil schon die auf-
merksame Betrachtung eines Rhomboeders, die entnehmen lisst, dass
der Querschnitt das in die horizontale Projection eines Rhomboeders
eingeschriebene Sechseck ist, um dessen Seiten sich die Flichen
des Rhomboeders bei dem Wachsen der Hauptaxe drehen.

Zeichnung der Flichen von gleichkantigen sechssei-
tigen Pyramiden, ihrer Grenzen und Hilften.

§. 22.

Um die Flichen einer bestimmten gleichkantigen sechs-
seitigen Pyramide zu finden, construire man ein gleich-
schenkliches Dreieck, dessen Grundlinie gleich ist der Seite
der horizontalen Projection, und dessen Schenkel gleich sind
der Axenkante desjéenigen Rhomboeders, aus dem sie ent-
standen ist, und es wird dieses Dreieck die verlangte
Fliche sein. — Gesetzt es sollte die Fliche von P gezeich-
net werden; man mache obiger Regel gemiss ab (Fig. 13)
= HO (Fig. 10), beschreibe mit dem Halbmesser 4 C(Fig. 11)
um a und & Kreise, die sich in ¢ schneiden, und verbinde
¢ mit ¢ und » durch gerade Linien, so gibt das entstehende
Dreieck ab¢ die Fliche von P.

Denn die Flachen der gleichkantigen sechsseitigen Pyramiden
sind gleichschenkliche Dreiecke, deren Grundlinien die Kanten an
der Basis bilden, die, weil sie horizontal liegen, zugleich die hori-
zontale Projection derselben sind. Nun wird aber bei allen Gestalten
des rhomboedrischen Systemes die Seite der horizontalen Projection
als Einheit angenommen , und ist daher auch in der Zeichnung for
alle gleich gross zu nehmen. Die Ableitung lehrt ferner, dass unter
dieser Voraussetzung jede gleichkantige sechsseitige Pyramide mit
ihrem respectiven Grundrhomboeder Lage und Linge der Axenkante
gemein hat; die angegebene Methode der Zeichnung ist daher rich-
tig, und desshalb musste fir die Fliche von P’ ab = HO und ac
= b¢ = AC genommen werden,

2*
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§. 23.

Die Flache von P - co ist ein Rechteck von beliebiger
Héhe , dessen Grundlinie gleich ist der Seite der horizon-
talen Projection HO (Fig. 10), und die horizontale Pro-
jection selbst bildet die Grundfliche eines begrenzten Stiickes
von diesem Prisma.

Folgt unmittelbar aus der Ableitung.

§. 24.

Um die Fliche von L% oder |5 zu finden, verlingere
man in HORZNT (Fig. 10).die abwechselnden Seiten OR,
HT, NZ, bis sie sich in den Puncten @, 8 und p schnei-
den; man verlangere dann ab (Fig. 13) zu beiden Seiten
gleichweit, bis de = a8, und verbinde ¢ mit d und e, so
ist ¢cde die gesuchte Fliche.

Die Fliche von X% ist ein Rechteck von beliebiger
)

Hohe, dessen Grundlinie gleich « 3, und fir ein Mittelstiick
dieses Prismas gibt o 8y die Grundfiiche.

Da diese Halfte entsteht, indem die abwechselnden Flichen
an der obern Spitze von I® und dic gegen sie geneigten an der
untern vergrossert werden, so bleibt ab = OR als eine Kante, die
zwei zu vergrossernden Flachen angehort, hinsichtlich ihrer Lage
und Grdsse unverindert, wird jedoch, indem die Flichen sich er-
weitern, selbst verlingert, Diess gilt auch von den beiden anderen
Kanten an der Basis, namlich von HT und NZ. Dass diese Kanten
hinreichend verlingert sich durchschoeiden werden, dass ihre Durch-
schnittspuncte @, $ und ¢ zugleich die Winkelpuncte eines gleich-
seitigen Dreieckes (der Basis dieser Hailfte) sind, dass 3 0 = Rea
= aZ ... mithin auch ¢ zu beiden Seiten gleichweit verlingert
werden musste, folgt daraus, weil sie die abwechselnden Seiten
eines regelmissigen Sechseckes sind. Da nun die Axenkanten die-
ser Halfte die Winkelpuncte der Basis mit dem Endpunct der
Hauptaxe verbinden, der unverindert bleibt (daher auch ¢ unvei-
indert), so miissen cd und ce die Axenkanten, und folglich cde

die gesuchte Flache sein. Hiedurch ist auch die Richtigkeit der

Angabe fur P’;N bewiesen.
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§. 25.

Um die Fliche von :ig oder % l—; zu erhalten, ziehe man
von a (Fig. 13) parallel zu ce eine Linie, welche die ¢d
in f schneidet, und von b parallel zu ¢d eine zweite Linie,
die mit ce in g, und mit der verlingerten fa in A zusam-
mentrifft. ¢fhg ist die gesuchte Fliche.

Auch um diese Hilfte zu erhalten, werden drei abwechselnde
Flichen an der obern Spitze von PP vergrossert, folglich miissen die

durch den gegenseitigen Durchschnitt der zu vergrossernden Flichen
entsiechenden Axcnkanten dieselbe Lage und Grosse haben, wie bei
';zl—) oder :—;, und ihre Richtung wird daher durch die Linien cd
und ce angedeutet. An der unteren Spitze hingegen werden die
zu den oberen parallelen Flichen vergrossert; durch dieses Verfah-
ren gelangt jede Fliche der einen Spitze mit zwei Flichen der an-
deren in einer Kante zum Durchschnitt, welche durch je einen
Winkelpunct der Basis von I®, als einen ihnen gemeinschaftlichen
Punct hindurchgeht. Die Flichen dieser Halften sind aber Rhom-
ben; da nun von diesen zwei Seiten, nimlich die beiden Axenkan-
ten der Lage und Richtung nach nebst den von -ihnen eingeschlosse-
nen Winkel durch ¢d und ce gegeben, und von den beiden ande-
ren Seiten je ein Punct, nimlich ¢ und & bekannt sind, so braucht
man nur durch ¢ eine parallele Linie zu ce, und durch % eine
solche zu ¢d zu ziehen, um den Rhombus zu vollenden. Die Rich-
tigkeit des Verfahrens ist daher gerechtfertiget.

Zeichunung der Flachen von ungleichkantigen sechs-
seitigen Pyramiden, ihrer Grenzen und Hélften.

§. 26.

Die Fliche einer bestimmten ungleichkantigen sechssei-
tigen Pyramide wird auf folgende Art gefunden: Man zeichne
den Hauptschnitt desjenigen Rhomboeders , aus dem die
ungleichkantige sechsseitige Pyramide abgeleitet wurde, ver-
lingere die darin liegende rhomboedrische Axe beiderseits
so weit, als die Ableitungszahl m es verlangt, verbinde
den oberen und unteren Endpunct der verlingerten Axc
mit einem Seiteneck im Hauptschnitte des Rhomboeders
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durch gerade Linien, und beschreibe mit dicsen beiden Ver-
bindungslinien und mit der Seitenkante des Rhomboeders,
aus dem die Pyramide entstanden, ein Dreieck, so ist die
Aufgabe gelost. — Fiir den speciellen Fall, dass die Fliche
der ungleichkantigen sechsseitigen Pyramide (P)? zu zeich-
nen wire, muss daher, weil n=0, der Hauptschnitt von
R gezeichnet werden. Gesetzt es sei ABXC (Fig. 11) die-
ser Hauptschnitt. Da 4.X dic rhomboedrische Axe dessel-
ben und im gegebenen Falle m=2 ist, so verlingere man
ferner AX beiderseits dergestalt, dass A'X'=2AX wird,
was man erreicht, wenn man AA'=MA, und XX' =MX
macht, verbinde A’ und X' mit B durch gerade Linien,
und beschreibe mit «b (Fig. 14) = AC, ac=DBA', und
¢b=BX' das Dreieck abc, so wird dieses die Fliche von
(P)? sein.

Der Hauptschnitt desjenigen Rhomboeders, aus dem die un-
gleichkantige sechsseitige Pyramide abgeleitet wurde, ist erforderlich,
weil jede ungleichkantige sechsseitige Pyramide mit ibrem Rhom-
boeder die Linge und Lage der Seitenkanten und die Seitenecken
gemein bhat, Nun sind aber am Rhomboeder Axen- und Seiten-
kanten gleichlang, folglich wird durch die kiirzere Seite des Haupt-
schnittes vom Rhomboeder auch die Linge der Seitenkante der dar-
aus abgeleiteten ungleichkantigen sechsseitigen Pyramide gegeben,
somit ist bereits eine von den Seiten der zu construirenden Fliche
bekannt. (Desshalb wurde im speciellen Falle ab =4 C genom-
men.) Da ferner im Hauptschnitt des Rhomboeders auch die rhom-
boedrische Axe desselben liegt, welche zu Folge der Ableitungs-
methode der ungleichkantigen sechsscitigen Pyramiden sich beider-
seits gleichmissig verlingert, so braucht man nur diese rhomboedri-
sche Axe wirklich der Ableitungszahl M gemiss zu verlingern, um
den oberen und unteren Endpunct der Pyramidenaxe zu erhalten.
(Daher wurde im speciellen Falle, wo m = 2, A'X' = 24X ge-
macht.) Da endlich an jeder ungleichkantigen sechsseitigen Pyra-
mide zweierlei Axenkanten vorkommen, von denen die stumpferen
die unteren Seitenecken mit der oberen Spitze, oder die oberen
Scitenecken mit der unteren Spitze verbinden, wihrend die schirfe-
ren die oberen Seitenecken mit der oberen Spitze, oder die unteren
mit der unteren Spitze vereinigen, so braucht man nur das cine
der im Hauptschnitte des Rhomboeders gegebenen Seitenecken, —
die wie schon frither bemerkt auch die Seitenecken der daraus ab-
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geleiteten ungleichkantigen sechsseitigen Pyramide sind, — mit dem
oberen und unteren Endpunct der verlingerten rhomboedrischen
Axe zu verbinden, um die Linge dieser zwei verschicdenen Axen-
kanten zu erhalten. Man weiss also auf diese Art alle drei Seiten
des zu zcichnenden Dreieckes, und kann daher mit ihnen die Fliche
ciner gegebenen ungleichkantigen sechsseitigen Pyramide construiren,
w, z. b. w. (Aus diesen Griinden wurde im specicllen Falle B’
und BX' gezogen, und mit AC, BA‘ und BX' das Dreieck abc
(Fig. 14) d. i. die Flache von (P)* gebildet.)

§. 27,

Die Fliche von (P -o0o0)™ ist ein Rechteck von belie-
biger Hohe, dessen Grundlinie gleich einer Seite des Quer-
schnittes derjenigen Reihe der ungleichkantigen sechsseitigen
Pyramiden, zu der es gehort, und dieser Querschnitt bildet
auch die Grundflichen eines begrenzten Stiickes von
(P4o00)". Um diesen Querschnitt z. B. fiir (P)2 zu finden,
verfahre man auf folgende Art: Man zeichne zucrst die
horizontale Projection dieser Pyramide HORZNT (Fig. 15)
gleich jener des Rhomb ;eders, aus dem  sie entstanden ist,
‘halbire die Seiten derselben in @, G .. und ziehe die Dia-
gonalen HZ, ON und RZT. Dann verlingere man MD
(Fig. 11) iiber M, bis sie dic 4‘B in F schneidet, iiber-
trage die Linge der Linie FM auf die Diagonalen der hori-
zontalen Projection, so dass FM (Fig. 18) = FM (Fig. 11),
und verbinde nun die benachbarten Puncte ¥ und & durch
gerade Linien, so ist das entstehende ungleichwinklige aber
gleichseitige Zwolfeck der Querschnitt von (Py?, und FG
eine Seite desselben.

Warum™ die Grundlinie des zu zcichnenden Rechteckes der
Querschnittsseite derjenigen Reihe von ungleichkantigen sechsseitigen
Pyramiden gleich sein miisse, zu der das Prisma gehort, folgt einfach
daraus, weil alle nach einerlei 1N abgeleitete ungleichkantige sechsseitige
Pyramiden gleichen Querschnitt haben, und weil eben nur solche
Pyramiden Glieder einer und derselben Reihe bilden. Was nun die
Auffindung des Querschnittes von (P*)? betrifft, so wird die Rich-
tigkeit der Methode aus folgender Betrachtung einlenchtend. Der
Querschnitt jeder ungleichkantigen sechsseitigen Pyramide ist wie
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bekannt cin gleichseitiges aber abwechsclnd ungleichwinkliches Zwblf-
cck, in welchem sich je zwei benachbarte ungleichlange Diagonalen
unter Winkeln von 30° schnciden. Dass aber durch die Kenntniss
der Linge dieser Diagonalen die Figur des Querschnittes selbst be-
stimmt ist, unterliegt keinem Zweifel. Die Linge der einen Art
dieser Diagonalen ist jedoch fir alle ungleichkantigen sechsseitigen
Pyramiden von gleicher horizontaler Projection eine constante Grosse,
weil unter dicser Voraussetzung die vom Halbirungspunct der Sei-
tenkanten zum Mittelpunct der Gestalt gezogenen Linien GM, GM ...
in allen diesen Pyramiden gleich lang sind. Die Puncte G, G...
des Querschnittes sind  also  constant und durch die Halbirungs-
puncte der projicirten Scitenkanten gegeben. Die zwischen zwei
Linien G'M liegenden Diagenalen sind aber, wie die Ablecitung lehrt,
variable Grossen, hingen von I ab, werden desto linger, je grosser
m wird, und umgckehrt; sie gchen durch die stumpfen Axenkanten
der ungleichkantigen sechsseitigen Pyramiden und liegen in der
Ebcoe des Hauptschnittes derselben.  Zicht man daher von A7
(Fig. 11) senkrecht auf die rhomboedrische Axe eine Linie, und
verlingert man diesclbe, bis sic die A‘B in I7 schneidet, so muss MF
diese Diagonale fiir (P)® scin. Da nun FM (Fig. 15) = FM (Fig. 11)
gemacht wurde, und die MG sich damit wirklich unter Winkeln
von 309 schneidet, so sind die Puncte I, F, ... dic zweiten Win-
kelpuncte des Querschnittes von (I?)% und man braucht daher nur
dic Puncte I7 und G zu verbinden, um die Secite des fraglichen
Querschnittes oder durch Vereinigung aller zwolf Puncte den Quer-
schnitt selbst zu erbalten,

§. 28.

Um die Fliche von ;(lzl oder ;";,—)2 zu finden, verlin-
gere man im Querschnitte FGFG . ... (Fig. 18) jede vierte
Seite, bis sich dieselben gegenseitig in den Puncten «,
und p schnéiden, tibertrage BF (Fig. 11) auf ac (Fig. 14)
von @ aus, so dass BF = af, halbire ab in g, ziehe fg,
verlangere dieselbe nach beiden Seiten, mache fe= F
und gd= G, ziehe ¢ ¢ und ¢d, und lege endlich durch
a eine zu ¢ d, und durch b eine zu ce parallele Linie, von
denen die erstere die ce in %, die letztere aber die ¢d in ¢
und die a % in k schneidet. Der auf diese Art entstehende
Rhombus ¢ 2 £ ¢ wird die gesuchte Flache sein.
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Dem Zerlegungsverfahren zu Folge sind drei abwechselnde
Flichen an einer Spitze zu vergrossern; da nun im Querschnitte
je zwel in einem Punct F sich schneidende Linien zu Flichen der
oberen Spitze gehioren, die nichsten zwei zu solchen der unteren
Spitze u. s. w., so begreift es sich von selbst, dass durch Verlinge-
rung jeder vierten Seite des Querschnittes wirklich die zu abwech-
selnden Flichen einer und derselben Spitze gehorigen Seiten erwei-
tert werden. Die Durchschnittspuncte derselben ¢, § und ¢ be-
stimmen aber in Verbindung mit dem Endpunct der rhomboedrischen
Axe a die Richtung der Axenkanten dieser Hilfte, da alle drei zu
vergrossernden Flachen diesen Punct @, und je zwei derselben einen
der Puncte &, 3 oder ¥ gemein haben. Weil nun die Identitit
der Linie de (Fig. 14) mit @ 3 (Fig. 15) aus der Art ihres Eni-
stehens hervorgeht, so muss durch ¢d und ce die Richtung der
Axenkante dieser fraglichen Halfte angedeutet werden. Das Zerle-
gungsverfahren verlangt aber ferner, es sollen an der untern Spitze
die zu den oberen parallelen Flichen vergrossert werden, daher sind
@ und b Puncte, die zugleich einer oberen und einer unteren zu
vergrossernden Fliche angehoren, und folglich muss durch sie eine
Scitenkante der Hilfte hindurchgehen. Da nun die Flichen dieser
Hilften Rhomben sind, folglich dic Seitenkanten gleich und parallel
mit den Axcnkanten haben, so ist die Richtigkeit des Verfahrens
bewiesen.

§. 29.

Um die Fliche von r(%)ﬂ oder IQ;—)2 zu finden, verlingere
man ab (Fig. 14) iiber & hinaus, bis sie die cd in ! schnei-
det, dann iiber a, bis am = bl wird. Macht man nun
¢n=c¢l, und verbindet m und n durch die gerade Linie
mn, so ist ¢Imn die verlangte Fliche.

Weil auch diese Hilften entstehen, indem drei abwechselnde
Flichen an einer Spitze vergrossert werden, so wird durch ¢d und
ce eben so gut die Richtung ihrer Axenkanten angedeutet, wie in
den nach dem fritheren Zerlegungsverfahren entstandenen. Das Zer-
legungsverfahren fordert aber ferner, dass an der andern Spitze die
gegen sie geneigten Flichen vergrossert werden sollen, folglich bleibt
ab als eine Kante, die zweien zu vergrossernden Flichen angehort,
hinsichtlich ihrer Lage und Grésse unverindert, muss sich aber ver-
lingern. Verlingert man sie daher wirklich tiber » hinaus, bis sie
die ¢d in ! schneidet, so gibt ¢/ nicht nur die Linge der Axep-
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kante dieser Halfte , sondern &/ zeigt zugleich an, wie weit ab
iitber ¢ hinaus verlingert werden miisse; denn der Punct ¢ ist fir
cine an der unteren Spitze von (P)? gelegene Fliche das, was b
far dic Fliche abc¢ ist (wenn ndmlich dic Fliche adc¢ zur oberen
Spitze gehort) und umgekehrt. Das ibrige Verfahren findet seine
Rechtfertigung in der Beschaflenheit der Flichen dieser Hilften,
welche Trapezoide sind, in denen jene Seiten, welche die Axenkan-
ten bilden, gleich sind.

. |»y2 » l) 2
War c¢lmn die Fliche von l'(lz), so findet man dic ven l(_z)'s

wenn man den Punct & auf dic eutgegengesetzte Scite der ca ver.

®):
2

legt, im Uebrigen aber ganz so wie bei 1t verfibrt.

Zeichnung der Flachen von Rhomboedern, gleich-
und ungleichkantigen sechsseitigen Pyramiden der
Nebenrcihen.

§. 30.

Um dic Fliche von %Rin auffinden zu konnen, muss
entweder + und n, oder diejenige ungleichkantige sechs-
seitige Pyramide bekannt sein, woraus dieses Glied der
Nebenreihe abgeleitet wurde. Fiir den ersten Fall zeichne
man zuerst die Axe von R==n, verkiirze oder verlingere
sie, wie 4 es verlangt, und verfahre dann mit der so gefun-
denen Axe dieses Gliedes einer Nebenreihe wie §§. 19 und 20
lehrten. Im zweiten Falle betrachte man diejenige Axenkante
der ungleichkantigen sechsseitigen Pyramide, in welcher dieses
Glied der Nebenreihe erscheint, als gencigte Diagonale, die
Seite des in die horizontale Projection eingeschriebenen re-
guliren Dreieckes aber als horiz ntale Diagonale der zu
construirenden Fliche, und bilde aus dicsen beiden Linien
den Regeln der Geometrie gemiiss einen Rhombus, der die
verlangte Fliche sein wird.

Um die Flichen von4 P —tn oder (§-P==n;™ zu fin-
den, ist zuerst die Axe und der Hauptschnitt von (-R=n)
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darzustellen, dann aber nach den in §§. 22 und 26 ange-
gebenen Regeln zu verfahren.

Die Richtigkeit der erstcn Mcthode zur Auffindung der Fliche von
—;— R =2=n ergibt sich aus der Bedeutung des Coefficienten von selbst,
und es ist daher auch in Bezug auf die Flichen von% P=Xn und
(—P"“ll)'“ keine weitere Bemerkung nothwendig.

Die zweite Mecthode ist dadurch gerechifertigt, dass sich, wie
die Ableitung lehrt, entweder die stumpfere (bei paralleler Stellung)
oder die schirfere Axenkante (bei verwendeter Stellung) der un-
gleichkantigen sechsseitigen Pyramide in die gencigte Diagonale von

iR—'-n verwandelt, und dass bei allen Rhomboedern die geneigte

Dxagonale eine constante Grosse, nimlich gleich VS ist (wenn
HO=1, ist HR=1/3), sobald die Gestalten gleiche horizontale
Projection haben. Man kennt also auf diese Art die zwei Diago-
nalen des zu zeichnenden Rhombus, und kann ihn folglich con-
struiren, w. z. b. w.

Zeichnung der Flachen der Dirhomboeder und ihrer
Halften.

§. 31

Um die Flidche eines Dirhomboeders zu erhalten zeichne
man nach §. 20 die Fliche desjenigen Rhomboeders, aus
dem das Dirhomboeder entstanden ist, ziehe darin die Seite
des Querschnittes, und verbinde die Endpuncte derselben
mit dem am rhomboedrischen Eck liegenden Winkelpunct
der Rhomboederfliche. — Fiir den speciellen Fall, dass
die Fliche von 2 (R) gefunden werden sollte, halbire man
daher ¢b und db (Fig. 12), verbinde die Halbirungspuncte
Jf und g sowohl untereinander als auch mit a durch gerade
Linien, und afg wird die verlangte Fliche sein.

Die Richtigkeit des angegebenen Verfahrens ergibt sich daraus,
weil zu Folge der Entstehungsart der Dirhomboeder der Querschnitt
der darin enthaltenen Rhomboeder zur Basis der Dirhomboeder wird,
ihre Axenkanten aber von den Winkelpuncten der Basis zu den bei-

den Spitzen verlaufen, und die rhomboedrische Hauptaxe ihre Linge
nicht #ndert.
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§. 32

Soll die Fliache von ';”2% oder }2—% gezeichnet werden,
so verlingere man ac¢, ad und fg (Fig. 12), bis sie sich in
m und = schneiden, und es ist amn die Fliche dieser Hilfte.

Um aber die Fliche von R;N zu erhalten, verlingere
man die abwechselnden Seiten GG (Fig. 10), bis sie sich
in pve schneiden. Ein beliebig hohes Rechteck iiber der
Grundlinie pv errichtet, ist die verlangte Fliche, und das
gleichseitige Dreieck pve wird die Grundfliche eines Mit-

telstiickes von diesem Prisma sein.

Indem abwechselnde Ilichen der einen Spitze vergrossert wer-
den, gelangen solche zum Durchschnitt, die einem und demselben
Rhomboeder angehoren, daher in den urspriinglichen Axenkanten
desselben sich schneiden missen, und folglich ist durch ¢c und ad
die Richtung der Axenkanten dieser Hilflte gegeben. An der an-
deren Spitze aber sind hiezu geneigte Fliachen zu vergrossern, d. i
Flichen, die dem zwciten Rhomboeder angchéren. Letztere schnei-
den sich aber mit jenen des ersteren in den-Kanten an der Basis des
Dirhomboeders, die also in der Hilfte ibre urspriingliche Richtung
teibebalten. Man kennt daher die Richtung aller drei Seiten des
zu zeichnenden Dreieckes, und braucht folglich diese Seiten nur bis
zu ihrem gegenseitigen Durchschnitt zu verlingern, um die Aufgabe

zu losen. Hinsichtlich der Flichen von R;N wird nur bemerkt,

dass GG (Fig. 10) = fg (Fig. 12), und daher auch pv = mn
sein miisse.

Zeichnung der Flichen der Dipyramiden und ihrer
Halften.

§. 33.

Man zeichne zuerst die Fliche der zu Grunde geleg-
ten ungleichkantigen sechsseitigen Pyramide, es sei z. B.
n = 0und m = 2, daher 2((P+n)™ = 2((P)?), so
wird abe (IFig. 16) diese Fliche sein, ziehe in ihr die Seite
des Querschnittes f¢, und verbinde ¢ und g durch die ge-
rade Linie ¢g, so ist ¢fg die gesuchte Flache.
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Denn die stumpfere Axenkante von ()% wird zu Folge der
Eutstehungsart der Dipyramiden zur schirferen Axenkante von 2 ((IP)2),
bleibt also ihrer Lage und Grosse nach unverdndert, nur wird sie
verkiirzt. Die Kante an der Basis von 2 ((I?)%) aber ist gleich
einer Seite des Querschnittes von ()2, weil die Basis jeder Di-
pyramide gleich ist dem Querschnitt derjenigen ungleichkantigen
sechsseitigen Pyramide, aus der sie entstanden ist. Man braucht
also nur in der Fliche von (P)2 d. i. abc (Fig. 16), die Scite
des Querschnittes /g zu ziehen, um die Kante an der Basis der
Dipyramide zu erhalten, und es folgt dann von selbst, dass die Ver-
bindungslinie der Puncte ¢ und g die stumpfere Axenkante der in
Rede stehenden Dipyramide, somit c¢fg¢ die verlangte Fliche sein
muss, w. z. b. w.

§. 34

. e 2 (P2 1 2Py
Um die Flichen von :S;ﬂ oder l—%—) zu finden, ver-

lingere man die abwechselnden Seiten des Querschnittes
der zu Grunde gelegten ungleichkantigen sechsseitigen Py-
ramide F'7, FG ... (Fig. 18), bis sie sich gegenseitig in den
Puncten ¢, ... schneiden, und verlingereauch fg (Fig. 16)
zu beiden Seiten iiber f und g. Macht mannun fm (Fig.16)
= F¢ (Fig. 15) und gn = G'¢, so dass mn = e ¢ wird,
und verbindet die Punkte m und » mit ¢ durch gerade Li-
nien, so ist cmn die gesuchte Fliche.

Die Flache von m'{—“’)z ist ein Rechteck von beliebiger
Héhe iiber der Grundlinie ¢, und fiir ein Mittelstiick die-
ses Prismas gibt ec¢... die Grundfliche.

Denn da abwechselnde Flichen der oberen, und die ihnen pa-
rallelen an der unteren Spitze vergrossert werden, so ist fg, d.i
eine Kante an der Basis von 2 ((P) %), auch eine eben solche Kante
dieser Halfte, und wird mithin weder der Lage noch der Grosse,
sondern nur der Linge nach geindert. Verlingert man daher die-
jenigen Beiten des Querschnittes, die den zu vergréssernden Flichen
entsprechen , bis sie sich gegenseitig schneiden, so gibt die Entfer-
nung von zwei unmittelbar auf einander folgenden Durchschniits-
puncten , nimlich der Puncte & &... die Linge einer Kante an der
Basis dieser Hailften. Da nun vermoge Construction mn = £¢&, und
da ferner die Winkelpuncte der Basis mit dem Endpunct der Axe
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durch gerade Linien verbunden die Axenkanten geben, so ist das
Verfabren gerechtfertiget.

In Bezug anf &';—N)E wird nur bemerkt, dass dieses Prisma
aus den gleichkantigen sechsseitigen Pyramiden #hnlichen Hilften der
Dipyramiden entsteht, wenn deren Iauptaxe unendlich gross wird,

folglich muss &¢& cine Querschnittsseite dessclben sein.

§. 35.

Um die Fliche von r —2—(%” oder 1 (w zu finden, be-
zeichne man den Durchschnittspunct der Linien ab und ¢n
(Fig. 16) mit o, schneide von ¢m ecin Stiick ¢p = ¢ o ab,
ziche p f, und verlingere sie, bis sie die a b in r schncidet;
corp wird die gesuchte Fliche sein.

Denn weil wieder abwechselnde Flichen der oberen Spitze ver-
grossert werden miissen, so geben ¢m und c¢n die Richtung der
Axenkanten fir diese Hilfte ebenso, wie fir die vorausgehenden.
An der entgegengesetzten Spitze sind aber die geneigten Fliclen zu
vergrossern ; es kommen daher Flichen zum Durchschnitt, die zu
einem und demselben ()% gehoren, und diese miissen sich also
gegenseitig in den urspringlichen Scitenkanten von (P)? schneiden,
und es wird daher durch @b die Richtung einer dieser Seitenkanten
gegeben sein, Die Linie a b schneidet aber die ¢n, durch welche
die Richtung der Axenkante angezeigt wird, in o. Dem zu Folge
muss co die Linge der Axenkante dieser Hilfte sein, und weil die
Axenkanten gleich lang sind, so musste ¢p = co gemacht werden.
Nun kommt aber an der in Rede stehenden Hilfte noch eine zweite
Art von Seitenkanten vor, denn jede Fliche der einen Spitze schuei-
det sich ja mit zwei Flichen der anderen. Weil nun die erste Art
der Seitenkanten durch den Punkt g gegangen ist, so muss noth-
wendig die zweite Art durch den Punct f gehen, und da p der
untere Endpunct der dem f zunichst gelegenen Axenkante der obe-
ren Spitze ist, so muss p f die Richtung dieser zweiten Seitenkante
sein, die daher nur bLis zu ihrem Darchschnitte mit a b, d.i. bis 7
verlingert zu werden braucht, um den vierten Winkelpunet dieser
Fliche, und somit die gesuchte Flache sclbst zu geben, w. z. b. w.
Gehort die gefundene TFliche zu 1t 2((:;) 2), so erbalt man die

dem lﬂ;’—)i)- entsprechende durch Ucbertragung des Punctes & auf

die entgegengesctzte Seite der Linie ac.

—_———



Drittes IMauptstiick.

Zeichnung der Flichen der Gestalten des pyramidalen
Systemes.

Allgemeine Bemerkungen.

§. 36.

Als Einheit dient die Linge der Kante an der Basis
der gleichkantigen vierseitigen Pyramiden. Ist diese gege-
ben, so wird zur Auffindung der Flache von P, d. i. der
Grundgestalt einer bestimmten Krystallreihe noch Ein Datum
erforderlich, wéhrend fiir irgend ein P %=n auch n, und fur
(P=£n)™ nebst n auch m bekannt sein muss. Die Auffin-
dung von Flichen der Hilften bestimmter vollflichiger Ge-
stalten setzt letztere als bekannt voraus *). '

*) Siehe Anmerkung zu §. 18.
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Vorbereitende Constructionen.

§. 37.

Man verzeichne mit B B'(Fig.17) =1 das Quadrat
BB'BB', ziehe die beiden Diagonalen BB = B'B', und
ferner durch M, d. i. den Mittelpunct dieses Quadrates die
Linien CC = C'C' parallel zu B'B= BB'= ..... Fer-
ner ziche man zwei verticale Linien 4.X (Fig. 18 u. Fig. 19)
gleich der Hauptaxe von P, halbire dieselben in M, lege
durch M horizontale Linien, mache in diesen die Stiicke
MB (Fig. 18) = MB = MB' (Fig. 17), und die Stiicke
MC (Fig. 19) = MC= MC' (Fig. 17); endlich- verbinde
man die Puncte B und C mit 4 und X durch gerade Li-
nien, und erzeuge auf diese Art die beiden Rhomben
ABXB und ACXC. Es wird BB'BB' die Basis von P,
BB = B'B' die lingere prismatische, CC = C'(' die
kiirzere prismatische Nebenaxe, .4 X die pyramidale Haupt-
axe, ABXB der Hauptschnitt, ACXC ein mit dem
letzteren einen Winkel von 459 bildender Schnitt, AB = BX
eine Axenkante, B'B — BB’ eine Kante an der Basis, und
endlich AC das Perpendikel auf der Fliche von P sein.
Die drei Schnitte BB‘BB‘, ABXB und ACXC bilden
die Grundlage zur Auffindung der Flichen simmtlicher Ge-
stalten einer bestimmten pyramidalen Krystallreihe.

Da an jeder gleichkantigen vierseitigen Pyramide die Basis ein
Quadrat ist, und die Diagonalen dieses Quadrates zugleich die linge-
ren prismatischen Nebenaxen bilden, von denen die Axenkanten zu
den beiden Spitzen ziehen, da ferner die kiirzeren prismatischen
Nebenaxen die Mittelpuncte der gegeniiberliegenden Seitenkanten
verbinden, und von diesen Mittelpuncten zu den Spitzen der Py-
ramide die Perpendikel ihrer Flichen verlaufen, und da endlich die
Hauptaxe senkrecht auf der Basis steht, die gleichen Nebenaxen
sich unter 90°, die ungleichen unter 45° oder 135° schneiden, folglich
auch die durch sie und die Hauptaxe gelegten Ebenen denselben Nei-
gungswinkel zu einander haben, so ist, weil BB' =1 und 4X als
Hauptaxe von P angenommen wurde, die Construction der drei
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Schnitte, und daher auch die angegebene Bedeutung der Linien far
dieses P richtig.

Zeichnung der Flichen von gleichkantigen vierseiti-
gen Pyramiden, ihrer Grenzen und Halften.

§. 38.

Die Fliache von P wird erhalten, indem man a b (Fig. 20)
= BB' (Fig. 17) macht, um die Puncte ¢ und b mit dem
Halbmesser AB (Fig. 18) Kreise beschreibt, und den
Durchschnittspunkt ¢ derselben mit ¢ und 6 durch gerade
Linien verbindet.

Soll die Fliche von P == n gezeichnet werden, so ver-
lingere oder verkiirze man die Axe von P nach den je-
weiligen Zeichen und Werth von n, und construire mit der
so gefundenen Hauptaxe dieser abgeleiteten Pyramide nach
§. 37 ihren Hauptschnitt; auf diese Art findet man die
Lénge ihrer Axenkante. Das weitere Verfahren stimmt mit
dem fiir P angegebenen iiberein.

Die Flichen der gleichkantigen vierseitigen Pyramiden sind
gleichschenkliche Dreiecke , deren Grundlinie von der Kante an der
Basis, die Schenkel aber von den Axenkanten gebildet werden.
Weil nun fir P ¢« = BB’ und ac=0bc=A4B gemacht wurde,
so ist abc wirklich die Fliche von P, und folglich die Methode
fir die Grundgestalt und fir alle unmittelbar daraus abgeleiteten
gleichkantigen vierseitigen Pyramiden richtig. Dass fiir letztere zu-
erst die Linge ihrer Hauptaxe gefunden ~werden miisse, ist klar,
denn man wire sonst nicht im Stande, ihren Hauptschnitt zu con-
struircn , und folglich ihre Axenkante zu finden. In welchem Ver-
haltniss aber die Hauptaxe von PP==m zu jener von P steht, ist
aus dem Werth und Zeichen von M ersichtlich , und da die Ablei-
tung lehrt, dass die Axen von zwel unmittelbar aufeinander folgen-
den Gliedern in dieser Reihe sich verhalten wie 1:)/2, d. i. wie
die Seite eines Quadrates zur Diagonale desselben, so unterliegt die
Verlingerung oder Verkiirzung der Axe von P, um daraus jene
von P-n zu finden, keiner Schwierigkeit, sondern kann durch
eine hochst einfache und allgemein bekannte Construction, nimlich
jener eines oder mehrerer Quadrate bewerkstelliget werden.

Aichhorn’s Flichenzeichnung. 3



Die Fliche von P—o0 ist die Basis der Grundgestalt,
nimlich BB'BB‘ (Fig. 17), welche auch die Grundflichen
eines Mittelstiickes von P -+ oo bildet, wihrend die Seiten-
flichen dieses Prismas beliebig hohe Rechtecke sind, deren
Grundlinic gleich BB

Den Beweis liefert unmittelbar die Ableitung.

§. 40.

Um die Fliche von —J:;l zu finden, ziehe man von
den Winkelpuncten der Fliche von P, nimlich von a, 5 und ¢
(Fig. 20) zu den gegeniiberliegenden Seiten parallele Linien,
und verlingere sie, bis sie sich gegenseitig in den Puncten
d, e und f schneiden; d ¢f wird die gesuchte Fliche sein.

Den Beweis fiir die Richtigkeit des Verfahrens sehe man in
§. 5 nach,

Zeichnung der Flichen von ungleichkantigen acht-
seitigen Pyramiden, ihrer Grenzen und Hilften.

§. 41.

Gesetzt es sei n=o0 und m=235, daher die ungleich-
kantige achtseitige Pyramide, deren Flichen gezeichnet
werden sollen (P)5. Man verlingere AX (Fig. 18) beider-
seits iiber M dergestalt, dass MA' =5 MA, und MX' =
b MX, daher 4’X'=15 AX wird, und verbinde A’ mit B
durch die gerade Linie 4‘B. Dann iibertrage man A'X’
Fig. 18 auf Fig. 19, verlingere AC und MC tber C, mache
CD = AC, und ziehe A'D , welche die verlingerte MC in
S schneidet. Ferner verlingere man auch MC (Fig. 17), bis
MS (Fig. 17) = MS (Fig. 19) wird, und ziehe SB, SB'....
Macht man nun ab (Fig. 21) = SB, beschreibt um a mit
dem Halbmesser A‘B, und um b mit dem Halbmesser A‘S
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Kreise, die sich in ¢ schneiden, und verbindet ¢ mit ¢ und
b durch gerade Linien, so ist abe die gesuchte Fliche.

A'X' musste =35 AX gemacht werden, weil M =5 ist. Die
Bedeutung der verschiedenen Linien in den beiden verticalen Schnit-
ten von P (Fig. 18 und Fig. 19) ist aus §. 37 bekannt. Da B
der Endpunct einer langeren prismatischen Axe von P ist, und
diese durch die Ableitung nicht geindert wird, so muss A'B die
stumpfere Axenkante von (P)5 sein, denn es wurde m>1-]/2
angenommen, Der Ableitung zu Folge miissen die Flichen von P
in Rhomben verwandelt werden, wenn daraus eine ungleichkantige
achtseitige Pyramide entstehen soll; dadurch wird AC die Hilfte
der geneigten Diagonale eines solchen Rhombus, und es muss mit-
hin (D= AC gemacht werden, um die ganze geneigte Diagonale
AD zu finden. Die von D nach A’ gezogene Linie A'D schneidet
die in der erweiterten Ebene der Basis von P liegende MC in S;
mithin wird A'S die scharfere Axenkante, und die von S (Fig.17)
nath B oder B’ gezogene Linie SB, SB'... die Kante an der Basis von
(P)% sein. Um aber diese letztere zu finden, war es nothwendig, den
Punct § in Fig. 17 zu bestimmen. Aus diesem Grunde wurde MC
(Fig. 17) verlingert, und MS eben so gross wie in Fig. 19 ge-

macht. Die Richtigkeit des iibrigen Verfahrens folgt aus der Con-
struction.

§. 42.

Die Flache von (P +-00)® ist ein beliebig hohes Recht-
eck, und ‘die Grundlinie desselben ist gleich BS (Fig. 17).
Fiir ein Mittelstiick dieses Prismas gibt die Basis von (P)%,
d. i, das gleichseitige aber abwechselnd ungleich winkliche
Achteck BSB'S‘. ... (Fig. 17) die Grundfliche.

Folgt unmittelbar aus der Ableitung.

§ 43.
Die Flachen von ;‘-l;)—’ oder%d;—)’ werden gefunden, indem

man zuerst (Fig. 17) die abwechselnden Seiten der Basis
von (P)® bis zu ihrem gegenseitigen Durchschnitt in den
Puncten EE'. . verlingert. Macht man nun de (Fig. 21) =
EE', indem man ab iiber a bis d (so dass da=EB) und
iiber b bis ¢ (so dass be=S'E") verlingert, und verbindet
d und e mit ¢, so ist ede die gesuchte Flache,

3*



Die Fliche von (E";;Y)-’ ist ein Rechteck von beliebiger
Hohe, dessen Grundlinie gleich EE' und: die Grundflichen
eines Mittelstiickes von diesem Prisma sind durch EE'EE
gegeben,

Beweis wie in §. 24.
§. 44.

Um die Fliche von rf'.’T)‘ oder 1 (12): zu finden, verlin-
gere man (Fig. 17) die noch iibrigen vier Seiten der Basis
von (P)3, bis sic sich in den Puncten I} I".. schneiden, und
zieche MF, welche die B'S in (¢ schneidet. Dann mache
man A'X’ (Fig. 22) = A'X" (Fig. 18), errichte vom Mittel-
punct M aus eine Senkrechte, iibertrage MF und MG aut
dieselbe, ziehe A‘F und X'G, und verlingere letztere, bis
sie die A'F in H schneidet. Macht man nun (Fig. 21)
em=cn="A'H, zieht am und bn, und verlingert sie, bis
sie sich in % schneiden, so ist cm/n die gesuchte Fliche.

Man kann sich diese Hilfte dadurch entstanden denken, dass
der untere Theil von —-(i)— mit dem oberen von ilg zum Durch -

schnitte kommt, Ist daher EE'EE' die Basis der ersteren, so muss
FF'FF' die Basis der letzteren Gestalt sein, deren Diagonale FI'
die EE’', d. i die verlingerte B'S in dem Puncte G schneidet.
Uebertrdgt man nun MF und MG auf A‘X’' (Fig. 22) und zieht

A'F und X'G', so stellt ersterc die Richtung der Axenkante des

>
oberen Theiles von :—(;—)5,

schnittslinie des Hauptschnittes eben genannter Gestalt mit einer Fliche

des unteren Theiles von ,_(_) vor, Wird nun diese Fliche erwei-

letztere hingegen ein Stack der Durcli-

tert, so wird sie die A’1< in irgend einem Puncte schneiden. Die-
ser Durchschnittspunct muss aber in der verlingerten X'G' liegen;
denn diese Fliche hat mit der Ebene des Hauptschnittes von iﬂ’_)_‘
nur die Linie X'’ gemein. Verlingert man daher X'G, bis sie die
A'F in H schneidet, so ist H dieser Durchschnittspunct, und A4'//
daher die Linge der Axenkante der zu construirenden Fliche. Dic
Richtung der Axenkanten aber ist in I' oder 1 &L dieselbe wie bei
:'_— oder :(:)5' sic wird also durch c¢d uud ce (Flg. 21) angedeu-
tet. Macht man daher ¢m und en=A'H, so sind diese zwei Li-
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nien die Axenkanten. Da ferner die Seitenkanten von den der
Spitze entgegengesetzten Endpuncten der Axenkanten auslaufen, und
durch die benachbarten Winkelpuncte der Basis von (IPP)® hindurch-
gehen , erstere aber durch m und n, letztere durch @ und b gege-
ben sind, so braucht man nur die geraden Linien am und b2 zu
ziehen, und dieselben bis zu ihrem gegenseitigen Durchschnittspunct
h zu verlingern, um die Seitenkanten m% und n% zu finden. Mit-
hin ¢mhn die verlangte Flache.

Wie die Fliche von 1 (—[;i erhalten wird, wenn die gefundene

r %f sein sollte, ist aus.§. 29 ersichtlich,

§. 45.

Um die Fliche von -+ oder — L;’f zu erhalten, ver-
lingere man ¢) (Fig. 21) iiber b und m ki iiber %, bis sie
sich in » schneiden, ferner auch SB' und SB (Fig. 17)
bis zu ihrem Durchschnitte in U, und endlich «5 (Fig. 21)
itber ¢; dann mache man aw = BU, ziehe u¢, und ver-
lingere mr bis sie mit ue in ¢ zusammentrifft. Das so ent-
stehende Dreieck ¢7¢ wird die verlangte Fliche sein.

Man bekommt obige Hilften der ungleichkantigen achtseitigen
Pyramiden durch Vergrosscrung der abwechselnden in den schirfe-
ren Axenkanten sich schoeidenden Paare von Flichen der einen
Spitze und der gegen sie geneigten der anderen. KEs bleibt somit
von (PP)® die schirfere Axenkante ¢b ihrer Gréosse und Lage nach
unverdndert, nur verlingert sie sich. Dasselbe ist auch der Fall
mit mh; denn weil a derjenige Winkelpunct der Fliche von P)*
ist, der an einem stumpferen Eck der Basis liegt, an welchem also
cinc Fliche der oberen mit ciner der unteren Spitze. sich schneidet,
so kann dic hier entstehende Kante keine andere sein, als die,

3 .
welche auch am gleichen Punct in I oder 1 (—I;L vorkommt, die

man also entweder schon kennt, oder nach § 44 finden kann. Man
braucht daher nur ¢b und mhk zu verlingern, bis sic sich in r
schneiden, und es wird cr die Linge der urspriinglich schirf:ren
Kante von (P)® in dicser Hilfte angeben, crm aber einer der
VWinkel des zu zeichnenden Dreicckes sein. Jede zu erweiternde
Fliche schneidet sich aber auch mit ciner Fli:he des anderen Paa-
res derselben Spitze; verlangert man nun SB’ und SB bis U, so
wird eine von U zur Spitze gezogene Linie die Lage der neuen
Kante angeben. Da nun au (Fig. 21) =BU (Fig. 17) gemacht
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wurde , und ¢ der an der Spitze liegende Winkelpunet ist, der bei
der Zerlegung unveriindert bleibt, so muss cu die Lage der dritten
Seite des fraglichen Dreieckes bezeichnen. Man hat folglich alle
drei Seiten ihrer Richtung nach gegeben, und braucht also nur mr

bis zu jhrem Durchechnitt mit cu zu verlingern, um die Flichen
2y 3
von + oder — Lz)’ zu erhalten, Die Richtigkeit des angegebe-

nen Verfahrens ist somit gerechtfertiget.

Zeichnung der Flichen von gleichkantigen vierseiti-
gen und ungleichkantigen achtseitigen Pyramiden aus
Nebenreihen.

§. 46.

Wenn die Fliche von 3 P Zn gefunden werden soll,
so miissen enlweder 7 und n gegcben sein, oder es muss
die ungleichkantige achtseitige Pyramide, aus welcher die-
ses Glied der Nebenreithe abgeleitet wurde, und ob es sich
in paralleler oder diagonaler Stellung befindet, bekannt
sein, Im ersten Falle sucht man die Hauptaxe derjenigen
gleichkantigen vierseitigen Pyramide, vor welcher der Coeffi-
cient steht, und verkiirzt oder verlingert sie, je nach
der Beschaffenheit des Coefficienten. Mit der so aufgefun-
denen Hauptaxe dieses Gliedes der Nebenreihe verfahre
man aber ganz nach der in § 38 gegebenen Anleitung.
Im zweiten Falle hingegen beschreibe man mit derjeni-
gen Axenkante der ungleichkantigen achtseitigen Pyramide,
in welcher die Fliche der vierseitigen als beriihrende Ebene
liegt, und mit jener Diagonale der Basis, die zu dieser Axen-
kante gehdrt, ein gleichschenkliches Dreieck dergestalt, dass
die in Rede stehende Axenkante das Perpendikel, hingegen
jene Diagonale die Grundlinie dieses Dreieckes bildet, und
verkleinere dasselbe so weit, bis seine Grundlinie gleich
BB (Fig. 17) =1 wird, wo dann die so entstandene Fliche
genau diesem Gliede der Nebenreihe bei gleicher Basis mit
der Grundgestalt entsprechen wird.
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Um die Fliche von (zP=n)"™ zu finden, hat man
zuerst die Axe von P ==n nach obiger Angabe zu zeich-
nen, dann aber dasselbe Verfahren einzuschlagen, welches
in §§ 37 und 41 gelehrt wurde.

Dass die fir den ersten Fall angegebene Methode zur Auffin.
dung der Fliche von :—Pi. n und daher auch jener von (:— Ptn)™
richtig ist, folgt aus der Bedeutung der Coefficienien.

Far den zweiten Fall lehrt die Ableitung, dass sich die Axen-
kante der ungleichkantigen achtseitigen Pyramide in das Perpendikel
der Fliche der in ihr als beriihrende Ebene liegenden gleichkantigen
vierseitigen' Pyramide verwandelt, und dass die Kante an der Basis
dieser neu entstehenden Pyramide entweder den lingeren oder kiir-
zeren prismatischen Axen der ungleichkantigen achtseitigen Pyramide
gleich ist, je nachdem die beriihrenden Ebenen in der schirferen
oder stumpferen Axenkante liegen. Warum aber die Verkleinerung
der Flichen vorgenommen werden muss, ergibt sich aus §. 36. Die
Richtigkeit des Verfahrens ist somit bewiesen.



Viertes Hauptstick.

Zeichnung der Flichen von Gestalten ans jenen Systemen,
deren Grundgestalt eine ungleichkantige vierseitige Pyra-
mide ist.

Allgemeine Bemerkungen.
§ 47

Es st gleichgiltig, welche Linie der Basis einer hie-
her gehorigen Grundgestalt als Kinheit angenommen wird,
nur muss die einmal fiic einen bestimmten Fall gewihlte
beibehalten werden. Die Anzahl der zur Zeichnung der
Flichen von P erforderlichen Stiicke hidngt von der grisse-
ren oder geringeren Unregelmissigkeit ab, die in einem ge-
wissen dieser Systeme herrscht, und wiichst mit derselben.
Es miissen ausser der als Kinheit angenommenen Grosse im
orthotypen Systeme zwei, im hemiorthotypen drei, im he-
mianorthotypen vier, und im anorthotypen fiinf Stiitke ge-
geben sein, um die Aufgabe 16sen zu kénnen.

Fir wie immer geartete abgeleitete Gestalten wird nebst

der Grundgestalt auch noch n und m als bekannt voraus.
gesetzt,



3|

Da die Basis der Grundgestalien in diesen Systemen entweder
ein Rhombus oder ein Rhomboid ist, also stets ein uanregelmassiges
Viereck, so kann sie nie durch eine ihrer Linien allein bestimmt wer-
den, sondern es sind zwei oder drei erforderlich, und da keine der-
selben einen besonderen Vortheil gewihrt, so ist ihre Wahl freige.
stellt, Dass aber die Basis die Einheit liefern miisse, folgt aus der
Bedeuntung von I in krystallographischen Zeichen.

Beziiglich der Menge der erforderlichen Daten halte ich nicht
fur tberflissig, Nachstehendes zu bemerken. Es sei AX (Fig, 23)
die Hauptaxe cines Anorthotypes, BB’ die lingere, CC' die kirzere
Diagonale desselben, AP das Perpendikel, PM das Mass der Ab-
weichung far beide, PP’ jenes fir die langere, PP das far die
kiirzere Diagonale, 4B, AC, . ... die Axeokanten, BC, CB',..
die Seitenkanten desselben. Wie bekannt sind simmtliche Schnitte
am Anorthotype Rhomboiden. Zur Keantniss eines derselben z, B.
der Basis BCB'C’ sind drei beliebige Stiicke erforderlich; wird damit
vorschriftsméssig ein Rhomboid construirt, so finden sich alle noch
iibrigen Winkel, Seiten und Diagonalen von selbst. Man gelangt
aber hicdurch auch zur Kenntniss einer Grosse in den Hauptschnitten
ABXB' und ACXC', Denn der Hauptschnitt ABXB’ hat mit BCB'C'
die Diagonale BB’ gemein, man braucht folglich zu seiner Bestim-
mung nur mehr zwei neue Stiicke, und kann ibn construiren, sobald
diese gegeben sind, kommt aber durch diese Construction gleichzei-
tig zur Kenntniss einer Grosse von ACXC", da beide Schnitte die AX
gemein haben, Da nun fiir den lctzten der genannten Schuitte ein
Datam durch BCB'C’, nimlich CC’, das andere AX durch ABXB'
‘bereits gegeben sind, so wird nur mehr ein neues fiir die Construction
desselben erforderlich, Die Nothwendigkeit von sechs Daten fir das
“Anorthotyp ist folglich erwiesen. Stellt man sich nun vor, dass in
der Basis der gezeichneten Gestalt BB' senkrecht auf CC' stehe,
dass also BCB'C’ ein Rhombus wird, so kann sie ein Hemianortho-
typ vorstellen, und die Basis eines solchen, d. i. ein Rhombus, for-
dert nur zwei Daten zu sciner Bestimmung, wéhrend fiir die beiden
anderen Hauptschnitte dasselbe gilt, was fur sie beim Anorthotyp
gesagt wurde. Man braucht also fir das IHemianorthotyp nur finf
‘bekannte Grossen. Gelt man noch einen Schritt weiter, und nimmt
man an, es sei auch 4CX(’ ¢in Rhombus, daher die Gestalt ein
Iemiorthotyp, so sind beide fiir ihn nothwendige Grossen in BCB'C
und ABXB' enthalten, es reduzirt sich daher die Anzahl der fiir
ein Hemiorthotyp erforderlichen Daten auf vier. Wird endlich auch
ABXB' cin Rhombus und somit die Gestalt ein Orthotyp , so be-
darf man fir die Basis zwei, far beide Hauptschnitte aber nur ein
Datum, und reicht folglich im Ganzen mit drei bekannten Grossen sus,
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zeichnen, beschreibe man mit AM, AF und MF‘ das Drei-
eck AMR(Fig. 31), verlingere M beiderseits, und schneide
MB'=MB— 'y, BB' ab, verlingere auch AM iber M, so
dass MX=AM=", AX, und vollende den Hauptschnitt
durch die Verbindung der Puncte A, B, X und B. Um
endlich denletzten Hauptschnitt zu erbalten, d.i. ACXC,
zeichne man vorliufig aus den oben gefundenen Linien 4P
und PP" als Katheten das rechtwinkliche Dreieck API“
(Fig. 32), und verwende dann dessen Hypothenuse 4 P mit
AM und MP¥ zur Construction des Dreieckes AM P (Fig.
33), wodurch man den Winkel erhilt, unter dem sich AX
und CC' schneiden. Das Rhomboid ACXC' wird hierauf
nach dem oben fiir den zweiten Hauptschnitt gegebencn
Verfahen vollendet.

Die Basis cines Hemianorthotypes ist wie bekannt ein Rhom-
bus, und da dessen Diagonalen BB’ und CC' gegeben sind, so ist
seine Construction keinen weiteren Schwierigkeiten unterworfen. Die
zwei anderen Hauptschnitte aber sind Rhomboide, zu deren Con-
struction ausser den zwei gegebenen Diagonalen derselben, noch
der von ibnen eingeschlossene Winkel erforderlich ist. Stellt (Fig.
23) cin Hemianorthotyp vor, so sieht man leicht ein, dass der
Winkel AAMB* fir den cinen, der Winkel AMC' fiir den andern
Hauptschnitt es sei, der gefunden werden muss. Der cine dieser
Winkel liegt aber in dem Dreieck AMP’, der andere in AMIP",
mithin kann man sie finden, sobald man im Stande ist diesc Drei-
ecke zu construiren. Diess wird moglich sein, sobald es gelingt,
AP far das erste oder AP fiur das zweite dieser Dreiecke zu er-
halten, da in jedem die beiden anderen Sciten gegeben sind. Hie-
zu bendthigt man vor Allem das Parallelogramm MP'PP', dessen
Seiten gegeben sind, und die sich unter rechten Winkeln schnei-
den, um hiedurch MP zu finden, und mit dieser und der halben
Hauptaxe das rechtwinkliche Dreieck AMP construiren zu konnen.
Da sich auf diese Weise AP findet, so kénnen auch die rechtwinkli-
chen Dreiecke APP’ und APP” gezeichnet werden (weil AP nun
bekannt , PP'= MP'" und PP" = MP' gegeben, und diese Linien
die Katheten derselben sind)., Das Lrgcbniss dieser Zeichnung ist
die Auffindung ihrer Hypothenusen /AP und AP, Man hat nun
fir die Dreiecke AMP* und AMP" alle drei Seiten, kann sie folg-
lich construiren, findet auf diese Art die Winkel, welche 4X mit
BB’ und CC' bildet, und hat daher fiir beide Rhomboiden die
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Diagonalen und den von ihnen eingeschlossenen Winkel. Das wei-
tere Verfahren bedarf keines Beweises.

Anorthotypes System. Unter der Voraussetzung,
dass dieselben Grossen wie beim Hemianorthotype, und da-
zu auch noch die Schiefe der Diagonalen gegeben wiren,
construire man zuerst mit MP und MPF" einen Winkel
PMF" (Fig. 34) gleich der bekannten Schiefe der Diago-
nalen, bilde daraus das Parallelogramm MF'PP’, und ziehe
MP. Dann verfahre man genau so, wie oben fiir das Hemi-
anorthotyp gelehrt wurde.

Da bei jedem Anorthotyp die Basis ein Rhomboid ist, so wird
ausser der Linge der Diagonalen zur Construction desselben noch
eine dritte Grosse erforderlich, d.i. im gegebenen Falle die Schiefe
der Diagonalen. Durch Zeichnung des Parallelogrammes MP'PP
ist man aber nicht nur in der Lage die Basis selbst construiren zu
konnen (deon die MP’ und MP" geben ja den Winkel, unter wel-
chen die beiden Diagonalen sich schneiden, und brauchen folglich
beiderseits nur gehorig verlingert zu. werden, um die Endpuncte
der Diagonalen und hiedurch die Basis daraus zu erhalten), sondern
man findet anch MP, welche Linie, wie oben bei dem Hemianor-
thotyp gezeigt wurde , fir die Auffindung der beiden anderen
Hauptschnitte von Wichtigkeit wird. — Wem das Auftragen eines
Winkels zu unsicher diinkt, der kann aus MP’ und MP' und der
Schiefe der Diagonalen, das Dreieck PMP" berechnen, so MP fin-
den, hieranf das genannte Dreieck zeichnen, und mit Hilfe dessel-
ben das Parallelogramm MP'PP* construiren.

Zeichnung der Flichen von ungleichkantigen vier-
seitigen Pyramiden ahnlichen Querschnittes, ihrer
Grenzen, Ildlften und Viertel,

§. 49.

Um die Flichen von P zu finden, zeichne man zuerst
seine drei Hauptschnitte nach §. 50, und construire mit je
drei ihrer jedoch in verschiedenen Hauptschnitten liegenden
Seiten fiir ein Orthotyp das Dreieck ABC (Fig. 23) fir ein
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Hemiorthotyp die Dreiecke ABC und ACB', fiir ein Hemi-
anorthotyp und Anorthotyp die Dreiecke ABC, AC'B', AB'C"
und AC'B. Diese Dreiecke werden die verlangten Flichen
sein.

Denn bei jeder ungleichkantigen vierseitigen Pyramide sind die
Flichen ungleichseitige Dreiecke, und die Seiten derselben auch Sei-
ten der Hauptschnitte. Jede Seite des Dreieckes liegt aber in einem
anderen Hauptschnitt, Da ferner an einem Orthotyp alle Flichen
gleich sind, wahrend an ecinem Hemiorthotyp zweierlei, und an
cinem Hemianorthotyp und Anorthotyp viererlei verschiedene Fli-
chen vorkommen, so ist es klar, dass die Anzahl der zu zeichnenden
Flichen von dem Systeme abhingt, wohin die gegebene Gestalt ge-
Lort. Um méglichen Irrungen bei Gestalten aus schiefaxigen Syste-
men vorzubeugen, d. h. um nicht etwa aus den richtig. aufge-
fundenen Seiten unrichtige Dreiecke zu construiren , mache man sich
zur Regel, von einem bestimmten unct der Basis, z. B. von den
mit +- bezeichneten auszugehen, Man ziehe zuerst eine horizontale
Linie gleich jener Seite der Basis, die zwischen -} und P liegt,
schreibe diese Vorzeichen an die beiden Enden der gezogenen Linie,
und beschreibe nun #ber ihr mit jenen Seiten der zwei anderen
Hauptschnitte, welche von den mit gleichen Vorzeichen versehenen
Puncten der Basis ausgehen, die zur Construction des Dreieckes er-
forderlichen Kreissegmente dergestalt, dass man die Zirkelspitze stets
an jenes Ende der horizontal gezogenen Linie einsetzt, welches mit
der durch die Zirkeloffnung abgenommenen Seite des einen oder des
anderen Hauptschnittes beziiglich des Vorzeichens tibereinstimmt.
Man nehme dann die in der Basis mit dem Vorzeichens I und —
versehene Seite, und schreite so nach und nach tber I nach
zuriick, wobei man stets die fir die Construction der ersten Fliche
angegebenen Vorschriften befolgt. Auf diese Art wird jeder Fehler
sicher vermieden.

Die Flichen von P=tn und § P=tn werden gefunden,
indem man zuerst nach Beschaffenheit des m, des vor ihn
stehenden Zeichens und des Coeffidienten die Axe der Grund-
gestalt verlingert oder verkirzt, dann aber das im §. 50
und 81 fiir die Grundgestalten aufgestellte Verfahren an-
wendet, wobei jedoch nicht zu vergessen ist, dass AP, MP,
MP und MP" in demselben Verhiltnisse abnehmen, oder
wachsen wie A4.X,
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Die Richtigkeit des Verfuhrens folgt unmittelbar aus der Ab-
leitung.

§. 50.

Die Fliche von P—oo ist gleich der Basis der Grund-
gestalt, und wird folglich nach §. 80 gefunden. Dieselbe
Fliche dient auch als Grundfliche eines Mittelstiickes von
P-+o00 aus derselben Krystallreihe; die Seitenflichen dieses
Prismas aber sind Parallelogramme von beliebiger Hohe, deren
Grundlinien mit den analogen Seiten der Basis von P gleiche
Linge haben, und die im orthotypen System rechtwinklig,
in den folgenden aber schiefwinklich sind. Zur Auffindung
dieser schiefen Winkel ist folgendes Verfahren einzuschla-
gen: Man zeichne zuerst die Basis von P, z. B. BCB'¢"
(Fig. 34), und bestimme in ihr den Punct P nach §. 50.
Dann ziehe man durch P parallel mit CC' (oder BB') die
Linie ST, durch M parallel mit CB' die Linie MR, und
wenn Abweichung der Axe in der Ebene beider Diagonalen
vorhanden ist, auch durch M parallel mit C'B’ die MR'.
Ferner ziehe man eine verticale Linie AP (Fig. 38) gleich
dem Perpendikel der Grundgestalt, errichte von P aus eine
darauf Senkrechte, verlingere dieselbe beiderseits, mache
PR und PR’ gleich denselben Linien in Fig. 34, und ziehe
AR und AR'. Endlich mache man CS (Fig. 36) = MR
(Fig. 34) und C'T (Fig. 37) = MR' (Fig. 34), beschreibe
um C und C' mit dem Halbmesser AM, d.i. mit der halben
Hauptaxe von P, um S mit dem Halbmesser AR, und um
T mit dem Halbmesser AR' Kreise, und verbinde den
Durchschnittspunct D mit €, den Durchschnittspunct F'
mit ¢, so ist DCS der bei C liegende Winkel jener Pris-
menfliche, welche an der Kante CB’ erscheint, wihrend
FCT den bei C' liegenden Winkel fiir die an der Kante
C'B' vorkommende Prismenfliche angibt. — Wie nach Auf-
findung dieser Winkel die fraglichen Prismenflichen zu
vollenden sind, ist bekannt,
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Zur grosseren Deutlichkeit der Beweisfthrung stelle Fig, 38
ein Mittelstick von P4 00 aus dem hemianorthotypen oder anor-
thotypen Systeme vor, dessen Perpendikel gleich jenem der Grund-
gestalt. Die tbereinstimmende Bezeichnung der verschiedenen Puncte
und Linien an dieser Gestalt mit den analogen der vorausgehenden
Figuren erklirt ihre Bedeutung hinlinglich. Man wird leicht ein-
sehen, dass das Dreieck DCSS2 AMR, denn es ist vermdge Con-
struction MCSR ein Parallelogramm (weil ST'|| CC* und MR || CS
gezogen wurde), daher MR CS; ferner ist AMFH DC (weil die
Kanten von P - 00 jederzeit parallel zur Hauptaxe verlanfen, und
parallele Linien zwischen parallelen Kbenen, d.. i. den beiden Grund-
flichen des Prismas gleich lang sind). Folglich hat mamn in beiden
Dreiecken zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel gleich, und
da die Winkeloffnungen bei beiden nach derselben Seite hinsehen,
so ist ARFHDS. Eben so lisst sich zeigen, dass das Dreicck
AMR' X2 FC'T, folglich AR’ 4+ FT. Die fraglichen Winkel konnen
also durch Construction der Dreiccke AMR und AMR’' gefunden
werden. In jedem dieser Dreiccke sind zwei Seiten durch die
halbe Axe von P, nimlich A3/, und durch die in der Basis gezo-
genen Linien MR und MR' gegeben. Man- hat also nur AR und
AR’ zu suchen; letztere bilden aber dic Hypothenusen der bei P
rechtwinklichen Dreiecke APR und APR’, von denen man die Ka-
thete AP durch das DPerpendikel der Grundgestalt gegeben hat,
wihrend die andere Kathete PR und PR’, durch die Zeichnung
der Parallelogramme AMRSC und AR‘TC’ erhalten wird. Man kanun
also die Hypothenusen AR und AR’ finden, und hat folglich alle
drei Seiten, welche zur Construction der Dreiecke AMR und AMR'
erforderlich sind, also auch die zur Zeichnung der Winkel DCS
und FC'T nothwendigen Daten, w. z, b. w.*).

*) Aus dem Begrilfe eines vierseitigen Prismas, dessen Basis ein Pa-
rallelogramm ist, folgt, dass stets DCB'E = GBC'F, und GBCD = F(U'B'E
sein mbsse, Ob aber alle vier Flichen gleich sind, hdngt von der Lage
des Punctes P ab; denn zieht man von M parallel zu (B’ und C*B' Li-
nien, welche die 7°'S in R und R’ schneiden, so sind PR und PR’ gleich, wenn
P in BB, hingegen ungleich, wenn /° ausser BB’ liegt, folglich auch AR
(= DS) und AR' (= FT) und somit die Dreiecke DCS und FC'T im
ersten Falle gleich, im letzteren ungleich; daher auch die Winkel bei ¢
und ' auf den Prismenflichen bald gleich bald ungleich. Frsteres findet
im hemiorthotypen, Letzteres aber im hemianorthotypen und anorthotypen
Systeme Statt.
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Um die Flichen von ;zu erhalten, zeichne man in allen
vier hieher gehorigen Systemen zuerst die Fliche von P.
Dann ziehe man, wenn P in das orthotype System gehort,
durch die Winkelpuncte seiner Fliche parallel zu den ge-
geniiberliegenden Seiten Linien, bis sie sich gegenseitig
schneiden, und das neu entstehende ungleichseitige Dreieck
wird die verlangte Flache sein. Gehort aber PP in eines
der schiefaxigen Systeme, so ist das zuerst gezeichnete Drei-
eck die Hilfte des zu construirenden Parallelogrammes (und
zwar bildet die Kante an der Basis die Grundlinie, jene

P

Axenkante von P, die in 3 ihrer Grisse und Lage nach

erhalten bleibt, die Seite, und die dritte Axenkante die
Diagonale des zu zeichnenden Parallelogrammes); man
braucht also nur das Parallelogramm zu vollenden, um fiir
ein Mittelstiick von;—) die Seitenflichen zu finden, wozu
P — oo die Grundflichen liefert.

Da ; im orthotypen Systeme so entsteht, wie im tessularen g
aus O, so wird beztglich der Beweisfihrung auf §. 5 verwiesen.
Was aber das angegebene Verfahren fir die Flichen der Halften
aus schiefaxigen Systemen betrifft, so ist bekannt, dass diese Half-
ten durch Vergrosserung eines Paares von Flichen der oberen
Spitze und des ihpen gleichen Paares der unteren Spitze entstehen.
Somit bleibt in !;-jene Axenkante von P erhalten, in der zwei zu
vergrossernde Flichen der einen Spitze sich schneiden. Da ferner
diese Hilften schiefen ungleichkantigen vierseitigen Prismen gleichen,
die einerlei Querschnitt mit I® haben, so miissen die Seitenflichen
eines Mittelstiickes derselben ungleichwinkliche Parallelogramme sein,
in welchen die frither bemerkte Axenkante die Richtung einer Seite
angibt, wihrend die Seitenkante der Grundgestalt mit Beibehaltung
ihrer Lage und Liénge zur Grundlinie derselben wird, und folglich
auch der von diesen Linien eingeschlossene Winkel unverindert in
die Fliche von g tibergeht. Man hat also durch die Flache von

Aichhorn’s Flachenzeichnung. 4
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P, die zur Zeichnung des fraglichen Parallelogrammes nothwendigen
Grossen gegeben, w. z, b, w. ™)

§. 52.

Die im hemianorthotypen und anorthotypen Systeme
vorkommenden 23" und Y™ konnen als zwei parallele
Flichen nur in Combinationen erscheinen, und die Fi-
gur ihrer Flichen ist daher von den iibrigen in einer
bestimmten Combination enthaltenen Gestalten abhingig.
Da man gewohnt ist in allen Combinationen aus diesen
Systemen die zu einem und demselben P=n gehorigen
nicht parallelen Flichen als Viertel zu bezeichnen, so kann

P+ =+ E 3
jedes P==n als Combination aus r 25", 1550 _ p P52

IP:':'l betrachtet werden, und man hq,t dadu‘lrch das;1 man
eine der verschiedenen Flichen von P=n nach den friiher
angegebenen Regeln construirt, die Aufgabe fiir einen spe-
ciellen Fall gel6st, d. h. die Fliche des Viertels von einem
Hemianorthotyp oder Anorthotyp, sowie es in einer be-
stimmten Combination erscheint, gezeichnet. Ebenso kann
man das Mittelstiick jeder hieher gehorigen Hilfte als eine
Combination aus P—oo mit zwei Vierteln ansehen, und
hat also, indem man jene zeichnet, die Figur der Fléchen
dieser fiir einen zweiten speciellen Fall gefunden. Endlich
dient das Mittelstick von P - oo dieser Systeme als Bei-

spiel einer Combination von P—oo . r P+“ ll’-;c\:

*) Weil im hemiorthotypen System die zu vergrossernden Flichen
einer Spitze gleich sind, so sind es auch die Flichen von ;. Im hemian-
orthotypen und anorthotypen System dagegen sind diese Flachen ungleich,
und folglich muss fir jede das entsprechende Parnllelogramm besonders

gezeichnet werden.
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Zeichnung der Flichen von ungleichkantigen viersei-
tigen Pyramiden unahnlichen Querschnittes zur Grund-
gestalt, ihrer Grenzen, Halften und Viertel.

§. 53.

Um die Flichen von (PEm)=, (P oo™ TP,

®2m ™ su erhalten, dividire man jene Diagonale der Grund-

gestalt, welche im Zeichen ausgedriickt ist, durch m, und
construire dann mit der so gefundenen neuen Diagonale und
mit den iibrigen unverdndert belassenen Daten von P4 n
die fraglichen Flichen genau so, wie dieses in den voraus-
gehenden Paragrafen fir die Glieder aus Reihen von #hn-
lichem Querschnitt mit der Grundgestalt gelehrt wurde.

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Ableitung, welche zeigt,
dass, wenn Hauptaxe, lingere und kiirzere Diagonale an der Grund-
gestalt sich verhalten wie @ : b : ¢, dieses Verhiltniss an der zur
lingeren Diagonale gehorigen ungleichkantigen vierseitigen Pyramide
unidhnlichen Querschnittes sich in am : b : ¢m, hingegen in der zur
kirzeren Diagonale gehdrigen in am : dm : ¢ umwandelt. Es ist
aber am:b:cm = a:;ic¢, und am:bm:c:a:b::;, folglich
das angegebene Verfahren richtig.

§. 54.

Wiinscht man die Flichen der hieher gehorigen Com-

bination ([’in)"‘. (P==m)™ zu erhalten, so wende man
auf P-n aus diesen Systemen dasselbe Verfahren an, wel-
ches §. 41 gelehrt wurde.

Denn die Ableitung lehrt, dass diese Hilfsgestalt auf gleiche
Art entsteht, wie eine ungleichkantige achtseitige Pyramide, und
dass sie mit einer solchen Aehnlichkeit hat. Man wird daher auf
die angegebene Art die Basis und die dGbrigen zur Construction
der fraglichen Flichen erforderlichen Schnitte finden.
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Zeichnung der Fliachen von horizontalen Prismen,
ihrer Grenzen und Halften.

§. 55.

Um die Flichen von Pr==n zu erhalten, zeichne man
die drei Hauptschnitte jener ungleichkantigen vierseitigen
Pyramide, aus dem dieses horizontale Prisma entstanden
ist, und nehme jenen Hauptschnitt, in welchem die unver-
inderte Diagonale und die Hauptaxe liegen, als Grund-
fliche eines Mittelstiickes von einem verticalen oder schiefen
vierseitigen Prisma an, dessen Seitenflichen genau nach
§- 50 gefunden werden, und die zu zeichnenden Flichen
des horizontalen Prismas sind.

Von horizontalen Prismen gilt dasselbe, was Anfangs der An-
merkung zu §. 21 gesagt wurde, Mittelsticke von ihnen erschei-

nen aber als Combinationen, die durch die Zeichen PP =£n.Pr F o0

oder Pr=£n. Pr 4 0o ausgedriickt werden konnen. Als solche
sind sie nur dadurch von den Combinationen P—o0co0.P -+ 00 zu
unterscheiden, dass ihre unendlich lange Axe horizontal liegt, statt
vertigal oder schief. Bringt man sie also in eine Stellung, wodurch

Pr 4 00 horizoutal, also scheinbar zu P — 00 wird, so haben die

Flachen von Pr—En das Ansehen der Seitenflichen eines Mittel-
stickes von PP 400, und kounen folglich auf gleiche Weise wie
diese gefunden werden.

§. 56.

Sollten die Flichen der Combination Pr==n . Pr=En,
der sogenannten Hilfsgestalt, gezeichnet werden, so ziehe
man durch die Winkelpuncte der Basis von P=n, z. B.
BCB'C' (Fig. 89), parallele Linien zu den gegeniiberliegen-
den Diagonalen, und verlingere sie bis zu ihrem gegensei-
tigen Durchschnitt, um so das Parallelogramm HJKL zu
erhalten. Dann verbinde man die Winkelpuncte dieses Pa-
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rallelogrammes mit P durch gerade Linien, und construire
aus jeder der Linien PH, PJ... als der eincn, und aus AP
als der anderen Kathete die rechtwinklichen Dreiecke A PH,
APJ, APK uwnd APL (Fig. 40). Werden nun mit je zwei
Hypothenusen dieser Dreiecke und mit je einer der an der
Basis der Hilfsgestalt liegenden Seiten, welche von densel-
ben Winkelpuncten wie die zwei Hypothenusen ausgeht,
Dreiecke beschrieben, so sind diese die verlangten Flichen
der Combination.

Di¢ Entstehungsweise der in Rede stehenden Hilfsgestalt, und
dass ihre Flichen Dreiecke sind, ist aus der Ableitung bekannt,
folglich auch, dass sie mit derjenigen ungleichkantigen vierseitigen
Pyramide, aus der sie entstanden ist, die Spitze, das Perpendikel
u. s, w. gemein hat. Die von den Winkelpuncten der Basis zu
dem Einfallspuncte des Perpendikels gezogenen Linien HP, JP ...
bilden mit AP rechte Winkel, daher miissen die von diesen Win-
kelpuncten zur Spitze verlaufenden Combinationskanten die Hypo-
thenusen von rechtwinklichen Dreiecken scin, in welchen AP be-
kannt, und HP, JP .. durch Einzeichnung dieser Linien in das Pa-
rallelogramm HJKL leicht erbalten werden konnen. Man ist daher
im Stande aus diesen Linien als Katheten rechtwinkliche Dreiecke
zu construiren, und findet so ihre Hypothenusen, d. i. die Combi-

nationskanten. Da nun die Kanten von Prtmn und Prtn
durch die Seiten des um die Basis der Grundgestalt beschriebenen
Parallelogrammes HJ = KL und JK — LH gegcben sind, so kennt
man alle drei Seiten der zu zeichnenden Flichen, und kann sie
folglich construiren, w. z. b. w.*)

*) Die relative Beschaffenheit der Flichen der Hilfsgestalt hingt von
‘dem System ab, wohin sie gehort. Denn man sieht leicht ein, dass, wenn
P auf M zu liegen kommt, die Dreiccke APH, APJ u. s. w. congruent
sein miissen; liegt aber P in der Ebene der Diagonale BB’ oder CL’, so
sind nur je zwei dieser Dreiecke congruent, fillt endlich P zwischen beide
Diagonalen, wie es in der gezeichneten Figur dargestellt wurde, so0 sind
alle ungleich. Da nun stets HJ:H: LK > JK #F LH, so sieht man leicht
ein, dass im orthotypen Systern die abwechselnden Flichen der einen
Spitze gleich sein werden, wihrend im hemiorthotypen nur jene Flichen
der einen Spitze gleich sein konnen, die parallel zu der Diagonale verlau-
fen, in welcher die Abweichung liegt, und im hemianorthotypen und anor-
thotypen endlich alle Flichen einer Spitze ungleich sein miissen.

Aichhorn’s Fiﬂchenzeichnung. 5
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§. 57.

Die Flichen von Pr- oo lassen sich gleichfalls nur
als integrirende Bestandtheile einer Combination zeichnen,

wozu jene gewshlt werden soll, die mit P—oo . Pr- oo.

Pr + oo bezeichnet wird, und die zum Theil als ein un-
mittelbares Resultat der Ableitung betrachtet werden kann,
wie die Hilfsgestalt selbst.

Um die Flichen dieser Combination zu erhalten, zeichne
man die Basis der Hilfsgestalt, d. i. HJKL (Fig. 39), fer-
ner beide Hauptschnitte von P4 oo aus derselben Kry-
stallreihe, d. i. BGEB' und CDF(C' (Fig. 38), und es wird
die gezeichnete Basis die Fliche von P—oo, der erste

Hauptschnitt jene von Pr+-co, und der zweite die von
Pr 0o geber.

Man kann sich diese Combination dadurch entstanden denken,
dass die Hauptaxe der Hilfsgestalt unendlich lang wird, in welchem
Falle je eine Fliche der oberen Spitze mit jener der unteren zu-
sammenfillt, die mit ihr dieselbe Seitenkante hat. Auf diese Art
gewinnt die Gestalt das Ansehen eines verticalen oder schiefen vier-
seitigen Prismas, und es gilt von ihr dasselbe, was § 21 iiber
Prismen #iberhaupt, und §. 50 iiber solche aus den letzten vier
Systemen insbesondere gesagt wurde. Da Prismen mit den end-
lichen Gliedern der Reihe, die sie begrenzen, den Querschnitt ge-
mein haben, so folgt von selbst, dass HJKL die Grundfiiche eines
Mittelstiickes von diesem Prisma, d. i. die Flache von PP — 00 in
der gegebenen Combination sein muss, und dass die Seiten dieses
Parallelogrammes zugleich die Grundlinien der Seitenflichen geben.
Von den Endpuncten dieser Grundlinien gehen aber die Seitenkan-
ten des Prismas aus, und da parallele Linien zwischen parallelen
Ebenen gleich lang sind, und die Winkel, dic von parallelen Li-
nien gebildet werden, wenn ihre Oeffnungen einerlei Richiung ha-
ben, ebenfalls gleich sind, so gibt BGEB' jene Seitenfliche des
Prismas, welche in den Puncten ¢ und C‘ erscheint, d. i. dic
Fliche wvon Pl;-i— o0, CDF(C' aber die andere, in BB’ liegende
und dem Pr--o0o entsprechende Fliche. Die Construction der
Flichen BGEB' und CDFC’ unterliegt aber keinem Anstand, da
man bereits durch die Grundgestalt die beiden Hauptschnitte von
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P kennt, und folglich nur von den Winkelpuncten derselben pa-
rallele Linien zu den gegeniiberliegenden Diagonalen zu ziehen
braucht, um obige Parallelogramme zu erhalten, deren Beschaffen-
heit sich iibrigens nach den Systemen richtet. Im orthotypen Sy-
stem, wo alle Axen auf einander senkrecht stehen, sind sie Recht-
ecke, im hemiorthotypen werden nur jene Rechtecke sein, die an
den Endpuncten der Diagonale erscheinen, in welcher die Abwei-
chung liegt, die anderen sind Rhomboiden, im hemianorthotypen
und anorthotypen aber sind alle Rhomboiden. Es versteht sich
iibrigens von selbst, dass, weil BB’ > CC’ angenommen wurde,
stets nur die gegeniiberliegenden, d. h. zu demselben horizontalen
Prisma von unendlich grosser Axe gehorigen Flichen -congruent
sein konnen. i

§. 58.

Beziiglich der Flichen von Prf % gilt dasselbe, was

§. 82 wber die Viertel der Hemianorthotype und Anortho-
type gesagt wurde. Man betrachtet jede Hilfsgestalt aus

dem hemiorthotypen System als eine Combination von Pr Z=n.

Pr. Prn . .
. — =", jede aus dem hemianorthotypen und anortho-
: : Pr>:l/_: n PrEn Prin Prin
typen als Combination von ——.r —5—.— ——.1—5—,

und hat daher, indem man die Flichen dieser Hilfsgestal
ten zeichnet, fiir gewisse specielle Fille die Flichen von
halben horizontalen Prismen construirt,



ANHANG.

Uebersichts-Tabelle
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xenverhiltnisse an den bekannteren Varietiten der
ollflichigen Gestalten des tessularischen Systemes.

Halbe Axen

ol 12 e
Benennung E %:g E% _g.-::zs
LB &5
Iexaeder . . . H 1 IVZ 11/3
dktaeder . . .. o 1 Ys Vs oo
linkantiges Tetragonal-Dodckaeder D 1 Vo o Vo
Jexaedrische Trigonal-Tkositetraeder
Erste Varietat. . . . Al S R /A
Zweite Varietit , . . A2 1 | Y| Y
Dritte Varietat . . . . As I A A
dktaedrische Trigonal-Tkositetraeder
Erste Varietat . . Bi1| 1 |Y%..|%-
Zweite Varietit .. B2 1 l/2 . s/s .
“weikantige Tetragonal-Ikositetraeder
Erste Varietat . . . . . C1 1 Y|V
Zweite Varietit . . . 1 €2 1 3/4 . 3/5 e
letrakontaoktaeder
Erste Varietat . . T1 1 VRV
Zweite Varietit . . . . T2 1 |- o - -
Dritte Varietat . R Ts | 1+ %%

— et
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