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V o r r r d P. 

Die nachsichtige Beurtheilung, welche meine im 

Jahre 1839 in Druck gelegte, jedoch nie im Buchhan

del gekommene Inaugural-Dissertation zur Erlangung 

der medizinischen Doctorswürdf. von 'l'ielen Seiten ,qe

funden, hauptsächlich aber die gnädige Zusicherung 

des hohen Ministeriums für Cultus und Unterricht, 

diese Schrift nach ihrem ö.ff entlichen Erscheinen als 

Hiljsbuch für Lehrer und Schüler an Mittelschulen 

anempfehlen zu wollen, haben mich bewogen, den Ge

genstand einer sorgfältigen Revision und Umarbeitung 

zu unterziehen. Ich glaube annehmen zit dürfen, dass 

jeder, dm· Gelegenheit hat, die frühere init. der gegen

wärtigen Arbeit zu vergleichen, zur Ueberzeugung ge

langen wird, es seien der Inhalt wesentlich vermehrt, 

die Form verbessert, die Grenzen aber beibehalten wor

den. Letzteres könnte mir von Einigen zum Vorwurf 
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.Qemacht werden; diese wollen aber bedenken, dass eing 

Schrift nicht mehr und nicht weniger enthalten soll, 

als was man dem Titelblatte zu Folge darin zu suchen 

berechtigt ist. Ich will nicht läugnen, dass eine syste

matische Anleitung zur Auffindung der Flächen von 

Combinationen fii1· 1llanche recht erwünscht gewesen 

wäre, und bin ,gerne bereit eine solche zu schreiben, 

wenn de1· lVunsch von Vielen ausgesprochen we1·den 

sollte. Auch über Netzconstruction hätte ich leicht An

hangsweise schreiben können_, und zwar ohne gerade 

den Vorwurf einer Ueberschreitung meiner Grenzen auf 

mich zu laden. Letzteres wollte ich aber absiclitlich 

nicht thun, denn es liegt nicht in meinem Plan, dass 

diejenigen, welche d1·eses ·werkchw benützen werden, 

dadurch angeeifert werden sollen, sich eine grosse 

Menge von Modellen ohne eigenes Nachdenken zu ma

chen. Auch kann jeder Lehrer in weniger als einer 

Stunde seinen Schülern leicht begreiflich machen, wie 

aus richtig gefundenen Flächen das Netz einer gewissen 

Gestalt zusammenzusetzen ist. ~feine Tendenz war eine 

andere und ich bin verpflichtet mich hierüber auszu

sprechen. 

Jeder, der Einsicht in das Wesen der Krystallo

gmphie hat, und von der Wichtigkeit derselben für das 

Studium dm· Mineralogie überzeugt ist, jeder, der die 

Schwie1·igkeiten kennt, womit der Lehrer dieses Faches 

bei dem Unterrichte zu kämpfen hat, muss zugeben, 
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dOtSs eine rein empirische Behandlung der Krystallge· 

stalten zu einer g1'ündlichen Einsicht des Zusammen

hanges unter denselben nicht führt. Zu einm· solchen 

muss es abe1' kommen, wenn der Zweck der Krystallo

graphie für die Mineralogie erreicht werden soll. For

meln verhelfen in der Regel nicht dazu, aber klar und 

bef1·iedigend wirkt bei dem grössten Theil der Lernen

den die geometrische Construction, 'ttnd als eine Vor

bereitung zur synthetischen Methode der Combinations

Entwicklung wünsche ich, dass das Ganze beurtheilt 

werde. Ich gebe gerne zu, dass an wenigen Lehran

stalten die Zeit vorhanden sein wird, sich viel in öffent

lichen Unterrichtsstunden mit dieser Sache zu befassen, 

allein dieser Umstand hebt die Möglichkeit nicht auf, 

davon einen geeigneten Gebrauch zu mq,chen. Man 

wird sich ferner bald überzeugen, dass die Lehrsätze 

über Congruenz und Aehnlichkeit der Dreiecke, über 

Parallelogramme und gewisse Polygone u. s. w. hier 

eine recht sichtliche praktische Anwendung finden, und 

indem der Schüler zu Hause eine oder die andere kry

stallographische Construction durchführt, bereitet er sich 

nicht nur für ein höheres Studium d~r Mineralogie vor, 

sondern er wird auch veranlasst, gewisse bereits früher 

erlernte mathematische Lehrsätze praktisch anzuwenden. 

Selbst als Uebung im Zirkelzeichnen und als Vorberei

tung für einen Theil der descriptiven Geometrie wird 

eine derm·tige Arbeit nicht ganz ohne .ZVutzen sein. 
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Diese .Andeutungen glaubte ich beifügen zu müssen,· 

um die Tendenz der vorliegenden Sclirift hinreichend 

zu beleuchten. Da von Seite der Verlags-Buchhand

lung der Preis möglichst billig gestellt wurde, so dürf

ten die Anschaffungskosten der Verbreitung der·selben 

nicht hemmend im Wege sein. 

Graz, im April 18.5.5. 

Der Verfasser. 
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Ein 1 e lt u n g. 

'· 
Unter allen naturhistorischen Eigenschaften der Mine

ralien miissen die regelmässigen oder symmetrischen For
men, in denen sie erscheinen, unsere vollste Aufmerksam
keit in Anspruch nehmen; weil sie für das Feststellen und 
Erkennen der naturhistorischen Species von grösster Wich
tigkeit sind. Denn die Erfahrung lehrt, dass diese For
men mit gewissen anderen Eigenschaften im innigsten Zu-
10ammenhange stehen, und nach unabänderlichen Gesetzen 
gebildet sind; ihre Untersuchung und Bestimmung erlaubt 
dnher die Anwendung der Mathematik, und sie gewähren 
somit eine weit grössere Sicherheit für die Systematik und 
Charakteristik der anorganischen Naturproducte als die mei
sten der übrigen naturhistorischen Eigenschaften, bei wel
chen eine so scharfe Bestimmung nicht möglich ist, und 
Manches von der Individualität des Untersuchenden ab
hängig bleibt. 

II. 

Bei dem Studium von Wissenschaften, denen Mathe
matik zu Grunde liegt , wird überhaupt das Denken 



X 

durch gewisse Zeichen oder durch anschauliche Vorstel
lungen jener Gegenstände, womit sie sich beschäftigen, 
wesentlich erleichtert. Daher sind auch zum Studium der 
Krystallographie dergleichen Behelfe nicht nur wünschens
werth, sondern selbst nothwendig. Wirkliche Krytalle, 
wie die Natur sie darbietet, würden für diesen Zweck kaum 
genügen; abgesehen davon, <lass ihre Anschaffung für den 
Lernenden mit bedeutenden Auslagen verbunden wäre, stel
len sich noch mancherlei andere Schwierigkei:cn im Wege. 
Denn es kommen an den wirklichen Krystallen verschie
dene Abweichungen von dem Zustande der Vollkommen
heit vor, indem einzelne Flächen sich vergrössern oder 
verkleinern , andere gekrümmt und uneben erscheinen , und 
selbst die Neigungen der Flächen gegen einander kleinen 
Differenzen unterworfen sind. Eingewachsene Krystalle, 
welche noch die V'.)llkommcnsten wären, sind sehr selten, fin
den sich nur bei wenigen Mineral-Species, und erleiden durch 
die sie umgebenden Massen manche Störung in ihrer rrgel
mässigen Bildung; die aufgewachsenen aber sind unvollständig, 
müssen daher bei der Betrachtung ergänzt werden, und setzeu 
somit schon krystallographische Kenntniese voraus. Fer
ner ist zu bedenken, dass die wirklichen Krystalle nur <l ie 
äusseren Umrisse einer Gestalt vorstellen; zur deutlichen 
Einsicht in das Wesen die1rnr sind aber Puncte und Li
nien nothwendig, die man an den Krystallen vergebens 
suchen würde. Endlich sind viele sehr klein , so dass 
selbst das geübtere Auge leicht manche FlächP übersieht, 
und die meisten sind Combinationen, in welchen oft regel
mässige Gestalten enthalten sind, die man als einfache bis 
jetzt in der Natur nie getroffen hat. Eine künstliche Dar
stellung der Krystallgestalten ist daher ein wahres Bedürf
niss für Lernende. Die Uebung darin aber ist sehr zu 
empfehlen, indem man dadurch am Leichtesten zu einer 
grün<llichen Einsicht über die gegenseitigen Verhältnisse 
der einzelnen Gestalten gelangt. 
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III. 

Krystallgestalten lassen sich auf verschiedene Weise 
künsMich darstellen. Man zeichnet sie entweder naC'h drn 
Gesetzen der Perspective, oder man stellt sie materiell, 
d. i. als Krystall-Modelle dar; mit letzterer Art beschäfti
get sich die Kr y s t a 11op1 a s t i k. Beide Methoden der 
Darstellung setzen wenigstens einige Kenntnisse unmit
telbar der Krystallographie, und mittelbar der Mathematik 
voraus. Denn die Krystalloplastik bedarf der Verzeichnung 
gewisser Schnitte oder Flächen*); da es aber nicht gleich
gültig ist, unter welchen Winkeln die einzelnen Schnitte 
geführt werden, oder welche Figur die Flächen bekommen, 
so setzt sie Kenntnisse der Beschaffenheit der Krystallgestal
ten , ihrer wechselseitigen Verhältnisse und Abmessungen, 
so wie Fertigkeit im Berechnen der Kanten und Winkel, 
folglich auch in der Anwendung mathematischer LPhrsätze, 
also Krystallographie und Mathematik, voraus. 

IV. 

Die Krystalloplastik hat ihre Aufgabe nach Verschie
denheit des Materiales verschieden zu lösen. Man denke 
sieh ein Hexaeder aus irgend einer Masse, die den von 
seiner Begrenzung eingeschlossenen Raum mit irgend einer 
Materie stätig erfüllt, und ein zweites aus irgend einer Masse, 
die jedoch nur den Raum begreuzt, keineswegs aber ihn 
ausfüllt, und deren Dicke als unendlich klein vorausge
setzt wird, kurz ein hohles. An beiden verzeichne man 
sich Schnitte, die durch je drei um ein rhombocdrischei:; 
Eck gelegene Diagonalen hindurchgehen (man wird deren 
acht verzeichnen können). Schneidet man nun wirklich 

*) Das eigentliche Schneiden oder das Zusammenfügen einzt'lncr 
Flächen zu einem ganzen l{örper ist nicht Gegenstand einer wissenschaft
lichen Betrachtung, sondern Sache des Bildhauers, Buchbinders oder 
eines andern Künstlers. 
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der Vorzeichnung gemäss, so wird man aus dem ersten 
Hexaeder ein Oktaeder, aus dem letzten hohlen aber kei
nen materiell begrenzten Raum erhalten. Daraus erhellt 
zur Genüge, dass die Methode eine verschiedene sein 
müsse, je nachdem das Material den Raum stätig erfüllt, 
ocler ihn nur begrenzt. Für den ersten Fall nämlich be
steht die Aufgabe darin, die Lage der Flächen der zu 
construirenden Gestalten zu bestimmen, deren Figur durch 
ihren wechselseitigen Durchschnitt schon von selbst sich 
ergeben wird; für den zweiten Fall aber ist zuförderst die 
Figur der Flächen aufzufinden, deren gegenseitige Nei
gung (Lage) durch ihre spätere Verbindung zu einem Gan
zen von selbst erfolgt. 

Da Krystallographie von Anfängern an Modellen leich
ter studirt wird wie an Zeichnungen, die Verfertigung von 
Modellen aus Massen , die den Raum stätig erfüllen , we
gen mancherlei Hindernissen bei Bearbeitung des :Mate
riales, schwieriger und zeitraubender ist, so versuchte ich 
die letzte Aufgabe zu lösen. Ich habe absichtlich nur die 
regelmässigcn Gestalten mit ihren Hälften und Vierteln 
im Folgenden abgehandelt, und von den Combinationen 
keine Erwähnung gethan , einerseits weil hierdurch dieses 
8chriftchen einen grösseren Umfang gewonnen hätte, als 
in meinem Plane lag, andererseits weil ich die volle Ueher
zeugung habe, dass Jeder, der Zeit und Mühe nicht 
scheut, die Methode an einfachen Krystallgestalten gründ
lich einsehen und handhaben zu lernen, später dureh eige
nes Nachdenken den Weg entdeckt, den er bei der Con
struction von Flächen einer gegebenen Combination zu be
treten hat. Für eine zweckmässige Auswahl der zu zeich
nenden Combinationen, sowie für einen graduellen Fort
schritt vom Einfacheren zum Complicirteren zu sorgen, 
wird jeder Lehrer bemüht sein. 



Erstes Hauptstück. 

Zeichnung der ~'liehen rler GestaH.en des tessnlarischen 
Systemes. 

Allgemeine Bemerkungen. 

§. 1. 

Die Flächenconstruction der Gestalten des tessularischen 
Systemes setzt bei einigen derselben nur Ein Datum , und 
zwar am Bequemsten die Länge der pyramidalen Axe = 1 
voraus; bei anderen ist hiezu auch o1Joch die Kenntniss des 
Längenverhältnisses der pyramidalen zur prismatischen und 
rhomboedrischen Axe erforderlich. 

Am Hexaeder verhält sieb die pyramidale Axe zur prismati
schen und rbomboedriscben wie 1 : V 2 : l 13. Dieses Verhält
niss wird bei allen abgeleiteten Gestalten modificirt, und bedingt 
eben die verschiedenen Arten der abgeleiteten Gestalten und deren 
Varietäten. Für die bekannteren Gestalten dieses Systemes finden 
sieb die Verbältnisszablen in der rückwärts b<>igebundenen- tabella
rischen Uebersicbt, welche aus der 1. Auflage von Mobs: Lt>icbt
fasslicbe Anfangsgründe der N aturgescbiebte des Mineralreiches, ab
gedruckt wurde. 

Aichhorn'• FIAchenzelchnuns. 1 
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Zeichnung der Fläche des Hexaeders. 

§. 2. 

Ist die Länge der pyramidalen Axe des Hexaeders 
durch die Linie AB (Fig. 1) = 1 gegeben, so beschreibe man 
mit der Linie AB das Quadrat ABCD, welches die ge
suchte Fläche sein wird. 

Denn die Flächen von II sind Quadrate, und die Seiten dieser 
Quadrate haben gleiche Länge mit der pyramidalen Axe desselben. 

Vorbereitende Consfructione11 zur Auffindung der Flä· 
chen der aus dem Hexaeder abgeleiteten Gestalte11. 

§. 3. 

Der Flächenconstruction aller abgeleiteten Gestalten des 
tessularischen Systemes liegen zwei Schnitte am Hexaeder zu 
Grunde, von denen der eine parallel mit einer Fläche durch 
den Mittelpunct, der andere aber durch zwei parallele Kan
ten und die sie verbindenden Diagonalen geführt wird. 
Beide Schnitte halbiren also das Hexaeder. 

Der erste dieser Schnitte ist der Fläche des Hexaeders 
gleich, somit kann ihn ABCD (Fig. 1) vorstellen, wenn man 
darin nur noch die Linien QQ = Q'~' = 1 (zwei pyramidale 
Axen) und AC= BD = V2 (zwei prismatische Axen) zieht, 
welche sich in Jf, d. i. im Mittelpuncte von II schneiden. 
Um den zweiten dieser Schnitte zu erhalten, construire man 
ein Rechteck, dessen kürzere Seite gleich einer Kante, und 
dessen längere gleich einer Diagonale von II genommen 
wird; man ziehe darin die beiden Diagonalen , und lege 
durch ihren Durchschnittspunct eine zur längeren und eine 
zweite zur kürzeren Seite des Rechteckes parallele Linie. 
Ist EH (Fig. 2) = AB (Fig. 1), und EF (Fig. 2) = AC 
(Fig. 1), so ist EFGH der verlangte Schnitt; daher sind 
EG = FH die beiden rhomboedrischen Axen, QQ die py-
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ramidale, und PP die prismatische Axe desselben , ihr ge
meinschaftlicher Durchschnittspunct M aber ist wieder der 
Mittelpunct von ff. 

Dass die für beide Schnitte angegebene Constructions-Methode 
richtig ist 1 folgt unmittelbar aus den Eigenschaften des Hexaeders. 

Zeichnung der Fliehen des Oktaeder·s und seiner 
Hälften. 

§. 4. 
Man verbinde die Puncte Q und Q' (Fig. 1) durch die 

gerade Linie QQ1
, mache ab (Fig. 3) = QQ1

, und beschreibe 
mit a b das gleichseitige Dreieck a b c, so ist dieses die 
gesuchte Fläche. 

Denn da die Kanten von 0 je zwei benachbarte Endpuncte 
der pyramidalen Axen des Hexaeders verbinden, so ist QQ' =ab 
eine Kante von 0 , und da die Flächen desselben gleichseitige 
Dreiecke sind, so ist vermöge der Construction a b c die gesuchte 
Fläche. 

§. ö. 

Um die Fläche von ~ zu finden , ziehe man von den 
Winkelpuncten des Dreieckes a b c (Fig. 3) parallele Linien 
zu den gegenüberliegenden Seiten, und verlängere diese bis sie 
sich wechselseitig schneiden; das neu entstehende Dreieck 
d e f wird die gesuchte Fläche sein. 

Bei der Zerlegung von 0 werden zwei abwechselnde Flächen 
an einem pyramidalen Eck vergrössert; die Durchschnittslinie der

!elben gibt daher eine Kante von ~, welche den diesem Eck ge

genüberliegenden Kanten von 0 parallel sein, und in der erweiter
ten Ebene der vollflächigen Gestalt liegen muss. Denn wenn zwei 
Ebenen (die zwei zu vergrössernden Flächen des 0) von einer drit
ten (der Ebene des diesem pyramidalen Eck entsprechenden Haupt
schnittes) geschnitten werden, und die Durchschoittslinien sind pa
rallel (bei 0 ist der pyramidale Hauptschnitt ein Quadrat, folg
lich die gegenüberliegenden Seiten parallel), so müssen auch diese 
zwei Ebenen, wenn sie vergrössert werden, in einer Linie sich 

1* 
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schneiden {der Kante von ~ ), die diesen Durchschnittslinien parallel 

ist. Da aber jede Eläche von 0 zugleich an drei pyramidalen 
Ecken liegt, und jedes pyramidale Eck auch ein Winkelpunct einer 
Fläche von 0 ist, so ergibt sich die Richtigkeit des angegebenen 
V t>rfahrens von selbst. 

Zeichnung der Fläche des einkantigen Tetragonal
Dodekaeders. 

§. 6. 

Man mache ab (Fig. 4) = QQ1 (Fig. 1) = V 2, und 
beschreibe um die Puncte a und b Kreise mit dem Halb
messer (}]( (Fig. 2) = 1

/ 2 l/ 3, so werden sich diese in 
den Puncten c und d schneiden; verbindet man nun die 
Puncte a und b mit c und d durch gerade Linien, so ist 
ab c d die verlangte Fläche. 

Denn die Flächen von D sind Rhomben, welche senkrecht auf 
den prismatischen Axen stehen, und deren längere Diagonale je 
zwei benachbarte pyramidale Ecke verbindet. Es ist somit QQ' = 
a b = V 2 Pine dieser längeren Diagonalen, und da vermöge 
Construction AQ_MQ' ein Quadrat ist, so halbiren sich Allf und QQ' 
gegenseitig. Hall>irt man nun JIJP (Fig. 2), so dass JM = 
1
/ 2 111P wird, errichtet von dem Punctc J eine Senkrechte, welche 

die ME in ]( schneidet, und verbindet die Puncte Q und J( durch 
die Gerade QK = ac = ad= bc = bd = 1

/ 2 l/3 (weil 
die Dreiecke EPllf und KJM ähnlich sind, so ist, da Jllf = 1

/ 2 

PM= 1/2 v2, auch KM = 1/2 EM= % Vs;. KM aber 
= QK weil EQMP ein Rechteck ist), so gibt diese J„inie die Länge 
der Kante, die von einem pyramidalen zu einem rhomboedrischen 
Eck geht; sämmtliche Kanten sind aber gleich, weil die :Flächen 
Rhomben sind, folglich die Richtigkeit des Verfahrens erwiesen. 

Zeichnung der l'liicben eines hexaedrischen Trigonal
lkositetraeders und seiner llälfte11. 

§. 7. 

Man wähle zwischen den Puncten E und K (Fig. 2) 
der Linie EM irgend einen Punct L, ziehe v.on L zu EH 



eine parallele Linie, welche die HM in N schneidet , und 
verbinde Q und L durch die Gerade QL. Man mache dann 
ab (Fig. S) = LN, und beschreibe um die Puncte a und 
b mit dem Halbmesser QL Kreise, so werden sich diese in 
c schneiden. Verbindet man nun den Punct c mit a und b 
durch gerade Linien, so ist ab c die Fläche von An. 

Dass der Punct L 1 d. i. der Endpunct der rhomboedrischen 
Axe von An in irgend einem Puncte der Linie EG, d. i. in der 
rhomboedrischen .Axe von II liegen müsse, wird wo!tl Niemand 
bezweifeln; dass er aber zwischen E und K liegen müsse, erhellt 
aus folgender Betrachtung. Rückte L bis E, so würde die Kante, 
welche von einem rhomboedrischen Eck zu einem pyramidalen geht 
180°, mithin verwandelte sich An in II; rückte aber L bis K, 
so würde die Kante, welche zwei rhomboedrische Ecke verbindet, 
180° werden, und aus An würde D. .Auf diese .Art lässt sich 
zeigen, dass die rhomboedrische .Axc kleiner als Vs und grösser 
als 1/2 V 3 , oder die prismatische Axc kleiner als V2 und 
grösser als Y2 V 2 sein mü~se. Folglich muss L zwischen E und 
K liegen. Da nun die Flächen von An *) gleichschenkliche Dreiecke 
sind, deren Basis jene Kante ist, welche zwei rhomboedrische Ecke 

*) Ich habe absichtlich eine unbestimmte Varietät des hexaedrischen 
Trigonal- Ikositetraeders und das ihr entsprechende hexaedrische Pen
tagonal- Dodekaeder gezeichnet, um zu zeigen, dass selbst für ein unbe
stimmtes n die Länge der rhomboedrischen und prismatischen Axen 
keineswegs ganz willkürlich sei, sondern innerhalb gewisser Grenzen 
liege, die durch die Grenzen der Gestalt selbst bestimmt werden. Dem 
zu Folge muss bei den oktaedrischen Trigonul- Ho3itetraedern, deren 
prismatische Axe constant = '/, V 2, der Werth der rhomboedrischen 
Axe zwischen '/, V3 und •;. va liegen' während bei den zwei kantigen 
Tetragonal-Ikositetraedern und bei den Tetrakontaoktaedern die Werthe 
der rhomboedrischen Axen zwi5chen V3 und 1

/ 3 V3, jene der prisma
tischen zwischen V2 und 1/, V2 fallen, und bei diesen noch überdiess zu 
·einander in einem bestimmten Verhältnisse stehen. Man kann daher im 
Allgemeinen sagen, dass die Endpuncte der veränderlichen Axen jener Ge
stalten des tessularischen Systemes, bei denen Varietäten vorkommen kön
nen, zwischen den Endpuncten der gleichnamigen Axen ihrer Grenzen lie
gen müssen. 

Bei den folgenden Gestalten des tessularischen Systemes werde ich 
die Aufgabe für bestimmte Varietäten lösen. 
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verbindet, und deren Schenkel jene }{anten bilden, welche von 
einem pyramidalen zu einem rhomboedrischen Eck gehen, so ergibt 
sieb die Richtigkeit des Verfahrens von selbst, 

§. 8. 

Um die Fläche von ~n zu finden, ziehe man von dem 
Puncte c (Fig. 5) zu a b parallel die Linie d e, fälle von 
c das Perpendikel cf, beschreibe um Q (Fig. 1) als Mittel
punct mit ef als Halbmesser einen Kreis, der die AM in 
R schneidet, ziehe QR, und verlängere sie, bis sie die AD 
in S schneidet, verlängere auch cf, und mache c g = QS, 
und c e -= c d = r;, 1S; verbindet man nun e mit b, b mit 
g, g mit a und a mit d durch gerade Linien, so ist a g b e d 
die gesuchte Fläche. 

Weil die charakteristische Kante von ~1 der Basis der Fläche 

von An parallel ist, so muss de parallel zu ab gezogen werden, 
und zwar von dem Puncte c aus, weil dieser Punct in beiden um 
ein pyramidales Eck gelegenen und zu vergrössernden Flächen von 
An liegt. Dass aber die charakteristische Kante der ab parallel 
sein müsse, ergibt sich aus derselben Betrachtung, welche ich an-

wendete, um zu zeigen, dass die Kante von .;- der gegenüberlie

genden von 0 parallel sei. Denkt man sich ferner eine der cha
rakteristischen Kanten senkrecht auf die Ebene des Papieres in Q 
(Fig. 1) , so muss eine andere in der Linie AD liegen , und das 
in der erweiterten Ebene von An verlängerte Perpendikel cf = 
QR in S schneiden. Der Punct S ist also der Winkelpunct des 

charakteristischen Winkels der Fläche von ~n. Dieser Durch

schnittspunct S der Linie QR und AD bestimmt aber auch die 
Länge der charakteristischen Kante; denn da jede charakteristische 
Kante zwei dreiflächige ungleichwinkliche Ecke verbindet, in S aber 
ein solches ist, so muss Q' S = c e = c d die Hälfte der charak
teristischen Kante sein. Bedenkt man ferner, dass die rhomboedri
schen Axen in beiden Gestalten gleich lang sind, dass also die 
Puncte a und b in beiden Gestalten Winkelpuncte bleiben, so wird 
man die Richtigkeit des Verfahrens leicht einsehen, 
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Zeichnung der Fliichen eines oktaedrischen 'l'rigonal
Jkositetraeders und seiner Hälften. 

§. 9. 

In B 1 beträgt die rhomboedrische A.xe % , die pris
matische 1/ 2 von der des H. Macht man daher MT (Fig. 2) 
= % MH, zteht TQ, beschreibt um ab (Fig. 6) = QQ' 
(Fig. l) mit dem Halbmesser TQ Kreise, die sich in c 
schneiden, und verbindet c mit a und b durch gerade Li
nien, so ist a bc die gesuchte Fläche. 

Denn da die Flächen der oktaedrischen Trigonal-Ikositetraeder 
gleichschenkliche Dreiecke sind, deren Basis die Endpuncte von zwßi 
pyramidalen Axen verbindet, so ist QQ' = a b diese Basis , und 
da die Schenkel dieser Dreiecke von einem pyramidalen zu einem 
rhomboedrischen Eck gehen, so ist TQ = a c = c b ein Schenkel 
derselben, daher ab c die verlangte Fläche. 

§. 10. 

Um die Fläche von 8z1 zu finden, ziehe man TJ (Fig. 2) 

verlängere dieselbe über J, bis sie die ME in T' schneidet, 
ziehe c d (Fig. 6) senkrecht auf ab, verlängere sie über d, 
und mache de = JT1• Verbindet man nun e mit a und 
b durch gerade Linien, so ist a c b e die gesuchte Fläche 
von 81 z. 

Die Flächen der in Rede stehenden Hälfte sind Trapezoide, 
die durch eine ihrer Diagonalen in zwei gleichschenkliche Dreiecke 
getheilt werden. Der am rhomboedrischen Eck von B 1 liegende 
Winkel und die beiden ihn bildenden Kanten gehen ganz unver
ändert in die Hälfte über, während a b zu jener Diagonale sich 

umwandelt, welche die Fläche v~n Bzl in zwei gleichschenkliche Drei

ecke theilt. Man hat also bereits durch die Fläche von B 1 zwei 
Seiten und drei Winkelpuncte der Fläche ihrer Hälfte gegeben. 
Da Tein rhomboedrisches Eck, und J der Endpunct einer prismatischen 
Axe von B 1 ist, so gibt T J die Höhe seiner Flächen, und ist 
daher gleich c d. Bei der Zerlegung verlängert sich aber T J bis 
sie mit der zweiten im selben Hauptschnitt des Hexaeders liegen-



den rhomboedrischen Axc in T' zusammentrifft, welcher Punct daher 
die Lage des neu entstehenden rhomboedrischen Eckes bezeich
net. Verlängert man daher c d = T J bis de = JT', folglich 
c e = T'l'', so hat man durch e auch den vierten Winkdpunct 
der zu construirenden Fläche gefunden, und braucht folglich nur 
die Linien e a und e b zu ziehen , um die Aufgabe zu lösen, 
w. z. b. w. 

Zeichnung der l'fächen eines zweikantigen 1'etra
gonal-lkositetI·aeders und seiner Hälften. 

§. 11. 

In C 1 beträgt die prismatische Axe % V 2, die rhom
boedrische % V3. - Man mache K 1M (Fig. 2) = 1/ 2 

EM, MO = 2fa MP, und ziehe QK1 und JQO; ferner 
mache man M0 1 (Fig. 1) = % l'tlD, und ziehe Q0 1• 

Wird nun ab (Fig. 7) = QK1 genommen, und werden um 
a mit dem Halbmesser Q01, und um b mit dem Halbmesser K 10 
Kreise beschrieben, so schneiden sich diese in c und d. 
Verbindet man nun c und d mit a und b durch gerade Li
nien, so ist a cb d die gesuchte Fläche. 

Denn da K' der Endpunct der rhomboedrischen Axe ist, so ist 
QK' = a b jene Diagonale, welche von einem pyramidalen zu einem 
rhomboedrischen Eck geht; da ferner 0 der Endpunct einer pris
matischen Axe ist, so ist K' 0 jene Kante, welche ein rhomboedri
sches mit einem prismatischen Eck verbindet; und weil endlich 00' 
auch ein Endpunct einer prismatischen Axe ist , so ist QO' jene 
Kante, welche ein pyramidales mit einem prismatischen Eck verbin
det. Da nun vermöge der Constructi!Jn b c = b d = K 10 und 
a c = ad = QO' , so ist die Richtigkeit des angegebenen Ver
fahrens erwiesen. 

§. 12. 

Die Fläche von ~/ wird gefunden, indem man c b 
(Fig. 7) über c, und b d über d verlängert, und dann durch a 
eine auf ab senkrechte Linie zieht, welche mit den beiden 



verlängerten Seiten c b und d b in e und f zusammentrifft; 

b e f wird die verlangte Fliiche sein. 

Weil diese Hälfte nach dem ersten Zerlegungsverfahren ent
steht, so bleibt der am rhomboedrischen Eck liegende Winkel un
verändert, und die ihn bildenden Kanten werden ihre Grösse und 
Richtung beibehalten, verlängern sich aber. Die Fhchen der Hälfte 
sind aber gleichschenkliche Dreiecke, und zwar verwandeln sich die 
verlängerten Linien c b und d b in die Schenkel derselben, während 
die Diagonale a b zu ihrer Höhe sich umgestaltet. Da nun in jedem 
gleichschenklichen Dreieck die Grundlinie mit der Höhe einen rech
ten Winkel bildet, umt a ein Punct dieser Grundlinie ist, ef senk
recht auf a b steht, und bis zu ihrem Durchschnitt mit den verlän
gerten c b und d b gezogen wurde, so muss e b f die verlangte 
Fläche sein, w. z. b, w. 

Zeichnung der Flächen eines 'l'etrakontaoktaeders, 
seiner Hälften und Viertel. 

§. 13. 

In T' 1 beträgt die prismatische Axe 3/ 5 V 2, die rhom

boedrische 1/ 2 V 3. - Man mache MV (Fig. 2) = % MP 
= 3/s J! 2, MU = 1/ 2 MF = % V3 und ziehe QU und UV; 
ferner mache m:::.n MV' (Fig. 1) = % MB=% V2 und 
ziehe Q V'. Wird nun ab (Fig. 8) = ( U gezogen, werden 

um a mit Q V' und um b mit UV als Halbmessern Kreise 

beschrieben, die sich in c schneiden , und wird endlich c 
mit a und b durch gerade Linien verbunden, so ist ab c 
die gesuchte Fläche. 

Da die Flächen dieser Gestalt Dreiecke sind , und die Win
kelpuncte derselben durch die benachbarten Endpuncte von drei 
verschiedenen Axcn angegeben werden , so braucht man nur diese 
Endpuncte durch gerade Linien zu verbinden, um die Länge der 
Seiten zu finden, und mit diesen Seiten ein Dreieck zu con~truiren, 

um die Aufgabe zu lösen, Nun ist aber QU = ab die von einem 
pyramidalen zu einem rhomboedrischen, Q V' = a c die von einem 
pyramidalen zu einem prismatischen, und UV = b c die von einem 
rhomboedrischen zu einem prismatischen Eck gehende Kante; folg. 
lieh ist ab c vermöge der Qonstruc~ion die verlangte Flä~he, " 



10 

§. 14. 

S 11 d. Fl h T' 1 • h t d l" o ie äc e von T gezeic ne wer en, so ver an-
gere man UV (Fig. 2) über V, bis sie die MG in U1 schnei
det. Dann verlängere man b c (Fig. 8) über c, bis b d = 
UV', und verbinde d und a durch die gerade Linie ad. 
Es wird ab d die verlangte Fläche sein. 

Bei der Vergrösserung aller Flächen eines Hauptpunctes von 
1'' 1 bleibt der am rhomboedrischen Eck liegende Flächenwinkel 
und die von einem pyramidalen zu einem rhomboedrischen Eck 
gehende Kante ganz unverändert, jene Kante aber, di.i ein rhom
boedrisches mit einem prismatischen Eck verbindet , behält ihre 
Grösse und Richtung. Man hat daher durch die Fläche von 1'' 1 

bereits für jene von T~I gegeben: die Seite a b, den Winkel bei b, 

und die Richtung der zweiten von b ausgehenden Seite. Diese 
Seite ist aber keine andere als UV (Fig. 2), die sich bei der Er
weiterung der Flächen nothwendiger Weise verlängert, und zwar 
so weit, bis sie mit der zweiten im selben Hauptschnitt des Hexae
ders liegenden rhomboedrischen Axe in ll' zusammentrifft. UU1 

muss folglich die Länge der von einem stumpferen zu einem schär
feren rhomboedrischcn Eck ziehenden Kante dieser Hälfte angeben. 
Macht man daher b d = UU', und verbindet d mit a, so muss ab d 

d. FI h T'I . D" M h d . d h . h . 1e äc e von -2- sem. ie angegebene et o e ist a er r1c t1g, 

§. 15. 

Um die Fläche von 'f~~ zu zeichnen , verlängere man 
UV (Fig. 2) über U, und QM über Q hinaus, bis sich diese 
Linien in X treffen. Man verlängere auch QM (Fig. 1), 
und mache Ä'IX1 = MX (Fig. 2), verbinde X' mit Q' 
durch die gerade Linie X' Q', und verlängere Q V', bis sie 
die Q' Xi in Z schneidet. Verlängert man nun a c (Fig. 8) 
über c hinaus, macht ae = QZ, verbindet e mit b durch 
die gerade Linie e b, beschreibt um a mit dem Halbmesser 
Q1Z und um b mit dem Halbmesser b e Kreise, und ver
bindet ihren Durchschnittspunct f sowohl mit a als mit b 
durch gerade Linien, so ist a e b f die gesuchte Fläche. 



11 

Zur grösseren Deutlichkeit der Beweisführung wurde ein Te
trakontaoktaeder {Fig. 9) gezeichnet. Wenn z. B. an dem rhom
boedrischen Eck r die mit a, a' und a" bezeichneten Flächen die 
zu vergrössernden wären , so müssen an dem rhomboedrischen Eck 
r' die mit {J, ß1 und {J'' bezeichneten Flächen vergrössert werden, 
weil das zweite Zerlegungsverfahren in Anwendung kommt. Denken 
wir uns unterdessen nur die Fläche a vergrössert, so muss diese 
die verlängerte pyramidale Axe QQ in irgend einem Puncte treffen, 
und zwar wird die verlängerte Kante r p, welche mit der pyrami
dalen Axe QQ in einer Ebene liegt, diese in x schneiden. Das
selbe gilt auch von der Fläche ß, und da a und {J gegen QQ 
gleiche Lage haben, so muss der Punct X für beide derselben sein. 
Da aber beide Flächen zugleich vergrössert werden , so werden sie 
sich selbst gegenseitig schneiden , und ihr Durchschnitt kann kein 
anderer als Q'X sein, weil beide Ebenen die Puncte Q' und X ge
mein haben. Aber auch die Flächen a' und {J' werden vergrössert, 
daher muss die zwischen ihnen liegende Kante sich ebenfalls ver
längern, und wird die Q' X, mit welcher sie in einer Ebene liegt, 
in irgend einem Puncte p' schneiden, an dem ein dreikantiges vier
flächiges Eck zu liegen kommt. Sucht man die analogen Linien 
in Fig. 1 und Fig. 2 nach, so wird man leicht einsehen, dass Z 
derjenige Punct ist, welcher dem Puncte p' (Fig. 9) entspricht, 
dass mithin QZ die von einem prismatischen zu einem dreikantigen 
vierfiächigen Eck gehende längere, ZQ' die eben solche Ecke ver
bindende kürzere Kante sein muss. Da nun die Puncte a und b 
(Fig, 8) in der Hälfte dieselben sind , wie an der vollflächigen Ge
stalt, da ferner die Kante a c ihrer Lage und Grösse nach nicht 
geändert, sondern nur in der Hälfte verlängert wird, so ist , weil 
vermöge der Construction ae = QZ, eb = bj, und af = Q'Z 
genommen wurde, die Richtigkeit des Verfahrens erwiesen. 

§. 16. 

Soll die Fläche von T'~ 1 gezeichnet werden , so ziehe 
man von dem Puncte c (Fig. 8) eine parallele Linie zu ab, 
welche die b e in g schneidet, mache b h = b g, verbinde 
a und h durch die gerade Linie a h , beschreibe um a mit 
dem Halbmesser a h einen Kreis, der die verlängerte c g in 
i trifft, und vereinige endlich a mit i durch die gerade Li
nie q i i eo ist q h b g i die gesuchte Fläche, 
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Das dritte Zerlegungsverfahren verlangt, dass abwechselnde Flä
chen am Hauptpuncte und die zu ihnen parallelen am Nebenpuncte 
vergrössert werden. Ist also r' ein solcher Hauptpunct1 und werden 
an ibm die Flächen ß, ß' und ß11 vergrössert, so müssen am Ne
benpunctc r die Flächen a, a' und a" verschwinden, während die 
zwischen ihnen liegenden und mit y, r' und r" bezeichneten zu 
vergrössern sind. Hiedurch gelangen stets zwei an einem und dem
selben prismatischen Eck abwechselnd gelegene Flächen zum Durchschnitt, 
z. B. ß' und y, und die Durchschnittslinie derselben wird durch dieses 
prismatische Eck, als einen ihnen gemeinschaftlichen Punct gehen, 
und wird parallel mit den diesem Eck gegenüberliegenden die pyra
midalen mit dem rhomboedrischen Ecken vereinigenden Kanten sein, 
d, i. mit Qr' und Q'r, weil diese zu einander parallel sind. Da 
nun c (Fig. 8) der am prismatischen Eck gelegene Winkelpunct, 
und ab die ihm gegenüberliegende Seite ist, so muss die durch c 
mit a b parallel gezogene c g die Richtung der Durchschnittslinie 
von zwei an demselben prismatischen Eck gelegenen und zu ver
grössernden Flächen angeben. Da ferner in dieser Hälfte dieselben 

Flächen ß, ß' und ß11 vergrössert werden, die auch in T~I ent

halten sind, so ist es klar, dass die von r 1 auslaufenden Kanten 
auch in beiden Gestalten dieselbe Lage und Grösse haben müssen; sie 
sind folglich, weil r' = b, durch li e und b f ihrer Richtung nach ge
geben. Die c g schneidet aber die b e in g, daher b g die Länge 
tlcr von einem rhomboedrischen Eck ausgehenden Kante, und da 
alle von einem rhomboedrischen Eck ausgehenden Kanten einander 
gleich sein müssen, so wurde b h = b g gemacht. Dadurch wird aber 
auch h, das ist das ungleichwinkliche dreiflächige Eck bestimmt., daher 
a h die von einem pyramidalen zu einem ungleichwinklichen dreitlächigen 
Eck gehende Kante 1 denn der Punct a wird durch die Zerlegung 
nicht geändert. Aber auch die von einem pyramidalen Eck aus
gehenden Kanten müssen gleich sein , daher wurde a i = a h ge
macht, und mithin das Verfahren richtig. 

T"' 1 'V ollte man die Fläche von 1 ~ zeichnen, wenn die gefun-

dene die von 1· T·; 1 sein sollte, so dürfte man nur den Punct c 

auf die andere Seite der ab legen , das übrige Verfahren wäre 
ganz dasselbe. 

§. 17. 

U d. F1·· h T 1 t • 1·· m ie ac e von 4 zu cons rmren, ver angere man 
m ahbgi (Fig. 8) bh über h, und bg über g hinaus, ziehe ih, 
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lege durch a eine mit i li parallele Linie, welche die verlän
gerte bh in k schneidet, und mache b l = b k, und am = 
a k. Werden nun endlich l und m durch gerade Linien mit 
d verbunden, so ist b km d l die gesuchte Fläche. 

T"' 1 
Weil -i- nach dem ersten Verfahren zerlegt wird, so wer-

den die am rhomboedrischen Eck b gelegenen Kanten ihrer Lage 
und Grösse nach nicht geändert , sondern nur verlängert; desshalb 
wurden b h und b g über h und g hinaus verlängert. Durch dieses 
Verfahren kommen aber am pyramidalen Eck a abwechselnde Flä
chen zum Durchschnitt, welche eine Kante erzeugen müssen , die 
durch a als einen ihnen gemeinschaftlichen Punct geht, und zwar 
ist dieselbe nach dem in §. ö Gesagten parallel mit i h, einer Hilfs
linie, welche die Stelle der am Oktaeder dem oberen pyramidalen 
Eck gegenüberliegenden Kante zu vertreten hat. Aus diesem Grunde 
wurde i h und durch a damit eine parallele Linie gezogen. Bei 
der Vergrösserung der Flächen trifft jedoch die obere der vom 
rhomboedrischen Eck b ausgehenden Kanten mit der am pyramidalen 
Eck a sich neu bildenden in einem ungleichwinklichen dreiflächigen 
Eck zusammen, daher braucht man nur die genannten Linien zu 
verlängern, und ihr Durchschnittspunct wird den an diesem Eck ge
legenen Winkelpunct der zu construirenden Fläche geben , welcher 
in der Zeichnung mit k beschrieben wurde. Nun liegt aber an 
jedem Endpunct der durch a gehenden Kante ein solches Eck, und 
zwar sind beide gleich weit von a entfernt, daher wurde am = ak 
genommen. Das erste Zerlegungsverfähren gibt wie bekannt den 
dadurch entstehenden Gestalten die Hauptform des Tetraeders, und 
mithin sind die Theile der rhomboedrischen Axe vom Mittelpunct 
aus gemessen ungleich. Das V erhältniss dieser Theile ist aber an 

T4
1 da8selbe wie bei T~l, weil dieselben drei Flächen / welche hier 

das schärfere rhomboedrische Eck bilden, unter jenen sechs Flächen 

vorkommen , die das schärfere rhomboedrische Eck in T~l zusam

mensetzen, folglich muss d der an einem schärferen rhomboedrischen 

Eck gelegene Winkelpunct der Fläche von T4
1 sein. Da somit auch 

dieser fünfte "Winkelpunct d gefunden ist, so braucht man ihn nur 
mit den zwei benachbarten l und m zu verbinden, um die Auf
gabe zu vollenden. Die Richtigkeit des Verfahrens ist folglich 
erwiesen. 

W d • H lf T"' 1 . d V' 1 T 1 . d ar ie ä te r -:i-, so wird as ierte 1· 4 sem , un 

umgekehrt; daher leicht einzusehen , dass bald die Fläche von 



T"' 1 T'" t r - 2-, bald die von 1 - 2- zu Grunde gelegt werden mll.sse, je 

nachdem die Aufgabe es verlangt*). 

*) Da man aus je zwei analogen Hälften des Tetrakontaoktaeders 
dieselben vier Viertel erhält, so ist es gleichgültig für die Zeichnung der 
Flächen der Viertel, welche Hälftenart hiezu benützt wird; man könnte 
auch die Fläche des Viertels unmittelbar aus jener des Tetrakontaoktne
ders erhalten. Ich habe die Fläche der nach dem dritten Zerlegungsver
fahren entstandenen Hälfte benützt , weil bei ihr am leichtesten die Lage 
jener Kante aufgefunden werden kann, die zwei dreiflächige ungleichwink
liche Ecke verbindet, worauf es hauptsächlich ankommt. 



Zweites Hauptstück. 

Zeichnung der Flächen der Gestalten des rhomboedrischen 
Systemes. 

Allgemeine Bemerkungen. 

§. 18. 

Unter der Voraussetzung, dass die Länge der Seite 
der horizontalen Projection bekannt ist, und als Einheit 
angenommen wird, braucht man zur Zeichnung der Fläche 
von R, d. i. des Grundrhomboeders einer gewissen Krystall
reihe nur Ein Datum , während für irgend ein R + II oder 
P + n, auch noch das 11, für irgend ein (P + 11) m das n 
und m, so wie für Hälften und Doppelgestalten die diesen 
zu Grunde liegende einfache vollflächig!J Gestalt bekannt, 
somit mehrere Daten gegeben sein müssen*). 

"') Es kann sich hier nicht darum handeln, überhaupt die Fläche 
irgend eines Rhomboeders oder einer gleichkanligen sechsseitigen Pyramide 
oder eines Orthotypes u. s. w. zu zeichnen, denn für diesen Fall wäre je
der Rhombus die Fläche eines Rhomboeders, jedes gleichscbenkliche Drei
eck , dessen Winkel am Scheitel kleiner als 60°, die Fläche einer gleich-
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Vorbereitende {)011sfructione11. 

§. 19. 

Sowie im tessularischen System gewisse Schnitte am 
Hexaeder zur Zeichnung der Flächen der daraus abgeleite
ten Gestalten erforderlich waren, so bedarf man auch im 
rhombocdrischcn System zweier Schnitte, welche die Grund
lage zur Zeichnung aller in einer rhombocdrischen Krystall
reihe möglichen einfachen Gestalten bilden, nämlich die 
horizontaleProjection und denjenigen Hauptschnitt des Grund
rhomboeders, in welchem die rhomboedrische Axe liegt. 

Erstere wird erhalten, indem man mit HO (Fig. 10) 
<las reguläre Sechseck HORZNT beschreibt. Der Haupt
schnitt des Grundrhomboe<lers aber wird auf folgende Art 
gefunden. Man ziehe eine verticale Linie AX (Fig. 11) 
so lang als die Axe von ß, theile sie in drei gleiche Theile, 
so dass AI'= PQ = QX = 1/ 3 AX, errichte von P und 
Q senkrecht auf AX die Linien PC und QB = HO 
(Fig. 10) = 1, und verbinde endlich B und C mit A und 
X durch gerade Linien. ABXC wird der verlangte 
Hauptschnitt sein. 

Bezüglich der horizontalen Projection darf nur erinnert werden, 
dass dieselhe dasjenige reguläre Sechseck ist, dessen Seiten als Ein
heit angenommen werden. Hinsichtlich der Construction des Haupt-

kantigen sechsseitigen Pyramide, jedes spitzwinkliche ungleichseitige Drei
eck die Fläche eines Orthotypes u. s. w.; sondern es soll für durch ihre 
Abmessungen bestimmte Gestalten die Aufgabe gelöst werden. 

Die Daten, welche durch unmittelbare Messungen an Krystallen am 
siche1·sten erhalten werden können, beschränken sich auf die Grössen der 
Kanten, jedoch sind diese Daten nicht unmittelbar znr Zeichnung der 
Flächen anwendbar, für welche die Längen gewisser Linien bequemer sind, 
und daher entweder gegeben sein, oder durch Rechnung aus den Resulta
ten der Messungen erst gefunden werden miissen. Diese Bemerkung hat 
natürlich nicht nu~ für das rhomboedrische, sondern auch für alle folgen
den Systeme zu gelten. 
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schnittes aber wird bemerkt 1 dass derselbe ein Rhomboid ist, 
dessen eine Diagonale die bei aufrechter Stellung der Gestalt verti
cale rhomboedrische Axc bildet. Zieht man also eine verticale 
Linie A X von der Länge der Axe des Grundrhomboeders , so 
sind durch die Endpuncte derselben A und X zwei Winkelpuncte 
des zu suchenden Hauptschnittes nun schon gegeben. Es ist fer
ner bekannt , dass dieses Rhomboid von zwei parallelen Axen
kanten und den sie verbindenden geneigten Diagonalen gebil
det wird. Da an jedem Rhomboeder die Axc durch zwei auf sie 
senkrechte Ebenen, wovon die eine durch die drei obern, die andere 
durch die drei untern Ecken hindurchgeht, in drei gleiche Theile 
getheilt wird, und da der Durchschnitt dieser Ebenl'n mit dem Rhom
boeder die Figur eines gleichseitigen Dreieckes erhält, weil er durch 
drei horizontale folglich gleich lange Diagonalen desselben geführt 
wird, so sind die Winkelpuncte dieser Dreiecke zugleich auch Win
kelpuncte der horizontalen Projection, denn sie sind obere und un-
tere Ecken von R, und es ist jede aus diesen 'Vinkelpuncten zur 
Axe gezogene Linie gleich der Seite der horizontalen Projection. 

Macht man daher AP = PQ = QX = 1/ 3 AX, so müssen durch 
P und Q die zwei obbemerkten auf AX senkrechten Ebenen gehen; 
errichtet man ferner in diesen beiden Puncten die senkrechten Linien 
PC= QB = HO, so ist B ein unteres und C ein oberc8 Seitenl'ck 
des Rhomboeders, und es werden folglich durch sie die beiden an
deren Winkelpuncte des zu suchenrlen Rhomboid gegeben sein. 
Verbindet man also B und C mit A und X durch gerade Linirn, 
so werden AC= XB die Axenka.nten, AB = XC die g•meigtl'n 
Diagonalen, und ABXC der Hauptschnitt von R sein, w. z. b. w. 

Zeichnung der Flächen von Rhomboedern mul ihnr 
Grenzen. 

§. 20. 

Um die Fläche von R zu :finden, mache man ab (Fig.12; 
= AB (Fig. 11), und beschreibe mit dem Halbmesser A (; 
um a und b Kreise, die sich in c und d schneiden. Ver
bindet man nun die letztgenannten Puncte mit a und b durch 
gerade Linien, so wird ab c d die verlangte Fläche sein. 

Soll aber die Fläche von R+n gefunden werden, so nehme 
man das Doppelte, Vierfache ... oder die Hälfte, das Vier
tel •.. der Axe von n ' je nachdem das II. es verlangt, 

Aichhorn's FUlchenzeichnung. 2 
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construire damit uncl mit der als Einheit angenommenen 
Seite der horizontalen Projection nach §. 19 den Haupt
schnitt des gegebenen R + n, und bilde dann aus ihm die 
zu zeichnende Fläche genau so, wie aus dem Hauptschnitt 
von R dessen Fläche erzeugt wurde. 

Da die in Rede stehenden Flächen Rhomben sind, und da zur 
Zeichnung eines bestimmten Rhombus die Kenntniss der Länge einer 
Diagonale und einer Seite hinreicht, so ist, weil a b = AB , und 
ri c = ad = b c = b d = AC die Richtigkeit des Verfahrens für R, 
und somit auch für R +II erwiesen, nur hat man sich in Bezug 
auf letztere zu erinnern, dass bei gleicher horizontaler Projection 
die relative Länge der Kanten 1rn1l Diagonalen von der Grösse der 
Hauptaxe abhängt. 

§. 21. 

Die Fläche von R - co ist ein reguläres Sechseck gleich 
der horizontalen Projection IJORZNT (Fig. 10); jene von 
R + co aber ein Rechteck von beliebiger Hühe, dessen 
Grundlinie gleich der Seite des Querschnittes von R, 
der zugleich die Grundflächen von einem begrenzten Theil die
ses Prismas *) bildet, und der gefunden wird, wenn man in 

"') Prismen im krystallographischen Sinne des Wortes lassen sich nie 
vollständig darstellen , es ist nur möglich Stücke von ihnen zu modelliren 
oder zu zeichnen. Sie werden daher hier und in den folgenden Paragra
phen, wo von ihnen die Rede ist, im mathematischen Sinne des Wortes 
genommen, d. h. mit einer sogenannten Grundfläche versehen gedacht. 
Unter dieser Voraussetzung erscheinen alle verticalen und schiefen Pris
men vorn krystallographischen Slandpuncte beurtheilt als Combinationen 
einer Gestalt von unendlich grosser Hauptnxe (den Seitenflächen) mit einer 
Grundgestalt rnn unendlich kleiner IInuptaxe (den Grundflächen des ma
thematischen Prismas). Die Figur der Grundfläche hängt natürlich von 
der Anzahl, der Besclrnffenheit und von der Neigung der Seitenflächen ge. 
gen einander ab, sowie im Hohlmodelle die Grösse der Kantenwinkel des 
Prismas durch die ebenen Winkel der Grundfläche fixirt wird; <laher 
wurde bei verticalen oder schiefen Prismen auch die Zeichnung der 
Fläche der Grnndgestalt von unendlich kleiner Axe beigefügt, womit. 
dnssclbe comhinirt ist. 
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HORZNT (Fig. 10) die Seiten in G, G ... halbirt, und die 
Halbirungspuncte durch gerade Linien verbindet. 

Den Beweis liefert die Ableitung und zum Theil schon die auf
merksame Betrachtung eines Rhomboeders, die entnehmen lässt, dass 
der Querschnitt das in die horizontale Projection eines Rhomboeders 
eingeschriebene Sechseck ist, um dessen Seiten sich die Flächen 
des Rhomboeders bei dem Wachsen der Hauptaxe drehen. 

Zeichnung der Flächen von gleichkantigen sechssei
tigen Pyramiden, ihrer Gi·enzen un~ Hälften. 

§. 22. 

Um die Flächen einer bestimmten gleichkantigen sechs
l:leitigen Pyramide zu finden, construire man ein gleich
schenkliches Dreieck, dessen Grundlinie gleich ist der Seite 
der horizontalen Projection, und dessen Schenkel gleich sind 
der Axenkante desjenigen Rhomboeders, aus dem sie ent
standen ist, und es wird dieses Dreieck die verlangte 
Fläche sein. - Gesetzt es sollte die Fläche von P gezeich
net werden; man mache obiger Regel gemäss ab (Fig. 13) 
=HO (Fig. 10), beschreibe mit dem Halbmesser AC(Fig. 11) 
um a und b Kreise, die sich in c schneiden, und verbinde 
c mit a und b durch gerade Linien, so gibt das entstehende 
Dreieck abc die Fläche von P. 

Denn die Flächen der gleichkantigen sechsseitigen Pyramiden 
sind gleichschenkliche Dreiecke, deren Grundlinien die Kanten an 
der Basis bilden, die, weil sie horizontal liegen, zugleich die hori
zontale Projection derselben sind. Nun wird aber bei allen Gestalten 
des rhomboedrischen Systemes die Seite der horizontalen Projection 
als Einheit angenommen , und ist daher auch in der Zeichnung für 
alle gleich gross zu nehmen. Die Ableitung lehrt ferner, <lass unter 
dieser Voraussetzung je<le gleichkantige sechsseitige Pyramide mit 
ihrem respectiven Grundrhornboeder Lage und Länge der Axenkantc 
gemein bat; die angegebene Methode der Zeichnung ist daher ricb
tig 1 und desshalb musste für die Fläche von P ab= HO und ac 
= b c = AC genommen werden. 

2* 
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§. 23. 

Die Fläche von P + oo ist ein Rechteck von beliebiger 
Höhe , dessen Grundlinie gleich ist der Seite der horizon
talen Projection HO (Fig. 10), und die horizontale Pro
jection selbst bildet die Grundfläche eines begrenzten Stückes 
von diesem Prisma. 

Folgt unmittelbar aus der Ableitung. 

§. 24. 

Um die Fläche von ~ ~ oder ~ ~ zu finden , verlängere 
man in HORZNT (Fig. 10) <lie abwechselnden Seiten OR, 
HT, NZ, bis sie sich in den Puncten IX, ß und r schnei
den; man verlängere dann ab ( Fig. 13) zu beiden Seiten 
gleich weit, bis de = IX ß, und verbinde c mit d und e, so 
ist c de die gesuchte Fläche. 

Die Fläche von P ~ 00 ist ein Rechteck von beliebiger 
Hühe, dessen Grundlinie gleich IX ß, und für ein Mittelstück 
dieses Prismas gibt IX ß r die Grundfläche. 

Da diese Hälfte entsteht, indem die abwechselnden Flächen 
an der obern Spitze von P und die gegen sie geneigten an der 
untern vergrössert werden, so blaibt a b = OR als eine Kante, die 
zwei zu vergrössernden Flächen angehört, hinsichtlich ihrer Lage 
und Grösse unverändert, wird jedoch, indem die Flächen sich er
weitern, selbst verlängert. Diess gilt auch von den beiden anderen 
Kanten an der Basis, nämlich von JlT und NZ. Dass diese Kanten 
hinreichend verlängert sich durchschneiden werden, dass ihre Durch
schnittspuncte a, ß und '}' zugleich die Winkelpuncte eines gleich
seitigen Dreieckes (der Basis dieser Hälfte) sind, dass ß 0 = Ra 
= IX Z ..• mithin auch a b zu beiden Seiten gleichweit verlängert 
werden musste, folgt daraus, weil sie die abwechselnden Seiten 
eines regelmässigen Sechseckes sind. Da nun die Axenkanten die
ser Hälfte die Winkelpuncte der Basis mit dem Endpunct der 
Hauptaxe verbinden, der unverändert bleibt (daher auch c unver
ändert), so müssen c d und c e die Axenkanten, und folglich c de 
die gesuchte Fläche sein. I-Iiedurch ist auch die Richtigkeit der 

Angabe für P ~"' bewiesen. 
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§. 25. 

U d. Fl h r P d 1 P h l . h m ie äc e von r 2 o er r 2 zu er a ten, z1e e man 
von a (Fig. 13) parallel zu c e eine Linie, welche die cd 
in f schneidet, und von b parallel zu c d eine zweite Linie, 
die mit c e in g, und mit der verlängerten f a in h zusam
mentrifft. cf hg ist die gesuchte Fläche. 

Auch um diese Hälfte zu erhalten, werden drei abwechselnde 
Flächen an der obern Spitze von P vergrössert, folglich müssen die 
durch den gegenseitigen Durchschnitt der zu vergrössernden Flächen 
entstehenden Axcnkanten dieselbe Lage und Grösse haben, wie bei 

i; oder ~ ;, und ihre Richtung wird daher durch die Linien c d 

und c e angedeutet. An der unteren Spitze hingegen werden die 
zu den oberen parallelen Flächen vergrössert; durch dieses Verfah
ren gelangt jede Fläche der einen Spitze mit -zwei Flächen der an
deren in einer Kante zum Durchschnitt, welche durch je einen 
Winkelpunct der Basis von P , als einen ihnen gemeinschaftlichen 
Punct hindurchgeht. Die Flächen dieser Hälften sind aber Rhom
ben; da nun von diesen zwei Seiten, nämlich die beiden Axenkan
ten der Lage und Richtung nach nebst den von ·ihnen eingeschlosse
nen Winkel durch c d und ce gegeben, und von den beiden ande
ren Seiten je ein Punct, nämlich a und b bekannt sind, so braucht 
man nur durch a eine parallele Linie zu c e, und durch b eine 
solche zu cd zu ziehen, um den Rhombus zu vollenden. Die Rich
tigkeit des Verfahrens ist daher gerechtfertiget. 

Zeichnung der Flächen von ungleichkanHgen sechs
seitigen Pyramiden, ih1·er Grenzen und Hälften. 

§. 26. 

Die Fläche einer bestimmten ungleichkantigen sechssei
tigen Pyramide wird auf folgende Art gefunden : Man zeichne 
den Hauptschnitt desjenigen Rhomboeders , aus dem die 
ungleichkantige sechsseitige Pyramide abgeleitet wurde, ver
längere die darin liegende rhomboedrische Axe beiderseits 
so weit, als die Ableitungszahl m es verlangt, verbinde 
den oberen und unteren Endpunct der verlängerten Axc 
mit einem Seiteneck im Hauptschnitte des Rhomboeders 



durch gerade Linien, und beschreibe mit diesen beiden Ver
bindungslinien und mit der Seitenkante des Rhomboeders, 
ans dem die Pyramide entstanden , ein Dreieck , so ist die 
Aufgabe gelöst. - Für den speciellen Fall, dass die Fläche 
der ungleichkantigen sechsseitigen Pyramide (P)2 zu zeich
nen wäre, muss daher, weil n = 0, der Hauptschnitt von 
R gezeichnet werden. Gesetzt es sei ABXC (Fig. 11) die
ser Hauptschnitt. Da A"4 die rhomboedrische Axe dessel
ben und im gegebenen Falle m=2 ist, so verlängere man 
ferner AX beiderseits dergestalt, dass A' X'= 2 AX wird, 
was man erreicht, wenn man AA' =.Ll'IA, und XX' =lifX 
macht, verbinde A' und X' mit B durch gerade Linien, 
und beschreibe mit ab (Fig. 14) =AC, ac=BA', und 
c b = BX' das Dreieck ab c, so wird dieses die Fläche von 
(P) 2 sein. 

Der Hauptschnitt desjenigen Rhomboeders, aus dem die un
gleichkantige sechsseitige Pyramide abgeleitet wurde, ist erforderlich, 
weil jede ungleichkantige sechsseitige Pyramide mit ihrem Rhom
boeder die Länge und Lage der Seitenkanten und die Seitenecken 
gemein hat. Nun sind aber am Rhomboeder Axen- und Seiten
kanten gleichlang, folglich wird durch die kürzere Seite des Haupt
schnittes vom Rhomboeder auch die Länge der Seitenkante der dar
aus abgeleiteten ungleichkantigen sechsseitigen Pyramide gegeben, 
somit ist bereits eine von den Seiten der zu construirenden Fläche 
bekannt. (Desshalb wurde im speciellen Falle a b = -A C genom
men.) Da ferner im Hauptschnitt des Rhomboeders auch die rbom
boedrische Axe desselben liegt, welche zu Folge der Ableitungs
methode der ungleichkantigen sechsseitigen Pyramiden sich beider
seits gleichmässig verlängert, so braucht man nur diese rhomboedri
sche Axe wirklich der Ableitungszahl lll gemäss zu verlängern, um 
den ob~rcn un<l unteren Endpunct der Pyramidenaxe zu erhalten. 
(Daher wurde im speciellen Falle, wo m = 2, A'X1 = 2 AX ge
macht.) Da endlich an jeder unglcichkantigcn sechsseitigen Pyra
mide zweierlei Axenkanten vorkommen, von denen die stumpferen 
die unteren Seitenecken mit der oberen Spitze , oder die oberen 
Seitenecken mit der unteren Spitze verbinden, während die schärfe
ren die oberen Seitenecken mit der oberen Spitze, oder die unteren 
mit der unteren Spitze vereinigen , oo braucht man nur das eine 
der im Hauptschnitte des Rhomboeders gegebenen Seitenecken, -
die wie schon früher bemerkt auch die Seitenecken der daraus ab-



geleiteten ungleichkantigen sechsseitigen Pyramide sind, - mit dem 
oberen und unteren Endpunct der verlängerten rhomboedrischen 
Axe zu verbinden, um die Länge dieser zwei verschiedenen Axen
kanten zu erhalten. Man weiss also auf diese Art alle drei Seiten 
des zu zeichnenden Dreieckes, und kann daher mit ihnen die Fläche 
einer gegebenen ungleichkantigen sechsseitigen Pyramide eonstruiren, 
w, z. b. w. (Aus diesen Griinden wurde im speciellen Falle BA' 
und BX' gezogen, und mit AC, BA' und BX' das Dreieck abc 
(Fig. 14) d. i. die ]fläche von (P) 2 gebildet.) 

§. 27. 

Die Fläche von (P +00) 111 ist ein Rechteck von belie
biger Höhe, dessen Grundlinie gleich einer Seite des Quer
schnittes derjenigen Reihe der ungleichkantigen sechsseitigen 
Pyramiden, zu der es gehört, und dieser Querschnitt bildet 
auch die Grundflächen eines begrenzten Stückes von 
(P + oo )"'. Um diesen Querschnitt z. B. für (P) 2 zu finden, 
verfahre man auf folgende Art : Man zeichne zuerst die 
horizontale Projection dieser Pyramide HORZNT (Fig. 1ö) 
gleich jener des Rhomb ;eders, aus dem sie entstanden ist, 
halbire die Seiten derselben in G, G .. und ziehe die Dia
gonalen HZ, ON und RT. Dann verlängere man J.lfD 
Wig. 11) über Nl, bis sie die A•B in F schneidet, über
trage die Länge der Linie PM auf die Diagonalen der hori
zontalen Projection, so dass FM (Fig. 15) =PM (Fig. 11), 
und verbinde nun die benachbarten Puncte P und G durch 
gerade Linien, so i<>t das entstehende ungleich winklige aber 
gleichseitige Zwölfeck der Querschnitt von (P)-2

, und FG 
eine Seite desselben. 

Warum die Grundlinie des zu zeichnenden Rechteckes der 
Querschnittsseite derjtmigen Reihe von unglcichkantigcn sechsseitigen 
l'yramiden gleich sein müsse, zu der das Prisma g1•hört, folgt einfach 
daraus, weil alle nach einerlei lll abgeleitete ungleichkantige sechsseitige 
Pyramiden gleichen Querschnitt haben , und weil eben nur solche 
Pyramiden Glieder einer und derselben Reihe bilden. Was nun die 
Auffindung des Querschnittes von (P)2 betrifü, so wird die Rich
tigkeit der Methode aus folgender Betrachtung einleuchtend. Dt:r 
Querschnitt jeder ungleichkantii;en sechsseitigen Pyramide ist wie 



bekannt ein gleichseitiges aber abwechselnd ungleichwinkliches Zwölf
eck, in welchem sich je zwei benachbarte ungleichlange Diagonalen 
unter Winkeln von 30° schncitlcn. Dass aber durch die Kenntniss 
tlcr Länge dieser Diagonalen die Fignr tles Querschnittes selbst be
stimmt ist, unterliegt keinem Zweifel. Die Länge der einen Art 
tlieser Diagonalen ist jedoch für alle ungleichkantigen sechsseitigen 
Pyramiden von gleicher horizontaler Projcction eine constante Grösse, 
weil unter dieser Voraussetzung tlie vom Halbirungspunct der Sei-
tenkanten zum l'llittelpunet der Gestalt gezogenen Linien GM, GM .. . 
iu allen diesen Pyramiden gleich lang sind. Die Punctc G, G .. . 
Lies Querschnittes sind also constant und durch die Halbirungs-
1n11ietc der projicirtcn Seitenkanten gegeben. Die zwischen zwei 
Linien GM liegenden Diagonalen sind aber, wie die Ableitung lehrt, 
variable Grösscn, hängen von m ab, werden desto länger, je grösser 
m wird, und umgekehrt; sie gehen durch die stumpfen Axenkantrn 
tlcr ungleichkantigcn sechsseitigen Pyramiden und liegen in der 
EL>eue des Hauptschnittes derselben. Zieht man daher von JJJ 
(Fig. 11) senkrecht auf die rhomboedrische Axe eine Linie, und 
verlängert man dieselbe, bis sie die A'B in P schneidet, so muss JJJF 
diese Diagonale für (P) 2 sein. Da nun FM (Fig. 1 5) = FM (Fig. 11) 
gemacht wurde, und die MG sich damit wirklich unter Winkeln 
von 3 o0 schneidet, so sind die Punete F, F, ... die zweiten Win
kclpuucte des Querschnittes von (P) 2, und man braucht daher nur 
die l'unctc F und G zu verbinden , um die Seite des fraglichen 
Querschnittes oder durch Vereinigung aller zwölf Puncte den Quer
schnitt selbst zu erhalten. 

§. 28. 

U d• "L~1·· h ,. (I')' d I Cl')' fi d 1·· rn ie .c ac e von IT o er r 2 zu n en, ver an-
gere man im Querschnitte FGFG ... . (Fig. 15) jede vierte 

Seite, bis sich dieselben gegenseitig in den Puncten a, ß 
und r schneiden, übertrage BF (Fig. 11) auf ac (Fig. 14) 
von a aus, so dass BF = a f, halbire a b in g, ziehe f g, 
verlängere dieselbe nach beiden Seiten , mache f e = F ß 
und g d = Ga, ziehe c e und c d, und lege endlich durch 

a eine zu c d, und durch b eine zu c e parallele Linie, von 

denen die erstere die c e in h, die letztere aber die c d in i 
und die a h in k schneidet. Der auf diese Art entstehende 

Rhombus c h k i wird die gesuchte Fläche sein. 
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Dem Zerlegungsverfäbren zu Folge aind drei abwechseln de 
Flächen an einer Spitze zu vergrössern ; da nun im Querschnitte 
je zwei in einem Punct F sieb schneidende Linien zu Flächen der 
oberen Spitie gehören, die nächsten zwei zu solchen der unteren 
Spitze u. s. w., so begreift es sich von selbst, dass durch Verlänge
rung jeder vierten Seite des Querschnittes wirklich die zu abwech
selnden Flächen einer und derselben Spitze gehörigen Seiten erwei
tert werden. Die Durchschnittspuncte derselben a , ß und '}' be
stimmen aber in Verbindung mit dem Endpunct der rhomboedrischen 
Axe a die Richtung der Axenkanten dieser Hälfte 1 da alle drei zu 
vergrössernden Flächen diesen Punct a, und je zwei derselben einen 
der Puncte a, ß oder '}' gemein haben. \V eil nun die Identität 
der Linie de (Fig. 14) mit a ß (Fig. 15) aus der Art ihres Ent
stehens l;tervorgeht , so muss durch c d und c e die Richtung der 
Axenkante dieser fraglieheu Hälfte angedeutet werden. Das Zerle
gungsverfahren verlangt aber ferner , es sollen an der untern Spitze 
die zu den oberen parallelen Flächen vergrössert werden, daher sind 
a und b Puncto , die zugleich einer oberen und ~iner unteren zu 
vergrössernden Fläche angehören , und folglich muss durch sie eine 
Seitenkante der Hälfte hindurchgehen. Da nun die Flächen dieser 
Hälften Rhomben sind, folglich die Seitenkanten gleich und parallel 
mit den Axenkanten haben, so ist die Richtigkeit des Verfahrens 
bewiesen. 

§. 29. 

Um die Fläche von r <~>' oder 1 <~>' zu finden, verlängere 
man ab (Fig. 14) über b hinaus, bis sie die cd in l schnei
det, dann über a, bis am = b l wird. Macht man nun 
c n = c l, und verbindet m und n durch die gerade Linie 
m n, so ist c l m n die verlangte Fläche. 

\Veil auch diese Hälften entstehen , indem drei abwechselnde 
Flächen an einer Spitze vergrössert werden, so wird durch c d und 
c e eben so gut die Richtung ihrer Axenkanten angedeutet, wie in 
den nach dem früheren Zerlegungsvcrfahren entstandenen. Das Zer
legungsverfahren fordert aber ferner, dass an der andern Spitze die 
gegen sie geneigten Flächen vergrössert werden sollen, folglich bleibt 
ab als eine Kante, die zweien zu vergrössernden Flächen angehört, 
hinsichtlich ihrer Lage und Grösse unverändert, muss sich aber ver
längern. Verlängert man sie daher wirklich über b hinaus, bis sie 
die c d in l schneidet, so gibt c l nicht nur die Länge der Axcu-
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kante dieser Hälfte , sondern b l zeigt zugleich an, wie weit ab 
über a hinaus verlängert werden müsse; denn der Punct a ist für 
eine an der unteren Spitze von (P) 2 gelegene Fläche dus 1 was b 
für die Fläche a b c ist (wenn nämlich die .Fläche ab c zur oberen 
Spitze gehört) und umgekehrt: Das übrige V erfahren findet seine 
llechtfertigung in der Beschaffenheit der Flächen dieser Hälften, 
welche Trapezoide sind, in denen jene Seiten, welche die Axenkan
tcn bilden, gleich sind. 

(I')' 1<1')' War c l in n die Fläche von r 2 , so findet man die von 2 -, 

wenn man den Punt:t b auf die e11tg.igengesetztc Seite der ca ver• 

l t • u b . b . b . (l')' '''h t cg 1 im e rigcn a er ganz so wie c1 I' -Z - ver.a r . 

Zeichnung der Flächen von Rhomboedern, gleich
und ungleichkantigen sechsseitigen P)·t·amiden der 

Nebe1ll'eihen. 

§. 30. 

Um die Fläche von : ß + n auffinden zu können, muss 
entweder : und n, ode1· diejenige ungleichkantige sechs
seitige Pyramide bekannt sein, woraus dieses Glied der 
Nebenreihe abgeleitet wurde. Für den ersten Fall zeichne 
man zuerst t!ie Axe von ß + n, verkürze oder verlängere 
sie, wie : es verlangt, und verfahre dann mit der so gefun
denen Axe dieses Gliedes einer Nebenreihe wie §§. 19 und 20 
lehrten. Im zweiten Falle betrachte man diejenige Axenkante 
der ungleichkantigen sechsseitigen Pyramide, in welcher dieses 
Glied der Nebenreihe erscheint, als geneigte Diagonale, die 
Seite des in die horizontale Projection eingeschriebenen re
gulären Dreieckes aber als horiz •ntale Diagonale der zu 
construirenden Fläche, und bilde aus diesen beiden Linien 
den Regeln der Geo;netrie gemiiss einen Rhombus, der die 
verlangte Fläche sein wird. 

Um die Flächen von: P+n oder(i-P-+-n/" zu fin
den, ist zuerst die Axe und der Hauptschnitt von ( ~ ß + u) 



27 

darzustellen, dann aber nach den rn §§. 22 und 26 ange
gebenen Regeln zu verfahren. 

Die Richtigkeit der ersten Methode zur Auffindusg der Fläche von 

: ß + n ergibt sich aus der Bedeutung des Coefficientcn von selbst, 

und es ist daher auch in Bezug auf die Flächen von : P+ ll und 

(: p+ n)"' keine weitere Bemerkung nothwcndig. 

· Die zweite Methode ist dadurch gerechtfertigt, dass sich, wie 
die Ableitung lehrt., entweder die stumpfere (bei paralleler Stellung) 
oder die schärfere Axenkante (bei verwendeter Stellung) der un
gleichkantigen sechsseitigen Pyramide in die geneigte Diagonale von 

: ß + n verwandelt, und dass bei allen Rhomboedern die geneigte 

Diagonale eine constante Grösse, nämlich gleich Vs ist (wenn 
H 0 = I, ist H R .:....__Vs), sobald die Gestalten gleiche horizontale 
Projection haben. Man kennt also anf diese Art die zwei Diago
nalen des zu zeichnenden Rhombus, und kann ihn folglich con
etruiren, w. z. b. w. 

Zeichnung dea· Flächen del' Dit·homboeder und ihrea· 
Hälften. 

§. 31. 

Um die Fläche eines Dirhomboeders zu erhalten zeichne 
man nach §. 20 die Fläche desjenigen Rhomboeders, aus 
dem das Dirhomboedcr ·entstanden ist, ziehe darin die Seite 
des Querschnittes, und verbinde die Endpuncte derselben 
mit dem am rhomboedrischen Eck liegenden Winkelpunct 
der Rhomboederfläche. _-- Für den speciellen Fall, dass 
die Fläche von 2 (R) gefunden werden sollte, halbire man 
daher c b und d b (Fig. 12), verbinde die Halbirungspuncte 
f und g sowohl untereinander als auch mit a durch gerade 
Linien, und af g wird die verlangte Fläche sein. 

Die Richtigkeit des angegebenen Verfahrens ergibt sich dnraus, 
weil zu Folge der Entstehungsart der Dirhomboeder der Querschnitt 
der darin enthaltenen Rhomboeder zur Basis der Dirhomboeder wird, 
ihre Axenkanten aber von den vVinkelpuncten der Basis zu den bei
den Spitzen verlaufen, und die rhomboedrische Hauptaxe ihre Länge 
nicht ändert. 
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§. 32. 

Soll die .Fläche von ~ 2 ~l oder} 2 ~l gezeichnet werden, 
so verlängere man ac, ad und f g (Fig. 12), bis sie sich in 
m und n schneiden, und es ist am n die Fläche dieser Hälfte. 

Um aber die Fläche von R~oo zu erhalten, verlängere 
man die abwechselnden Seiten GG (Fig. 10), bis sie sich 
in p. v ~ schneiden. Ein beliebig hohes Rechteck über der 
Grundlinie p. v errichtet, ist die verlangte Fläche, und das 
gleichseitige Dreieck p. v ~ wird die Grundfläche eines Mit
telstückes von diesem Prisma sein. 

Indem abwechselnde Flächen der einen Spitze vergrössert wer
den, gelangen solche zum Durchschnitt, die einem und demselben 
Rhomboeder angehören, daher in den ursprünglichen Axcnkanten 
clcsselben sich schneiden müssen, uncl folglich ist durch a c und ad 
die Richtung der Axenkanten dieser Hälfte gegeben. An der an
deren Spitze aber sind hiezu geneigte Flächen zu vergrössern, d. i. 
Flächen, die dem zwriten Rhomboeder angehören. Letztere schnei
den sich aber mit jenen des ersteren in den· Kanten an cler Basis des 
Dirhomboeders, die also in der Hälfte ihre unprüngliche Richtung 
beibehalten. l\Ian kennt daher die Richtung aller drei Seiten des 
zu zeichnenden Dreieckes, und braucht folglich diese Seiten nur bis 
zu ihrem gegenseitigen Durchschnitt zu verlängern, um die Aufgabe 

zu lösen. Hinsichtlich der Flächen von R;"" wird nur bemerkt, 

dass GG (Fig. 10) =Jg (Fig. 12), und daher auch p.v = mn 
sein müsse. 

Zeichnung der Flächen de1· Dipyramiden und ihrer 
Hälften. 

§. 33. 

Man zeichne zuerst die Fläche der zu Grunde geleg
ten ungleichkantigen sechsseitigen Pyramide, es sei z. B. 
n = 0 und m = 2, daher 2((P+11) 111

) = 2 ((P) 2
), so 

wird a bc (Fig. 16) diese Fläche sein, ziehe in ihr die Seite 
des Querschnittes f g, und verbinde c und g durch die ge
rade Linie c,q, so ist cf g die ges.uchte Fläche. 
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Denn die stumpfere Axenkante von (P) 2 wird zu Folge der 
Entstehungsart der Dipyramiden zur sehärferen Axenkante von 2 ( (P) 2), 

bleibt also ihrer Lage und Grösse nach unverändert, nur wird sie 
verkürzt. Die Kante an der Basis von 2 ( (P) 2) aber ist gleich 
einer Seite des Querschnittes von (P) 2, weil die Basis jeder Di
pyramide gleich ist dem Querschnitt derjenigen ungleichkantigen 
sechsseitigen Pyramide , aus der sie entstanden ist. Man braucht 
also nur in der Fläche von (P) 2, d. i. ab c (Fig. 1 6 ), die Seite 
des Querschnittes f g zu ziehen, um die Kante an der Basis der 
Dipyramide zu erhalten, und es folgt dann von selbst, dass die Ver
bindungslinie der Puncte c und g die stumpfere Axenkante der in 
Rede stehenden Dipyramide, somit cf g die verlangte Fläche sein 
muss, w. z. b. w. 

§. 34. 

Um die Flächen von r ~(PJ'J oder 1 2 <<Pl'l zu finden ver-
r 2 1 2 ' 

längere man die abwechselnden Seiten des Querschnittes 
der zu Grunde gelegten ungleichkantigen sechsseitigen Py
ramide FG, FG . „ (Fig. 15), bis sie sich gegenseitig in den 
Puncten E, E ••• schneiden, und verlängere auch f g (Fig. 16) 
zu beiden Seiten über f und g. Macht man nun f m (Fig. 16) 
=FE (Fig. 15) und g n = GE, so dass mn = E E wird, 
und verbindet die Punkte m und n mit c durch gerade Li
nien , so ist cm n die gesuchte Fläche. 

Die Fläche von (r t ooJ' ist ein Rechteck von beliebiger 
Höhe über der Grundlinie E E, und für ein Mittelstück die
ses Prismas gibt E E E • • • die Grumlßäche. 

Denn da abwechselnde Flächen der oberen , und die ihnen pa
rallelen an der unteren Spitze vergrössert werden , so ist f g , d. i, 
eine Kante an der Basis von 2 ((P) 2), auch eine eben solche Kante 
dieser Hälfte, und wird mithin weder der Lage noch der Grösse, 
sondern nur der Länge nach geändert. Verlängert man daher die
jenigen Seiten des Querschnittes, die den zu vergrössernden Flächen 
entsprechen , bis sie sich gegenseitig schneiden, so gibt die Entfer
nung von zwei unmittelbar auf einander folgenden Durcbschnilts
puncten, nämlich der Puncte E, E • • , die Länge einer Kante an der 
Basis dieser Hälften. Da nun vermöge Construction m n = E E, und 
da ferner die Winkelpuncte der Basis mit dem Endpunct der Axe 
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durch gerade Linien verLunden die Axenkanten geben , so ist das 
Verfahren gerechtfertiget. 

(I' + ro)' • • p • In Bezug auf --2-- wird nur bemerkt, dass dieses r1sma 

aus den gleichka11tigen sechsseitigen Pyramiden ähnlichen Hälften der 
Dipyramiden entsteht, wenn deren Hauptaxe unendlich gross wird, 
folglich muss E E eine Querschnittsseite desselben sein. 

§. 31>. 

Um die Fläche von r !_Cl~) 'l oder 1 cz ~l 'l zu finden, be
zeichne man den Durchschnitts punet der Linien ab und c n 
( Fig. 16) mit o, 8chnei<le von cm ein Stück c p = c o ab, 
ziehe ]J f, und verlängere sie, bis sie die a b in r schneidet; 
c o r p wird die gesuchte Fläche sein. 

Denn weil wieder abwechselnde Flächen der oberen Spitze ver
grössert werden müssen , so geben c in und c n die Richtung der 
Axenkanten für diese Hälfte ebenso , wie für die vorausgehenden. 
An der entgegengesetzten Spitze sind aber die geneigten Flächen zu 
vergrössern ; es kommen daher Flächen zum Durchschnitt, die zu 
einem und demselben (P) 2 gehören, und diese müssen sich also 
gegenseitig in den ursprünglichen Seitenkanten von (P) 2 schneiden, 
und es wird daher durch a b die Richtung einer dieser Seitenkanten 
gegeben sein. Die Linie a b schneidet aber die c n, durch welche 
die Richtung der Axenkante angezeigt wird, in o. Dem zu Folge 
muss c o die Länge der Axenkante dieser Hälfte sein, und weil die 
Axenkanten gleich lang sind, so musste c p = c o gemacht werden. 
Nun kommt aber an der in Rede stehenden Hälfte noch eine zweite 
Art von Seitenkanten vor, denn jede Fläche der einen Spitze schnei
det sich ja mit zwei Flächen der anderen. Weil nun die erste Art 
der Seitenkanten durch den Punkt g gegangen ist, so muss noth
wendig die zweite Art durch den Pun<:t f gehen, und da p der 
untere Emlpunct der dem f zunächst gelegenen Axenkante der obe
ren Spitze ist, so muss p f die Richtung dieser zweiten Seitenkante 
sein, die d;,her nur bis zu ihrem Durchschnitte mit a b, d, i. bis r 
verlängert zu Wt·rcltn braucht, um Jen vierten Winkelpnnct dieser 
Fliiche, un1l somit die ge~uchte Fläche selbst zu geben, w. z. h. w. 

G 1 ·· t 1· f l FJ·· h 2 <ll'l '> hält d' c 1or < 1e ge unc ene • ac e zu I' --2-, so er man 1e 

1 2 ((I') ') T f dem -2- entsprechende durch Urbertragung des Punctes b au 

die entgegengPsctzte Seite der Linie a c. 



Drittes llauptstück. 

Zeichnung der Flächen der Gestalten des pyramidalen 
Systemes. 

Allgemeine Bemerkungen. 

§. 36. 

Als Einheit dient die Länge der Kante an der Basis 
der gleichkantigen vierseitigen Pyramiden. Ist diese grge
ben, so wird zur A uffinilung der Fläche von P, d. i. der 
Gruudgestalt einer bestimmten Krystallreihe noch Ein Datum 
erforderlich, während für irgend ein P + n auch n, und für 
(P+n)"' nebst n auch m bekannt sein mus@. Die Auffin
dung von Flächen der Hälften bestimmter vollflächiger Ge-
stalten setzt letztere als bekannt voraus *). . 

*) Siebe Anmerkung zu §. :18. 
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Vorber·eitende Co nstru<'tionen. 

§. 37. 

Man verzeichne mit B B' (Fig. 17) = 1 das Quadrat 
BB'BB', ziehe die beiden Diagonalen BB = B 1B 1

, und 
ferner durch M, d. i. den Mittelpunct dieses Quadrates die 
Linien CC = C'C1 parallel zu B'B = BB1 = ..... Fer
ner zieha man zwei verticale Linien AX (Fig. 18 u. Fig. 19) 
gleich der Hauptaxe von P, halbire dieselben in M, lege 
durch lf.f horizontale Linien, mache in diesen die Stücke 
MB (Fig. 18) = lvIB = MB' (Fig. 17), und die Stücke 
MC (Fig. 19) = 1l-fC= MC' (Fig. 17); endlich verbinde 
man die Puncte B und C mit A und X durch gerade Li
nien, und erzeuge auf diese Art die beiden Rhomben 
ABXB und ACXC. Es wird BB'BB' die Basis von P, 
BB = B'B' die längere prismatische , CC = C' C' die 
kürzere prismatische N ebenaxe, A X die pyramidale Haupt
axe, ABXB der Hauptschnitt, ACXC ein mit dem 
letzteren einen Winkel von 45° bildender Schnitt, AB = BX 
eine Axenkante, B'B = BB1 eine Kante an der Basis, und 
endlich AC das Perpendikel auf der Fläche von P sein. 
Die drei Schnitie BB1BB1

, ABXB und ACXC bilden 
die Grundlage zur Auffindung der Flächen siimmtlicher Ge
stalten einer bestimmten pyramidalen Krystallreihe. 

Da an jeder gleichkantigen vierseitigen Pyramide die Basis ein 
Quadrat ist, und die Diagonalen dieses Quadrates zugleich die länge· 
ren prismatischen Nebenaxen bilden, von denen die Axenkanten zu 
den beiden Spitzen ziehen , da ferner die kiirzeren prismatischen 
Nebenaxen die Mittelpuncte der gegenüberliegenden Seitenkanten 
verbinden , und von diesen Mittelpuncten zu den Spitzen der Py· 
rami<le die Perpendikel ihrer Flächen verlaufen , und da endlich die 
Hauptaxe senkrecht auf der Basis steht, die gleichen Nebenaxen 
sich unter 9 0 °, die ungleichen unter 4 5 ° oder 13 f> 0 schneiden, folglich 
auch die durch sie und die Hauptaxe gelegten Ebenen denselben Nei
gungswinkel zu einander haben, so ist, weil BB' = 1 und AX als 
Hauptaxe von P angenommen wurde, die Construction der drei 
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Schnitte, und daher auch die angegebene Bedeutung der Linien für 
dieses P richtig. 

Zeichnung dea· Flächen von gleichkantigen vierseiti
gen Pyramiden, ihrer Grenzen und Hälften. 

§. 38. 

Die Fläche von P wir<l erhalten, in<lem man ab (Fig. 20) 
= BB1 (Fig. 17) macht, um die Puncte a und b mit dem 
Halbmesser AB (Fig. 18) Kreise beschreibt, und den 
Durchschnittspunkt c derselben mit a und b durch gerade 
Linien verbindet. 

Soll die Fläche von P + n gezeichnet werden, so ver
längere oder verkürze man <lie Axe von P nach den je
weiligen Zeichen und W erth von 11, und comtruire mit der 
so gefundenen Hauptaxe dieser abgeleiteten Pyramide nach 
§. 37 ihren Hauptschnitt; auf diese Art findet man die 
Länge ihrer Axenkante. ,Das weitere Verfahren stimmt mit 
dem für P angegebenen überein. 

Die Flächen der gleichkantigen vierseitigen Pyramiden sind 
gleichschenkliche Dreiecke , deren Grundlinie von der Kante an der 
ßasis, die Schenkel aber von den Axenkanten gebildet werden. 
'Veil nun für P a /, = BB' und a c = b c =AB gemacht wurde, 
so ist a b c wirklich die Fläche von P, und folglich die Methode 
für die Grundgestalt und für alle unmittelbar daraus abgeleiteten 
gleicbkantigen vierseitigen Pyramiden richtig. Dass für letztere zu
erst die Länge ihrer Hauptaxe gefunden ·werden müsse , ist klar, 
denn man wäre sonst nicht im Stande 1 ihren Hauptschnitt zu con
struircn, und folglich ihre Axenkante zu finden. In welchem Ver
hältniss aber die Hauptaxe von P +· 11 zu jener von P steht, ist 
aus dem W erth und Zeichen von II ersichtlich , und da die Ablei
tung lehrt, dass die Axen von zwei unmittelbar aufeinander folgen
den Gliedern in dieser Reihe sich verhalten wie 1 : V 2, d. i. wie 
die Seite eines Quadrates zur Diagonale desselben, so unterliegt die 
Verlängerung oder Verkürzung der Axe von P, um daraus jene 
von P + n zu finden , keiner Schwierigkeit, sondern kann durch 
eine höchst einfache und allgemein 'bekannte Construction , nämlich 
jener eines oder mehrerer Quadrnte bewerkstelliget werden. 

Aichhorn"s FUtchenzeichnung. 3 
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§. :n 

Die Flävhe von P-oo ist die Basis der Grundgestalt, 
nämlich BB1BB1 (Fig. 17), welche auch die Grundflächen 
eines Mittelstückes von P + oo bil<let, während die Seiten
füichen dieses Prismas beliebig hohe Rechtecke sind, deren 
Grundlinie gleich B!J'. 

Den Beweis liefert unmittelbar <lie Ableitung. 

§. 40. 

'Cm die Fläche von + ~ zu finden, ziehe man von 
den Winkelpuncten der Fläche von P, näynlich von a, b und c 
(Fig. 20) zu den grgenüberliegenden Seiten parallele Linien, 
und verlängere sie , bis sie sich gegenseitig in den Puncten 
d, e und f schneiden; d e f wird die gesuchte Fläche sein. 

Den Beweis für die Richtigkeit des Verfahrens sehe man in 
§. 5 nach. 

Zeichnung der FHichen \'Oll un;;leichkantigen acht
seitigen Pyramiden , ihrer Grenzen und Hälften. 

§. 41. 

Gesetzt es sei n = o und m = !) , daher die ungleich
kantige achtseitige Pyramide , deren Flächen gezeichnet 
werden sollen (P) 5• - Man verlängere A X (Fig. 18) beider
seits über M dergestalt, dass MA 1 =!)MA, und MX'= 
öMX, daher A'X'=äAX wird, und verbinde A 1 mit B 
durch die gerade Linie A 1B. Dann übertrage man A 1X 1 

Fig. 18 auf Fig. 19, verlängere AC und MCüber C, mache 
CD= AC, und ziehe A'D, welche die verlängerte MG in 
S schneidet. Ferner verlängere man auch MG (Fig. 17), bis 
MS (Fig-. 17) =MS (Fig. 19) wird, und ziehe SB, SB' .... 
Macht man nun ab (Fig. 21) =SB, beschreibt um a mit 
dem Halbmesser A'B, und um b mit dem Halbmesser A 1 S 
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Kreise, die sich in c schneiden, und verbindet c mit a und 
b durch gerade Linien, so ist ab c die gesuchte Fläche. 

A 1X' musste = 5 AX gemacht werd~n, weil m = 5 ist. Die 
Bedeutung der verschiedenen Linien in den beiden verticalen Schnit
ten von P (Fig. 18 und Fig. 19) ist aus §. 3 7 bekannt. Da B 
der Endpunct einer längeren prismatischen Axe von P ist, und 
diese durch die Ableitung nicht geändert wird, so muss A' B die 
stumpfere Axenkante 'V'on (P) 5 sein, denn es wurde m > 1+V2 
angenommen. Der Ableitung zu Folge müssen die Flächen von P 
in Rhomben verwandelt werden , wenn daraus eine ungleichkantige 
achtseitige Pyramide entstehen soll; dadurch wird AC die Hälfte 
der geneigten Diagonale eines solchen Rhombus , und es muss mit
hin CD= AC gemacht werden , um die ganze geneigte Diagonale 
AD zu finden. Die von D nach A' gezogene Linie A'D schneidet 
die in der erweiterten Ebene der Basis von P liegende MC in S; 
mithin wird A'S die schärfere Axenkante, und die von S (Fig.17) 
nac::h B oder B' gezogene Linie SB, SB' ••. die Kante an der Basis von 
(P) 6 sein. Um aber diese letztere zu finden, war es nothwendig, den 
Punct S in Fig. 1 7 zu bestimmen. Aus diesem Grunde wurde MC 
(Fig. 1 7) verlängert, und MS eben so gross wie in Fig. 19 ge
macht. Die Richtigkeit des übrigen Verfahrens folgt aus der Con
struction. 

§. 42. 

Die Fläche von (P +oo)5 ist ein beliebig hohes Recht~ 
eck, und die Grundlinie desselben ist gleich B S (Fig. 17). 
Für ein Mittelstück dieses Prismas gibt die Basis von (P) 5

, 

d. i. das gleichseitige aber abwechselnd ungleich winkliche 
Achteck BSB1S 1 

• ••• (Fig. 17) die Grundfläche. 

Folgt unmittelbar aus der Ableitung. 

§. 43. 

D• FI h r(P)' d 1 CP)' d f d · d ie äc en von r% o er 1 T wer en ge un en, m em 
man zuerst (Fig. 17) die abwechselnden Seiten der Basis 
von (P) 5 bis zu ihrem gegenseitigen Durchschnitt in den 
Puncten EE' .. verlängert. Macht man nun de (Fig. 21) = 
EE', indem man ab über a bis d (so dass da=EB) und 
über b bis e (so dass b e = S 1E 1

) verlängert, und verbindet 
d und e mit r., so ist cd e die gesuchte Fläche. 

3* 
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Die Fläche von <~+;'~ ist ein Rechteck von beliebiger 
Höhe, dessen Grundlinie gleich EE' und die Grundflächen 
eines Mittel~tii<'kes von diesem Prisma sind durch EE1ER' 
gegeben. 

Beweis wie in §. 24. 

~. 44. 

Um die. Fliiche von r <~' oder 1 <Pi' zu finden, verlän
gere man (Fig. 17) <lie noch übrigen vier Seiten der Basi11 
von (P) 5

, bis sie sich in den Puncten }~ F' . . schneiden, un1l 
ziehe MF, welche die B 1S in Cl- schneidet. Dann maclw 
man A 1X 1 (Fig. 22) = A' X' (Fig. 18), errichte vom Mittel
punct lf;f aus eine Senkrechte, übertrage MF und MG auf 
<lieselbe, ziehe A 1F und X'G, und verlängere letztere, bi11 
sie <lic A'F in H schneidet. Macht man nun (Fig. 21) 
cm=cn='A1Il, zieht am und bn, und verlängert sie, bi11 
sie sich in lt schneiden, so ist cm lt n die gesuchte Fläche. 

Man kann sich cliese Hälfte claclurch entstanden denken , dass 
. r (P)' . 1 tP)' 

der untere The1l von r 2 mit clem oberen von 1 % zum Durch -

schnitte kommt. Ist daher EE'EE' die Basis der ersteren, so mus~ 
FF1FF' die Basis der letzteren Gt>stlllt sein , deren Diagonale FF 
die EE', d. i. die verlängerte B'S in dem Puncte G schneidet. 
Ueberträgt man nun MF und MG auf Jl'X' (Fig. 2 2) und zieht 
A'F uncl X'G, so stellt erstere die Richtung der Axenkante des 

oberen Theiles von } (~l', letztere hingegen ein St!lck der Durch

schnittslinie des Hauptschnittes eben genannter Gestalt mit einer Fläche 
1· (P)' 

des unteren Theiles von r 2 vor. 'Vird nun diese Fläche erwei-

tert, so wird sie die A'F in irgend einem Puncte schneiden. Die
ser Durchschnittspunct muss aber in der verlängerten X'G liegen; 

denn diese Fläche hat mit der Ebtne des Hauptschnittes von : (~)' 
nur die Linie X'G gemein. Verlängert man daher X'G, bis sie die 
A'F in H schneidet, so ist H dieser Durchschnittspunct, und A'll 
daher die Länge der Axenkante der zu construirenden Fläche. Die 

Richtung der Axenkanten aber ist in I' oder 1 <~' dieselbe wie bei 

i- oder ~ <~l', sie wird also durch c d uud c e (Fig. 2 1) angedeu

tet. Macht man daher cm und cn = A' H, so sincl diese zwei Li-
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nien die Axenkanten. Da ferner die Seitenkanten von den der 
Spitze entgegengesetzten Endpuncten der Axenkanten auslaufen, und 
durch die benachbarten Winkelpuncte der Basis von (P) 5 hindurch
gehen , erstere aber durch m und n , letztere durch a und b gege
b~n sind, so braucht man nur die geraden Linien a 111 und b n zu 
ziehen , und dieselben bis zu ihrem gegenseitigen Durchscbnittspunct 
h zu verlängern, um die Seitenkanten m h und n h zu finden. Mit
hin cm h n die verlangte Fläche. 

Wie die Fläche von 1 <~' erhalten wird, wenn die gefundene 

I• (P)' . llt . § . h l" h T sein so e 1 ist aus . 2 9 ers1c t 1c . 

§. 45. 

U . (l'J' m die Fläche von + oder - ~ zu erhalten, ver-
längere man c b (Fig. 21) über b und m li über lt, bis sie 
sich in r schneiden, ferner auch SB1 und SB (l!'ig. 17) 
bis zu ihrem Durchschnitte in U, und endlich ab (Fig. 21) 
über a; dann mache man au= B U, ziehe u c, uu<l ver
hingcre m r bis sie mit uc in t zusammentrifft. Das so ent
stehende Dreieck c1· t wird die verlangte Fläche sein. 

l\Ian bekommt obige Hälften der ungleichkantigeu achtseitigen 
Pyramiden durch Vergrösscrung <ler abwechselnden in den schärfe
ren Axenkanten sich schnei<lenden Paare von Flächen der einen 
Spitze und der gegen sie geneigten der anderen. Es bleibt somit 
von (P) 5 die schärfere Axenkante c b ihrer Grössc und Lage nach 
unverändert, nur verlängert sie sich. Dasselbe ist auch der :Fall 
mit 111 li; denn weil a derjenige Winkelpunct der Fläche von (P) 5 

ist , der an einem stumpferen Eck der Basis liegt, an welchem also 
eine Fläche der oberen mit einer der unteren Spitze sich schneidet, 
so kann die hier entstehende Kante keine andere sein , als die, 

welche auch am gleichen Punct in I' oder 1 (~)' vorkommt, die 

man also entweder schon kennt, oder nach §, 44 fimlcn kann. Mau 
braucht daher nur c b und m h zu verlängern, bis sie sich in r 
schneiden , und es wird c r die Länge der ursprünglich schärf.;ren 
Kante von (P) 5 in dieser Hälfte angeben, crm aber einer der 
\Vinkel des zu zeichnenden Dreieckes sein. Jede zu erweiternde 
Fläche schneidet sich aber auch mit einer FläJie des anderen Paa
res derselben Spitze; verlängert man nun SB' und SB bis U, so 
wird eine von U zur Spitze gezogene Linie die Lage der neuen 
Kante angeben. Da nun au (Fig. 21) =BU (Fig. 17) gemacht 



wurde , und c der an der Spitze liegende Winkelpuni::t ist, der bei 
der Zerlegung unverändert bleibt, so muss c 11 die Lage der dritten 
Seite des fraglichen Dreieckes bezeichnen. Man hat folglich alle 
drei Seiten ihrer Richtung nach gegeben, und braucht also nur 111 r 

bis zu ihrem Durchschnitt mit c 11 zu verlängern , um die Flächen 

von + oder - (li' zu erhalten, Die Richtigkeit des angegebe

nen Verfahrens ist somit gerechtfertiget. 

Zeichnung der Fliichen von gleichkantigen vierseiti
gen und ungleichkantigen achtseitigen Pyramiden aus 

Nebenreihen. 

§. 46. 

Wenn die Fläche von T; P + n gefunden werden soll, 
so mi'L.,;sen enlwctlcr fi uml n gf'gcben sein, oder es muss 
uie ungleichkautige achtseitige Pyramide, aus welcher die
ses Glied dei· Nebenreihe abgeleitet wurde, und ob es sich 
in paralleler oder diagonaler Stellung befindet, bekannt 
sein. Im ersten Falle sucht man die Hauptaxe derjenigen 
gleichkantigen vierseitigen Pyramide, vor welcher der Coeffi
cient steht, und verkürzt oder verlängert sie, je nach 
der Beschaffenheit des Coefficienten. Mit der so aufgefun
denen Hauptaxe dieses Gliedes der Nebenreihe verfahre 
man aber ganz nach der in §. 38 gegebenen Anleitung. 
Im zweiten Falle hingegen beschreibe man mit derjeni
gen Axenkante der ungleichkantigen achtseitigen Pyramide, 
in welcher die Fläche der vierseitigen als berührende Ebene 
liegt, und mit jener Diagonale der Basis, die zu dieser Axen
kante gehört, ein gleichschenkliches Dreieck dergestalt, dass 
die in Rede stehende Axenkante das Perpendikel, hingegen 
jene Diagonale die Grundlinie dieses Dreieckes bildet, und 
verkleinere dasselbe so weit, bis seine Grundlinie gleich 
BB' (Fig. 17) = 1 wird, wo dann die so entstandene Fläche 
genau diesem Gliede der Nebenreihe bei gleicher Basis mit 
der Grundgestalt entsprechen wird. 
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Um die Fläche von (~ P+nr zu finden, hat man 
zuerst die Axe von ~ P + n nach obiger Angabe zu zeich
nen, dann aber dasselbe Verfahren einzuschlagen, welches 
m §§. 37 und 41 gelehrt wurde. 

Dass die für den ersten Fall angegebene Methode zur Auffin_ 

dung der Fläche von ~ P + n und daher auch jener von (~ P+n)"' 
richtig ist, folgt aus der Bedeutung der Coefficienten. 

Für den zweiten Fall lehrt die Ableitung, dass sich die Axen
ka.nte der ungleichkantigen achtseitigen Pyramide in das Perpendikel 
der Fläche der in ihr als berührende Ebene liegenden gleichkantigen 
vierseitigen Pyramide verwandelt, und dass die Kante an der Basis 
dieser neu entstehenden Pyramide entweder den längeren oder ktir
zeren prismatischen Axen der ungleichkantigen achtseitigen Pyramide 
gleich ist, je nachdem die berfihrenden Ebenen in der schärferen 
oder stumpferen Axenkante liegen. Warum aber die Verkleinerung 
der Flächen vorgenommen werden mus~, ergibt sich aus §. 3 6. Die 
Richtigkeit des Verfahrens ist somit bewiesen. 



Viel'tes Hauptstiick. 

Zeichnung der Flächen \'Oll Gestalten ans jenen Systemen, 
deren Grundgestalt eine ungleichlmntige vierseitige Pyra

mide ist 

Allgemeine llenwrkttngen. 

*· 47. 

Es ist gleichgiltig, welche Linie der Basis einer hie
her gehörigen Grundgestalt als Einheit angenommen wird, 
nur muss die einmal für einen bestimmten Fall gewählte 
beibehalten werden. Die Anzahl der zur Zeichnung der 
Flächen von P erforderlichen Stücke hängt von der grösse
ren oder geringeren Unregelmässigkeit ab, die in einem ge
wissen dieser Systeme herrscht, u_nd wächst mit derselben. 
Es müssen ausser der als Einheit angenommenen Grüsse im 
orthotypen Systeme zwei, im hemiorthotypen drei, im he
mianorthotypen vier , und im anorthotypen fünf Stücke ge
geben sein, um die Aufgabe lfüen zu können. 

Für wie immer geartete abgeleitete Gestalten wird nebst 
der Grundgestalt auch noch n und m als bekannt voraus
gesetzt. 



41 

Da die Basis der Grundgestalten in diesen Systemen entweder 
ein Rhombus oder ein Rhomboid ist , also stets ein unregelmässiges 
Viereck, so ka-nn sie nie durch eine ihrer Linien allein bestimmt wer
den, sondern es s:nd zwei oder droi erforderlich , und da keine der
selben einen besonderen Vortheil gewährt, so ist ihre Wahl freige• 
stellt. Dass aber die Basis die Einheit liefern müsse 1 folgt aus der 
Bedeutung von 11 in krystallographischen Zeichen. 

Bezüglich der Menge der erforderlichen Daten halte ich nicht 
für überflüssig, Nachstehendes zu bemerken. Es sei AX (Fig. 2 3) 
die Hauptaxe eines Anorthotypes, BB' die längere, CC' die kürzere 
Diagonale desselben, AP das Perpendikel, PM das Mass der Ab
weichung für beide, PP' jenes für die längere, PI''' das für die 
kürzere Diagonale, AB, AC, , ... die Axenkanten, BC, CB' • •. 
die Seitenkanten desselben. Wie bekannt sind sä.mmtliehe Schnitte 
am Anorthotype Rhomboiden. Zur Kenntniss eines derselben z. B. 
der Basis BCB' C' sind drei beliebige Stücke erforderlich; wird damit 
vorschriftsmässig ein Rhomboid construirt, so finden sich alle noch 
übrigen 'Vinkel, Seiten und Diagonalen von selbst. Man gelangt 
!'her hiedurch auch zur Kenntniss einer Grösse in den Hauptschnitten 
ABXB' und ACXC'. Denn der Hauptschnitt ABXB' hat mit BCB'C' 
die Diagonale BB' gemein, man braucht folglich zu seiner Bestim
mung nur mehr zwei neue Stücke, und kann ihn construiren, sobald 
diese gegeben sind , kommt aber durch diese Construction gleichzei
tig zur Kenntniss einer Grösse von ACXC', da beide Schnitte die AX 
gemein haben, Da nun für den letzten der genannten Schnitte ein 
Datum durch BCß'C', nämlich CC', das audere AX durch ABXB' 

-bereits gegeben sind, so wird nur mehr ein neues für die Construction 
<lesselben erforderlich. Die Nuthwendigkeit von sechs Daten für das 

· Anorthotyp ist folglich erwiesen. Stellt mau sich nun vor, dass in 
der Basis der gezeichneten Gestalt BB' senkrecht auf CC' stehe, 
dass also BCB1C' ein Rhombus wir<l, so kann sie eiu Hemianortho
typ vorstellen, und die Basis eines solchen, d. i. ein Rhombus, for
dert nur zwei Daten zu seiner Bestimmung, während für die beiden 
anderen Hauptschnitte dasselbe gilt , was für sie beim Anorthotyp 
gesagt wurde. Man braucht also für das 1-Iemianorthotyp nur fünf 

-bekannte Grössen. Geht man noch einen Schritt weiter, und nimmt 
man an, es sei auch A CXC' ein Rhombus, daher die Gestalt ein 
IIemiorthotyp, so sind beide für ihn nothwendige Grössen in BCB'C' 
un<l ABXB' enthalten, es reduzirt sich daher die Anzahl der für 
ein H;emiorthotyp erforderlichen Daten auf vier. Wird endlich auch 
ABXB' ein Rhombus und somit die Gestalt ein Orthotyp , so be
darf man für die Basis zwei , für beide Hauptschnitte aber nur ein 
Datum, und reicht folglich im Ganzen mit drei bekannten Grössen 11,us. 



zeichnen, beschreibe man mit AM, A P' und M P' das Drei
eck AM~(Fig. 31), verlängere MP• beiderseits, und schneide 
MB'=MB= 1

/ 2 BB' ab, verlängere auch AM über M, so 
dass MX= AM= 1/ 2 AX, und vollende den Hauptschnitt 
durch die Verbindung der Puncte A , B, X und B'. Um 
endlichßenletzten Hauptschnitt zu erhalten, d. i. ACXO, 
zeichne ma.n vorläufig aus den oben gefundenen Linien A P 
und PP" als Katheten das rechtwinkliche Dreieck APP' 
(Fig. 32), und verwende dann dessen Hypothenuse A P" mit 
AM und MP" zur Construction des Dreieckes AMI'" (Fig. 
33), wodurch man den Winkel erhält, unter dem sich AX 
und CO schneiden. Das Rhomboid A CXC' wird hierauf 
nach dem oben für den zweiten Hauptschnitt gegebenen 
V crfahen vollendet. 

Die Basis eines Hemianorthotypes ist wie bekannt ein Rhom
bus, uncl cla clessen Diagonalen BB' und CC' gegeben sind, so i~t 
seine Construetion keinen weiteren Schwierigkeiten unterworfen. Die 
zwei anderen Hauptsclrnitte aber sind Rhomboide, zu deren Con
~truction ausser den zwei gegebenen Diagonalen derselben, noch 
der von ihnen eingeschlossene Winkel erforderlich ist. Stellt {Fig. 
2 3) ein Hemianorthotyp vor , so sieht man leicht ein, class der 
Winkel AJJfB' für den einen, cler Winkel AMC' für den andem 
Hauptschnitt es sei, der gefunclen werden muss. Der eine dieser 
Winkel liegt aber in clem Dreieck AMP', der anclere in AMJJ1', 
mithin kann man sie finden , sobald man im Stancle ist diese Drei
ecke zu cc•nstruiren. Diess wird möglich sein, sobald es gelingt, 
.H" für clas erste oder AP" für clas zweite dieser Dreiecke zu er
halten, da in jedem die beiden anderen Seiten gegeben sind. Hie
zu benöthigt man vor Allem das Parallelogramm JYJP'PP'', dessen 
Seiten gegeben sind, und die sich unter rechten Winkeln schnei
den , um hiedurch MP zu finden, und mit dieser und der halben 
Hauptaxe das rechtwinkliche Dreieck AMP construiren zu können. 
Da sich auf diese Weise AP findet, so können auch die recht wink li
ehen Dreiecke APP' und APP" gezeichnet werden (weil AP nun 
bekannt, PP'= MP'' und PP" = 111 P' gegeben, und diese Linien 
die Katheten derselben sind). Das Ergcbniss dieser Zeichnung ist 
die Auffindung ihrer I-Iypothenusen AI'' und AP". Man hat nun 
für die Dreiecke AMP' und AMP" alle drei Seiten, kann sie folg
lich coustruiren, finclct auf diese Art die Winkel 1 welche AX mit 
BB' und CC' bildet , und hat daher für beide Rhomboiden die 



DiRgonalen und den von ihnen eingeschlossenen Winkel. Das wei
tere Verfahren bedarf keines Beweises. 

A north otyp es System. Unter der Voraussetzung, 
dass dieselben Grössen wie beim Hemianorthotype, und da
zu auch noch die Schiefe der Diagonalen gegeben wären, 
construire man zuerst mit MP und MP" einen Winkel 
P MF" (Fig. 34) gleich der bekannten Schiefe der Diago
nalen, bilde daraus das Parallelogramm MF•PP", und ziehe 
MP. Dann verfahre man genau so, wie oben für das Hemi
anorthotyp gelehrt wurde. 

Da bei jedem Anorthotyp die Basis ein Rhomboid ist, so wird 
ausser der Länge der Diagonalen zur· Construction desselben noch 
eine dritte Grösse erforderlich, d. i. im gegebenen Falle die Schiefe 
der Diagonalen. Durch Zeichnung des Parallelogrammes MP'PP" 
ist man aber nicht nur in der Lage die Basis selb

0

st construiren zu 
können (denn die JYIP' und MP'' geben ja den Winkel, unter wel
chen die beiden Diagonailln sich schneiden, und brauchen folglich 
beiderseits nur gehörig verlängert zu werden , um die Endpuncte 
der Diagonalen und hiedurch die Basis daraus zu erhalten), sondern 
man findet auch JJ.f P, welche Linie, wie oben bei dem Hemianor
thotyp gezeigt wurde , für die Auffindung der beiden anderen 
Hauptschnitte von Wichtigkeit wird. - Wem das Auftragen eines 
Winkels zu unsicher dünkt, der kann aus 1llP1 und MP" und der 
Schiefe der Diagonalen, das Dreieck PlllP'' berechnen, so MP fin
den , hierauf das genannte Dreieck zeichnen, und mit Hilfe dessel
ben das Parallelogramm JJ.!P'PP" construiren. 

Zeichnung der Flächen von ungleiehkantigen vier
seitigen Pyramiden ähnlichen Querschnittes, ihrer 

Gl·enzen, Hälften und Viertel. 

§. 49. 

Um die Flächen von P zu finden, zeichne man zuerst 
seine drei Hauptschnitte nach §. 50, und construire mit je 
drei ihrer jedoch in verschiedenen Hauptschnitten liegenden 
Seiten für ein Orthotyp das Dreieck ABC (Fig. 23) für ein 
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Hemiorthotyp die Dreieeke ABC und ACB', für ein Hemi
anorthotyp und Anorthotyp die Dreiecke ABC, AC'B', AB1 C11 

und A 0 1B. Diese Dreiecke werden die verlangten Flächen 
sem. 

Denn bei jeder ungleichkantigen vierseitigen Pyramide sind die 
Flächen ungleichseitige Dreiecke, und die Seiten derselben auch Sei
ten der Haupt~chnitte. Jede Seite des Dreieckes liegt aber in einem 
'lnderen Hauptschnitt. Da ferner an einem Orthotyp alle Flächen 
gleich sind, während an einem Hemiorthotyp zweierlei , und an 
einem Hemianorthotyp und Anorthotyp viererlei verschiedene Flä
chen vorkommen, so ist es klar, dass die Anzahl der zu zeichnenden 
Flächen von dem Systeme abhängt, wohin die gegebene Gestalt ge
hört. Um möglichen Irrungen bei Gestalten aus schiefaxigen Syste
men vorzubeugen, d. b. um nicht etwa aus den richtig aufge
fundenen Seiten unrichtige Dreiecke zu construiren , mache man sich 
zur Regel, von einem bestimmten l'unct der Basis , z. B. von den 
mit --j-- bezeichneten auszugehen. Man ziehe zuerst eine horizontale 
Linie gleich jener Seite der Basis , die zwischen + und r liegt, 
schreibe diese Vorzeichen an die beiden Enden der gezogenen Linie, 
und beschreibe nun über ihr mit jenen Seiten der zwei anderen 
Hauptschnitte, welche von den mit gleichen Vorzeichen versehenen 
Puncten der Basis ausgehen, die zur Construction des Dreieckes er
forderlichen Kreissegmente dergestalt, dass man die Zirkelspitze stets 
a•1 jenes Ende der horizontal gezogenen Linie einsetzt, welches mit 
der durch die Zirkelöffnung abgenommenen Seite des einen oder des 
anderen Hauptschnittes bezüglich des Vorzeichens übereinstimmt. 
Man nehme dann die in der Basis mit dem Vorzeichens r und -
''ersehene Seite, und schreite so nach und nach über 1 nach + 
zurück, wobei man stets die für die Construction der ersten Fläche 
angegebenen Vorschriften befolgt. Auf diese .Art wird jeder Fehler 
sicher vermieden. 

Die Flächen von P ± n und ~ P+ n werden gefunden, 
indem man zuerst nach Beschaffenheit des n, des vor ihn 
stehenden Zeichens und des Coefficienten die Axe der Grund
gestalt verlängert oder verkürzt, dann aber das im §. 50 
und 51 für die Grundgestalten aufgestellte Verfahren an
wendet, wobei jedoch nicht zu vergessen ist, dass AP, MP, 
MP' und MP" in demselben Verhältnisse abnehmen, oder 
wachsen wie AX. 
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Die Richtigkeit des Verfahrens folgt unmittelbar aus der Ab
leitung. 

§. 50. 

Die Fläche von P-oo ist gleich der Basis der Grund
gestalt, und wird folglich nach §. 50 gefunden. Dieselbe 
Fläche dient auch als Grundfläche eines Mittelstückes von 
P+oo aus derselben Krystallreihe; die Seitenflächen dieses 
Prismas aber sind Parallelogramme von beliebiger Höhe, deren 
Grundlinien mit den analogen Seiten der Basis von P gleiche 
Länge haben, und die im orthotypen System rechtwinklig, 
in den folgenden aber schiefwinklich sind. Zur Auffindung 
dieser schiefen Winkel ist folgendes Verfahren einzuschla
gen: Man zeichne zuerst die Basis von P, z. B. BCB'C' 
(Fig. 34), und bestimme in ihr den Punct P nach §. 50. 
Dann ziehe man durch P parallel mit CO (oder BB') die 
Linie ST, durch M parallel mit GB' die Linie MR, und 
wenn Abweichung der Axe in der Ebene beider Diagonalen 
vorhanden ist, auch durch M parallel mit C'B' die MR'. 
Ferner ziehe man eine verticale Linie AP (Fig. 35) gleich 
dem Perpendikel der Grundgestalt, errichte von P aus eine 
darauf Senkrechte , verlängere dieselbe beiderseits, mache 
PR und PR1 gleich denselben Linien in Fig. 34, und ziehe 
AR und AR1

• Endlich mache man CS (Fig. 36) = .MR 
(Fig. 34) und C·T (Fig. 37) = MR' (Fig. 34), beschreibe 
um C und C' mit dem Halbmesser AM, d. i. mit der halben 
Hauptaxe von P, um S mit dem Halbmesser AR, und um 
T mit dem Halbmesser AR' Kreise, und verbinde den 
Durchschnittspunct D mit C, den Durchschnittspunct F 
mit C', so ist DCS der bei C liegende Winkel jener Pris
menfläche, welche an der Kante GB' erscheint, während 
FOT den bei 0' liegenden Winkel für die an der Kante 
C'B' vorkommende Prismenfläche angibt. - Wie nach Auf
findung dieser Winkel die fraglichen Prismenflächen zu 
vollenden sind , ist bekannt. 
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Zur grösseren Deutlichkeit der Beweisführung st!llle Fig. 3 8 
ein Mittelstück von P+ 00 aus dem hemianorthotypen oder anor
thotypen Systeme vor, dessen Perpendikel gleich jenem der Grund
gestalt. Die übereinstimmende Bezeichnung der verschiedenen Puncte 
und Linien an dieser Gestalt mit den analogen der vorausgehenden 
Figuren erklärt ihre Bedeutung hinlänglich. Man wird leicht ein
sehen, dass das Dreieck DCS= A.il1R, denn es ist vermöge Con
struction MCSR ein Parallelogramm (weil ST I! CC' und MR II CS 
gezogen wurde), daher MR# CS; ferner ist AM# DC (weil di1e 
Kanten von P + oo jederzeit parallel zur Hauptaxe verlaufen, und 
parallele Linien zwischen parallelen Ebenen, d. i. den beiden Grund
flächen des Prismas gleich lang sind). Folglich hat man in beiden 
Dreiecken zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel gleich, untl 
1la die Winkelöffnungen bei beiden nach derselben Seite hinsehen, 
so ist AR# DS. Eben so lässt sich zeigen, dass das Dreieck 
AMR' = FC11', folglich AR' # FT. Die fraglichen Winkel können 
also durch Construction clei· Dreicl'ke AMR und A}..fR' gefunden 
'verden. In jedem dieser Dreiecke sind zwei Seiten durch 1lie 
halbe Axe von P, nämlich A1lf, urnl durch die in der Basis gezo
genen Linien MR und MR' gegeben. Man· hat also nur AR untl 
AR' zu suchen ; letztere bilden ab<·r die Ilypothenusen der bei P 
rechtwinkliehen Dreiecke APR und .:IPR', von denen man die Ka
thete AP durch das Perpendikel iler Grumlgestalt gegeben hat, 
während die andere Kathete PR und PR', durch die Zeichnung 
der Parallelogramme MRSC und M/l'TC' erhalten wird. Man kann 
also die Hypothcnusen Alf. und AR' finden, und hat folglich alle 
drei Seiten, welche zur Construction der Dreiecke AMR und AMR' 
erforderlich sind, also auch die zur Zeichnung der '\Tinkcl DCS 
und FC'T nothwendigen Daten, w. z. b. w. *). 

"') Aus dem Begriffe eines vierse111gcn Prismas, dessen Basis ein Pa• 
rallelogramm ist, folgt, dass stets DCB'E = GBC'l', und GBCD = Fl'B'E 
sein müsse. Ob aber alle vier FläC'hcn gleich sind, hängt von der Lage 
des Punctes P ab; denn zieht man von 111 parallel zu <.;B• und C·B· Li
nien, welche die TS in R und R' schneiden, so sind PR und PR• gleich, wenn 
P in BB•, hingegen ungleich, wenn P ausser Bb' liegt, folglich auch AR 
( = DS) und AR' ( = PT) und somit die Dreiecke DCS und FC'T im 
ersten Falle gleich, im letzteren ungleich; daher auch die Winkel bei C 
und (' auf den Prismeuflilchen bald gleich bahl ungleich. Ersteres findet 
im hemiorthotypen, Letzteres aber im hemianorrhotypen und nnorthotypcn 
Systeme Statt. 
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§. 51. 

Um die Flächen von ; zu erhalten, zeichne man in allen 
vier hieher gehörigen Systemen zuerst die Fläche von P. 
Dann ziehe man , wenn P in das orthotype System gehört, 
durch die Winkelpuncte seiner Fläche parallel zu den ge
genüberliegenden Seiten Linien, bis sie sich gegenseitig 
schneiden, und das neu entstehende ungleichseitige Dreieck 
wird die verlangte Fläche sein. Gehört aber P in eines 
der schiefaxigen Systeme, so ist das zuerst gezeichnete Drei
eck die Hälfte des zu construirenden Parallelogrammes (und 
zwar bildet die Kante an der Basis die Grundlinie, jene 
Axenkante von P, die in ; ihrer Grösse und Lage nach 
erhalten bleibt, die Seite, und die dritte Axenkante die 
Diagonale des zu zeichnenden Parallelogrammes); man 
braucht also nur das Parallelogramm zu vollenden , um für 
ein Mittelstück von ; die Seitenflächen zu finden, wozu 
P - ex:> die Grundflächen liefert. 

Da ; im orthotypen Systeme so entsteht, wie im tessularen : 

aus 0 , so wird bezüglich der Beweisführung auf §. 5 verwiesen. 
Was aber das angegebene Verfahren für die Flächen der Hälften 
aus schiefaxigen Systemen betrifft, so ist bekannt, dass diese Hälf
ten durch Vergrösserung eines Paares von Flächen der oberen 
Spitze und des ihnen gleichen Paares der unteren Spitze entstehen. 

Somit bleibt in ~ jene Axenkante von P erhalten, in der zwei zu 

vergrössernde Flächen der einen Spitze sich schneiden. Da ferner 
diese Hälften schiefen ungleicbkantigen vierseitigen Prismen gleichen, 
die einerlei Querschnitt mit P haben, so müssen die Seitenflächen 
eines Mittelstückes derselben ungleichwinklirhe Parallelogramme sein, 
in welchen die früher bemerkte Axenkante die Richtung eim'r Seite 
angibt, während die Seitenkante der Grundgestalt mit Beibehaltung 
ihrer Lage und Länge zur Grundlinie derselben wird, und folglich 
auch der von diesen Linien eingeschlossene Winkel unverändert in 

die Fläche· von ; übergeht. Man hat also durch die Fläche von 

Aichhorn'e FHtchenzekhnunl?. 



P, die zur Zeichnung des fraglichen Parallelogrammes nothwendigen 
Grössen gegeben, w. z. b. w. *) 

§. 52. 

Die im hemianorthotypen und anorthotypen Systeme 
k d P±n d P+oo k- 1 • 11 1 vor ommen en - 4 - un - 2- onnen a s zwei para e e 

Flächen nur in Combinationen erscheinen, und die Fi
gur ihrer Flächen ist daher von den übrigen in einer 
bestimmten Combination enthaltenen Gestalten abhängig. 
Da man gewohnt ist in allen Combinationen aus diesen 
Systemen die zu einem und demselben P + n gehörigen 
nicht parallelen Flächen als Viertel zu bezeichnen, so kann 
"d p+ 1 C b' · P±u 1P±u P±n Je es _ n a s om mat10n aus r - 4 - • ---:r-· - r - 4 -. -

1 P ~ 11 betrachtet werden, und man hat dadurch , dass man 
eine der verschiedenen Flächen von P + n nach den früher 
angegebenen Regeln construirt, die Aufgabe für einen spe
ciellen Fall gelöst, d. h. die Flliche des Viertels von einem 
Hemianorthotyp oder Anorthotyp, sowie es in einer be
stimmten Combination erscheint, gezeichnet. Ebenso kann 
man das Mittelstück jeder hieher gehörigen Hälfte als eine 
Combination aus P - oo mit zwei Vierteln ansehen, und 
hat also, indem man jene zeichnet, die Figur der Flächen 
dieser für einen zweiten speciellen Fall gefunden. Endlich 
dient das Mittelstück von P + oo dieser Systeme als Bei-

. l . c b. . p p +"' 1 p + 00 
~p1e emer om mat10n von - oo . r - 2-. - 2 -. 

*) Weil im hemiorthotypen System die zn vergrössernden Flächen 
einer Spitze gleich sind, so sind es auch die Flächen von ~- Im hemian· 
orthotypen und anorthotypen System dagegen sind diese Flächen ungleich, 
und folglich muss für jede das entsprechende Par11llelogramm besonders 
gezeichnet werden. 



Zeichnung der Flächen von ungleichkantigen viersei
tigen Pyramiden unähnlichen Querschnittes zur Grund

gestalt, ihrer Grenzen, Hälften und Viertel. 

§. 53. 

Um die Flächen von (P-+- u)m, (P +- oo) m, <P~ _!!_)"' 

cP±n) m h l d' 'd' D l d G d - 4- zu er a ten, 1v1 1re man jene iagona e er run -

gestalt, welche im Zeichen ausgedrückt ist, durch m, und 
construire dann mit der so gefundenen neuen Diagonale und 
mit den übrigen unverändert belassenen Daten von P + n 
die fraglichen Flächen genau so, wie dieses in den voraus
gehenden Paragrafen für die Glieder aus Reihen von ähn
lichem Querschnitt mit der Grundgestalt gelehrt wurde. 

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Ableitung, welche zeigt, 
dass, wenn Hauptaxe, längere und kürzere Diagonale an der Grund
gestalt sich verhalten wie a : b : c, dieses Verhältniss an der zur 
längeren Diagonale gehörigen ungleichkantigen vierseitigen Pyramide 
unähnlichen Querschnittes sich in am : b : cm, hingegen in der zur 
kürzeren Diagonale gehörigen in am : bm : c umwandelt. Es ist 

aber am : b : cm = a : ~ : c, und am : b m : c = a : b : ~. folglich 

das angegebene Verfahren richtig. 

§. 54. 

Wünscht man die Flächen der hi.eher gehörigen Com

bination (P ..+- n)m. (P .::f..-u)m zu erhalten, so wende man 
auf P + n aus diesen Systemen dasselbe Verfahren an, wel
ches §. 41 gelehrt wurde. 

Denn die Ableitung lehrt , dass diese Hilfsgestalt auf gleiche 
Art entsteht 1 wie eine ungleichkantige achtseitige Pyramide 1 und 
dass sie mit einer solchen Aehnlichkeit hat. Man wird daher auf 
die angegebene Art die Basis und die 1ibri.gen zur Construction 
der fraglichen Flächen erforderlichen Schnitte finden. 
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Zeichnung der Flächen von horizontalen Prismen, 
ihrer Grenzen und Hälften. 

§. 55. 

Um die Flächen von Pr-+ n zu erhalten, zeichne man 
<lie drei Hauptschnitte jener ungleichkantigen vierseitigen 
Pyramide, aus dem dieses horizontale Prisma entstanden 
ist, und nehme jenen Hauptschnitt, in welchem die unver
änderte Diagonale und die Hauptaxe liegen, als Grund
tläche eines Mittelstückes von einem verticalen oder schiefen 
vierseitigen Prisma an, dessen Seitenflächen genau nach 
§. 50 gefunden werden , und die zu zeichnenden Flächen 
des horizontalen Prismas sind. 

Von horizontalen· Prismen gilt dasselbe, was Anfangs der An
merkung zu §. 2 1 gesagt wurde. Mittelstücke von ihnen erschei-

nen aber als Combinationen, die durch die Zeichen Pr-+ II. Pr+ 00 

oder Pr -+-11 . Pr .:+- 00 ausgedrückt werden können. Als solche 
sind sie nur dadurch von den Combinationen P - 00 . P + 00 zu 
unterscheiden, dass ihre unendlich lange Axe horizontal liegt, statt 
vertical oder schief. Bringt man sie also in eine Stellung, wodurch 

Pr+ 00 horizontal, also scheinbar zu P - 00 wird, so haben die 

Flächen von Pr+ n das Ansehen der Seitenflächen einlös Mittel
stlickes von P + oo, und können folglich auf gleiche Weise wie 
rliese gefunden werden. 

§. 56. 

Sollten die Flächen der Combination Pr-+- n . Pr+ II, 

<ler sogenannten Hilfsgestalt, gezeichnet werden, so ziehe 
man durch die '\Vinkelpuncte der Basis von P± n, z. B. 
BCB1 C' (Fig. 39), parallele Linien zu den gegenüberliegen
den Diagonalen, und verlängere sie bis zu ihrem geg,msei
tigen Durchschnitt, um so das Parallelogramm HJKL zu 
erhalten. Dann verbinde man die '\Vinkelpuncte dieses Pa-



rallelogrammes mit P durch gerade Linien, und construire 
aus jeder der Linien PH, PJ ... als der einen, und aus AP 
ah! der anderen Kathete die rechtwinklichen Dreiecke APH, 
APJ, APK und APL (Fig. 40). Werden nun mit je zwei 
Hypothenu8en dieser Dreiecke und mit je einer der an der 
Basis der Hilfsgestalt liegenden Seiten, welche von densel
ben Winkelpuncten wie die zwei Hypothenusen ausgeht, 
Dreiecke beschrieben, so sind diese die verlangten Flächen 
der Combination. 

lJi,~ Entstehungsweise der in Rede stehenden Hilfsgestalt, und 
dass ihre :Flächen Dreiecke sind, ist aus der Ableitung bekannt, 
folglich auch, dass sie mit derjenigen ungleichkantigen vierseitigen 
Pyramide, aus der sie entstanden ist, die Spitze, das Perpendikel 
u. s. w. gemein hat. Die von den Winkelpuncten der Basis zu 
dem Einfallspuncte des Perpendikels gezogenen Linil'n HP, JP ... 
bilden mit AP rechte Winkel,. daher müssen die von diesen Win
kelpuneten zur Spitze verlaufenden Combinationskanten die Hypo
thenusen von rechtwinklichen Dreiecken sein, in welchen AP be
kannt, und HP, JP ... durch Einzeichnung dieser Linien in das Pa
rallelogramm HJKL leicht erhalten werden können. Man ist daher 
im Stande aus diesen Linien als Katheten rechtwinkliche Dreiecke 
zu construiren, und findet so ihre Hypotheuusen, d. i. die Combi

nationskanten. Da nun die Kanten von Pr-+- n und Pr+ Il 
durch die Seiten des um die Basis der Grundgestalt beschriebenen 
Parallelogrammes HJ = KL und JK = Lll gegeben sind, so kennt 
man alle drei Seiten der zu zeichnenden Flächen, und kann sie 
folglich construiren, w. z. b. w. *) 

*) Die relative Beschaffenheit der Flächen der Hilfsgestalt hängt von 
·dem System ab, wohin sie gehört. Denn man sieht leicht ein, dass, wenn 
P auf M zu li'ilgen kommt, die Dreiecke APH, APJ u. s. w. congruent 
sein müssen; liegt aber P in der Ebene 'der Diagonale BB' oder Cl.:, so 
sind nur je zwei dieser Dreiecke congruent, fällt endlich P zwischen beide 
Diagonalen, wie es in der gezeichneten Figur dargestellt wurde, so sind 
alle ungleich. Da nun stets HJ # LK > JK # LH, so sieht man leirht 
ein, dass im orthotypen System die abwechselnden Flächen der einen 
8pitze gleich sein werden, während im hemiorthotypen nur jene Flächen 
der einen Spitze gleich sein können, die parallel zu der Diagonale verlau
fen, in welcher die Abweichung liegt, und im hemianorthotypen und anor
thotypen endli.ch alle Flächen einer Spitze ungleich sein müssen. 

Aichhorn'e. FlAchenzeicbnung. 



§. 57. 

Die Flächen von Pa·+ oo lassen sich gleichfalls nur 
als integrirende Bestandtheile einer Combination zeichnen, 

wozu jene gewählt werden soll, die mit P - oo . Pr .f- oo. 

P1· + oo bezeichnet wird, und die zum Theil als ein un
mittelbares Rernltat der Ableitung betrachtet werden kann, 
wie die Hilfägestalt selbst. 

Um die Flächen dieser Combination zu erhalten, zeichne 
man die Basis der Hilfsgestalt, d. i. HJKL (Fig. 39), fer
ner beide Hauptschnitte von P + oo aus derselben Kry
stallreihe, d. i. BGEB1 und CDFC1 (Fig. 38), und es wird 
die gezeichnete Basis die Fläche von P- oo, der erste 

Hauptschnitt jene von Pr+ ex:>, und der zweite die von 

Pr+ oo gebcr. 

Man kann sieb diese Combination dadurch entstanden denken, 
dass die Hauptaxe der Hilfsgestalt unendlich lang wird, in welchem 
Falle je eine :Fläche der oberen Spitze mit jener der unteren zu
sammenfällt, die mit ihr dieselbe Seitenkante hat. Auf diese Art 
gewinnt die Gestalt des Ansehen eines verticalen oder schiefen vier
seitigen Prismas, und es gilt von ihr dasselbe, was §, 21 über 
Prismen überhaupt, und §. 5 O über solche aus den letzten vier 
Systemen insbesondere gesagt wurde. Da Prismen mit den end
lichen Gliedern der Reihe, die sie begrenzen, den Querschnitt ge
mein haben, so folgt von selbst, dass HJKL die Grundfläche eines 
Mittelstückes von diesem Prisma, d. i. die Fläche von P - 00 in 
der gegebenen Combination ~ein muss, und dass die Seiten dieses 
Parallelogrammes zugleich die Grundlinien der Seitenflächen geben. 
Von den Endpuncten dieser Grundlinien gehen aber die Seitenkan
ten des Prismas aus , und da parallele Linien zwischen parallelen 
Ebenen gleich lang sind, und die Winkel, die von parallelen Li
nien gebildet werden , wenn ihre Oeffnungen einerlei Richtung ha
ben, ebenfalls gleich sind, so gibt BGEB' jene Seitenfläche des 
Prismas , welche in den Puncten C und c• erscheint, d. i. die 

Fläche von Pr+ oo, CDFC1 aber die andere, in BB1 liegende 

und dem Pr -f- oo entsprechende Fläche. Die Construction der 
Flächen BGEB' und CDFC' unterliegt aber keinem Anstand, da 
man bereits durch die Grundgestalt die beiden Hauptschnitte von 



P kennt, und folglich nur von den Winkelpuncten derselben pa· 
rallele Linien zu den gegenüberliegenden Diagonalen zu ziehen 
braucht, um obige Parallelogramme zu erhalten, deren Beschaffen
heit sich übrigens nach den Systemen richtet. Im orthotypen Sy
stem, wo alle Axen auf einander senkrecht stehen, sind sie Recht
ecke, im hemiorthotypen werden nur jene Rechtecke sein, die an 
den Endpuncten der Diagonale erscheinen, in welcher die Abwei
chung liegt, die anderen sind Rhomboiden, im hemianorthotypen 
und anorthotypen aber sind alle Rhomboiden. Es versteht sich 
übrigens von selbst, dass, weil BB' > CC' angenommen wurde, 
stets nur die gegenüberliegenden, d. h. zu demselben horizontalen 
Prisma von unendlich grosser Axe gehörigen Flächen congruent 
sein können. 

§. 58. 

B „ J" h d FJ'' h Pr±n "l d lb ezug ic er ac en von -i- g1 t asse e, was 

§. 52 über die Viertel der Hemianorthotype und Anortho
type gesagt wurde. Man betrachtet jede Hilfsgestalt aus 

dem hemiorthotypen System als eine Combination von Pr::+- n. 

Pr :f n Pr ?f 11 • d d l • h d h -i- . - -i-, Je e aus em iemianort otypen un anort o-

1 C b
. . Pr :;f II „ .. ;f II „ .. r„ 1 „ .. ;f„ 

_typen a s om mat10n von -i- . r -i-. - -i- · -i-, 

und hat daher, indem man die Flächen dieser Hilfsgeslal · 
ten zeichnet, für gewisse specielle Fälle die Flächen von 
halben horizontalen Prismen construirt. 
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