Das Schwerkraftfeld der Erde®

Von
Franz Ackerl

(Vorgelegt in der Sitzung am 26. November 1931)

1. Verzeichnis der relativen Messungen der Schwerkraft
mit Pendelapparaten bis Ende Juli 1931.

I. Darstellung des Schwerkraftfeldes der Erde durch eine
Entwicklung nach Kugelfunktionen bis zur 16. Ordnung.

Schon zu jener Zeit, da man begann, die Abplattung der Erde
aus - Schwerkraftmessungen auf Grund des Theorems von Clairaut
zu bestimmen, dringte sich die Erkenntnis auf, dai die auf der
physischen Erdoberfliche in verschiedenen MeereshGhen beob-
achteten Schwerebeschleunigungen auf ein und dieselbe Niveau-
fliche zu beziehen seien.

Wie auch heute noch iiblich, beschriankte man sich darauf, die
gemessenen Schwerkraftbeschleunigungen auf das Geoid zu redu-
zieren und dort mit Hilfe der Clairaut’schen Formel weiter zu
verarbeiten.

Es ist das Verdienst H. Bruns? erstmalig darauf hingewiesen
zu haben, daff auler der Reduktion auf das Geoid, auch noch die
Ubertragung auf jenes Niveausphiroid nétig ist, das den gleichen
Arbeitswert besitzt wie das Geoid.

Vernachlissigt man diese Ubertragung, den Term von Bruns,
reduziert also nur auf das Geoid, dann mufi die Wirkung der Ober-
flichengestaltung der physischen Erde in Erscheinung treten, so-
bald die theoretische Schwerkraft der Clairaul’'schen Formel ver-
glichen wird mit den auf das Geoid bezogenen beobachteten Schwer-
kraftwerten.

Dieser wichtige Hinweis von Bruns fand keine Beachtung.

Hierin liegt moglicherweise die alleinige Ursache, daf die
Unterschiede zwischen den auf das Geoid reduzierten und den aus
der Clairaut'schen Formel berechneten Schwerkraftwerten jenen
vielerdrterten Zusammenhang mit der Land- und Wasserverteilung
auf der Erde zeigen.

1 Diese Arbeit kann der hohen Kosten wegen derzeit in dem Umfang, wie
sie urspriinglich der Akademie der Wissenschaften in Wien vorgelegt wurde, nicht
gedruckt werden. Da die Akademie der Wissenschaften eine Subvention fiir die
vollstindige Drucklegung an anderer Stelle in Aussicht gestellt hat, wird hier nur
ein kurzer Auszug gegeben.

2 H. Bruns, Die Figur der Erde. Berlin 1878.
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Die Folge der Nichtbeachtung des Terms von Bruns war
der Versuch, die stérenden Widerspriiche durch Hypothesen {iber
die Massenanordnung im Erdinneren zu erkldren und durch ent-
sprechend ausgewihlte Rechenvorschriften zum Verschwinden zu
bringen.

Hopfner hat die Arbeiten H. Bruns weitergefiihrt und hat
hiebei wahrscheinlich gemacht, da die Ursache der oben erwihnten
Schwerkraftstorungen aufler in der Vernachlidssigung des Terms
von Bruns auch noch in den derzeit iblichen Reduktionsverfahren
zu suchen sein diirfte.

Die heute gebrduchlichen Reduktionsverfahren liefern ndmlich
nicht jene Randwerte, die zur Losung der Frage nach der Figur
der Erde bendtigt werden.

Bei der Bestimmung der Niveauflichen aus Schwerkraftwerten
liegt eine zweite Randwertaufgabe der Potentialtheorie von be-
sonderer Eigenart vor. Die Niveaufliche in Meereshthe ist wohl
liber den Ozeanen sehr nahe auch die Berandung des Erdkorpers,
verlduft jedoch unfer den Festldindern im Inneren der Erdmasse.

Die Schwierigkeiten, die diese besondere zweite Randwert-
aufgabe einer praktischen Behandlung bietet, umgehen nun die ge-
brduchlichen Reduktionsverfahren dadurch, daB sie teils unbewuBt,
teils aber auch mit voller Absicht die erwihnte besondere Rand-
wertaufgabe in eine solche fiir den Aufienraum allein verwandeln.

Die formale Losung der flir die Bestimmung des Geoides in
Betracht kommenden zweiten Randwertaufgabe, die eine Stellung
zwischen den &dufleren und inneren Problemen der Potentialtheorie
einnimmt, wurde von Hopfner gegeben.!

Setzt man die Kriftefunktion der Erde gleich einer gewissen
Konstanten, so erhidlt man die Gleichung des Geoides. Die Ablei-
tungen der Kriftefunktion nach der Normalen in einem Punkte des
Geoides ergeben die Schwerkraftbeschleunigung dortselbst.

Sobald man die Kriftefunktion T/ anschreibt mit

W=V+ % 02 (x?+9?) — konst,,

wobei V den Wert des Potentials der Anziehung in den Punkten
des Geoids vorstellt, ist die besondere zweite Randwertaufgabe 16s-
bar, wenn die Summe

oV V@

o1 + ov

aus den an der Erdoberfliche ausgeflihrten Messungen der Schwer-
kraft berechnet werden kann.

1 F. Hopfner, Die Randwertaufgabe der Geodisie. Gerlands Beitrige zur
Geophysik, Bd. 27, 1030.
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In der obigen Formel bedeutet

va . .
die Anziehung der im

9n

AuBlenraum des Geoides liegenden Massen auf den Punkt P am

Geoid in der Richtung der dufleren Geoidnormalen. Hingegen stellt

vV®

9

befindlichen Massen in der Richtung der inneren Normalen v von P.
Allgemein ist

vor

die auf P wirkende Anziehung der innerhalb des Geoides

AW AV w0 8@+

on ~ om 2 ow — °
und wenn beachtet wird, dafl die Normale # flir die Massen im
Inneren des Geoides die duflere Normale ist, jedoch fiir die Massen
aulerhalb des Geoides als innere Normale gilt, so erhilt man

AV VO 3V 3V Ve

T on + ov  om  om
oder
oW vy 3TV 4+ w? 3(x~+y)
o~ d%u + v 2 (1)
aIT
Setzen wir nun o= — b und nehmen an, daB im Punkte
(Seehdhe %) der physischen Erdoberfliche die Schwerebeschleuni-
V@
gung ¢’ beobachtet wurde, so kann 5y aus g ermittelt werden.

Wir berechnen vorerst die Schwerkraftbeschleunigung im
Punkte P indem wir die im AufBlenraum des Geoides liegenden
Massen entfernen. Hiedurch vermindert sich die Schwerkraft g’ in
P um den Betrag ¥ der Anziehung, mit der die eben entfernten
Massen auf P’ einwirken. Gleitet P’ entlang der Lotlinie bis

. 8ol
nach P, so édndert sich die Schwerkraft um % Bi und wir er-
halten

g=g—V—n Z‘g

Berlicksichtigt man nun den Einflu@ der Fliehkraft, so ergibt
sich die reine Anziehung flir P in der Richtung # mit:

®? 93 (22 +?) , 88 02 d(#*+y?)
E+ g Tt T

2
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beziehungsweise in der Richtung v mit:
R40) 9y w? 3 (x2+37)

— 4 / —_— —
PR AU PR S
Schliellich findet man
eV® | Ve : B _ 023 (+y?)
B R Al T M i
. . aw
oder mit Bezug auf Gleichung (1) neben T —£
og
J— _ (H _ L _S
g=g—{W+b—h B (2)

Legt man eine kugelfsrmige Erde (Radius R) zugrunde, so
wird

g 24 og _, &8,
b = R oder —ha—n—_Z—R—h_A

und die Gleichung (2) geht iber in die von Prey! angegebene
Formel
=g —U+b) + A, 3)

wobei A die GroBe der Freiluftreduktion fiir einen Punkt P’ mit
der Seehdhe % bedeutet.

Das auf synthetischem Wege gewonnene Reduktionsverfahren
von Prey liefert also jene Randwerte am Geoid, die zur Beant-
wortung der Frage »Erdfigur« benotigt werden.

Damit ist aber zugleich der Beweis erbracht, daf§ alle anderen
heute gebrduchlichen Reduktionsmethoden fiir eine einwandfreie
potentialtheoretische Losung der Hauptaufgabe der Geoddisie, der
Bestimmung des Geoids nicht geeignet sind.

Bei Anwendung der Freiluftreduktion denkt man sich die im
Auflenraum des Geoides liegenden Massen M in den Innenraum
verschoben, wo sie den dort angenommenen Massen-, beziehungs-
weise Dichtemangel .ausgleichen sollen. Der Beobachtungsort P’
wird entlang der Lotlinie in die Niveaufliche in Meereshohe ver-
schoben.

Im Wege der Reduktion nach Bouguer werden die Massen M
abgehoben, jedoch nach Verschiebung des Punktes P/ auf das Geoid
nicht mehr hinzugeftigt.

Bei Anwendung der isostatischen Verfahren werden die Massen M
abgehoben und, nach Verlegung des Punktes P’ auf das Geoid, wieder
zugefiigt, aber nicht in unveridnderter Lagerung, d. h. nicht im AuBen-
raum des Geoides, sondern  man vereinigt sie zur Ausgleichung der

1 Prey, Mainka, Tams, Einfiilhrung in die Géophysik, Berlin 1922,
J. Springer.
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im Innenraum angenommenen Massendefekte mit den Massen der
Kontinentalsockel nach mehr minder wechselnden Gesichtspunkten.
‘Bezeichnet man die von diesem Massengemisch ausgelibte Anziehung
auf den am Geoid liegenden Punkt P mit @, so ist wesentlich, daf
v =>3=0.

Durch Vergleichung der Schwerkraftwerte

1. Prey: 8 =& +A—(V+D),
3. Bouguer: g =g+A—V,

4. Isostasie: S, =& +A—(—B),
2. Freiluft: g =& +A,

erkennt man, dafi: g, <<g, << g, << g,.

Aus dieser von Hopfner! aufgedeckten Beziehung folgt, dafi die
Verfahren 2, 3 und 4 je nach der Seehthe der Station auf Niveau-
flachen verschiedenen Potentialwertes reduzieren, und dies ist ganz
besonders bedeutungsvoll, wenn man beachtet, da§ durch einen der-
artigen Vorgang naturgemifl Niveauverlagerungen bedingt werden, die
sich durchaus einseitig auswirken. Die Methoden 2, 3 und 4 be-
zeichnen ihr Ergebnis als die Schwe:kraft am Geoid, obwohl offen-
sichtlich stets die Schwerkrafibeschleunigung auf verschiedenen tiefer
gelegenen Niveaufldchen dargestellt wird. Die einzige Ausnahme ist
jener Fall, wo P/ am Geoid liegt und alle vier Methoden den gleichen
Wert g ergeben.

Die Verlegung dieser Niveauflachen ist abhédngig von der See-
hohe der Station und itberall dort, wo man die Schwerkraftwerte
der Verfahren 2, 3 und 4 zur Bestimmung des Geoides verwendet,
wird in Wirklichkeit nie das Geoid G ermittelt, sondern eine Fliche F,
die unter den Festlindern immer unterhalb der Niveaufliche G in
Meereshohe verlduft.

Tatsichlich ist also F gar keine Niveaufldche, d. h. eine Flache
von konstantem Arbeitswert, denn auf ihr liegen Punkte, die ganz
verschiedenen Niveauflichen angehoren.

Hieraus erkennen wir in aller Deutlichkeit, dal das Reduktions-
verfahren nach Bouguer, die Freiluftreduktion und die isostati-
schen Reduktionsmethoden jeder potentialtheoretischen Grundlage
entbehren.

Die drei Methoden erfiillen nicht den Zweck, zu dem sie er-
dacht worden sind, und ihre Verwendung mufl notgedrungen zu
falschen Ergebnissen und Schliissen fithren.

In einer kirzlich erschienenen Arbeit? wurden die flir eine
praktische Anwendung des Reduktionsverfahrens von Prey mafi-
gebenden Verhéltnisse eingehend geschildert.

1 F. Hopfner, Neue Wege zur Bestimmung der Erdfigur. Ergebnisse der
kosmischen Physik, p. 322 ff., Akad. Verl. Ges., Leipzig.
Derselbe, Schwerereduktion und Dreiachsigkeit. Gerl. Beitrige, Bd. 26, 1930.
2 F. Ackerl, Das Geoid, I (vorbereitende Untersuchungen). Gerl. Beitrége.
Bd. 29, 1931.
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Alle derzeit verfligbaren Schwerkraftmessungen mittels Pendel-
apparaten wurden gesammelt und nach dem Verfahren von Prey
auf das Geoid reduziert.

Dieser Stationskatalog kann aus den in der ersten Fufinote
angegebenen Griinden hier nicht abgedruckt werden. Das Verzeichnis
bot die Grundlagen zur Herstellung von Detailkarten, die den Ver-
lauf der Linien gleicher Schwerkraft in Einzelheiten erkennen lassen.
Uber diese Karten ist in der Arbeit »Das Geoid« ausfiihrlich be-
.richtet worden. Durch Zusammensetzung der Detailblétter entstand
eine Erdkarte mit den Linien gleicher Schwerkraft, die gleichfalls
in der erwahnten Arbeit vertffentlicht ist.

Allen solchen erstmaligen Versuchen haften Midngel an. Oft
sind gerade solche Mingel nicht nur Anlafl zur Kritik, sondern auch
AnlaBl zu weiteren NMessungen.

Im Sinne der heute geltenden Ansichten sind auf den Inseln
starke »Storungen« der Schwerkraft vorhanden. Es muB indessen
bemerkt werden, daffi eine wahrheitsgetreue Darstellung des Ver-
laufes der Schwerkraft alles das zu enthalten hat, was durch Beob-
achtungen festgestellt wurde. Auch die auf den Inseln gemessenen
Werte der Schwerkraft sind von der Natur vorgegebene Werte und
dirfen daher nicht aufler acht gelassen werden.

Sofern man nun aus Insel-Schwerkraftwerten die g-Linien
auf dem freien Meer zwischen zwei Inseln interpoliert, begeht man
gewill einen Fehler. Nur die tatsichliche Ausfilhrung von Schwere-
messungen auf der Interpolationslinie, also auf freiem Meere kann
die GrdBe des Fehlers aufdecken. Durch das Hinzutreten von neuen
Schwerkraftmessungen auf den Weltmeeren kann die Erdkarte der
&-Linien in ihrer heutigen Form fortlaufend verbessert werden. Nach
einigen Jahrzehnten diirfte dann vielleicht ‘eine auch uber den
Ozeanen fehlerfreie Darstellung des Verlaufes der Linien gleicher
Schwerkraft vorliegen.

Erst zu diesem Zeitpunkt wird eine nochmalige Herstellung
der Kugelfunktionen-Entwicklung, die nachfo!gend kurz angedeutet
ist, zu einer endgiiltigen Ldsung der Frage nach dem Gesamtbilde
des Schwerkraftfeldes der Erde fithren.

Wenn flir einzelne Punkte (v, A) einer Kugeloberfliche die
Werte irgendeiner endlichen und stetigen Funktion gegeben sind,
dann kann diese Funktion durch eine Entwicklung nach Kugel-
funktionen dargestellt werden.

Bezeichnet man die Nordpoldistanz des Punktes (g, A) mit
¥ = 90— und setzt cos & — p, so nimmt die Entwicklung nach
Kugelfunktionen die folgende Form an:

Spa ) = AfP, ()
+ AP, (n)+(Af cos A+ Bl sinX) P, (i)
+ AYP, (n)+ (A3 cos A+ Bl sin)) P,, (n)+
+(A43% cos 2 A+ B3 sin 2 X) Py, (1)
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+ ASP, (1) (AL cos A+ B sin 1) Py (0)+
+ (A% cos 2 A+ Bj sin 2 X) Pps (1)

+. .. + (A% cos uh+ B} sinud) P,, (1)
oder auch
oo
|
FN =3
i=0
wobei

v = A; P;(p) +(A} cos A+ B} sin &) Py (py+. ..+
+(A: cos ih+B: sin ik) Py; ().

Fir die Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten Af, B* hat

F. Neumann! zwei Methoden angegeben, unter der Voraussetzung,
daB die Funktionswerte fiir ganz bestimmte Punkte der Kugelober-
fliche bekannt sind oder aus den Funktionswerten von benach-
barten Punkten interpolatorisch abgeleitet werden konnen.

A. Prey? hat in seinem inhaltsreichen Werke eingehend die
Vor- und Nachteile der beiden Verfahren besprochen und zur »Dar-
stellung der Hohen- und Tiefenverhiltnisse der Erde« die zweite
Methode gewihlt.

Die héchste Ordnung der Kugelfunktionen, die bei einer prakti-
schen Entwicklung gerade noch mitgenommen werden kann, ist
vor allem durch die zu leistenden Rechenarbeiten bestimmt.

Nach der von Prey in seinem Werke ndher begriindeten An-
nahme gewdhrleistet die Wahl der 16. Ordnung in den letzten mit-
zunehmenden Kugelfunktionen eine befriedigende Darstellung der
Hohen- und Tiefenverhiltnisse der Erde und die Rechenarbeiten
der Entwicklung steigen dabei noch nicht ins Ungemessene.

In diesem Falle setzt die Anwendung der zweiten Methode
voraus, dafl die darzustellenden Funktionswerte fiir 17 Parallelkreise
bekannt sind, und zwar aut 32 gleichméifig iiber den Umfang eines
Parallelkreises verteilten Punkten. Die Lage der Parallelkreise ist
nicht willkiirlich, sondern die entsprechenden Nordpoldistanzen sind
gegeben durch die 17 Wurzeln der Gleichung P,, = 0.

Diese Wurzeln und die aus ihnen ableitbaren Kugelfunktionen
bis zur 16. Ordnung einschliefllich, hat Prey in miihevoller Arbeit
berechnet und in seinem oben erwidhnten Werke verOffentlicht.

Wenn schon -der komplizierte Bau der Erdoberfliche durch
die von Prey ausgefiihrte Entwicklung in durchaus befriedigender
Weise dargestellt werden konnte, so durfte angenommen werden,

1 C. Neumann, Vorlesungen iiber die Theorie des Potentials und der Kugel-
funktionen. Von F. Neumann, Leipzig 1887.

2 A. Prey, Darstellung der Hohen- und Tiefenverhdltnisse der Erde durch
eine Entwicklung nach Kugelfunktionen bis zur 16. Ordnung. Abh. d. kgl. Ges. d.
Wiss, zu Géttingen. N. F., Bd. XI/I.
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da§ fir die Darstellung des weitaus ruhigeren Verlaufes der Schwer-
kraftwerte eine dhnliche Entwicklung zum Ziele fiihrt. Aus diesem
Grunde und im Hinblick auf jene wesentliche Vereinfachung der
Rechenarbeiten, die sich bei Benutzung der von Prey hergestellten
Entwicklungsgrundlagen ergibt, wurde fiir die Darstellung des Schwer-
kraftfeldes der Erde ebenfalls eine Kugelfunktionen-Entwicklung bis
zur 16. Ordnung in Aussicht genommen.

Auf eine eingehendere Besprechung des Arbeitsvorganges mufi
hier verzichtet werden; sie bleibt jener Darstellung vorbehalten, die
mit Subvention der Akademie der Wissenschaften in Wien spiter
erscheinen wird. .

Die Funktionswerte f (i, ») wurden an den durch die Annahme
der zweiten Methode von Neumann bedingten und von Prey be-
rechneten Bezugspunkten durch Interpolation zwischen den g-Linien
der Erdkarte ermittelt.

Entsprechend den von Hopfner angegebenen Griinden, wo-
nach fiir eine erste Untersuchung nicht mehr angestrebt werden
braucht, als eine Genauigkeit von 0-0l cmsec—? wurden die
Schwerkraftwerte der Stiitzpunkte mit dieser Genauigkeit interpoliert.

Die Berechnung der Entwicklung fiihrte unter Zuziehung
zahlreicher Kontrollen zu der in der folgenden Tabelle enthaltenen
Darstellung des Schwerkraftfeldes (Einheit —=0-01 cmsec—?).

Aus den in der Tabelle ersichtlichen Zahlenwerten kann im
vorhinein kein Schluf auf die Konvergenz der Entwicklung ge-
zogen werden. Ohne Angaben von Einzelheiten wird hier lediglich
bemerkt, daBl die ausgefiihrten Konvergenzbetrachtungen eine deut-
liche Abnahme der Amplituden erkennen lassen. Schon von den
Gliedern iC. Ordnung ab sind die Amplituden so klein, dafi sie im
Bereich des Fehlers der Angaben f (m,A) liegen.

Das Vorhandensein von Gliedern 1. Ordnung zeigt an, dafl der
Erdschwerpunkt nicht mit dem Koordinatenursprung zusammenfalit.

Die Darlegung jener zahlreichen, an Hand der vorliegenden
Kugelfunktionen-Entwicklung 16sbaren Fragen Uber die Figur der
Niveaufliche in Meereshohe mufl weiteren, bereits in Ausflihrung
befindlichen Arbeiten vorbehalten bleiben.
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