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Entwickelung der Hauptsätze der Krystallographie und 
Krystallphysik. 

Von Aristides Brezina. 

Ein 1 e i tun g. 

Unter allen krystallographischen Methoden ist wohl keine so sehr 
auf die Specialisten beschränkt geblieben, als die Miller'sche; der Grund 
davon liegt nicht etwa in einer abstracten Rehandlnngsweise oder in 
schwierigen mathematischen Grundlag·en, sondern hauptsächlich darin, 
dass dieselbe bisher nie getrennt von denjenigen Operationen behandelt 
wurde, welche zur Ableitung der einzelnen mathematischen Formeln aus 
den geometrischen Grundbegriffen dienen. 

Gerade die Miller'sche Methode ist einer elementaren Behandlung 
fähig, welche fast ohne Anwendung des Calclils nicht nur die rasche und 
sichere Entwicklung· aller Combinationen auf dem Wege der Zonenbe­
obacl1tung, sondern auch die Erkenntniss der physikalischen Eigen­
schaften der Krystalle auf Grundlage ihrer Symmetrieverhältnisse er­
möglicht. 

Diese Eigenschaften der genannten Methode sind besonders werth­
voll für den Mineralogen und den Petrographen, der sich mit mikrosko­
pischen Beobachtungen befasst; für ersteren, weil er ohne viele Messun­
gen und Rechnungen, nur aus dem Anblick des Krystalls den Zusam­
menhang der ein~elnen Gestalten, somit die Lösung der Combination er­
hält; für letzteren, weil er durch die genaue Kenntniss der Symmetrie­
verhältnisse in den Stand gesetzt ist, in Dünnschliffen das Krystall­
system und die Elemente eines Krystalldurchscbnittes zu erkennen; in 
beiden Fällen ohne Voraussetzung solcher mathematischer Kenntnisse, die 
ausser dem Bereiche des Mineralogen sowohl, als des Petrographen sind. 

Allein nicht nur einfach und gründlich ist diese Methode, sondern 
auch in jeder Beziehung den übrigen gebräuchlichen von Weiss, Nau­
mann und Levy herrührenden, überlegen. 

Einer der wichtigsten Vortheile derselben ist die Möglichkeit einer 
gleichzeitigen Entwicklung der krystallographischen und physicalischen 
Verhältnisse eines jeden Systems aus der gegebenen Symmetrie dessel­
ben; dieser Vorgang gewährt von Anfang an eine vollkommene Einsicht 
in das Wesen und rlie Eigenschaften desselben und bewahrt während 
der Entwickelung die Uebcrsicht über das ganze theoretische Gebäude. 
Während aber diese Ableitungsmethode für den krystallograpbischen 
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'l'heil erst durch von Lang 1) durchgeführt wurde, ist ein wesentliches 
Moment der Miller'schen Methode die - von Whewell 2) herrührende 
- Art der Flächenbezeichnung. 

Das Miller'sche Zeichen besteht, wie später ausgeführt werden soll, 
ans drei Zahlen (Indices), welche den Abschnitten der Fläche an den drei 
Axen umgekehrt proportional sind, während die Zahlen der Weiss'schen die­
sen Abschnitten direct entsprechen, die Naumann'schen und Levy'schen 
theils die Axenabsehnitte selbst, theils die Verhältnisse zweier Abschnitte 
geben ; die Vortheile der Mill er' sehen Zeichen sind nun sehr zahlreich ; 
zunächst lässt sich durch sie jede einzelne Fläche darstellen, während 
im Naumann'schen und Levy'schen Zeichen nur die Gestalt, also der 
Complex aller zusammengehörigen Flächen gegeben ist; will man jedoch 
nach Miller die g"anze Gestalt repräsentiren, so wird das Symbol einer 
ihrer Flächen in runde Klammern geschlossen; man hat also den Vor­
theil, je nach Bedarf Fläche oder Flächencomplex genau und kurz be­
zeichnen zu können. 

Das Miller'sche Zeichen ist ferner ausserordentlich einfach und be­
quem; während hier drei niedere (0.1 selten 2 ... ) ganze Zahlen genügen, 
braucht man nach W eiss 3 oder 4 Brüche und 3 oder 4 Buchstaben, zu 
je dreien oder vieren durch Doppelpunkte getrennt, z. B. 

j A a : b : = c 1 oder / ! a' : a' : 2 a' : c 1 

nach N aumann zwei Brüche und einen Buchstaben, eventuell bis vier 
Striche an letzterem, z. B. 

2P= oder! 1P1 2· 
3 1 ' 

anch das Levy'sche Zeichen wird in vielen Fällen complicirt, so bei 
Pyramiden 

b'/; d 1 d'/2' 

also drei Buchstaben und drei Brliche. 
Das Naumann'sche und Levy'sche Zeichen sind nicht symmetrisch 

bezüglich der krystallographischen Axen; d. h. während bei Miller der 
erste, zweite, dritte Index si.ch unabänderlich auf die erste, zweite, dritte 
Axe beziehen, ist bei Nanmann nie, bei Levy nur im complicirtesten Falle 
(den Pyramiden der Nebenreihen) jede Axe durch einen Index vertreten, 
nnd auch da wechseln die Axen ihre Stellung im Zeichen. Diese Symmetrie 
nach den Axen ist wichtig, weil sie die Transformation der Indices bei 
Axenveränderungen, sowie die Berechnung der Zonengleichungen ausser­
ordentlich einfach und übersichtlich gestaltet. Sonderbarer Weise hat 
man gerade diese Seite des Miller'schen Zeichens ang·efochten, indem nach 
Naumann und Levy die Unterscheidung von Pyramiden, Prismen-Domen 
und Pinakoiden augenscheinlicher sein soll; dies ist jedoch entschieden 
unrichtig; bei Miller sind im Zeichen der Pyramide drei von 0 versrhiedene 
Zahlen; im Symbol eines Prisma's oder Doma's ist ein Index = O, ein 

1) v. Lang, Krystallographie. Wien, Braumi\ller 1866. 
3) Whewell, Phil. Trans. 1825. 87. 
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• Pinokoid hat das Zeichen (100), (010) oder (001 ), also enthält zwei Nul-
len, gewiss eine augenfällige Verschiedenheit. 

Gegentiber der Bezeichnung von W eiss hat die nach Miller ausser 
der oben erwähnten Kürze weiters den Vortheil, dass statt des Zeichens 
oo die Null auftritt, da die Zahlen dieser beiden Systeme einander 
reciprok sind; welche grosse Wichtigkeit dieser Umstand bei der Be­
rechnung der Zonengleichungen hat, soll sogleich gezeigt werden; auf 
der Leichtigkeit der Zonenentwicklung aber beruht die rasche und sichere 
Lösung der Combinationen. 

Der Vorgang der Herstellung der Zonengleichung nach Miller ist 
folgender: gegeben sind 2 Flächen e f g und p q r, das Zeichen der durch 
beide gebildeten Zone wird durch kreuzweise Multiplication und Sub­
traction gewonnen, wie folgt: 

e l g e r g 
XXX 

pqrpq1· 
[/1·-gq; gp- er; eq-f'p] 

[u v w] 

[uv w] ist das Symbol der Zone; nun sind ef gp qr niedere ganze Zahlen; 
die Producte fr, gq, gp . .... daher ebenfalls, dasselbe gilt daher auch 
von ihren Differenzen, welche eben die Indices u v w der Zone darstellen. 

Soll nun die Fläche xyz in der durch [uvw] dargestellten Zone 
liegen, so mUssen die gleiehstelligen Indices von Fläche und Zone 
multiplicirt und alle rlrei Producte addirt, die Summe 0 geben. • 

ux-+- by + wz = 0. 

Ein numerisches Beispiel lässt die Kürze noch mehr hervortreten. 

abc . .... 210 

pqr ...... II 1 

[uvw] . ... [123] 
:cyz ...... 301 

2 1 0 2 1 0 
XXX 

111111 
1·1-0·I; 0·1-2·1; 2·f-I·l 

1-0; 0--::-2; -2_-1 
1 2 3 

1 ·3+2·0+3·1 =3-3=0 

al~Q. liegt die Fläche 301 in der durch 210 und lf I gebildeten Zone 
[123]. Betrachten wir nun den Vorg·ang· der Zonenberechnung nach Weiss 1). 

Gegeben zwei Flächen 

1 a a : ß b : nc 1 und i a 1 a : ß1 b : nc i 

die also bereits auf gleiche Coefficienten von c reducirt sind. 

•) Weise, Berlin Ac. Abb. 1820-21, pag. 169, 173. 
17* 

• 
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Die durch dieselbe gebildete Zone ist 

( nc; a • a + ß' b) 

wobei 

a"= 
aa' (ß-ß'). ß' _ ßß' (a-a') 
a'ß-aß'' - aß' -cc'ß · 

Die Grössen a a' ß ß' sind dann negativ zu rechnen, wenn die Axe 
a oder b, vor der sie stehen, gestrichelt ist ( a' b '). 

Soll die Fläche 

1 a; "' a : ß m b ; nc 1 

m dieser Zone liegen, so muss eine der Proportionen 

l
ßm ß'I l .. ·i a;"':ß"=cc': ß' =ßm = =··+:' :ß' 
ß"' -t- ß" cc' - c:x"' 

richtig sein. 
Wie umständlich diese Methode ist, zeigt der Anblick; zunächst 

sind die Flächensymbole bezliglich einer Axe (im obigen Falle c) auf 
gleichen Coefficienten zu reduciren; sodann durch Multiplication, Addition, 
respective Subtraction und Division die Grössen cc' und ß' herzustellen, 
wobei zu bemerken, dass sowohl im Zähler als auch im Nenner dieser 
Grössen sich Brüche ( a a ' ß ß ') befinden, die aber erst auf gemeinschaft­
lichen Nenner gebracht werden mlissen. Allerdings lässt sich die Rech­
nung (1. c. pag. 169) vereinfachen, wenn man die Flächensymbole in der 
Form 

1 
~ a : _.!._ b : nc \ 
X y 

schreibt; das heisst aber nichts anderes, als Miller'sche Symbole anwen­
den, die ja die Reciproken der Weiss'schen sind; und selbst dann noch 
bleibt die Rechnung umständlicher, weil die 3 Zeichen bezüglich c aus­
geglichen sind und nicht symmetrisch nach den drei Axen. 

Noch schleppender wird der Gang der Rechnung im hexagonalen 
Systeme, wo aus dem vierstelligen Symbol erst die dreistellig·en Para­
meter berechnet und in die vorhin entwickelte Rechnung eingeführt wer­
den müssen. 

In etwas bequemerer Form, obwohl noch immer viel weitläuiig·er als 
bei Miller, wendet Quenstedt 1) diese Symbole in den sogenannten Zonen­
punktsformeln an. Sind 

j ma : nb : c j , j prt : qb : c 1 und j xa : yb : c 1 

drei Flächen, deren Tautozonalität geprüft werden soll, so bildet man für 

1) Quenstedt, Mineralogie 1863, 44. 
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je zwei derselben die Zonenpunktformel und sieht, ob die so bezeichneten 
Zonen ident sind; und zwar für die Zone 

1 ma: nb: c 1 zu 1 pa: qb : c 

1 1 1 1 

q n m p b a 
1 1 1 1 

mq pn mq pn 

ebenso für die Zone 

ma: nb: c 
1 

zu 1 xa: yb: c 

1 1 1 1 
--- ---
y n m X b. a 

1 1 1 1 
my .vn my .vn 

Daraus ergibt sich als Bedingung der Tautozonalität die Gleich­
heit der beiden Verhältnisse. In dieser Form wurde die Zonencontrole 
durch Quenstedt und C. Klein 1) angewendet. 

Zunächst ist nun zu bemerken, dass diese Zonenpunktformeln sich 
wesentlich vereinfachen lassen, indem die Nenner beiderseits gleich sind; 
man erhält also 

Also die Bedingung: 

Allein auch diese Gleichung ist noch viel complicirter als die 
Miller'sche; in unserem früheren Beispiele haben wir 

210 = 1 a : b : oo c; 1I 1 = a : b ' : c; 301 = ! a : oo b : c 

Vertauschen wir, um die Coefticienten von c gleich 1 setzen zu können, 
die Axen a und c an allen 3 Flächen, was auf die 1'autozonalität keinen 
Einfluss hat, so erhalten wir 

ooa: b: Ac; rt: b': c; a: oob: !c 
oder 

ooa:2b:c; a:b' :c; 3a:oob:c 
nun wird 

1) Klein Leonh. Jahrb. 1871. 480. 
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1 1 1 1 1 1 1 
-=Üj-=-j -=1;-=-1;-=-j 
m n 2 p q x 3 

Diess in die Gleichung substituirt gibt 

oder 

3 1 1 
-2=- 1=-2=-3 

die Proportio~ ist richtig, folglich die Zone vorhanden. 

1 
-=0. 
y 

[6] 

Man muss hier also nach den schon oben erwähnten Operationen 
uoch die Zahlenwerthe in die Buchstabengleichung einsetzen und die 
Division ausführen, während nach Miller ohne Zuhilfenahme von Buch­
staben an den Indices selbst die so sehr einfache und symmetrische 
Rechnung mittelst kreuzweiser Multiplication und Subtraction ganzer 
Zahlen ausgeführt wird. 

Noch umständlicher ist der Vorgang bei Naumann; erst mlissen die 
W eiss'schen P~ameter berechnet werden; sodann werden dieselben in 
die Gleichung 

1 1 1 1 1 
-- + -- -+- -- = -- -+- -- -+- -­
ab' c' bc'a' ca'b' ab'c' bc'a' ca'b' 

eingeführt, worin 

abc, a 'b 'c, a' b 'c' 

die Parameter der 3 Flächen darstellen; werden diese Zahlen, wie im 
hexagonalen System häufig, zweiziffrig, so bat man 12 Multiplicationen, 
6 Divisionen und die Addition auszuführen; die Division aber oft bis auf 
4 Decimalen, zuweilen noch weiter, während nach dei: Miller'schen Me­
thode immer die Bequemlichkeit der Rechnung mit ganzen Zahlen ge­
wahrt bleibt. 

Dieser umständliche Gang brachte es mit sich, dass die Anhänger 
der Naumann'schen und Weiss'schen Schule bis in die letzte Zeit sich 
mit der durch die Quenstedt'sche Methode g·egebenen constructiven, also 
annäherungsweisen Zonencontrole begnligten, während seit Begrlindung 
der Miller'schen Methode schon der Anfänger befähigt und gewohnt ist, 
alle Zonen durch das höchst einfache Berechnen der Zonengleichung zu 
verificiren. 

In der That machte auch erst im Jahre 1866 v. Kokscharow 1
) 

neuerdings auf die rechnende Zonencontrole aufmerksam, welche seit 
den Arbeiten von W eiss fast ganz in Vergessenheit gerathen war; 
v. Rath 2), Hessenberg a) und C. Klein~) folgten, indem sie in besonders 
verwickelten Fällen die Construction durch die Rechnung ersetzten. 

1) v. Kokscharow, Materialien zur Min. Russl, V., 216, 1866. 
2) v. Rath, Pogg. Ann. CXXXII. 398. 1867. 
B) Hessenberg, Min. Not. IX in Senckenb. Ges. Abb. VII. 259. 1870. 
!l) Klein 1. c. pag. 481. 
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Sehr wichtig ist ferner die Verwendung der Winkel der Flächen­
normalen statt der inneren, körperlichen Winkel; zunächst mit Rücksicht 
auf Bequemlichkeit und Uebersichtlichkeit; während in der Regel die 
inneren Winkel grösser als 100°, also dreiziffrig sind, sind die Nor­
malen winkel meist zweiziffrig; ferner werden gegenwärtig die Winkel 
meist am Rcßexionsgoniometer, also als Normalenwinkel gemessen; aber 
auch bei der blossen Schätzung eines Winkels nach dem Augenmasse 
schätzt man leichter den Supplementar- als den wirklichen Winkel, eben 
weil er meist der kleinere ist. 

Der wichtigste Vortheil der Normalenwinkel besteht darin, dass 
sie unmitttelbar in die Rechnung eingeführt werden können; dies macht 
sich besonders bei tautozonalen Flächen fühlbar, bei denen aus zwei 
Winkeln je zweier von drei tantozonalen Flächen 
der dritte einfach durch Addition oder Subtraction F"t_qt 
gewonnen wird, und zwar: 

<f_ab + 4. bc = <f_ac; 4. ac - 4. ab= 4. bc 

was bei den von den Flächen selbst gebildeten 
Winkeln nicht der Fall ist. 

Bei Außössung von Combinationen wird 
eine rasche Orientirung wesentlich durch diese 
Methode gefördert. 

Endlich sind nur die Normalenwinkel zur Eintragung in die sphäri­
sche Projection geeignet, woselbst sie direct die Seiten der sphärischen 
Dreiecke bilden. 

Damit ist anderseits bereits einer der Vorzüg·e der sphärischen Pro­
jection ausgesprochen, der namentlichderQuenstedt'schen fehlt; da ferner 
die ganze Berechnungsmethode Miller's anf der sphärischen Trigonometrie 
beruht, findet sie an dieser Projection die erläuternde Figur, die also 
gleichzeitig den Zonenverband der vorkommenden Gestalten und den 
Gang der Berechnung des Krystalls repräsentirt. 

Die sphärische Projection hat endlich den grossen Vortheil, eine 
begrenzte zu sein, so dass die geometrischen Orte aller Flächen wirk­
lich darstellbar und zu einem compendiösen Bilde vereinigt sind, eine 
Eigenschaft, die sowohl der gnomonischen, als der Quenstedt'schen Pro­
jection fehlt; nur dadurch ist es möglich, die Projection zur Eintragung 
aller physicalischen Verhältnisse zu benützen, welcher Umstand bei der 
immer grösseren Anwendung der letzteren ein sehr einflussreicher ist. 

Ein Vorwurf, der zwar nicht ausdrücklich, doch stillschweigend 
dieser Projectionsmethode gemacht wird, ist der, dass zur Anlegung der­
selben Dreieck und Zirkel erforderlich seien, während zurQuenstedt'schen 
das Dreieck genüge. Dieser Vorwurf ist aber ganz unstichhältig, denn 
erstlich ist zu jeder genauen Projection der Zirkel nothwendig, wenn­
gleich nur der bequemere, mit zwei Stahlspitzen versehene; sodann sind 
für gewöhnlichen Gebrauch Zirkel und Dreieck ganz überflüssig, da 
wegen der ausserordentlichen Einfachheit der Zonenberechnungen der An­
hänger der Miller'schen Methode die sphärische Projection nur zur Reprä­
sentation, nicht aber zur Erforschung der vorhandenen Zonen zu verwen­
den braucht, daher sich die Mii.he einer exacten Ausführung derselben, so­
lange er keine Publication beabsichtigt, vollkommen ersparen kann. 
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Den vielfachen Vorzügen der Miller'schen Methode hat man bisher 
keine Nachtheile gegenüberzustellen vermocht; wenn trotzdem dieselbe 
in Deutschland und Frankreich sich nicht allgemein Bahn gebrochen hat, 
so liegt der Grund hievon wohl nnr darin, dass Haüy, W eiss und N au­
mann in diesen Ländern gelehrt haben; wo aber so ausgebildete selb­
ständige Theorien geboten werden, begnügt sich der Lernende meist mit 
der Kenntniss des vorgetragenen Systems, oder wenn er später darüber 
hinausgeht, ist ihm das frühere gewohnte doch geläufiger und seine 
Kenntniss darin gründlicher, so dass er viele Vorzüge des neuen Systems 
gar nicht kennen lernt. 

Die Einführung der Whewell-Miller'schen Principien wurde in 
Deutschland durch :Frankenheim, in Frankreich durch Bravais und Senar­
mont versucht, jedoch ohne durchgreifenden Erfolg. Erst in neuerer Zeit 
beginnt die jüngere deutsche Schule, namentlich in Folge des Auf­
schwunges, den die physicalischen Untersuchungen an Krystallen in 
letzter Zeit genommen, sich einzelner Partien der Miller'schen Methode 
zu bemächtigen. 

Zweck der nachfolgenden Seiten ist es nun, dasjenige Ubersichtlich 
zn entwickeln, was zum Lösen von Combinationen und zur Erkenntniss 
des physikalischen Wesens der Krystalle nothwendig ist. Wir werden nun 
im ersten Abschnitte nach dem Vorgange Miller's die rein geometrischen 
Verhältnisse der Krystalle behandeln, soweit sie zur Bestimmung der Com­
bimi.tionen erforderlich sind. Der zweite Abschnitt handelt von den mög­
lichen K1·ystallsystemen t'nd den ihnen entsprechenden Symmetriever­
hältnissen; er ist auszugsweise dem Werke v. Lang's entnommen. Im 
dritten Abschnitt habe ich gezeigt, wie sich mit Zugrundelegung des opti­
schen Verhaltens der Krystalle im allgemeinen die optischen Verhält­
nisse für die einzelnen Krystallsysteme aus ihrer Symmetrie ableiten 
lass~n. 

1. Abschnitt. 

Die g e o m et r i s c h e n V er h ä 1 t n i s s e d e r Kr y s t a 11 e. 

§. 1. Die Flächenbezeichnung nach Miller. 

l 

Die Lage einer Ebene ist be­
kanntlich eindeutig bestimmt, wenn 
ihre Abschnitte (oH, oK, oL Fig. 2) 
an drei nicht parnllelen, aus einem 
Punkte o entspringenden geraden 
Linien (oX, o Y, oZ) gegeben sind; 
diese Geraden heissen die Axen, der 

x Punkt o der Axenmittelpunkt, die 
Ebenenje zweier Axon, Xo Y, YoZ, ZoX 
die Axenebenen, die Abschnitte oH, 
oK, oL die Parameter der Fläche 
HKL. 

Da jede Axe von o aus betrach­
tet zwei Seiten hat, unterscheidet 
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man dieselben als positive und negative Halbaxc; dcmgcmäss bringt man 
die Axenabschnitte als -t- oH oder -- oll . .... in Rechnung. 

Die Verbindungslinien je zweier Axcnabschnittc einer Ebene 
(HK, KL, Lll) geben die Durchschnitte der Ebene IIKL~ mit den 3 Axen­
cbcncn. 

Multiplicircn wir die drei 
Parameter einer Fläche mit 
derselben Zahl, so bleibt die 
Richtung der Fläche unver­
ändert, sie wird nur parallel 
sich selbst vcrschoben(Fig·. 3). 

Aus der Gleichheit der 
V crhältnisse: 

oll' 
oll 

oK' 

oK 

oL' 
oL = nt 

crgiebt sich die Aehnlichkcit 
der Dreiecke /{oL, mit/{' oL' 
u. s. w. und darans der Paral­
lelismus von 11/{L mit 11 'K' L '. 

z 

Ist (Fig. 4) noch eine Fläche ABC mit den Parametern 
oA oll oC gegeben, welche wir a b r nennen können, also 

oA = a; oB = b; oC =c 

zweite 

so ist die Fläche II K L auch bestimmt, wenn uns die Verhältnisszahlen 

oA a oB h oC c 
h = -- = -- ; k = - = - ; l= - = --

oH oll oK oK oL oL 

bekannt silJ(l; ebenso ist eine 3. Fläche 11 'K' /_,' bestimmt durch ihre Ver­
hältnisszahlen oder Indices lt'k'l', wobei 

a h c 
h' = -- ; k' ~ l' = 

oll' oK-, ' oL' 
Wir sehen also, class, 

wc11n 3 Ebenen Xo Y, YoZ, 
ZoX gegeben sind, deren F~9 4. l. 

drei Dnrchschnittslinien 
dieAxcn oX, oY, oZ reprä­
sent.iren; ferner eine vierlc 
Fläche All C, deren Ab­
sclmittcn diesen Axen cler 
Massstah fiir die Axenläu­
g·cn; so ist jede beliebige 
Fläche in ihrer Richtung 
vollkommen J.Jcsti111111t, 
wenn ihre Irnlices, d. 11. 
clie Verhältnisse zwischen 
den Parametern von A llC 
nnd ihren entsprechenden 
cig·encu gegeben sind. 

Jliueralogi~chc I\Ji!thcilu11gl'H· J07:!. 3. Jleft. I~ 
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Die Grössen 11bc uud die Axeneheneu sind für eiueu uud densel­
ben Krystall constaut; hezilglich der fndiccs ltkl :;;iud gewisse Hauptfälle 
zn unterscheiden. 

I. Alle drei Indices vou o verschieden (11, !.:, !) ~ o, OctaidHäehen, 
Pyramidenflächen; der allgemeine Fall. 

II. Ein Index, z. B. /-=, o; die Fläche lt, k, o ist crsichllich der Axc 
oZ parallel, denn wir halie11 

()(' (~ 

l = - = - -"= o, 
oL oL 

Da oC= c eonstant ist, kann dieser Brnch nur o werden, weun oL un­
endlich gross wird, wenn aher die Fläche liku die Axe oZ erst in unend­
licher Entfernung schneiden soll, so heisst das, sie ist ihr parallel. 
Ebenso hczcichnen /; = o . .... hol und lt= o . .... okl derartig·e, der Ax:e 
der V, heziehuugsweise X parallele Flächen; derartige Flächen aher 
heissen Dodeca'id- oder Prismen- (Domen-) Flächen. 

III. Zwei Indices =ok=l=o .... 100; l=h=u=01U; 
/1 = k = 0 ... 001. die Flüche lOU hal erstens den Index k = u und ist daher 
naeh obigem der f-Axe parallel, ahcr ebenso auch der Z-Axe, wegen l = o; 
diese Fliiche enthält also die beiden Axcn YZ, sie ist somit pmallel zur 
Axenebenc YoZ; wir nennen solche Fliicheu Pinakoide, sie sind diejenigen, 
durch deren Durchschnittslinien die Lage der Axen bestimmt wird. 

Hind die Axenebenen parallelen Flächen XuY, YoZ, ZoX, sowie die 
Flächen AJJC und l/Kl wirkliche oder mögliehe Flächen eines Krystalls, 
so lehrt die Erfahrnng, dass sich die Indice;.; !tkl einer jeden an diesem 
Krystall möglichen KrystallHäche jederzeit unter einander wie rationale 
Zahlen verhalten. 

Dieses Gesetz, das erste Gnrndgeselz der Krystallogrnphie, wird 
das Gesetz von der Rationalität der Indices genannt; es ist von grösster 
Wichtigkeit und gestattet die Ableitung· eines grossen Theiles der Ubrigen 
k rystallographischen Gesetze. 

Wenn sich aber die Indices !tkl einer jeden Krystallfliiche wie ratio­
nale Zahlen verhalten, so ist es immer mög·Iich, für dieselben drei ganze 
positive oder negative Zahlen zu setzen, da die Richtung einer Ebene 

nng·cändert Llcibt, wenn man ihre drei 
Indices mit derselben 7'ahl multiplicirt. 

: B 'C 

..... :_ ... 

• ·-

D 

Die I~rfahrung· lehrt nun weiter, 
dass die Indices der häufiger auftretenden 
Flächen fast immer durch die einfachsten 
ganzen 7'ahlen 0 nnd 1, seltener 2 dar­
stellbar si11d, so dass die Hechnung; mit 
denselben eine sehr einfache wir<l. 

§. 2. Zonenregeln. 
Von der grösslcn Wichtigkeit für 

die Entwicklung der Combinationcn ist die 
Bcriicksichtigung der an einem IGyHtall 
auftretenden Zonen. 

Zwei l~brncn, die einander nicl..it 
parallel sincl, schneiden sich, gehlii-ig vcr­
gTössert, jederzeit in einer geraden Linie; 
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alle jene Ebenen nun, deren Durchschnittslinien nntereinan<ler derselben 
geraden Linie parallel ~dud, gehören einer Zone an und heissen tanto­
zouale Flächen; clie Gerade, der ihre Durchsch11ittsli11ien parallel sind, 
licisst Zonenaxe (Fig. f> ). 

Da die Zonenaxe allen Flächen der Zone parallel ist, wird eine znr 
Zonenaxe senkrechte Ebene P anch anf allen Fliichen der Zon;i senk­
recht stehen, nml wenn man anf jede Zonenfläche eine senkrechte 
Gerade errichtet, so werden alle diese Normalen der erwähnten Fläche P 
parallel sein ; von dieser wichtigen Eigenschaft tautozonaler Flächen, 
dass ihre Normalen alle in einer zur Zonenaxe senkrechten Ebene liegen, 
werden wir bei Erörterung der sphärischen Projection Gebrauch machen. 

Nachdem die Riehtung der Zonenaxe schon durch den Durchschnitt 
zweier einander nicht paralleler Ebenen bestimmt ist, muss e8 möglich 
8ein, ans den bestimmenden Elementen dieser Ebenen, den Indices, 
solche Griissen zu berechnen, welche für die Axc der durch diese Ebenen 
gebildeten Zouc charakteristisch sind: 

Beie11 P (Md) nnd Q (pq1') die bcitlcn l~henen, srhreiht man ihre 
Indices dop1Jclt iibcrcinander 

h!.·lli!.·I 

X X X 
p q 1· p q r 

kr -- lq; lp -- lw; liq - kp 
11 V 

nnd multiplicirt nun kreuzweise, vom 2. oberen Index k beginnend und 
die Griissen, die dnrch Multiplication von rechts oben mit. l_inks unten er­
halten werden, su l.Jtra hircnd von denen, die von links oben nach rechts 
unten multiplicirt wmden, so erhält man drei ganze positive oder neg·ative 
Zahlen (u v w), clie fiir die durch P Q g-ebiklete Zone bestimmend sind und 
Zonenin1liecs genannt werden ; zum · UnterscT1iede von clen Flächen-· 
incliccs schliessen wir sie in cckig·c Klmnmern. 

Die Zonenindices einer Zone von mehr als zwei Fliichen ka11n 
man natürlicherweise aus je zwei beliebigen, nichtparallelen Flächen 
der Zone berechnen; man erhält immer denselhe11 We11h, abgesehen \'011 
einem constantcu Factor aller drei Indices, mit dem wir ja alle drei 
Indices jederzeit 111nltiplicircn kiinnc11, ohne 1lie Richtung· 1lcr llarg·estell-
ten FHiehe oder Liuie zu vcriindern. , 

Soll nun in der obigen Zone PO eine dritte Fliiche R (.1,'!Jz} ge­
legen sein, so giht es dafür ein eiufachcs Criterium, dessen Ausclrnl'k 
sich daraus ergibt, dass 1lie Zonenaxe [PR] oder [Qlij dieselben Indices 
(bis auf einen constantcn Faetor) besitzen mllsse, wie f PQ]; dieses Cri­
tcri111u ist das Bestehen der Gleichung. 

11.1.'+lly+wz=o. 

Ist diese Gleidrnng erfüllt, so liegen die drei Flächen PQR in 1lerselbeu 
Zone. 

Sind die Symbole zweier Zonen [efg] und [unw] gegeben, so wird 
das Symbol der iu beiden Zonen gelegenen l<~läche (.q;z) abermals 
durch kreuzweise Multiplication gefunden: 

l~ * 
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efgefg 
XXX 

1/1)W1lVW 

fw-,q1'; gu-·ew; ev-/11 
,'!,' y z 

112J 

auf dies ellJe Weise wie das Zonensymbol aus den Imlices zweier 
FHiehen. 

Am Schlusse dieses Al.Jschnittes werden die wichtigsten speciellcu 
Zoncuregelu un<l einige Beispiele von Zonenentwickelungen g·egel>en. 

§.·3. Sphärische Projeetion. 

c· 

1.„·· 

A 

Als einfachstes Mit-
tel, die gegenseitige Lage 
<lcr Flächen eines Krystal­
les darzustellen, <lient die 
von Neumann- eingeführte 
Kugelprojection; sie bietet 
den Vortheil, ~chon bei 
ganz roher Ausf!ihrnng ein 
Bild des Zonnenverbandes 
au einem Krystall zu ge­
währen, un<l die Bestim­
mung der Indices seiner 
FHlchen nacl1 Annahme 
einer Grundform meist 
ohne jede Mcss1111g- zn ge­
statten. 

Zn diesem Behnfe 
denken wir l1 ns aus einem 
Punkt c () Fig" G. im lune­
ren des Krystalls se11k­
rechte gerade Linien off off' 

ob oc oc' orl oe, a.11f alle 
seine Flächen gezogen; 
nun constrniren wir um 
den Punkt 0 als Ccntrnrn 
eine K ugcl von heliebigcm 
Hadins und verlängern die 
genannten Scukrcchten L>is 
zn ihrem Durchschnitt 111it 
der Kugel in den Punkten 
AA' BCC' JJE ..... welcl1e 
die Pole der betreffenden 
FHichcn genannt werden. 

Aus dieser Construc­
tion, in der Deutlichkeit 
hall>er nur die vordere Seite 
gezeichnet ist, sehen wir 

ohneweiters, dass die Pole tautozonnler Flächen, z. B. ADBEA', in einein 
grössten Kreise der Kugel gelegen sind, da ja die Normalen zu tautozo-
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nalcn FHichen in einer Ebene liegen, die durch o g·ehen muss, vom 
welchem Punkt ans alle Normalen gezogen wurden; eine durch den 
Mittelpunkt gelegte Ebene schneidet aber die Kugel in einem grössten 
Kreise, der folglich die Pole der tautozonalen Flächen enthält. 

Um nun eine solche, die Pole der Krystallftächen enthaltende 
Knp;cl zu zeichnen, können wir verschiedene Projectionsmethorlen wäh­
len, von denen die durch Miller eingeführte stereographische die vor­
tltcilhafteste ist. 

Als Projectionsebcuc wiihlen wir bei derselben (Fig. 7) eine durch 
den Kugelmittelpunkt <~ gch~nde Ebene, welche nach dem obig·en die 
Kngcl iu einem grössten Kreise AIJC, dem Grundkreise, schneidet; er­
richten wir einen zu demselben senkrechten Kngeldiameter OC, dessen 
Endpunkte o und C von jedem Punkte des Grundkreises um 90° abstehen, 
so soll der untere Pol () der Augpunkt sein; wir haben also nur jeden Pol 
auf der Kug·el ATJCDE/t' .... mit dem Angpunkte o durch eine gerade 
Linie zu verbinden; die Durchschnitte ABcd<f . .. dieser geraden Linien 
mit dem Grnndkreise gehen die stereographischen Projectionen der Pole 
AIJCD ... 

In der Regel wird der" Grnud- 1'1.118 

kreis senkrecht zu den FHicheu einer 
ione angenommen, so dass die Pro­
jcctionen dieser Fliichen Punkte der 
Peripherie des Grundkreises werden. 

Die wichtigsten J<~igenschaften 
einer solehen Projection sind nun 
folgende: · -

1. Jeder Kreis auf der Kugel 
wird als Kreis oder als Durchmesser 
projicirt. 

2. .Jeder Grosskreis auf der 
Kugel wird als ](reis bogen projicirt, 
der den Grnndkreis in den Endpunkten eines Durchmessers desselhen 
schneidet ocler als Durchmesser seihst; in einem solchen Kreisbog·eu 
liegen daher auch die Pole tau-
tozonalcr Flächen, z. B. Ar/"A ' ; 
BrfoB' ; Bcf'B' ; AdcA ' Fig. 7. Fif! .. <1 

3. N cnnt man Pol eines 
Zonenkreises ///(, Fig. 8, jenen 
Punkt P, der auf der Kugel von 
allen Punkten dieses Kreises 11111 

90° absteht (also die Projcctiou 
eiuer zn den Zoncnfüichen senk­
rechten FHiche), so gilt der 
Satz: 

Der Normalcnwinkel zweier 
Flächen 11 und K ist gleich dem 
Kreisbogen h k, der von den 
verlängerten geraden Linien Pli 
und PK am Grundkreise abge-
schnitten wird. 



ms Aristides Brezina. [14] 

Aus diesen drei Eigenschaften ergeben . sich alle Regeln zur 
Construction der stereographischen Projection. . 

Zunächst sieht man sofort, dnss die Normalenwinkel aller durch 
Punkte des Grundkreises projicirten FHicl1eu durch die zwischen den 
Poleli eingeschlossenen Kreisbögen gegeben sind; dass alle durch das 
Centrum des Grundkreises gehenden Zonen als Dnrcl1messer prnjicirt 
werden; dass ferner der Pol einer solchen Zone wiederum in den Grund­
kreis fällt und zwar an einen der Endpunkte des zur Zone senkrechten 
Durchmessers. 

'~·110 

Ist die Projection P eines 
Poles gegeben (Fig. 9) nnd die 
der parallelen Gegenfläche ge­
sucht, so ist zuniicl1st klar, dass 
dieselbe ansserhall> des Grund­
kreises geleg·en sein muss; legt 
man durch P und den l'lfütel­
punkt o des Grundkreises eine 

~:-;P'------\---~~ p• Zone, so muss der Gegenpol P' 
ifl derselben liegen, da ja eine 
jede Zone, in der eine Fläche 
gelegen ist, auch die zu dieser 
Fläche parallele Gegenfläche 
enthalten muss; auf dieser Zone 
PO haben wir jetzt nm mehr 
den um 180° von P abste­

henden Punkt aufzusuchen, um P' zu erhalten; zu diesem Behufe haben 
wir nach der obeuerwiilmten dritten Eigenschaft der Projeetion von 
einem der Punkte R oder Q, die nach dem frliheren die Pole der Zone 
PO darstellen, z. B. R, eine gerade RPp bis zum Durbhschnitt mit dem 
Grundkreis zu ziehen, suchen den Punkt p' des Grundkreises anf~ der um 
180°, den verlangten Winkel, von p absteht, und ziehen nun eine Geraqe, 
Rp 'P' deren Durchschnitt mit der Zone PO den Gegenpol von l' gibt. 

Sind zwei Pole PQ gegeben, Fig. 10, und die durch dieselbe 
gehende Zone gesucht, so sucht man zu einer derselheD den Gegenpol, 
z. B. P', der ja ebenfalls in der Zone PQ liegen muss; dmch die drei 

0 

Punkte PQP' legt man nach uekannter 
Methode (Errichtung von Senkrechten in 
den Halbirung·spunkten der Verbindungs­
linien je zweier Pu11kte) einen Kreisbo­
gen, der die verlangte ~one darstellt. 

Um den Pol einer gegebenen Zone 
CR zu finden (Fig. 11) ist zu beriicksich-

E r----n1--t---+-----lF tigen, dass <lerselUe von jedem Pnnkte 
des Zonenkreises mn DW abstehen muss; 
sind nun C, D die Durchschnittspunkte 
der Zone mit dem Grnndkreise, so ziehen 
wir den Durchmesser CJJ und einen zu 
diesem senkrechten EF, und es ist klar, 
dass der gesuchte Pol in der Zone EF 
liegen muss; da er nun von jedem 

c 
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Punkle der Zone, Hlso anch von R, um no 0 abstehen soll, der Pol der 
Zone RP ahcr einer der Punkte C oder D ist, so ziehen wir die Geraden 
Cllr nnd CPp so, dass der Bogen r11 = !J0°, und finden dadurch den 
Pul P <ler Zone CIW. 

Damit sincl alle diejenigen Hiilfsrnittel g·egeben, die zur Constrnc­
tiun 1111<1 Benutzung der Projection benöthigt werden; in der Reg·cl 
reicht man jedoch mit den einfachsten derselben aus, insbesondere da es 
bei dieser l'rojectionsmethode nicht auf die erreichbare grösste Ge­
nauigkeit, sondern lediglich auf ein anschauliches Bild des Flächen­
zusammenhanges ankommt. 

Als ~chlnss dieses Abschnittes mi)gen noch einige aus dem Zonen­
gesetz abgeleitete specielle Regeln und ein Beispiel einer vollständigen 
Entwicklung gegeben werden. 

1. Zone durch zwei Pinakoide 

100 100 
010 010 
(). 0 - 0. 1 ; 0 . l -- 1 . 0 ; 1 . 1 - 0. 0 

() 0 1 

[001 ], also <las Zeichen des dritten Pinakoids. Soll eine Fläche ltkl m 
dieser Zone liegen, so muss 

lt.o+k.o+l. l=o 

sein, also 

<las allgemeine Zeichen einer in der Zone 100·010 = [001] liegenden 
Fläche wird daher hko. 

:!. Zone <lureh ein Pinakoid und eine heliehige Fläche 

hkl hkl 
100 100 
k . o - / . o ; l . 1 -· lt . o ; h o -- k . 1. 

() l k 

Soll eine clritte Fläche .i· .'J z in dieser Zone /o l k J liegen, so rnnss 

.i: . 0 -1- .1/ • l - k . z = 0 

oder 

.1/ !.· 
.lfl = kz; j z l-. 
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Geht dnher eine Zone durch ein Pinakoid, so ist fiir alle Flächen dieser 
Zone das Verhältniss jener zwei Indices, die im Zeichen des Pinakoides 
o sind, constant. 

3. Die unter 1 und 2 gegebenen Regeln sind specielle Fiille einer 
allgemeineren; und zwar: Zwei Flächen (!ikl) und (11qr) gegeben, worin 

solche zwei Flächen können immer so dargestellt werden, dass ihre 
Zeichen die Form 

(e11v) und (;,i·1w) 

bekommen, da man ja die drei Indices einer Fläche mit derselben Zahl 
multipliciren kann, ohne das Zeichen zu verändern. 

Für die Zone erhalten wir 

c11v e1w 
:i:uv :1:uv 
u. v-v . u; v:i: - c . r; cu-.--11.1: 

o v(v--c);u(e-:i:) 

oder, wenn wir durch (.1:- c) die drei Zonenindices diviflircn ion/1]; eine 
Fläche (rst) liegt in dieser Zone, wenn 

also 

n: a m 

Reihenfolge ein, 

O • i• -t- V • 8 - 1t • f = 0 

.~ II 

t V 

Lassen sich also zwei Flächen einer Zone 
unter dem Zeichen (.i·1w) und (cirn) darstellen 
(oder allgemein, haben zwei glcichstelligc Indices 
in beiden Flächen dasselbe Vcrhältniss), so la&sen 
sich alle Flächen dieser Zone in der Form 111111•1 
darstellen. 

Dass anch Ucg·el 2 sich unter die letztere 
subsumiren Hisst, ist klar, da ja daf; Verhältniss ~ 

b unbestimmt ist und daher jeder Zahl entsprechen 
kann. 

Als Beispiel einer l~ntwieklnng durch Zonen 
wählen wir den Fig. 12 rlargestclltcn Krystall. 
Da wir annehmen, dass keine Messungen an de111-
sclben vorliegen, sondern nnr die Angaben der Z.o­
nen, werden wir in der Projcetion Fig. 13 (auf fol­
gender Seite) denselben als triclin vorausirntzen; 
in diese Prnjection tragen wir rlie Flüchen nach der 

in der sie bestimmt werden. 
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Zur Bestimmung mögen gegeben sein die Zonen : 

bman; bdl'f?; af c; apd; bpfq; es pm; dsfu; cqn; aqe. 

Das Vorhandensein derselben wird hauptsächlich an dem Parallelismus 
der betreffenden Kanten wahrgenommen; wo eine körperliche Kante fehlt, 
wie bei dem Winkel aq, hilft man sich durch Dreh~ng des Krystalls um 
<lie vorausgesetzte Zonenaxe; alle Flächen, die bei einer Drehung um 
dieselbe Axe einspiegeln, sind tautozonal. 

Um nnn die Combination aufzulösen, ist es zuerst nothwendig, ein 
Axensystem anznnchrnen; man wird dabei auf die wirkliche oder schein­
bare Symmetrie des Krystalles Rücksicht nehmen in der Weise, dass, wo 
ein minder symmetrisches System in Ausbildung und Flächenneigung sich 
einem höher symmetrischen nähert, diese Analogie möglichst gewahrt 
bleibt. 

Wir wählen also die drei Flächen a b c zu Axenebenen, deren Durch­
schnittslinien die krystallographischen Axen geben; und projiciren diese!-. 
hen (Fig" 13) derart, dass die Zone ab in den Grundkreis fällt. 

Dabei kommt es auf Genauig·keit der Winkelverhältnisse naturlich 
nicht an, wenn es sich nur um Lösung der Combinationen handelt. 
Die Flächen tragen wir in die Projection in der Reihenfolge ein, in 
der sie bestimmt werden, also zunächst abc. 

Die Flächen abc erhalten 
nun die den Pinakoiden zukom- figLJ 
menden Zeichen 100 010 001. 

Zm Fixirung einer Grund­
gestalt haben wir noch die 
Axenverhältnisse zu bestimmen; 
diess möge durch die Annahme 
von p als (111) g·eschehen; die 

010 

Axenabschnitte der Fläche p lie­
fern uns also die Grössen JA oB 
oC, auf welche die Parameter 
jeder anderen Fläche bezogen 
werden. 

Dass die Indices von p 
111 sein mlissen, erhellt aus 
den Gleichungen (pag. 141), 
worin die Indices einer Fläche 
hkl bestimmt werden zu 

ioo 

8 IDO 

h = oA_ k = oB l = .!!_q_, 
oft ok ol 

Durch Substitution der Abschnitte oA oB oC in <lieser Gleichnng er­
halten wir 

:\achdem ;;o die Grundform und die Axen <!es Kry;;talls bestimmt 
sin<l) können die Zeichen der Flächen entwickelt wcrdc11. 

l\linel'alogischc Millheilung:cu. l/fj'~. 3. ll~ft. 
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Bestimmung· von m. 
m liegt in <len Zonen h111rt1t und c . .. pm. Damit eine Fläche in 

ersterer Zone liege, ist es nothwendige und hinreichende Bedingung, dass 
sie das Zeichen 

hko 

besitze, d. h. der Axc ,~ parallel sei, wie sich auch aus Herstellung· der 
Zonengleichung ergibt. 

Fllr die zweite Zone haben wir die Bedingung 

k 
T=t, 

da, wie wir gesehen, die Gleichheit desselben Indexverhältnisses in zwei 
Flächen einer Zone die Gleichheit desselben für alle Flächen der Zone 
bedingt, also 

h 1 0 
T=T=o· 

Diess ergibt. sich auch aus der" Zonengleichung, denn 

111 111 
001 001 
1·1-0·1; 1·0-1·1; l·0-0·1 

gibt f l IO] als Zonengleichung, oder 

1 • a: - 1 . y -+- 0 . z = 0 oder .v = y 

als Bedingung fllr die Tautozonalität einer Fläche .vyz mit 001 und 111. 
das Zeichen hko von m verwanrlelt sich durch diese Bedingung in (110). 

Ebenso wird für d die Lage in den Zonen bdc und apd zu Grunde 
gelegt; erstere Zone gibt als Bedingung den ersten Index= O, also 
okl; die zweit.e rlie Gleichheit des zweiten und dritten Index 

also das Zeichen (011). 

k 

l 

0 
=-=1; 

1 0 

Enrllich wird anf <liesclhe Weif-le <lic Fläche f rlurd1 dir Zone a(r 
als hol nnrl dnrch die Zone hpf' als 101 bestimmt wegen 

lt 1 0 
--=·-=-~- =l. 
l 1 0 

Dahei ist natlirlich festzuhalten, dass der Quotient (~ jeden belie­

bigen, rationalen W crt h erhalten kann, der erst durch die zweite ~"'liichc 
fixirt wird. 



[ l fl] Entwickelnng d. lfauptsiitr.e d. Krystallographie und Ifrystallphysik. 1-lil 

Für die Fläche u haben wir die Zonen b m ri u, wo<lureh das Zeichen 
kko wird nnd d(n, flir letztere erhalten wir 

Ull Oll 
101 J 01 

--- - -- ----
1 . i - o · 1 ; 1 · r=- o. 1 ; o. o -- 1 . 1 

oder [ 11 I ], also als Bedingung· 

/t·l+k·I-0·1=0 oder lt=--k; 

dieser Be<li11g1111g geniigen 1 IO un<l I I.0, wovon ersteres Zeichen fUr die 
vordere, letzteres för die eutg·eg·engesetzte rllckwärtige Fläche gehören . 

.Zur Bestimmung· von q haben wir die Zonen cq11 und bpfq, erstere 
gibt (wenn ltld das Zeichen von q) 

h 1 0 
-- 1 also (l1hl) ,, -1 0 

letztere 

" 1 1 
= 1 oder (hhlt) 

1 

was a bgekUrzt, Il 1 gibt. „ 
Fläche e liegt in den Zonen bdce, weshalb lt= o; und m riqe, 

wodurch 

k -1 

r.Iso hat e das Zeichen (Of l ). 

0 

0 
- 1 

Nun ist noch s in den Zonen mp.~c und d.~fu. zu bestimmen; erstere 
Zone gibt 

1 1 

k 1 

also allgemeines Zeichen Mtl, letztere hat als Zonenindices [ 11 I] also, 

lt+ lt-l= 0 oder 2 lt= l, 

welcher Bedingung dnrch (112) genilgt wir<l. 
Somit sind <lie sämmtlichen Formen dieser Combination besti111mt. 
Es können nnn allerdings Fälle verkommen, wo die vorhandenen 

Zonen nicht ausreichen, alle Flächen einer Comhination zu bestimmen, 
doch sind clieselLHm selten und treten fast nnr hei wenigen f-.lnbstauzcn 
auf. 

Statt der obigen Wahl einer die sämmtlichen AxenYerhältnisse be­
stimmenden Fläche ( 111) kann man natürlich auch zwei Domen in zwei 
Pinakoidzonen anwenden, ;1,. ß. 110, wo<lurch a : b, und 101, wodurch 
a : c bestimmt werden. 

Bei den einfacheren und häufiger vorkommenden Flächen wird, 
wie wir oben gesehen haben, selbst die sehr einfache Berechnung des 
Zeichens aus zwei Zonensymbolen durch kreuzweise Multiplication Uber­
fllissig, in<lern sich zum mindesten die Bedingung fUr die eine der Zonen 

19 * 
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unmi1telbar in dem allgemeinen Zeichen der Fläche ausdriicken lässt, so 
dass durch Substitution in die Gleichung 

/ur+ ky + lz = o 

die Indices MI vollständig bestimmt werden. 

II. Abschnitt. 

Die Symmetrie der Krystallsystemc. 

§. 1. Ahleitnng der Systeme aus dem Gesetze der Ratioualit:it der 
Indices. 

Die Rationalität der Indices ist für die Möglichkeit einer Krystall­
flliche nicht nur, wie oben erwähnt, nothwendige, sondern anch hinrei~ 
rhende Bedingung. 

Es ist also jede Fläche eine mögliche, deren Indiecs rationale 
)!;ahleu sind. 

Ein Complex von F'liichen nun, der dem Gesetz der Rationalitfü der 
lndiees gehorrhen soll, tnn:;s aller auch allen Folg·ernng-en entsprechen, 

welche ans diesem Gesetz auf mathematisrhem 

11• 

P• 
p Q 

\Veg·e ableitbar sind. 
Die Dnrchflihnmg dieser Dednction, welche 

hier nur angedeutet werden kann, führt auf die ver­
schiedenen Elemente der Symmetrie, iusbcsondcre 
den Begriff: Symmetrieehene. 

Eine Symmetrieebene hat die Eigenschaft, dass 
die physikalischen V erhältni,;se auf beiden Seiten 
von ihr gleich sind. 

Die Ide11tiUit der physikalischen Eigenschaften 
zweier Fliichen oder Linien wird also bedingt durch 
die Gleichheit ihrer Lage gegen die Symmetrieebene; 

und zwar ist bei zwei Ebenen diese Bedingung erfüllt, wenn sie mit der 
Symmetrieebene taut o z o n a 1 und zu beiden Seiten derselben geleg·en, 
gleiche Winkel mit derselben bilden - Fig. 13 a - wo die Winkel 

p 

R 

P: Q = a 0 und P': Q = ß0 einander 
gleich sind. 

Zwei Linien oA und oB, Fig. 13 b, 
genligen der Bedingung, wenn sie, zu 
beiden Seiten der Symmetrieebene P 
gelegen, mit derselben gleiche Winkel 
einschliessen und durch dieselben eine 
zur Symmetrieebene senkrechte Ebe­
ne R gelegt werden kann, arc AC = 
arc GB. 

Die Ableitung der Krystallsysteme 
geschieht nun nach folgender l\fe · 
thode: 
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Angenommen, zwei mögliche FHicl1en eines Krystalls seien syn1111c­
trisch nach einer Ebene; es wird untersucht, ob nicht daraus auch <lie 
Symli~ctrie nach einer andern Ebene folgt; angenommen, eine Zone sei 
symmetrisch nach einer oder mehreren Flächen (d. h. zu jeder Fläche 
dieser Zone ist auch eine mit ihr symmetrische möglich); es wird gefragt, 
oh daraus nicht auch die Symmetrie nach andern Ebenen folgt; d. h. ob 
nicht zu jeder möglichen Fläche cler gegebenen Zone auch eine andere 
Fläche miiglich ist, die nach den präsumtiven, aufzusuchenden Ebenen 
mit ihr symmetrisch ist. 

Das Kriterinm der l\föglichkeit einer Fläche ist. dabei immer die 
Rationalität ihrer Indices. 

Auf diesem Wege fortschreitend erken-
nen wir, dass nur jene Complexe von Ebenen P19 14 

krystallographisch möglich sind, welche einem (_,,. 
der sieben, durch die Anzahl und Lage ihrer 
Symmetrieebenen charakterisirten Krystall-
systeme ang·ehüren; dabei verstehen 'vir unter 
Symmetrieebene eines Krystalls eine Ebene, 
nach der alle möglichen Flächen des Krystalls ·~ 
symmetrisch sind, so dass es zn jeder mög-
lichen KrystalllHiche noch eine solche gibt, 
welche beziig·lich der Symmctrieelrnne mit ihr 
symmetrisch ist. 

Es zeigt sich nun, dass nur folgende 
Complexe möglich sind: 

1. Keine Symmetrieebene vorhanden, 
Triklines System. 

2. Ein c Symmetrieebene B: Fig'. 14, Mo­
n ok 1 in c s System. 

3. Drei aufeinander senkrechte, von ein­
ander verschiedene Symmetrieebenen A, B, C, 
Fig. 15: Rhombisches System. 

4. Drei tautozonale, unter 120° resp. 
G0° gegeneinander geneigte, gleichwerthige 
SymmetrieebenenAA'A", Fig. lG: Rbomboe-
drisches System. F19.16. 

5. F ii u f Symmetrieebenen; vier davon 
tantozonal, unter 90 ° und 4ö 0 gegeneinander 
geneigt, je zwei unter 90° abstehende gleich­
werthig, AA' und BB' Fig. 17 ; die fünfte C, zu 
allen vieren senkrecht, mit ihnen ungleich­
werthig: Tetragon a 1 es System. 

G. Sieben Symmetrieebenen; sechs 
davon tautozonal, unter 30° und 60° gegeu-
ander geneigt, je drei Unter 00° abstehende 
gleichwerthig, AA' A" und B B' B'' Fig. 18; die 
siebente C zu allen sechs senkrecht, mit ihnen ungleichwerthig: Hexa- · 
g o n a 1 e s S y s t e m. · 

7. Neun Symmetrieebenen; drei davon, A A' A", Fig. 19, zu 
einander senkrecht, gleiehwcrthig; die übrigen sechs untereinander 
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1 gleichwerthigen B B' B" . .. nv zu J. e zwei tau-t:t91. 
tozonal und unter 45 ° in die Zone je zweier A 
eingeschaltet: Tesseralcs System. 

§. 2. Eigenschaften der Systeme. 
Aus der obigen Angabe der Symmetrie­

verhältnissc in den einzelnen Krystallsystemen 
wollen wir zunächst die zn einer Form gehöri­
gen einzelnen Flächen sowie die zweckmässig­
sten Annahmen bei Wahl der Krystallaxen ab­
leiten. 

Zu Axen können wir drei beliebige Kan­
ten oder Zonenaxen wählen, die durch drei 

Fig 18 mögliche , miteinander nicht tautozonale 
Flächen (!es Krystalls gebildet werden. 

Wir werden jedoch wegen des Vor­
handenseins von Symmetrieebenen die Axen RO 

wählen, dass sie womöglich ebenfalls symme­
trisch zu den Symmetrieebenen gelegen sind, 
wodurch dann, wie wir sofort sehen .werden, 
alle Flächen einer Form durch verschiedene 
Anordnung derselben numerischen Indices er­
halten werden; unter Form begreifen wir 
nämlich den Complex aller jener Flächen, die 
mit einander nach den Symmetrieebenen des 

Flfl 19 betreffenden KryS'talls symmetrisch sind, die 
also sämmtlich die gleichen physikalischen 
Eigenschaften besitzen. 

Beztiglich der Axenwahl bemerken wir 
nur noch, dass es aus theoretischen Grtinden, 
die zuerst durch Frankenheim entwickelt wur­

„ den, nothwendig erscheint, die Axen so zu 
wählen, dass Jeder spitze Axenwinkel grösser 
als 60°, jeder stumpfe kleiner als 120° wird, 
was jederzeit möglich ist. 

1. Triklines System. Keine Symmetrieebene. Die Wahl der 
Axen ist willklirlich, ebenso die der Fliiche 111, wodurch die Axenlängen 
bestimmt werden .. 

1 
1 

\ •hkl 

<t~b~c; ;~Yi~ ~ 

5 Elemente sind unbestimmt (zwei Axcnver­
hältnisse, drei Axenwinkel). Weil keine Sym­
metrieebene vorhanden ist, bildet eine Fläche 
likl Fig. 20, mit ihrer parallelen zusammen 
eine Form. 

Bei der Wahl der Axen wird man nur in 
den Fällen, wo Aehnlichkeit der Winkel und 
der Flächenausbildung mit höher symmetrischen 
Systemen, z. B. dem monoklinen oder rhom­
bischen, vorhanden ist, diese Analogie berlick­
sichtigen. 
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2. Monoklines System. Eine Sym­
metrieebene, B Fig. 21. Zunächst wählen wir f;g ~1 

diese Ebene zu einer der Axenebenen und 
zwar zur XZ-Ebene, wodurch sie das Zeichen 
010 erhält. Zu jeder Fläche ltkl ist nun eine 
zweite möglich, die mit ihr symmetrisch ge- •i• 
gen die Symmetrieebene 010 gelegen ist, da­
her, wie leicht ersichtlich, das Zeichen Md er­
hält; diese zwei Flächen mit ihren beiden 
Gegenflächen bilden zusammen die allgemeine 

••• 

hlil 

Form im monoklinen System. Durch je zwei 
solche Paare von Flächen ist eine Zonenaxe bestimmt, welche, wie 
ebenfalls leicht einzusehen, in der Symmetrieebene liegen muss, da ja 
010 in der Zone [(Md) (ldd)] liegt; nimmt man zwei solche Zonenaxen zu 
Axen X,Z, so ist sofort klar, dass die Axenwinkel werden 

XY= ~ = 90°; YZ = ;= 90°; (XZ=YJ) ~ 90°; 

eine vierte Fläche gibt die Axenabschnitte a ~ b ~ c und wir haben in 
diesem System drei unbekannte Elemente, zwei Axenverhältnisse und 
einen Axenwinkel. 

3. Rhombisches System. Drei 
aufeinander senkrechte Symmetrieebe- Fi!J 22. 

nen ABC Fig. 22, welche wir zu 
Axenebenen mit den Zeichen 100, 010, 
001 wählen. Dadurch werden die drei 
Axen auf einander senkrecht und wir 

ioo 

haben nun noch durch eine vierte Ebene ,; • .,____+---'i>IF---+---4--4 ••• 

die Axenlängen zu bestimmen, so dass 

(t ~ b ~ c; ; = Y) = ~ = 90° 

werden; in diesem Systeme haben wir 
daher zwei unbekannte Elemente, 

a b 

c' c 

gleichwerthig werden die vier Flächen 

ltkl; hkl; ltkl; ltkl 

••• 

nnd ihre Gegenflächen, so rlass die allgemeine Form eine achtflächigc, 
rhombische Pyramide ist. 

Ueber die Wahl der drei Pinakoide bestehen vielfache Annahmen; 
Grailich und von Lang nahmen rt > b > c; Schrauf wählt bei 
optisch untersuchten Substanzen 001 senkrecht zur Bisectrix, 100 und 010 
so, dass rt :> b; andere Autoren binden sich an kein Princip, sondern 
folgen der ersten Aufotellnngsweise. 

4. Rho m b o e d r i s c h es k y s t e m. Drei tautozonale, gleichwer­
thig·e, unter G0° gegeneinander geneigte Symmetrieebenen A A' A', 
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Fig. 23. In diesem Falle ist es nicht 
zulässig, die Symmetrieebenen zu Axen-

Fl.'f ZJ ebene zu wählen, weil sie tautozonal sind; 
um die Symmetrie der Bezeichnngsweise zu 

•i• wahren, wählen wir drei Flächen des Kry­
stalls, die bezüglich der Symmetrieebenen 
symmetrisch liegen, also eine Form bilden, zu 
Axenebenen; und zwar .sollen die Flächen 
100, 010, 001 zn je einer Symmetrieebene 

,;. senkrecht sein, weil nur eine derartige Form 
aus nur drei Flächen (mit ihren Gegenflächen) 
besteht, jccle andere aus sechs, respective 

••• zwei. Zur Bestimmung der AxenHingen 
wählen wir die zur Zonenaxe der Symme­

trieebenen senkrechte, in Folge dessen gegen die drei Axencbenen gleich 
geneigte Fläche als 11.l; dadurch wird 

a = b = c; (~ = Yi = O ~ 90 

eine einzig.e Grösse, nämlich die der Axenwiukel, unbestimmt. 
Die drei Symmetrieebenen erhalten die Zeichen: 

lOl = A; 011 = A'; 110 = A"; 

das Zeichen einer jeden, mit den Symmetrieebenen tantozonalen Fläche 
(Prisma nach gewöhnlicher Bezeichnung·, abweichend vom Gebrauche in 
den anderen Krystallsystemen) unterliegt der Bedingung h + lc+ l = o, 
da das Zeichen der Symmetriezone [ 111] ist. Die übrigen Formen sind 
Skalenoeder, allgemeinste Form dieses Systems mit 6 Flächen ltkl (siehe 
Figur) und ihren 6 Gegenflächen; Rhomboeder, deren Flächen je einer 
Symmetrieebene senkrecht sind; Basis 111. 

••• 
iio hlil 

11111 

hkl 

Es ist ersichtlich, dass der Axen­
winkel t. dem ebenen Flächenwinkel an 
der Spit;.e des Grundrhomboeders (100) 
gleich ist. 

5. Tetragonales System. Vier 
tautozonale Symmetrieebenen, unter 45 ° 

DiG ----A-1.„ gegeneinander geneigt, je zwei abwech­

\~h•·/< 1 

·~hkl i. hkl 
'-----i--

••• 

selnde AA' und BB ', Fig. 24, gleichwer­
thig. Eine fünfte zu ihnen senkrecht, un­
gleichwerthig C. Zu Axenebenen wählen 
wir zwei auf einander senkrechte, gleich­
werthige Symmetrieebenen, z.B. AA', und 
die zn ihnen senkrechte einzelne Symme­

trieebene C, letztere als Ebene der XY, 001. Zur Bestimmung· der Axen­
längen wählen wir eine zu einer der ir.tcrmediären Symmetrieebenen 
senkrechte Fläche 111. Dadurch werden die Elemente 

~ = ~ = ?' =90°; (a = b) ~ c, 

ft 
daher uur eine Unbekannte„ 

c 
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Die intermediären Symmetrieebenen erhalten die Zeichen 110, 1 IO. 
Die allgemeinste Form ist eine 16flächige Pyramide; die zu hkl 

gleichwerthigen Flächen ergeben sich aus der Fig·ur. 
6. Hexagonales System. Sieben Symmetrieebenen, sechs davon 

tautozonal, mn 30 ° gegen-
einander geneigt, je drei ab- li!/2.;. 

wechselnde AA' A" und B B' B'' 
gleichwerthig, die siebente, 
zu ihnen senkrecht ungleich­
werthig Fig. 25. Hier könn­
ten wir wohl drei Symmetrie­
ebenen, z. B. C und zwei aus 
der Symmetriezone zu Axen­
ebenen wählen, doch ginge 
hiedurch die Symmetrie der 
Bezeichnung verloren. Wir 
wählen daher, wie im rhom­
boedrischen Systeme, drei ab 
wechselnde Flächen einer zu 
den sechs Symmetrieebenen 
senkrechten Form zu Axen-

„. 

„. 
cbenen 100, 010, 001; die Axenlängen bestimmen wir, wie im rhom­
hoedrischen Systeme durch die zur Axe der Symmetriezone senkrechte 
Fläche als 111, wodurch wir erhalten wie frlihcr 

rt = b = c; (~ = YJ = ~) ~ 90°. 

Da in den spcciellen W erthen der Elemente zwischen diesem und 
dem rhomboedrischen Systeme kein Unterschied besteht, werden die­
selben hänfig iu eines zusammengezogen; wogegen jedoch physikalische 
Gründe sprechen. 

In diesem Systeme ist es nicht mehr möglich, die sämmtlichen 
Flächen einer Form durch dieselben Indices darzustellen; friit Berlick­
sichtigung· der Symbole der S;rmmetrieebenen, nämlich lÜI, 01 f, flO 
für die primären, 112, r2r, 211 ; für die secundären JJ ß 'JJ' (deren 
Zeichen aus den Zonen folgen) erhalten wir für die zu HI gehörig·c 
gegenüberliegende Fläche e/g die Bestimmungsgleichungen 

e =-lt-+- 2k-+- 21 
l= 2/t- k-t-21 
g = 2 h -+- 2 k - l. 

Die allgemeinste Form in diesem System ist eine 24 flächige Pyra­
mide, von deren Flächen die Hälfte durch die Indices llkl, die andere 
Hälfte durch e/'g dargestellt werden, wie diess aus der Figur ersichtlich. 

Die Formen dieses Systemes sind Pyramiden im allgemeinen Falle 
24flächig·, Pyramiden deren Flächen senkrecht zu den Hanptschnitten, 
12flächig, in zwei Stellungen, Prismen 12flächig, Prit1men 6flächig in 
zwei Stellungen, und die Basis. 

Mineru.logi.:1che l\lüthe.iluogen. 187:?. 3. Heft. 20 
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7. Te s s er al es System. 
Neun Symetrieebencn; drei da­
von zu einander senkrecht, 
gleichwerthig A A 'A" Fig. 26, 
die übrigen zu zweit tautozo­
nal mit je zwei A, unter 45n 
gegen dieselben eingeschaltet 
JJ • •• Bv. Wir wählen die drei 
zu einander senkrechten zu 
Axenebenen, und bestimmen 
die Axenlängcn durch die in 
den Intermediärzonen liegende 
Fläche 111 ; dadurch erhalten 
wir 

a = b = c; ~ = YJ = ~ = 90° 

Die fünf Elemente sind be-
stimmt. 

Die allgemeinste Form 11kl besteht aus 48 Flächen, deren Verthei­
lung aus der Figur ersichtlich. 

In den vorstehenden Entwickelungen ist meist nur die allgemeinste 
Form ltkl berücks!chtiget worden; es ist jedoch sehr leicht, durch Specia­
lisinmg des Zeichens, z. B. Gleichsetzung zweier Indices etc., oder durch 
Bedingungen, welche sich ans der Projection entnehmen lassen, alle Ge­
st.alten eines Systems nach FHichenanzahl und Zeichen darzustellen. 

Es wird beispielsweise das Zeichen <ler sechsseitigen, zwölffHchi­
g·en Pyramide des Hexagonalsystems gesucht ; ihr Zeichen ergibt sich 
ans den Zonenverhältnissen ; umgekehrt zeigt ein Blick auf dj~ Sym­
metrieebenen dieses Systems, dass eine auf der Zone [ (111 )(211)] ge­
legene Fläche auf der oberen Seite flinf gleichwerthige besitzt. 

Ebenso ergiebt sich das Zeichen des dem Grnndrhomboeder gleich­
wer~higen Gegenrhomboerlers als (I22) nach der Formel pag. 148 . 

. · Die Mernedrien .sind von <ler obigen Darstellung ausgeschlossen 
worden, ebenso wie die eingehende Untersuchung der Symmetrie von 
Linien und Ebenen, die an anderer Stelle gegeben werden sollen. 

III. Abschnitt. 

Die optisch c n Verhältnisse der K ry stalle. 

§. 1. Doppelbrechung und Absorption. 
Es ist bekannt, dass in Medien von allseitig gleicher Dichte, also 

in unkrystalliniscben Medien, ein Lichtstrahl sich in jeder Richtung mit 
Erhaltung seines Schwingungszusfäudes fortbewegt; dass ferner seine 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit nur abhängig ist von der Farbe des Licht­
strahls und von einer fllr das ganze Medium constanten Grösse, nicht 
aber von der Richtung, nach welcher er sich bewegt. 
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Tritt daher ein Lichtstrahl von beliebigem Schwingungszustand in 
ein solches isotropes Medium ein, so kann sich wohl, entsprechend 
dem Einfallswinkel, seine Fortpftanzungsrichtnng nnd entsprechend seiner 
Farbe und der M olecularconstante, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
ändern; der Schwingungszustand jedoch bleibt erhalten. Der Schwin­
gungszustand des Lichtstrahls heisst vollständig, theilweise polarisirt 
oder unpolarisirt, je nachdem das ganze Licht, ein Theil desselben in 
einer constanten ßabn schwingt, oder diese Dahn in einem unendlich kur­
zen Zeitraume alle möglichen transversalen·Lagen annimmt; im ersteren 
Falle, wo das ganze Licht eine constante Schwingungsbahn besitzt, sagen 
wir wiedernm, das Licht sei geradlinig, circular oder elliptisch polarisirt, 
je nachdem seine Oscillationsbahn eine zur Fortpflanzungsrichtung senk­
rechte gerade Linie, Kreislinie oder Ellipse ist. 

Es ist also die Lichtbewegung in einem isotropen Medium abhängig 
von der des einfallenden Lichtes, dem Einfallswinkel und einer Mole­
cularconstante. 

In einem krystallisirten Medium, worin die Dichte mit der Richtung 
variabel gedacht werden kann, können sich (im allgemeinen Falle) in jeder 
bestimmten Richtung nur zwei Lichtstrahlen von bestimmter Fortpflan­
zungsgeschwindigkeit (für jede Farbe) und bestimmter Schwingungsrich­
tung fortpflanzen; umg·ekehl't wird ein in ein krystallinisches Mcdinm 
eintretender Lichtstrahl nicht nur von seiner Richtung abgelenkt, sondern 
in zwei abgelenkte Strahlen getheilt, von denen jede nach der Richtung 
im Krystall veränderliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit und Schwin­
gungsrichtung besitzt. 

Ebenso, wie nun beim Durchgange durch ein isotropes Medium die 
Intensität des Lichtes geschwächt wird, und zwar verschieden stark für 
die verschiedenen Farben, ebenso ist dies auch bei krystallinischen Me­
dien der Fall, nur hängt hier die für verschiedene Farben ungleiche 
Absorption auch noch von der Richtung im Krystalle ab; es gilt hier das­
selbe wie von der Schwingungsweise und der Fortpflanzungsgeschwin­
digkeit. Derselben Richtung im Krystalle entsprechen also zwei be­
stimmte Strahlen mit bestimmter Fortpflanzungsgewschwindigkeit, Schwin­
gungsrichtung· und Absorption; und ein in einen Krystall eintretender 
Lichtstrahl zerfällt in zwei von bestimmter verschiedener Fortpflanzungs­
richtung und Geschwindigkeit, Schwingungsrichtnug und Absorption. 

§. 2. Polarisationsellipsoid. 
Das Gesetz, nach welchem sich die ganze Lichtbewegung· in Kry­

stallen bestimmt, lässt sich, soweit es fiir die vorliegenden Zwecke be­
nöthigt wird, in Folgendem aussprechen: 

In jedem Krystalle lässt sich ein dreiaxiges Ellipsoid constrniren 
von der Art, dass die Fortpflanzungsgeschwindigkeit und die Schwin­
gnngsrichtnng der zwei Lichtstrahlen, welche sich in einer gegebenen 
Richtung im Krystalle bewegen können, <l nrch <lie grosse und kleine Axe 
jener Ellipse gegeben sind, welche entsteht, wenn man im Mittelpunkt 
des Ellipsoides eine Ebene senkrecht zu der gegebenen Fortpflanzungs­
richtung de1· beiden Lichtstrahlen errichtet und dieselbe bis zum Durch­
schnitt mit dem Ellipsoid vergrössert. 

Sind also oA, oB, oC Fig. 27 die zn einander senkrechten Hanpt­
axcn des Ellipsoides, Su die durch den Mittelpunkt gelegte Richtung, in 

20~ 
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der sich die beiden Licht­
strahlen bewegen sollen, so 
legen wir durch 0 eine zn oS 
senkrechte Ebene, welche das 
Ellipsoid in den Punkten 1t/ 
No 1l'l' •... sclmei<let, welche 
Punkte einer Ellipse a11ge­
hören, deren grosse und kleine 
Halbaxe oX und o Y sind; von 
den beiden Strahlen, die sich 
nach So fortpflanzen, hat nnn 
der eine die Schwingung·s­
richtung oX und die Fortpflan-

1 
zungsg·eschwindigkeit 0 , 

1 
1ler andere ebenso o Yund .

0
. 

Die Lage nnd Länge der Hauptaxen dieses Ellipsoides ist im Allge­
meinen für jede Farbe eine andere. Auch die Absorption des Liehtes in 
einer beliebigen Richtung lässt sich aus der der Hauptaxen bestimmen. 
Mit den Absorptionscoefticienten der Hauptaxen construiren wir wiedemm 
ein Ellipsoid, dessen Axen mit denen des Polarisationsellipsoides über­
einstimmen. Die Absorptionscocfficienten für die zwei einer Richtung ent­
sprechenden Lichtstrahlen werden abermals durch die Darchschnittsellipsc, 
diesmal mit dem Ab:,;orptionsellipsoid bestimmt; die grosse und kleine 
Axe dieser Ellipse coincidiren zwar nicht genau, doch näherungsweise 
mit denen der Schwingungsrichtungen. 

Im allgemeinen Falle, den wir zunächst besprechen wollen, sind die 
drei Axen des Ellipsoides von ungleicher Länge; sie werden Polar i­
s a t i o n s a x e n oder Elasticitätsaxen genannt: unter letzteren ver­
steht man auch speciell ihre reciproke Länge, und zwar1 

c· 

A 

1 1 1 
a=-;b=-;c=-

oA oll oC 

- - --- ---
\. 

wobcia>b>cgewähltwird; 
es sind daher die Längen oA, 
o B, oC selbst den Hauptbrc­
c hungsqnotientcn proportio-

, nal. 
-'.""\--··---\ Eine Axenehenc, zwei 
i ,---! Elnsticitätsaxen enthaltend, 

,:;;:--~--~, --- c heisst Hauptschnitt und 

/ 

A' 

; 
I 

/ 

/ 
I 

ist zur drillten Axc senkrecht. 
Eine zu einer Axe, z. B. 

oC Fig. 28 paraliele Ebene 
schneidet das Ellipsoid in 
einer Ellipse CPC', deren eine 
Axe mit der genannten Elasti­
citiitsnxc oC coincidirt, deren 

andere Axc oP dazn senkrecht im Haupt:sclmitt ABo liegt. 



[29] Entwickelung d. Hauptsätze rl. Krystallographie und Krystallphysik. 153 

Eine zu allen drei Elasticitätsaxen geneigte Ebene Fig. 27 MNo 
schneidet das Ellipsoid in einer Ellipse, deren Axen keiner Elasticitäts­
axe parallel sind. 

Im allgemeinen Falle rt > {1 > c existirt im Hauptschnitt AoC Fig 29 
jederzeit ein Radius Ob, dessen Länge der mittleren Elasticitätsaxe OB 
gleich ist; legt man eine 
Ebene Bob durch letztere 
und diesen Radiüs, so ist 
deren Durchschnitt mit dem 
Ellipsoid ein Kreis; die 
Normale ort zu dieser Kreis­
fläche liegt im Haupt­
schnitte der grösten und 
kleinsten Elasticitätsaxen 

/'ig'l9. 
A 

OAC und wird optische 
A x c genannt. 

Das dreiaxige Ellip-
soid besitzt zwei optische 
Axen, die in der Ebene 
der grössten und kleinsten 
Elasticitätsaxen symmetrisch zn 
Fig. 29. 

b 

A' 

diesen beiden gelegen sind, oa und oa' 

Die optischen Axen bilden mit einander zwei supplementäre Winkel, 
einen spitzen 2 Va und einen stumpfen 2 Vt1, wobei 

2Va=180-2Vo 

welche durch die Axen rt nnd c halbirt werden, und zwar wird jene Axe, 
welche den spitzen Axenwinkel halbirt, erste Mitte 11 in i e (Bisse c tri x), 
die den stumpfen Winkel halbirendc zweite Mittellinie genannt, wo­
bei wieder zwei Fälle möglich sinrl. 

1. Mittellinie a 2. Mittellinie c; negativer Krystall 
„ c „ a positiver 

+ 
Der erstere Fall ist in Fig. 29 ange­

nommen; Fig. 30 g·ibt eine Skizze des letzte- Fig .. 10 

ren. 
Nachdem das Wesen der Doppelbre­

chung in einer V crschiedenheit der Fort­
pflanzungsgeschwindigkeit uncl der Schwin­
gungsrichtung der zwei in derselben Rich­
tung fort.pflanzbaren Lichtstrahlen besteht, 
ist ohne weiters klar, dass läng·s der opti­
schen Axen die Doppelbrechung verschwin­
den muss; die Normalebene auf einen Licht­
strahl nämlicl1, der in der Richtung einer 
optischen Axc sich fort.pflanzt, schneidet das 
Ellipsoid in einem Kreise; die Fortpflan­
zungsgeschwindigkeiten der Lichtstrahlen, 

B 

" 

clnrch zwei Radien des Kreises gegeben, werden einander gleich; 

A 

die 
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Schwingungsrichtungen werden unbestimmt, d. h. bleiben nngeändert, 
wie sie vor Eintritt in das krystallinische Medium waren. 

Besitzt ein Krystall eine Symmetrieebene, so muss dieselbe für 
jede Farbe mit einem Hauptschnitt des Ellipsoides zusammenfallen, eh 
ein dreiaxiges "Ellipsoid nur nach seinen Hauptschnitten symmetrisch ist; 
diese CoYncidenz muss jedoch nicht für alle Farben denselben Haupt­
schnitt treffen; so kann beispielsweise für rothes Licht der Hauptschnitt 
bc, ftlr blaues ac in die Symmetrieebene fallen. Werden zwei Elasticitäts­
axen desselben Ellipsoides einander gleich, so wird ihr Hauptschnitt ein 
Kreis und die beiden optischen Axen reducircn sich auf eine, nämlich die 
zu jenem Hauptschnitte senkrechte dritte Elasticitätsaxe, das Ellipsoid 
wird ein Rotations-Ellipsoid. 

Fi.9 Jt. 

\/--o-~, 

Die Durchschnitte eines solchen 
Ellipsoides mit einer Ebene sind 
entweder: 

Senkrecht zur optischen Axe -
Kreisschnitt, Doppelbrechung keine, 
Schwingüngi;richtung unbestimmt. Pa­
rallel zur optischen Axe - eine Ellipse, 
deren eine Axe die optische ist, deren 
andere den constanten W erth der dem 
Kreise entsprechenden Elasticitätsaxc 
besitzt. c 

Geneigt zur optischen Axe -
Ellipse, deren Axen gegen die optische 

geneigt sind. Eina~ige Ellipsoide giebt es zweierlei Art, verlängerte 
oder abgeplattete, Je nachdem 

b = c; rt optische Axe; negative Krystalle Fig. 31. 
a"=b;c „ „ positive „ Fig. 32. 

+ 

Werd~n ~lle drei Elasticitätsaxen des Ellipsoides einander gleich, so 
reduc1rt srnh dasselbe auf eine Kugel· jeder Durchschnitt mit einer Ebene 
wird ein Kreis, alle Axcn derartiger kreise werden cinanrlergleich ; ein 

Fig.J2. 

B 

derartiger Krystall besitzt also nur einfache 
Brechung und keine bestimmten Fichwin-
gungsrichtungen, das hcisst, cs bleibt die 
Schwingungsrichtung des in den Krystall 
eintretenden Lichtstrahles unverändert. 

Wie oben schon erwähnt, lassen sich 
auch die Absorptionsverhältnisse im ganzen 
Krystall bestimmen, wenn sie für die drei 
Elasticitätsaxen gegeben sind ; wenn man 

011------ a aus den drei Haupt-Absorptionsconstantcn 
(einer hestimmtcn Farbe) als Axen ein Ellip­
soid constrnirt, so findet man genau wie am 
Polarisationsellipsoid die Absorptionswerthe 
für eine bestimmte Richtung im Krystall 
durch Legung einer Normalebene und Be­

stimmung der Axen der dadurch entstehenden Durchschnittsellipse. 
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§. J. Optisches Verhalten planparalleler Platten. 
Es soll zunächst das Verhalten planparallelel' Krystallplatten in 

geradlinig polarisirtem, parallelen Lichte bei senkrechter Incidenz be­
trachtet werden. 

Durch irgend eine Vorrichtung (Nicol'sches Prisma, Herapathit, 
Turmalinplatte) sei das einfallende, parallele Licht geradlinig polarisirt; 
dasselbe falle senkrecht auf eine planparallele Krystallplatte. In Folge 
der senkrechten Incidenz tritt dieser Lichtstrahl (als solchen können wir 
paralleles Licht immer behandeln) ungebrochen in den Kl'ystall ein; nach 
dieser bestimmten Richtung können sich aber im Krystall nur zwei 
Strahlen fortpflanzen) deren Schwingungsrichtungen nach §. 2 dieses Ab­
schnittes bestimmt werden, indem wir die Plattenebene, die ja zum 
Wege des Lichtstrahles senkrecht ist, mit dem Polarisationsellipsoid zum 
Durchschnitt bringen. 

Nach diesen zwei auf einander senkrechten Geraden muss nun der 
eintretende Lichtstrahl in zwei Componenten zerlegt werden, welche nun 
denselben Weg durch den Krystall hindurch verfolgen, nach dem Aus­
tritt ans demselben aber auf eine zweite polarisirende Vorrichtung fallen, 
welche wie der Polariseur nur nach einer bestimmten Geraden schwin­
gendes Licht durchHisst, den Analyseur. 

Hier werden die heiden Lichtstrahlen derart zerlegt, dass von jedem 
nur die in die Schwingnngsebene des Analyseurs fallende Componente 
aus letzterem heraustritt; diese beiden Oomponenten endlich sind nun 
beide geradlinig polarisirt, haben gleiche Schwingungsrichtung und die­
selbe Bahn, und setzen sich daher zn einein einzigen, g·eradlinig polari­
sirten Lichtstrahl mit derselben Schwingungsrichtung wie Componenten 
und Analyseur, znsammen. 

Wir nehmen nun an, dass Polarisenr und Analyseur so gestellt 
sind, dass ihre 8chwingungsrichtnngen auf einander senkrecht stehen, 
welche Stellung ein für allemal vorausgesetzt werden möge. 
Drehen wir nun die Krystallplatte in ihrer 
eigenen Ebene, bis ihre Schwingungsricl1tungen 
die eine c~ Fig. 33 mit der des Polarisenr oP 
die andere CYJ mit der des Analyseur cA zu­
sammenfallen, so ergiebt sich Folgendes: 

Aus dem Polariseur tritt geradlinig polad­
sirtes, nach oP schwingendes Licht; beim Ein·· 
tritt in den Krystall wird dasselbe in seine 
Componenten nach c~und oYJ, den Schwingungs­
richtung·en des letzteren, zerlegt, dabei entfällt 
ersichtlicherweise in die Richtung oYJ gar keine 
Componente, sondern der Strahl geht, nach c~ 

0 

Fig 33 

p 

A 

schwingend, durch die Platte und tritt aus demselben mit der Schwin­
gung·srichtung c~ aus; fällt auf den Analyseur; wird hier zerlegt in zwei 
Componenten, von denen jedoch nur die parallel oA durchgelassen wird; 
parallel oA gibt jedoch o; gar keine Componente; das heisst, aus dem 
Analyseur tritt in diesem Falle gar kein Licht aus. 

Wir sehen also; dass eine beliebige planparallele Krystallplatte 
zwischen gekreuzten Polariseuren dunkel erscheint 1 sobald ihre 
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8chwingungsrichtungen 1nit denen des Analyseur und Polariseur coi"nci­
diren. 

Um die Absorption zu beobachten, haben wir in de 1· Dun k e 1-
s t e 11 u n g der Platte entweder Analyse ur oder Polariseur zn entfernen ; 
in diesem Falle erscheint nur die der einen Schwingungsrichtung der 
Platte entsprechende Farbe; der Vorgang· hie bei erklärt sicl(ganz analog 
dem vorhergehenden. 

Es ist ohneweiters klar, dass eine zu einer optischen: Axe senk­
rechte Platte in allen Stellungen gegen die gekreuzten Polariseure 
dunkel erscheint. 

Bezüglich des Verhaltens planparalleler Platten in einem monochro­
matischen Lichtkegel bei gekreuzten Polariseuren bemerken wir nur, 
dass optische Axen durch ein System von nahezu concentrischen Ringen 
angezeigt sind, durch deren Mittelpunkt ein dunkler, geradliniger oder 
hyperbolischer Balken oder ein dunkles Kreuz erscheint. 

Die Erscheinungen im weissen Lichte werden bei den einzelnen 
Systemen besprochen werden. 

§. 4 Optisches Verhalten in den einzelnen Krystall­
sys teme n. 

Wie oben schon erwähnt wurde, ist die Lage der optischen Haupt­
schnitte und die Grösse der Elasticitätsaxen für die verschiedenen 
Farben eine verschiedene. Eine Coi"ncidenz findet nur in dem Falle der 
Existenz einer oder mehrerer Symmetrieebenen statti da eine solche jeder­
zeit ein optischer Hauptschnitt sein muss. 

1. Triklines System. Keine Symmetrieebene. 
Ueber die Lage des Polarisations-Ellipssoides für die verschiedenen 

Farben lässt sich gar nichts a priori bestimmen; die Elasticitätsaxen sind 
gegen die Krystallaxen g·eneigt; alle optischen Hauptschnitte sind 

."1,q34 

dispergirt, d. h. haben für jede 
Farbe eine andere Lage. Im allge­
meinen ist die Dispersion der Haupt­
schnitte sowohl hier wie im folgen­
den,Krystallsysteni gering und über­
steigt selten 1-2°. Die Farben­
erscheinungen planparalleler Plat­
ten, welche die optischen Axen er­
kennen lassen, sind im monochro-
matischen Liebte folgende: eine 
Platte senkrecht zur Bissectrix 
zeigt bei gekreuzten Polariseuren 
ein schwarzes Kreuz Fig. 34, auf 
dessen einem Arme die elliptischen 
Ringe der optischen Axen erschei­
nen, von Lemniscaten umgeben, 
wenn die Hauptschnitte der Platte 
mit denen der Polariseure zusam­
menfallen; hingegen Hyperbeln 
durch die Axenringe Fig. 35, wenn 
die Hauptschnitte der Platte um 4ö 0 

gegen die der Polariseure gcneitg sind. 
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Im weissen Lichte lagern sich die Ringe der einzelnen Farben über­
einander; wegen der Dispersion der Hauptschnitte werden sowohl die 
zwei Axenbilder als auch die Farbenvertheilung in jedem derselben 
unsymmetrisch gegen die nunmehr durch etwas verwaschene schwarze 
Balken rnarkirten Hauptschnitte. 

Das Detail rlieser Axe11 bilder lässt sich am einfachsten dahin 
angeben, dass eine Vereinigung der im folgenden Krystallsysteme auftre­
tenden Dispersionsfälle in wechselnder Stärke zu beobachten ist. 

II. Mono k 1 i n es System. Eine Symmetrieebene. 
Ein optischer Hauptschnitt einer jeden Farbe muss mit der Sym· 

rnetrieebenc roi'neidiren, somit eine Elastieitätsaxe einer jeden Farbe mit 
der zur Symmetrieebene senkrechten Krystallaxe o Y zusammenfallen. 
Die beiden übrigen Hanptschnitte, sowie die zwei in der Symmetrieebene 
liegenden Elasticitätsaxen sin<l dispergirt für die verschiedenen Farben. 
Hier sind nun drei Fälle möglich: 

1. Der die optischen Axen enthaltende Hauptschnitt ac einer Farbe 
coi'ncidirt mit der Symmetrieebene; geneigte Dispersion (Disper­
sion inclinee Descloizeaux). Der gewöhnliche Fall ist der, dass 
die analogen lianptschnitte für alle Farben nahezu dieselbe Lage haben; 
in diesem Falle liegen die optischen Axen für alle Farben in der Sym­
metrieebene; das Bild einer zu einer Bissectrix senkrechten Platte 
(converg·entes Licht) bei Uebereinstimmung der Schwingungsrichtungen 
von Platte und Polariseuren ist sym-
metrisch bezii.glich des die beiden Frg.;6. 

Axenbilder verbindenden schwarzen 
Balkens, Fig. 36. 

2. Der Axenhauptschnitt ac ist 
zur Symmetrieebene senkrecht ; die 
Bissectrix liegt in der Symmetrieebene; 
horizontaleDispersion (disper­
si o n horizontal eD es cl o iz ea ux). 
In diesem Falle coi'ncidirt bei positiven 
Krystallen c b, bei negativen a b mit der Symmetrieebene. 

+ 
Wenn hier wieder der gewöhnliche Fall der näherungsweisen Coi'n­

cidenz der gleichnamigen Hauptschnitte für die verschiedenen Farben 
angenommen wird, sehen wir dass hier die. Ebenen der optischen Axen 
dispergirt sind. Das Axenbild erscheint 
symmetrisch nach dem zu der Linie 
der optischen Axen senkrechten Balken, 
Fig. 37. 

3. Der Axenabschnitt ac und die 
Bissectrix sind zur Symmetrieebene 
senkrecht; mit der Symmetrieebene 
colncidirt daher der Hauptschnitt ah 
bei positiven, cb bei negativen Kry­
stallen; ge k re 11 zt e Dispersion 
(Dispersion croisee Descloizeanx; die Axencbenen sind 
dispergirt. 

Mineralogische J\Iiltheilungen. l8i2. 3. Heft. 21 
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Unter denselben V orausset­
zungen wie frilher wird das Axenbild 
symmetrisch nach gar keiner Linie; 
die Axencbcncn erscheinen um die 
Plattennormalc (zweite Krystallaxe 
o Y, ßisscctrix) fächerförmig· disper­
girt, Fig. 3K. 

III. Rho m b i s c h e s S y s t e m. 
Drei zn einander senkrechte, tm­
gleichwcrthige Symmcfrieebenen . 

• Jede Symmetrieebene muss mit einem Hauptschnitt coYncidircn; 
hier ist die Lage der optischen Hauptschnitte vollkommen bestimmt und 
nur mehr die Grösse nnd Lage der Elasticitätsaxcn unbestimmt. Meistens 
fallen die gleichnamigen Hauptschnitte aller Farben zusammen, somit 
auch die g1asticitätzaxen a; b; c. 

Das Axenbild ist unter den früheren Voraussetzungen symmetrisch 
nach den beiden schwarzen Balken; es erscheint auch im wcissen Lichte 
ähnlich Fig. 34, nur sind in diesem Falle die schwarzen Ellipsen durch 
farbige ersetzt. 

Die optischen Hauptschnitte sinrl nicht dispcrgirt, wohl aber die 
optischen Axen, d. h. es ist der Axcnwinkcl verschieden für die ver­
schiedenen Farben, ebenso wie in clen beiden vorhergehenden Systemen. 

IV.Rho m b o e d r i s c h es System. Drei tautozonalc, gleichwerthige, 
unter 60° geneigte Symmetrieebenen. Jede dersellJen muss ein Haupt­
schnitt des Ellipsoides sein; <liess ist nur möglicl1, wenn alle dieser 
Zone angehörigen Ellipsoidschnitte einander gleich, d. h. das Ellipsoid 
ein Rotationsellipsoid wird; der zur Zone der Symmetrieebenen senk­
rechte Hauptschnitt wird ein Kreis; die Axe der Symmetriezone wird 
optische Axe für alle Farben. 

Hier sind, wie schon erwähnt, zwei Fälle möglich, je nachdem b=c 
oder a=b, negativer oder positiver Krystall. 

Wenn wir wiederum die Voraussetzung machen, dass für alle 
:Farben die gleichnamigen Elasticitätsaxen coYnci­
diren, so erhalten wir als Bild einer zur optischen 
Axc senkrechten Platte zwischen gekreuzten 
Polariseuren ein schwarzes Kreuz mit concen­
trischeu farbigen Ringen. Fig. 39. 

V. Tetragonales System. 5 Symmetrie­
ebenen, davon 4 tautozonal unter 45 ° gegeneinan­
der geneigt, je zwei abwechselnde gleichwerthig, 
die f>. zu den ersteren 4 senkrecht. 

Ein optischer Hauptschnitt ist parallel der 
letzteren, als 001 angenommenen Symmetrieebene. Alle zu ihr senkrechten 
Ellipsoidschnitte miissen einander gleich werden, weil in dieser Zone 4 
Symmetrieebenen vorhan<len sir.d, welche alle Hauptschnitte des Ellipsoides 
sein miissen. Das tetragonale System verhält sich <laher optisch genau so 
wie das rhomboedrische. 

VI. Hexagonales System. 7 Symmetrieebenen, 6 tautozonal, 
nrn i10° geneigt, je 0 abwechselnde gleichwerthig, 1 zu ihnen senk­
recht. Letztere als ein Hauptschnitt genommen, ergibt wie in den zwei 
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früheren Systemen, alle dazu senkrechten Schnitte einander gleich, wegen 
der Symmetrie nach den 6 tautozonalen Symmetrieebenen, daher aber­
mals dieselben optischen Verhältnisse. 

Basis III ist senkrecht zur optischen Axe. 
VII. Tesserales System. 9 Symmetrieebenen; 3 zu einander 

senkrecht, gleichwertl1ig, die iibrigen 6 unter ,ff> 0 zwischen je 2 der er­
steren ta ntozoual eing·eschaltet. 

Nehmen wir die ersteren 3 Symmetrieebenen den 3 Haupt­
schnitten parnllel, so ergibt sich aus der Existenz der übrigen Symmetrie­
ebenen Bofort, dass das Polarh;ationsellipsoid eine Kugel sein muss, deren 
Radius für die verschiedenen Farben verschieden ist. Eine Kugel hat nur 
Kreisschnitte, daher in allen Richtungen einfache Brechung stattfindet. 

Wir haben in obig·em n\lr die Fälle beriicksicbtigt, wo die gleich­
namigen Hauptschnitte aller Farben nahe eoYncidiren; in der That sind 
die Ausnahmen rnn ctiesem Gesetze sehr selten und bieten keinerlei 
Schwierig·keiten; die lkol.Jaehtung mittelst monochromatischer Gläser 
oder Lichtquellen gestattet jederzeit eine rasche Orientirung. 

Ebenso haben wir Yon der obigen Besprechung die circularpolari­
sirenden einaxigen Krystallc ausgeschlossen, da sie, trotz des grossen 
theoretischen Unterschiedes, praktisch genau wie die übrigen einaxigen 
Krystalle angesehen werden könneu, mit Ausnahme des Axenbildes, das 
innerhalb !ler Ringe das schwarze Kreuz durch eine gleicbmässige, von 
der Plattendicke abhängig·e Färbung ersetzt zeigt. 

Es ist nun nicht mehr not.hwendig, das specielle Verhalten von 
Platten verschiedener Krysialle l.Jeziiglich Orientirung der Schwingungs­
richtung·en zu besprechen. Die Orientirung des Ellipsoides gegen die Kry­
stallaxen, respective Symmetrieel.Jcnen, ist in obigem gegeben; ist daher 
tlie krystallographische Orientirung einer Platte bekannt, so kann man 
sofort die Art des Schnittes am Ellipsoid, somit die Schwingungsrichtun­
g·en bestimmeu. Umgekehrt liefert die experimentell leicht zu bestim­
mende Lage der Schwingungsrichtungen einer Platte yon bekannter kry­
stallographischer Orientirm1g· einen Anhaltspunkt zur Bestimmung des 
Systemes. 

Ueberblicken wir noch einmal den Entwicklungsg·ang des vorliegen­
den Entwurfes, so sehen wir als Ausgangspunkt den Erfahrungssatz, dass 
l.Jei Wahl einer bestimmten Bezeichnungs weise die Zeichen von Flächen 
und Zonen aus einfachen ganzen Zahlen bestehen, deren Verhältnisse 
unter einander also ratio n a 1 e Zahlen sind. 

Aus der Rationalität dieser Zahlen folgt nun auf einem Wege, den 
wir nur kurz andeuten konnten, dass nur solche Flächencomplexe mög-

21* 
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lieh sind, welche einer von 7 verschiedenen Symmetriearten angehören, 
den 7 Krystallsystemen. 

Aus den allg·emeinen Gesetzen flir die Bewegung des Lichtes in 
Krysl allen ergab sich uns das Polarisationsellipsoid zur Ableitung aller 
speciellen Regeln. 

Die Symmetrieverhältnisse der einzelnen Krystallsysteme gestatte­
ten uns, die Beschaffenheit des Polarisationsellipsoides nnd damit die 
optischen Eigenschaften eines jeden Systemes auf sehr einfache Weise 
zu ermitteln, womit wir den Vorwurf dieser Arbeit erschöpft haben. 
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